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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ïåðå-
íîñà âåùåñòâà è ýíåðãèè â ñëîæíûõ íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé
çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Äèôôóçèîííûå è âîëíîâûå ïðî-
öåññû â ïîäîáíûõ ñðåäàõ â ðÿäå ñëó÷àåâ õàðàêòåðèçóþòñÿ àíîìàëüíîé êèíå-
òèêîé ïðîòåêàíèÿ, êîòîðàÿ íå ïîä÷èíÿåòñÿ ãàóññîâîé ñòàòèñòèêå è ìîæåò ïðî-
ÿâëÿòüñÿ â âèäå ýôôåêòîâ ïàìÿòè (íåëîêàëüíîñòü ïî âðåìåíè) èëè äàëüíèõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ âçàèìîäåéñòâèé (íåëîêàëüíîñòü ïî ïðîñòðàíñòâó). Îïèñà-
íèå òàêèõ ïðîöåññîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëîâ è ïðîèçâîäíûõ öåëîãî ïî-
ðÿäêà çà÷àñòóþ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî çàòðóäíèòåëüíûì è ñîîòâåòñòâóþùèå
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èìåþò ðÿä íåäîñòàòêîâ.

Èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèå äðîáíîãî ïîðÿäêà àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ àíîìàëüíûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ ñ íåëîêàëüíûìè ýô-
ôåêòàìè (ñì. ðàáîòû À. Ì. Íàõóøåâà, Â. Â. Ó÷àéêèíà, Â. Å. Òàðàñîâà,
Ð. Ð. Íèãìàòóëëèíà, Â. Å. Ôåäîðîâà, Â. Ã. Ïèìåíîâà, À. Â. Ïñõó, Ï. Í. Âà-
áèùåâè÷à, Ð. Ò. Ñèáàòîâà, Ð. È. Ïàðîâèêà, À. À. Àëèõàíîâà, Ô. Ìàéíàðäè,
Ë. Êàôàðåëëè, Þ. Ëó÷êî, Ð. Ìåòçëåðà, Ð. Õèëôåðà, Ð. Ãîðåíôëî, M. Îðòè-
ãóåðà è äð.) Ïðèìåíåíèå ýòîãî àïïàðàòà ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü àíîìàëüíóþ
êèíåòèêó ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ãèïîòåç ñ äðîáíî-
äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ïî âðåìåíè èëè ïðîñòðàíñòâó. Ïðè ýòîì
íåëîêàëüíîñòü, ïîðîæäàåìàÿ îñîáåííîñòÿìè ñðåäû, îïèñûâàåòñÿ ýòèìè îïå-
ðàòîðàìè, à ñàìà ñðåäà ìîäåëèðóåòñÿ êàê îäíîðîäíàÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
(ÄÄÌ) ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ ñ àíîìàëüíîé êèíåòèêîé ïðîòåêàíèÿ, îñíîâàí-
íûõ íà òàêîì ïîäõîäå.

Èññëåäîâàíèå ÄÄÌ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îñîáåííî òðóäíûì â ñëó÷àå èñïîëü-
çîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîíÿòèå äðîá-
íîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â Rn ââåäåíî Ì. Ðèññîì. Ðàññìàòðèâàåìûå
â åãî ðàáîòàõ ìíîãîìåðíûå îïåðàòîðû òèïà ïîòåíöèàëà (ïîòåíöèàëû Ðèññà)
ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà ñëó÷àé ìíîãî-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì äðîáíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå â Rn ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â òåðìèíàõ äðîáíîé ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Òåîðèÿ ïî-
äîáíûõ îïåðàòîðîâ â äàëüíåéøåì áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ Î. Ôðîñòìàíà,
È. Ì. Ñòåéíà, Ï. Ëèçîðêèíà, Ñ. Ã. Ñàìêî, Á. Ñ. Ðóáèíà è äð.

Äëÿ ìíîãîìåðíûõ ÄÄÌ ïîñòðîåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé çà÷àñòóþ ÿâëÿåò-
ñÿ íåâîçìîæíûì, ïîýòîìó èõ ÷èñëåííûé àíàëèç ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíóþ
ïðàêòè÷åñêóþ çàäà÷ó. Â ñèëó íåëîêàëüíîñòè îïåðàòîðîâ äðîáíîãî èíòåãðî-
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîñòðîåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ÄÄÌ êëàññè÷åñêèìè
ìåòîäàìè ïðèâîäèò ê áîëüøîìó îáúåìó âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé. Äëÿ
óìåíüøåíèÿ îáúåìà âû÷èñëåíèé â ëèíåéíîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-
íû ìóëüòèïîëüíûå ìåòîäû. Îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãî-
ðèòìîâ ÿâëÿþòñÿ ôàêòîðèçîâàííûå ðàçëîæåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé
ðàññìàòðèâàåìûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïàðàëëåëüíûå
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âåðñèè òàêèõ àëãîðèòìîâ îáëàäàþò âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòüþ è ìàñøòàáè-
ðóåìîñòüþ. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áûëà
ðàçâèòà â ðàáîòàõ Â. Â. Ðîõëèíà, Ë. Ãðèíãàðäà, Í. À Ãóìåðîâà. Ðàíåå ìóëüòè-
ïîëüíûé ïîäõîä íå íàõîäèë ñâîåãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ
ìíîãîìåðíûõ ÄÄÌ. Òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷à ðàçâèòèÿ
ìóëüòèïîëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé íåëîêàëüíûõ ïðîöåññîâ.

Îñíîâíûì îáúåêòîì ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàáîòå âûñòóïàþò íåñòàöèî-
íàðíûå è óñòàíîâèâøèåñÿ ïðîöåññû àíîìàëüíîãî ïåðåíîñà âåùåñòâà è ýíåðãèè
â íåîãðàíè÷åííûõ íåîäíîðîäíûõ ñëîæíûõ ñðåäàõ, îïèñûâàåìûå ìíîãîìåðíû-
ìè ëèíåéíûìè äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè ìîäåëÿìè (ËÄÄÌ).

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿ-
åòñÿ ðàçðàáîòêà ìóëüòèïîëüíûõ àëãîðèòìîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
íåëîêàëüíûõ äèôôóçèîííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíû-
ìè ìíîãîìåðíûìè äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ äàííîé öåëè â ðàáîòå áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ñëå-
äóþùèå çàäà÷è.

1. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ËÄÄÌ íåëîêàëüíûõ ïðîöåññîâ äèôôóçèîííîãî
è âîëíîâîãî òèïîâ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà.

2. Ïîñòðîåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà.

3. Ðàçðàáîòêà è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ êîì-
ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ äèôôóçèîííîãî è âîëíîâîãî òèïîâ â
íåëîêàëüíûõ ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè, îïèñûâàåìûìè êîíå÷íûì ÷èñëîì òî-
÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ.

4. Ïîñòðîåíèå ôàêòîðèçîâàííûõ ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññî-
íà è Ãåëüìãîëüöà.

5. Ðàçðàáîòêà è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàë-
ëåëüíûõ ìóëüòèïîëüíûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ËÄÄÌ.

6. Èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ðàçðàáîòàííûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ ïðîöåññîâ
ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

1. Íà îñíîâå ñèììåòðèéíûõ ñâîéñòâ íåñòàöèîíàðíûõ ËÄÄÌ ñ äðîáíîé
ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ìîäåëè îáëàäàþò àâòîìî-
äåëüíûìè ðåøåíèÿìè è ðåøåíèÿìè òèïà áåãóùèõ âîëí, ïîñòðîåíû ïðèìåðû
òàêèõ ðåøåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ïîñòàíîâêà óñëîâèÿ èçëó÷å-
íèÿ Çîììåðôåëüäà.

2. Ïîñòðîåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ äðîáíî-äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà. Ïðåäëîæåí è
îáîñíîâàí ñïîñîá èõ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
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3. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ íåëîêàëüíûõ ñðåä ñ âêëþ÷åíè-
ÿìè, îïèñûâàåìûìè êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, îñíîâàííûé íà
ìåòîäå âñïîìîãàòåëüíûõ âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ. Íà åãî îñíîâå ðàçðàáîòàíû
÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷ íåëî-
êàëüíîé îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè ñ ñèñòåìîé ñêâàæèí è çàäà÷è ðàññåÿíèÿ
âîëí íà íåïðîíèöàåìîì îáúåêòå â íåëîêàëüíîé ñðåäå.

4. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâ-
ëåíèå â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà Ìåëëèíà�Áàðíñà, íà îñíîâå êîòîðîãî âû-
ïîëíåíà ôàêòîðèçàöèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà, à òàêæå ïîñòðîåíû èõ
ìóëüòèïîëüíûå ðàçëîæåíèÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèé Ôîêñà. Íà îñíîâå ïðÿìûõ
è àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ôóíêöèé Ôîêñà èç ïîñòðîåííûõ ìóëüòèïîëü-
íûõ ðàçëîæåíèé ïðåäëîæåíû ñïîñîáû èõ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ.

5. Ðàçðàáîòàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå è ïàðàëëåëüíûå ìóëüòèïîëüíûå àë-
ãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ËÄÄÌ äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñè-
ñòåì ñ îáùåé è ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ.

6. Ïîêàçàíî, ÷òî â ËÄÄÌ äèôôóçèîííîãî òèïà óìåíüøåíèå äðîáíîãî
ïîêàçàòåëÿ α ïðèâîäèò ê áîëåå áûñòðîìó âûõîäó ñèñòåìû íà ñòàöèîíàðíûé
ðåæèì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â âîëíîâûõ ËÄÄÌ äðîáíûé ïîêàçàòåëü α îêàçûâàåò
âëèÿíèå íà âîëíîâîé ïðîöåññ òîëüêî â áëèæíåé çîíå èñòî÷íèêîâ âîçìóùåíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Îñíîâíûå ïî-
ëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ìåòîäû è
ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííî-
ãî èññëåäîâàíèé ìíîãîìåðíûõ ËÄÄÌ äèôôóçèîííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ
ñ ïîòåíöèàëîì Ðèññà è ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Ðàçðàáîòàííûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà îáîáùåíèè ìåòîäà
âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîì-
ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ ïðîöåññîâ â ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè,
îïèñûâàåìûìè êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ïðèìåíèì ê ëþáûì ôóíêöèÿì,
äîïóñêàþùèì ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà Ìåëëèíà-Áàðíñà.

Ïîñòðîåííûå òî÷íûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ËÄÄÌ ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Ðàçðàáîòàííûå ïîñëåäîâàòåëüíûå è ïàðàëëåëüíûå ìóëüòèïîëüíûå àëãî-
ðèòìû ðàçâèâàþò ìóëüòèïîëüíûé ïîäõîä è ðàñïðîñòðàíÿþò åãî íà ñëó÷àé
ìíîãîìåðíûõ ÄÄÌ. Ïàðàëëåëüíûå âåðñèè ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ýôôåêòèâíîãî êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëî-
êàëüíûõ äèôôóçèîííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû îáóñëîâëèâàåòñÿ âîçìîæíîñòüþ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ è ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷ îäíîôàçíîé è ìíîãîôàçíîé ôèëüòðàöèè ôëþèäîâ â íåîäíîðîä-
íûõ òðåùèíîâàòî-ïîðèñòûõ ñðåäàõ ñ åñòåñòâåííîé òðåùèíîâàòîñòüþ (àêòó-
àëüíî äëÿ íåôòÿíîãî èíæèíèðèíãà), çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ âîëí â ñðåäàõ ñ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèåé (àêòóàëüíî äëÿ îïòèêè
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êðèñòàëëîâ è ôèçèêè ïëàçìû), à òàêæå çàäà÷ îáðàáîòêè è èíòåðïðåòàöèè ðå-
çóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ ìåòîäîâ äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ïëàñòîâûõ ïàðàìåòðîâ (àêòóàëüíî â ãåîôèçèêå).

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííûõ
â äèññåðòàöèè çàäà÷ èñïîëüçîâàëèñü áàçîâûå ïðèíöèïû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ, ìåòîäû òåîðèè èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà
â Rn, ìåòîäû òåîðèè ïîòåíöèàëà, òåîðèè èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è
ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, ìóëüòèïîëüíûå ìåòîäû è ìåòîäû ôóíäàìåíòàëüíûõ
ðåøåíèé, òåõíîëîãèè ðàçðàáîòêè ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèò-
ìîâ äëÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, à òàêæå îñíîâíûå
ïðèíöèïû ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

1. Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ òèïà áåãóùèõ âîëí äëÿ íåñòà-
öèîíàðíûõ ËÄÄÌ ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Äîêàçàòåëüñòâî
ñïðàâåäëèâîñòè ïîñòàíîâêè óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà äëÿ äðîáíî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. (Ñîîòâåòñòâóåò ï. 1
ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè).

2. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé
óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà. (Ñîîòâåòñòâóåò ï. 1 ïàñïîðòà ñïåöèàëü-
íîñòè).

3. Àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ËÄÄÌ ñ âêëþ÷åíèÿìè, îïèñû-
âàåìûìè êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîìïüþ-
òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè â ñèñòåìå ñêâà-
æèí è ðàññåÿíèÿ âîëí íà íåïðîíèöàåìîì îáúåêòå. Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ôóíê-
öèé âëèÿíèÿ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ â ýòèõ ÄÄÌ. (Ñîîòâåòñòâóåò ï. 2 ïàñïîðòà
ñïåöèàëüíîñòè).

4. Àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå â âè-
äå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà Ìåëëèíà-Áàðíñà. Ôàêòîðèçîâàííûå ìóëüòèïîëüíûå
ðàçëîæåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùå-
íèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà. Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé Ôîêñà
èç ïîñòðîåííûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé è èõ ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé.
(Ñîîòâåòñòâóåò ï. 2 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè).

5. Ïîñëåäîâàòåëüíûå è ïàðàëëåëüíûå ìóëüòèïîëüíûå àëãîðèòìû êîì-
ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ËÄÄÌ ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.
(Ñîîòâåòñòâóåò ï. 2 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè).

6. Ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííûõ ìóëüòèïîëüíûõ àëãîðèòìîâ
íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñ++ â âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàìì êîìïüþòåðíî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ äèôôóçèîííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ. (Ñî-
îòâåòñòâóåò ï. 3 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè).

7. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþùèå ýôôåê-
òèâíîñòü ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ, ïðîâåäåííûå íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî
íàáîðà òåñòîâûõ çàäà÷. (Ñîîòâåòñòâóåò ï. 2 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè).

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòðîãîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêà-
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çàòåëüñòâ ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé, òåñòèðîâàíèåì ðàçðàáîòàííûõ
ïðîãðàììíûõ ðåàëèçàöèé ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ, à òàêæå ñðàâíåíèåì
ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïîñòðîåííûìè òî÷íûìè ÷àñò-
íûìè ðåøåíèÿìè ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëÿëèñü íà ñëåäóþùèõ âñåðîññèé-
ñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ: ¾Ìàâëþòîâñêèå ÷òåíèÿ¿
(ã. Óôà, 2015�2018 ã.ã.); ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæå-
íèÿ â åñòåñòâîçíàíèè¿ (ã. Óôà, 2016�2018 ã.ã.); ¾International conference
on mathematical modelling in applied sciences (ICMMAS'17, ICMMAS'19)¿
(ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2017 ã., ã. Áåëãîðîä, 2019 ã.); ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ-2018¿
(ã. Êàçàíü, 2018 ã.); ¾Íåêîòîðûå àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé ìàòå-
ìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Ãåðöåíîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (ã. Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, 2018 ã.); ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû íàóêè è òåõíèêè¿ (ã. Óôà, 2018�
2022 ã.ã.); ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè¿ (ã. Íàëü÷èê,
2018 ã.); ¾Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè (ÏàÂÒ'2019)¿ (ã. Êà-
ëèíèíãðàä, 2019 ã.); ¾International conference on numerical analysis and applied
mathematics (ICNAAM'19)¿ (Ãðåöèÿ, 2019 ã.); ¾Ìíîãîôàçíûå ñèñòåìû: ìîäå-
ëè, ýêñïåðèìåíò, ïðèëîæåíèÿ¿ (ã. Óôà, 2020 ã.); ¾Óôèìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ øêîëà�2022¿ (ã. Óôà, 2022 ã.).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 26 íàó÷íûõ ðàáîòàõ, îñíîâíû-
ìè ÿâëÿþòñÿ [1�3, 6�18]. Ïîëó÷åíû äâà ñâèäåòåëüñòâà î ðåãèñòðàöèè ïðî-
ãðàììû äëÿ ÝÂÌ [4, 5]. Ðàáîòû [1�3] îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ
â ïåðå÷åíü ÂÀÊ, ðàáîòû [6�9] � â çàðóáåæíûõ ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ,
èíäåêñèðóåìûõ â ìåæäóíàðîäíîé ðåôåðàòèâíîé áàçå äàííûõ Web of Science.

Â ðàáîòàõ, âûïîëíåííûõ â ñîàâòîðñòâå, íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
Ñ. Þ. Ëóêàùóêó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷ è îáùèå ñõåìû èõ èññëå-
äîâàíèé, à ñîèñêàòåëþ Í. Ñ. Áåëåâöîâó � ÷èñëåííûå è àíàëèòè÷åñêèå èññëå-
äîâàíèÿ, òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ. Âñå îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì. Èç îïóáëèêîâàííûõ â ñî-
àâòîðñòâå ðàáîò â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû òîëüêî ðåçóëüòàòû àâòîðà.

Èññëåäîâàíèÿ ïî òåìå äèññåðòàöèè ïðîâîäèëèñü â ðàìêàõ ãðàíòà Ïðà-
âèòåëüñòâà ÐÔ ïî ïîñòàíîâëåíèþ � 220, äîãîâîð � 11.G34.31.0042 ìåæäó
Ìèíîáðíàóêè ÐÔ, ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾ÓÃÀÒÓ¿ è âåäóùèì ó÷¼íûì Í.Õ. Èáðàãè-
ìîâûì ïî òåìå ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ãðóïïîâîé àíàëèç äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿ (2011-2015 ãã.) è ïðîåêòà 1.3103.2017/Ï× ãîñçàäà-
íèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ íà òåìó ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðî-
âàíèå ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè â íåîäíîðîäíûõ êîëëåêòîðàõ íåôòåãàçîâûõ ìå-
ñòîðîæäåíèé íà îñíîâå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî ïîäõîäà¿ (2017-2019 ãã.).

Îáúåì è ñòðóêòóðà ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ââå-
äåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèññåðòàöèè
ñîñòàâëÿåò 149 ñòðàíèö, â òîì ÷èñëå 7 òàáëèö è 50 ðèñóíêîâ. Ñïèñîê ëèòåðà-
òóðû ñîñòîèò èç 146 íàèìåíîâàíèé.
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ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ, ïðî-
âîäèòñÿ àíàëèç ñòåïåíè åå ðàçðàáîòàííîñòè, ôîðìóëèðóþòñÿ öåëè è çàäà÷è
ðàáîòû, ïåðå÷èñëÿþòñÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, ïðèâîäÿòñÿ âûíîñèìûå íà çà-
ùèòó ïîëîæåíèÿ, îòìå÷àåòñÿ èõ íàó÷íàÿ íîâèçíà, ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè, òåî-
ðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ îá àïðîáàöèè
ðàáîòû, ïóáëèêàöèÿõ è ëè÷íîì âêëàäå àâòîðà.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåëî-
êàëüíûõ ïðîöåññîâ, ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç, âêëþ÷àþùèõ ìíîãîìåðíûå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû.

Â �1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà,
îïðåäåëÿåìîé â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F êàê

(−∆)
α
2u(x) = F−1 (|k|α (Fu) (k)) (x), α > 0, x ∈ Rn, (1)

è ñ ïîòåíöèàëîì Ðèññà, êîòîðûé â Rn îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

Rαu(x) =
2−αΓ(n−α2 )

π
n
2 Γ(α2 )

∫
Rn

u(y)

|x− y|n−α
dy, α 6= n, n+ 2, .... (2)

Ðèñ. 1: Ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿ àíîìàëüíûõ ïðîöåññîâ
â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ

Ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä
çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè
ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ãèïîòåç ñ
íåëîêàëüíûìè äðîáíî-äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè ïî ïðîñòðàí-
ñòâó îïåðàòîðàìè è êëàññè÷å-
ñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ïðè
ýòîì íàòóðíàÿ íåîäíîðîäíàÿ
ñðåäà çàìåíÿåòñÿ ìîäåëüíîé
îäíîðîäíîé, íî ñ íåëîêàëüíû-
ìè ýôôåêòàìè, îïèñûâàåìûìè
ïðîñòðàíñòâåííûìè äðîáíûìè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè
(1) èëè (2), à ïîðÿäîê äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü
îïðåäåëåí èç ðåçóëüòàòîâ íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ (ñì. ðèñ. 1).

Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè ôëþèäà â ñðåäå ñ íåëî-
êàëüíûìè ýôôåêòàìè â êà÷åñòâå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ãèïîòåçû èñïîëüçóåòñÿ
äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå îáîáùåíèå çàêîíà ôèëüòðàöèè Äàðñè

u = − (kα/µ)∇ (Rαp) , α ∈ (0, 1), (3)

ãäå µ � âÿçêîñòü ôëþèäà; kα � äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûé àíàëîã ïðîíèöà-
åìîñòè ïîðèñòîé ñðåäû; p � äàâëåíèå; u � âåêòîð ñêîðîñòè ôèëüòðóþùåãîñÿ
ôëþèäà. Ïîäñòàíîâêà (3) â êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ ñæè-
ìàåìîãî ôëþèäà â ïîðèñòîé ñðåäå ïðèâîäèò ê ËÄÄÌ îäíîôàçíîé ôèëüòðà-
öèè

pt = κα∆Rαp+ q, (4)
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ãäå t � âðåìÿ; κα � äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûé àíàëîã êîýôôèöèåíòà ïüåçî-
ïðîâîäíîñòè; q � ïðèâåäåííàÿ ïëîòíîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà íà îñíîâå ñèñòåìû
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è îáîáùåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ðàáîòå òàêæå
ïîñòðîåíà ÄÄÌ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí.

Â �2 äëÿ ÄÄÌ (4) â R2 ïðè q = 0 íà ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé ðàñòÿæåíèÿ
è âðàùåíèÿ ïîñòðîåíî àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå â òåðìèíàõ ôóíêöèé Ôîêñà:

u(r, t) = H1,1
1,2

[
t

2
α−2r2

4

∣∣∣∣
(
1, 2

2−α
)

(0, 1), (0, 1)

]
, r =

√
x2 + y2.

Äëÿ ËÄÄÌ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí

utt = −a2
α (−∆)

α
2 u, u = u(t,x), x ∈ R2, (5)

ïîëó÷åíî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå |k|α = ω2/a2
α, ñïðàâåäëèâîå â ñëó÷àå

ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ èëè öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí, à òàêæå âûðàæåíèÿ äëÿ

ôàçîâîé vαΦ = ω1−2/αa
2/α
α è ãðóïïîâîé vαg = (α/2) vαΦn ñêîðîñòåé ïëîñêîé

ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû, ãäå k � âîëíîâîé âåêòîð, à ω � ÷àñòîòà. Òåì ñàìûì
äîêàçàíî, ÷òî (5) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äèñïåðãèðóþùåé ñðåäû.

Â �3 äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

−(−∆)
α
2u = f(x), α ∈ (1, 2), x ∈ Rn, (6)

ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå (6) äîïóñêàåò ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ðàñòÿæåíèÿ è
âðàùåíèÿ, íà îñíîâå êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

GP
α,n(x) = CP

α,n|x|α−n, CP
α,n = 2−απ−

n
2 Γ ((n− α)/2) /Γ (α/2) . (7)

Äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î âèäå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ äðîáíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé äâóõ âèäîâ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

−(−∆)
α
2u+ ω2u = f(x), α ∈ (1, 2), x ∈ Rn, (8)

èìååò âèä

GH+

α,n(x)=C0J0

[(
ω2
) 1
α |x|

]
+ CH+

α,n (π|x|)1−n2 δGH+

α,n(x), (9)

δGH+

α,n(x)=H2, 1
2, 4

[(
ω2
) 2
α |x|2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2+n

2α ,
2
α

)
,
(

1
2−

2+n
2α ,

2
α

)
(n4−

1
2 , 1) ,

(
1− 2+n

2α ,
2
α

)
, (1

2−
n
4 , 1),

(
1
2−

2+n
2α ,

2
α

) ].
Çäåñü C0 ∈ C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, CH+

α,n =
(
ω2
) 2+n

2α −1
2−

n
2 (α)−1, H2, 1

2, 4(z)
� ôóíêöèÿ Ôîêñà, à Jµ(z) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (8) òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ðàñõîäÿùèåñÿ âîëíû óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà lim

r→∞

√
r (ur − iku) = 0, r = |x|.

Óòâåðæäåíèå 2. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî îáîáùåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

−(−∆)
α
2u− ω2u = f(x), α ∈ (1, 2), x ∈ Rn, (10)

èìååò âèä
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GH−

α,n(x) = CH−

α,n (π|x|)1−n2 ×

× H2, 1
1, 3

[(
ω2
) 2
α |x|2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2+n

2α ,
2
α

)(
n−2

4 , 1
)
,
(

2α−2−n
2α , 2

α

)
,
(

2−n
4 , 1

) ] , CH−

α,n =

(
ω2
) 2+n−2α

2α

2
n
2πα

. (11)

Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ (ôóíêöèè âëèÿíèÿ) (7), (9) è (11) ïîçâîëÿþò
çàïèñàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (6), (8) è (10) â âèäå èíòåãðàëà ñâåðòêè

u(x) =

∫
Rn

f(ξ)G(x− ξ)dξ. (12)

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ
ËÄÄÌ, äîïóñêàþùèõ ïîñòàíîâêó â òåðìèíàõ ôóíêöèé âëèÿíèÿ òî÷å÷íûõ èñ-
òî÷íèêîâ ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè. Ââåäåíèå ñèñòåìû âñïîìîãàòåëüíûõ òî-
÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü òðåáóåìûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ
âíóòðåííèõ âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.

Â �4 ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîôàçíîé äâóìåðíîé ôèëüòðà-
öèè â íåîãðàíè÷åííîì ïëàñòå ñ ïÿòèòî÷å÷íîé ñèñòåìîé ñêâàæèí â ñðåäå ñ
ïðîñòðàíñòâåííîé íåëîêàëüíîñòüþ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîñëå ââåäåíèÿ ñèñòå-
ìû âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ èìååò âèä

pt + κα (−∆)
α
2 p =

Nd∑
j=1

aj(t)δ(x− xd,j) +

Nn∑
j=1

bj(t)δ(x− xn,j), (13)

p
∣∣
t=0

= ppl, p
∣∣
|x|→∞ = ppl, (14)

ãäå aj(j = 1, ..., Nd), bj(j = 1, ..., Nn) � èíòåíñèâíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ èñ-
òî÷íèêîâ ñ êîîðäèíàòàìè xd,j, xn,j, ñîîòâåòñòâóþùèõ äîáûâàþùåé è íàãíå-
òàòåëüíûì ñêâàæèíàì, ppl � ïëàñòîâîå äàâëåíèå, δ(z) � äåëüòà-ôóíêöèÿ. Çíà-
÷åíèÿ aj, bj îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé

p
∣∣
Sn,i

= pn, i = 1, ..., 4, p
∣∣
Sd

= pd, (15)

ãäå Sn,i, Sd � ãðàíèöû çîí çàáîÿ íàãíåòàòåëüíûõ è äîáûâàþùåé ñêâàæèí ðà-
äèóñîâ rn è rd, à pn, pd � äàâëåíèÿ íà ýòèõ ñêâàæèíàõ, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåíåíèå ê (13)�(15) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà Lt ïî âðåìåíè ïðèâîäèò
ê çàäà÷å äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà
âèäà (10). Åå ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé çàïèñûâàåòñÿ êàê

p̄∗(s,x) =

Nd∑
j=1

a∗jG
H−

α,2 (|x− xd,j|) +

Nn∑
j=1

b∗jG
H−

α,2 (|x− xn,j|) ,

ãäå GH−

α,2 (z) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (11), p̄∗(s,x) = Lt(p̄(t,x))(s,x), p̄ �
áåçðàçìåðíîå äàâëåíèå.

Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ óñòàíîâèâøåéñÿ è
íåñòàöèîíàðíîé ôèëüòðàöèè äëÿ ìîäåëè (13)�(15) è ïðåäëîæåíû ñïîñîáû âû-
÷èñëåíèÿ ôóíêöèé Ôîêñà èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé.

Ïðåäëîæåí êðèòåðèé ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ α è îäèíàêîâûõ ìàññîâûõ ðàñõîäàõ è äàâëåíèÿõ íà
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ñêâàæèíàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî àíàëîã êîýôôèöèåíòà ïüåçîïðîâîäíîñòè κα è êî-
ýôôèöèåíò ïüåçîïðîâîäíîñòè κ = κ2 â ýòîì ñëó÷àå ñâÿçàíû ëèíåéíî.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ïîëÿ áåçðàçìåðíûõ äàâëåíèé p̄, ÿâëÿþùèåñÿ ðå-
øåíèåì çàäà÷è óñòàíîâèâøåéñÿ ôèëüòðàöèè. Âèäíî, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì α
óìåíüøàåòñÿ èíòåíñèâíîñòü ïîëÿ è ðàñòåò ¾âëèÿíèå¿ äîáûâàþùåé ñêâàæè-
íû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñóïåðäèôôóçèîííîìó ðåæèìó ôèëüòðàöèè ïðè α < 2.

Ðèñ. 2: Ïîëÿ áåçðàçìåðíîãî äàâëåíèÿ p̄ â ñèñòåìå ïÿòè ñêâàæèí

Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ ðåøåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåííî-
ãî ìàññîâîãî ðàñõîäà Ḡ(t) ïðè ðàçíûõ α. Ïðèáëèæåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè ïðèâåäåííîãî ìàññîâîãî ðàñõîäà îò âðåìåíè, à òàê-
æå ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè ïðåäñòàâëåíû â äèññåðòàöèè.

Â �5 ðåøàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ âîëí íà îäèíî÷íîé ñôåðå
â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ìîäåëèðóåìàÿ ËÄÄÌ (5). Â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêèõ
ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí òàêàÿ ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (8).

Íà ãðàíèöå ñôåðû ñòàâèòñÿ óñëîâèå un = 0, äëÿ âûïîëíåíèÿ êîòîðîãî
ââîäèòñÿ ñèñòåìà âñïîìîãàòåëüíûõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Ìîäåëü ðàññåÿíèÿ
â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

−(−∆)
α
2u+ kαu = δ(x− xs) +

N∑
j=1

ajδ(x− xj), α ∈ (1, 2), (16)

ãäå k � âîëíîâîå ÷èñëî, xs � êîîðäèíàòà èñòî÷íèêà êîëåáàíèé åäèíè÷íîé
èíòåíñèâíîñòè, aj � èíòåíñèâíîñòè èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ xj,
à N � êîëè÷åñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ.

Ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ èìååò âèä

u(x) = uinc(x) +
N∑
j=1

ajG
H+

α,2 (|x− xj|), (17)

ãäå uinc(x) � âîëíîâîå ïîëå, ïîðîæäåííîå èñòî÷íèêîì êîëåáàíèé, GH+

α,2 (z) �
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (9).

Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, ðåàëèçóþ-
ùèé âû÷èñëåíèå (17). Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ α è k íà ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðå-
øåíèÿ (17) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ α è k. Ïðè k = 5

2
α è k = 10

2
α íàáëþäàåòñÿ

äèôðàêöèîííàÿ êàðòèíà. Â ñëó÷àå k = 1 óìåíüøåíèå α ïðèâîäèò ê áîëüøåìó
âëèÿíèþ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà íà õàðàêòåð ðàññåÿíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà.
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Ðèñ. 3: Ðåøåíèå (17) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ α è k

Â òðåòüåé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðå-
øåíèé (7), (9) è (11) è ïîñòðîåíèÿ èõ ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé.

Â �6 ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ôàêòîðèçîâàííûõ ðàçëîæåíèé äëÿ
ôóíêöèé g(z), z =

√
r2 +R2 − 2rR cos γ, r < R, äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâëå-

íèå â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà Ìåëëèíà-Áàðíñà

g(z)=
1

2πi

∫
L

Km,np, q (s)z−sds, Km,np, q (s)=

m∏
j=1

Γ(bj+Bjs)
n∏
j=1

Γ(1−aj−Ajs)

p∏
j=n+1

Γ(aj+Ajs)
q∏

j=m+1

Γ(1−bj−Bjs)

,

ãäå 0 < n < p, 0 < m < q, Aj, Bj > 0, à L � êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ,
ðàçäåëÿþùèé ïîëþñà ôóíêöèé Γ(bj + Bjs) è Γ(1− aj − Ajs). Äîêàçàíî, ÷òî
äëÿ òàêèõ g(z) ñïðàâåäëèâî ôàêòîðèçîâàííîå ðàçëîæåíèå

g(z)=
1

2πi

∞∑
n=0

n∑
m=0

( r
R

)ncos [(n−2m)γ]

m!(n−m)!

∫
L

Km,np, q (s)
Γ(s2 +m)Γ(s2 +n−m)

Γ2(s2)Rs
ds. (18)

Íà îñíîâå (18) ïîñòðîåíû ìóëüòèïîëüíûå ðàçëîæåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðå-
øåíèé (7), (9) è (11). Íàïðèìåð, äëÿ (11) â R2 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.
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Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü äàíû k óçëîâ xi ñ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè

(ri, ψi), i = 1, ..., k, ïðè÷åì ri < a, 0 < a < ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ñ

êîîðäèíàòàìè (R,ϕ) òàêîé, ÷òî R > a, ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

ΦH−(R,ϕ, k) ≡
k∑
i=1

qiG
H−

α,2 (x− xi) =

= CH−

α,2

∞∑
n=0

n∑
m=0

R−nH2, 1
1, 3

[(
ω2
) 2
α R2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (n−m, 1) , (m, 1)

]
×

× [Mm
n (ri, ψi, k) cos(n− 2m)ϕ+Nm

n (ri, ψi, k) sin(n− 2m)ϕ] , (19)

ãäå

Mm
n (ri, ψi, k) =

(−1)m

m!(n−m)!

k∑
i=1

qir
n
i cos(n− 2m)ψi, (20)

Nm
n (ri, ψi, k) =

(−1)m

m!(n−m)!

k∑
i=1

qir
n
i sin(n− 2m)ψi. (21)

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ î âèäå ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé äëÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ðåøåíèé (7) è (9) ïðåäñòàâëåíû â äèññåðòàöèè.

Â �7 äàíû ñïîñîáû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ôóíêöèé H2, 1
1, 3(z) è H2, 1

2, 4(z), îñíî-
âàííûå íà èõ ïðÿìûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ.

Äëÿ H2, 1
2, 4(z) äîêàçàíî, ÷òî åå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî â âèäå

H2, 1
2, 4

[
z

∣∣∣∣ (1− 2
α ,

2
α

)
,
(

1
2 −

2
α ,

2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (0, 1) , (0, 1) ,

(
1
2 −

2
α ,

2
α

) ] ∼
∼ α

2

∞∑
k=0

(−1)k
Γ
(
1 + kα

2

)
z−1−kα2

Γ
(
−kα

2

)
Γ
(
k + 1

2

)
Γ
(
−k + 1

2

) + Y0(2
√
z), z →∞,

ãäå Y0(z) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà. Ïîäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò
çíà÷èòåëüíî óñêîðèòü ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ôóíêöèé H2, 1

2, 4(z).
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ðàçðàáîòàííûå ïîñëåäîâàòåëüíûå è ïà-

ðàëëåëüíûå ìóëüòèïîëüíûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ËÄÄÌ (6), (8),
(10) è ðåçóëüòàòû èõ âåðèôèêàöèè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (12) èñïîëüçóþòñÿ êóáàòóðíûå ôîðìóëû

u(x) ≈
N∑
i=1

qiG(x− xi), qi = cif(xi), x 6= xi. (22)

Íàõîæäåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (6), (8) è (10) ïî êóáàòóðàì (22)
òðåáóåò ïîðÿäêà O(N 2) âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé. Äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷å-
ñòâà îïåðàöèé â �8 ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèïîëüíîãî ïîäõîäà.

Â ìóëüòèïîëüíûõ ìåòîäàõ èñïîëüçóåòñÿ èåðàðõè÷åñêèé ïîäõîä ê ðàçáè-
åíèþ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Íà êàæäîì óðîâíå òàêîé èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû
îïðåäåëÿåòñÿ ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ, ïî êîòîðîé âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïîä-
îáëàñòÿìè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ìóëüòèïîëüíûõ ðàç-
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ëîæåíèé. Áëàãîäàðÿ ó÷åòó âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè äîñòèãàåòñÿ
çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé.

Ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ìóëüòèïîëüíûé àëãîðèòì.
1. Íà óðîâíÿõ l = l2, ..., lmax äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè i, ñîäåðæàùåé kli êó-

áàòóðíûõ óçëîâ xi îïðåäåëÿåòñÿ ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ Lli è âû÷èñëÿþòñÿ
ìóëüòèïîëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ Φ(x, kli) âèäà (19) ðàññìàòðèâàåìîé ÿ÷åéêè ñ
óçëàìè xi c êàæäîé ðàñ÷åòíîé òî÷êîé x, ëåæàùèõ â ÿ÷åéêàõ L

l
i.

2. Âû÷èñëÿþòñÿ ëîêàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ Λlmax
I (x) ìåæäó âñåìè êóáà-

òóðíûìè óçëàìè è ðàñ÷åòíûìè òî÷êàìè, ëåæàùèìè â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ íà
óðîâíå lmax ïî ïðÿìûì êóáàòóðíûì ôîðìóëàì âèäà (22).

3. Ðåøåíèå â òî÷êå x ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

u(x) =

lmax∑
l=2

∑
j∈Llx

Φ(x, klj) + Λlmax
I (x),

ãäå Llx � ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ÿ÷åéêè c òî÷êîé x íà óðîâíå l.
Äëÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî lmax = log2n(N), ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî

îïåðàöèé àëãîðèòìà ðàâíî 3n(2n − 1)Npn log2n(N) + 3nN . Òàêèì îáðàçîì,
àëãîðèòì òðåáóåò ïîðÿäêà O(N logN) âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé.

Ìóëüòèïîëüíûå ìåòîäû îáëàäàþò õîðîøåé ìàñøòàáèðóåìîñòüþ ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Ðàçðàáîòàí ãèáðèäíûé MPI+OpenMP
ïàðàëëåëüíûé ìóëüòèïîëüíûé àëãîðèòì, ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëåíèé â
êîòîðîì îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèíöèïîì ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàëëåëèçìà è ïàðàë-
ëåëüíûì âû÷èñëåíèåì êîíå÷íûõ ñóìì â ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèÿõ.

Â �9 ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ðàçðàáîòàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì êîìïüþ-
òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ äèôôóçèîííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòèïîëüíîãî ïîäõîäà, à òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå
òî÷íûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ËÄÄÌ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îò-
ëàäêè è òåñòèðîâàíèÿ ýòîãî êîìïëåêñà.

Â �10 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ, äåìîíñòðèðóþùèå ýô-
ôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ.

Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (6) ïðè α =

√
2 è f(x) = e−5|x|2. Çäåñü p � êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðÿäà

ïî n â (19), tdir � âðåìÿ ðàñ÷åòà ïî (22), tmult � âðåìÿ ðàñ÷åòà ìóëüòèïîëü-
íûì àëãîðèòìîì, ∆m � àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé,N � êîëè÷åñòâî
êóáàòóðíûõ óçëîâ, à S = tdir/tmult � óñêîðåíèå àëãîðèòìà.

Òàáëèöà 1: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà

N lmax p tdir, c tmult, c ∆m S
400 4 4 0.026 0.015 3.82 · 10−4 1.733
2500 5 4 0.852 0.151 2.02 · 10−4 5.642
10000 6 4 11.13 0.672 2.01 · 10−4 16.57
40000 7 4 171.1 3.243 1.52 · 10−4 52.76
250000 8 4 6731 25.71 1.95 · 10−4 261.9
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Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ OpenMP àëãîðèòìà

N lmax tmult, c tomp
mult, c S

2500
4 0.173 0.072 2.402
5 0.151 0.069 2.188
6 0.187 0.081 2.308

10000
5 0.913 0.313 2.916
6 0.672 0.273 2.461
7 0.954 0.296 3.222

40000
6 3.791 1.015 3.734
7 3.241 0.941 3.446
8 3.895 1.184 3.289

250000
7 31.47 7.287 4.318
8 25.71 5.843 4.399
9 27.92 6.142 4.545

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ OpenMP àë-
ãîðèòìà ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.
Çäåñü tmult � âðåìÿ ðàñ÷åòà ïîñëå-
äîâàòåëüíûì àëãîðèòìîì, tompmult �
âðåìÿ ðàñ÷åòà OpenMP àëãîðèò-
ìîì, S = tmult/t

omp
mult � óñêîðåíèå

àëãîðèòìà. Âèäíî, ÷òî óñêîðåíèå
íåìîíîòîííî çàâèñèò îò lmax ïðè
ôèêñèðîâàííîì N è äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà ïðè áîëüøèõ N . Ïðåä-
ñòàâëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà
øåñòèÿäåðíîì ïðîöåññîðå Intel Xeon
CPU E5-1650.

Òàáëèöà 3: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ MPI àëãîðèòìà

np 1 2 4 8 16 32 64 128
tmpi
n , c 1270 638.2 330.7 170.1 88.87 50.11 35.44 24.38
Sn 1 1.989 3.841 7.466 14.29 25.35 35.83 52.08
En 1 0.994 0.960 0.933 0.890 0.792 0.559 0.406

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ MPI âåðñèè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèò-
ìà (ñì. òàáëèöó 3) ïðîâîäèëèñü íà âû÷èñëèòåëüíîì êëàñòåðå óíèâåðñèòåòà
ïðè N = 106. Çäåñü np � êîëè÷åñòâî óçëîâ êëàñòåðà, tmpin � âðåìÿ ðàñ÷å-

òà ïàðàëëåëüíûì MPI àëãîðèòìîì, Sn = tmpi1 /tmpin � óñêîðåíèå àëãîðèòìà, à
En = Sn/np � ýôôåêòèâíîñòü. Ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà óçëîâ íàáëþäàåòñÿ ðîñò
óñêîðåíèÿ, îäíàêî ýôôåêòèâíîñòü ïðè ýòîì ïàäàåò â ñèëó îñîáåííîñòåé äå-
êîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ïåðåñûëîê ìåæäó óçëàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîäåëüíîé çàäà÷è ðåøàëàñü çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êðè-
âîé âîññòàíîâëåíèÿ äàâëåíèÿ (ÊÂÄ) äëÿ ÄÄÌ îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè (4)
â ñèñòåìå ïÿòè ñêâàæèí. Òàêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè âèäà

∂p̄

∂t
= −κα (−∆)

α
2 p̄, p̄(0,x) = pc(x, α),

ãäå pc(x, α) � ïîëå äàâëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ óñòàíî-
âèâøåãîñÿ ôèëüòðàöèîííîãî òå÷åíèÿ.

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ÊÂÄ ïðè ðàçíûõ α. Ñ óìåíüøåíèåì α
óâåëè÷èâàåòñÿ ñêîðîñòü âîññòàíîâëåíèÿ äàâëåíèÿ â äîáûâàþùåé ñêâàæèíå,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñóïåðäèôôóçèîííîìó ðåæèìó. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè α è κα.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåðæäàþò ýôôåêòèâ-
íîñòü ðàçðàáîòàííûõ ìóëüòèïîëüíûõ àëãîðèòìîâ.
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Ðèñ. 4: Ýâîëþöèÿ äàâëåíèÿ íà êîíòóðå äîáûâàþùåé ñêâàæèíû

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó.
1. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íåñòàöèîíàðíûå ËÄÄÌ ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðà-

òîðà Ëàïëàñà îáëàäàþò àâòîìîäåëüíûìè ðåøåíèÿìè è ðåøåíèÿìè òèïà áå-
ãóùèõ âîëí, ïîñòðîåíû ïðèìåðû òàêèõ ðåøåíèé. Äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü
ïîñòàíîâêè óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-
íîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.

2. Äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î âèäå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà ñ äðîáíîé
ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â Rn.

3. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ
äèôôóçèîííîãî è âîëíîâîãî òèïîâ â ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè, îïèñûâàåìûìè
êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Âûïîëíåíû èõ ïðîãðàììíûå ðåàëè-
çàöèè íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðûõ ðåøåíû
çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè ñ ñèñòåìîé ñêâàæèí è ðàñ-
ñåÿíèÿ âîëí íà íåïðîíèöàåìîì îáúåêòå. Ïîêàçàíî, ÷òî â çàäà÷å ôèëüòðàöèè
ïðè íåèçìåííûõ äàâëåíèÿõ è ìàññîâûõ ðàñõîäàõ íà ñêâàæèíàõ óìåíüøåíèå
äðîáíîãî ïîêàçàòåëÿ α ïðèâîäèò ê áîëåå áûñòðîìó âûõîäó íà ñòàöèîíàðíûé
ðåæèì. Äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ óñòàíîâëåíî, ÷òî èçìåíåíèå α îêàçûâàåò âëè-
ÿíèå íà âîëíîâîé ïðîöåññ òîëüêî â áëèæíåé çîíå èñòî÷íèêà âîçìóùåíèÿ.

4. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðåä-
ñòàâëåíèå â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà Ìåëëèíà-Áàðíñà. Ñ åãî èñïîëüçî-
âàíèåì âûïîëíåíà ôàêòîðèçàöèÿ è ïîñòðîåíû ìóëüòèïîëüíûå ðàçëîæåíèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíå-
íèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà. Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
ôóíêöèé Ôîêñà èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé è èõ ìóëü-
òèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé.

5. Ðàçðàáîòàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå è ïàðàëëåëüíûå ìóëüòèïîëüíûå àëãî-
ðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ËÄÄÌ ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.
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Ïðîâåäåíû îöåíêè êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé ïîñëåäîâàòåëüíûõ
àëãîðèòìîâ è ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Âûïîëíåíû ïðî-
ãðàììíûå ðåàëèçàöèè ýòèõ àëãîðèòìîâ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòîâ OpenMP è MPI.

6. Ïîñòðîåí ðÿä òî÷íûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ËÄÄÌ äëÿ
âåðèôèêàöèè ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ. Ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ, ïîêàçûâàþùàÿ ïðèìåíèìîñòü è ýôôåêòèâíîñòü ýòèõ àëãîðèò-
ìîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ìíîãîìåðíûõ ËÄÄÌ. Ïîêàçàíî, ÷òî
èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî ìóëüòèïîëüíîãî àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò íà 4 ïî-
ðÿäêà ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàñ÷åòà ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè
ïðè êîëè÷åñòâå ðàñ÷åòíûõ óçëîâ ∼ 106. Ðåøåíà ìîäåëüíàÿ çàäà÷à ïîñòðîå-
íèÿ êðèâîé âîññòàíîâëåíèÿ äàâëåíèÿ íà êîíòóðå äîáûâàþùåé ñêâàæèíû äëÿ
ËÄÄÌ îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè, ðåçóëüòàòû êîòîðîé ìîãóò áûòü èñïîëüçî-
âàíû äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.
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