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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ïåðåíîñà âåùåñòâà è ýíåðãèè â ñëîæíûõ íåîä-

íîðîäíûõ ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Äèôôóçèîííûå è âîëíîâûå ïðîöåññû â ïîäîáíûõ ñðåäàõ â ðÿäå ñëó÷àåâ õà-

ðàêòåðèçóþòñÿ àíîìàëüíîé êèíåòèêîé ïðîòåêàíèÿ, êîòîðàÿ íå ïîä÷èíÿåòñÿ

íîðìàëüíîé (ãàóññîâîé) ñòàòèñòèêå è ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ â âèäå ýôôåêòîâ

ïàìÿòè (íåëîêàëüíîñòü ïî âðåìåíè) èëè äàëüíèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ âçàèìî-

äåéñòâèé (íåëîêàëüíîñòü ïî ïðîñòðàíñòâó) [1�6]. Äàííûå ýôôåêòû âîçíèêàþò

â ãèäðîäèíàìèêå [1, 2, 6, 7], ýëåêòðîäèíàìèêå [8, 9], êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé

ìåõàíèêå [10,11], ôèçèêå ïëàçìû [12] è âî ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ [13,14].

Èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèå äðîáíîãî ïîðÿäêà [15, 16] àêòèâíî èñïîëü-

çóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ àíîìàëüíûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ ñ ýôôåêòàìè ïðîñòðàí-

ñòâåííîé è âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè. Ïðèìåíåíèå ýòîãî àïïàðàòà ïîçâîëÿåò

îïèñûâàòü àíîìàëüíóþ êèíåòèêó â ñëîæíûõ íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ïîñðåä-

ñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ãèïîòåç ñ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-

íûìè îïåðàòîðàìè ïî âðåìåíè èëè ïðîñòðàíñòâó. Ïðè ýòîì íåëîêàëüíîñòü,

ïîðîæäàåìàÿ ñòðóêòóðíûìè îñîáåííîñòÿìè ñðåäû, îïèñûâàåòñÿ ýòèìè îïå-

ðàòîðàìè, â òî âðåìÿ êàê ñàìà ñðåäà ìîäåëèðóåòñÿ êàê îäíîðîäíàÿ. Â íàñòî-

ÿùåå âðåìÿ ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ ìîäåëåé (ÄÄÌ) ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ ñ àíîìàëüíîé êèíåòèêîé ïðîòåêà-

íèÿ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èõ èññëåäîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû À. Ì. Íà-

õóøåâà [17], Â. Â. Ó÷àéêèíà [18], Â. Å. Òàðàñîâà [9, 14], Ð. Ð. Íèãìàòóëëè-

íà [19, 20], Â. Å. Ôåäîðîâà [21], Â. Ã. Ïèìåíîâà [22�24], À. Â. Ïñõó [25, 26],

Ï. Í. Âàáèùåâè÷à [27], Ð. Ò. Ñèáàòîâà [28], Ð. È. Ïàðîâèêà [29,30], À. À. Àëè-

õàíîâà [31], Þ. Ëó÷êî [5], Ô. Ìàéíàðäè [3,4], Ë. Êàôàðåëëè [7,32], Ð. Ìåòçëå-

ðà [6], Ð. Õèëôåðà [33], Ð. Ãîðåíôëî [34], Ì. Îðòèãóåðà [35] è äð.). Îòìåòèì,

÷òî íàèáîëåå èçó÷åííûìè íà äàííûé ìîìåíò ÿâëÿþòñÿ ÄÄÌ ñ äðîáíî-äèô-

ôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ïî âðåìåíè [6, 33, 36, 37]. Ñóùåñòâåííî ìåíåå

èçó÷åíû ÄÄÌ ñ ìíîãîìåðíûìè îïåðàòîðàìè äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ê èññëåäîâàíèþ òàêèõ ìîäåëåé
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ïðîÿâëÿþò àêòèâíûé èíòåðåñ ìíîãèå íàó÷íûå ãðóïïû [7,34,35,38].

Ïðåäïîñûëêè èñïîëüçîâàíèÿ äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âîç-

íèêàëè ñ ñàìîãî çàðîæäåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ó Ã. Ëåéáíèöà,

Ï. Ëàïëàñà, Æ. Ôóðüå è Ë. Ýéëåðà. Ðàçâèòèå òåîðèè äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ

ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé ïðèíÿòî ñâÿçûâàòü ñ ðàáîòàìè Í. Àáåëÿ, Æ. Ëè-

óâèëëÿ, Á. Ðèìàíà, Æ. Àäàìàðà, Ã. Âåéëÿ, À. Ìàðøî, À. Í. Ãåðàñèìîâà,

Ì. Êàïóòî, è äð. Ïîäðîáíûé îáçîð õðîíîëîãèè ðàçâèòèÿ òåîðèè èíòåãðî-

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïðèâåäåí â ìîíîãðàôèè [15].

Ïîíÿòèå äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðå-

ìåííûõ ââåäåíî Ì. Ðèññîì [39, 40]. Ðàññìàòðèâàåìûå â åãî ðàáîòàõ ìíîãî-

ìåðíûå îïåðàòîðû òèïà ïîòåíöèàëà (èçâåñòíûå ñ òåõ ïîð êàê ïîòåíöèàëû

Ðèññà) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà ñëó÷àé

ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì îäíèì èç îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ äðîáíîãî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â Rn ÿâëÿåòñÿ äðîáíàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà Ëàïëàñà [15].

Òåîðèÿ ïîòåíöèàëîâ Ðèññà è äðîáíîé ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà â äàëüíåé-

øåì áûëà ðàçâèòà, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Î. Ôðîñòìàíà [41], È. Ì. Ñòåéíà [42],

Ï. Ëèçîðêèíà [43], Ñ. Ã. Ñàìêî [44,45], Ë. Êàôàðåëëè [32], Ì. Îðòèãóåðà [35],

Á. Ñ. Ðóáèíà [46] è äð. Ýòè îïåðàòîðû èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îïèñàíèÿ ÿâëåíèé

è ïðîöåññîâ â ñëîæíûõ íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ñ àíîìàëüíîé êèíåòèêîé ïðî-

òåêàíèÿ â ðàáîòàõ [8, 9, 34, 38, 47�53]. Â ìîíîãðàôèè [54] ïðèâåäåíî îïèñàíèå

îñíîâíûõ ñâîéñòâ äðîáíîé ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà, à òàêæå ïðîäåìîí-

ñòðèðîâàíû íåêîòîðûå ÄÄÌ, ñîäåðæàùèå ýòîò îïåðàòîð. Â ðàáîòå [55] ïðåä-

ñòàâëåí îáçîð ñóùåñòâóþùèõ íà äàííûé ìîìåíò ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

ÄÄÌ ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Äëÿ ìíîæåñòâà êëàññè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè áûëè ïðåäëîæåíû îáîáùåíèÿ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì äàííîãî îïåðàòîðà, òàêèå êàê, íàïðèìåð, äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûå

îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà [56], óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà [48], óðàâíåíèÿ

ðåàêöèè-äèôôóçèè [57], óðàâíåíèÿ Êàíà-Õèëàðäà [58], óðàâíåíèÿ ôèëüòðà-

öèè [59, 60], óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà [61], è äðóãèõ. Îòìåòèì, ÷òî ÄÄÌ ñ ïî-

òåíöèàëîì Ðèññà ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíåå èññëåäîâàííûìè, ÷åì ÄÄÌ ñ

ïîëîæèòåëüíîé äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èññëåäîâàíèå ëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
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äèôôóçèîííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò áûòü ðåäóöè-

ðîâàíî ê èññëåäîâàíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà,

òàêèõ êàê, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà [62]. Ýòè

óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè â òåîðèè ïîòåíöèàëà (ñì. [63�65]). Ìíîãèå

ìíîãîìåðíûå ëèíåéíûå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûå ìîäåëè (ËÄÄÌ) òàêèì

æå îáðàçîì ìîãóò áûòü ðåäóöèðîâàíû ê äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûì àíàëî-

ãàì óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.

Îäíèì èç ìîùíûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ËÄÄÌ ÿâëÿåòñÿ òåî-

ðèÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ìåòîäû èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Ôóðüå, Ëàïëàñà è Ìåëëèíà [66] ïîçâîëÿþò íàõîäèòü òî÷íûå ðåøåíèÿ ëèíåé-

íûõ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè,

à òàêæå âûïîëíÿòü ïîñòðîåíèå èõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé (ôóíêöèé âëè-

ÿíèÿ). Íàïðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ìåëëèíà â ðà-

áîòå [48] ïîñòðîåíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî

îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëà-

ñà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à â ðàáîòå [56] � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïîòåíöèàëîì

Ðèññà. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

(äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â òîì ÷èñëå) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ðå-

øåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â èíòåãðàëüíîì âèäå.

Òî÷íûå ðåøåíèÿ ÄÄÌ çà÷àñòóþ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Ìèòòàã-

Ëåôôëåðà, Ðàéòà è Ôîêñà (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ [16]). Ïðè ýòîì âàæ-

íî óìåòü âûïîëíÿòü ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ïîäîáíûõ ôóíêöèé äëÿ âîçìîæíîñòè

ïðîâåäåíèÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ìîíîãðàôèè [67] ðàññìîòðåíû

ôóíêöèè Ìèòòàã-Ëåôôëåðà è Ðàéòà, à òàêæå ïðîäåìîíñòðèðîâàíà èõ ñâÿçü c

èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèåì äðîáíîãî ïîðÿäêà. Â ðàáîòàõ [68, 69] ðàçðàáî-

òàíû àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ýòèõ ôóíêöèé. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ,

ïðåäñòàâëåíèÿ è ñâîéñòâà ôóíêöèé Ôîêñà, à òàêæå èõ ñâÿçü ñ äðîáíûì èñ-

÷èñëåíèåì ïîäðîáíî èçëîæåíû â ìîíîãðàôèè [70]. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ

ôóíêöèé Ôîêñà â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà

èõ âû÷èñëåíèÿ. Òåì íå ìåíåå äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ âèäîâ ýòèõ ôóíêöèé

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïðîöåäóðà èõ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà, îñíîâàííàÿ íà èñ-
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ïîëüçîâàíèè ïðÿìûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà âåùåñòâà è

ýíåðãèè ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òåðìèíàõ ôóíêöèé âëèÿíèÿ òî÷å÷íûõ èñòî÷-

íèêîâ. Ðåøåíèÿ òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé è äëÿ èõ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìîæåò

áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàí ìåòîä âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ (ìåòîä

ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé) [71, 72]. Èçíà÷àëüíî ýòîò ìåòîä áûë ðàçðàáîòàí

äëÿ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåîðèè ïîòåíöèàëà, îäíàêî â äàëüíåéøåì

áûë ìîäèôèöèðîâàí è äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ äèôôóçè-

îííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ [73�75]. Òåì íå ìåíåå, ìåòîä âñïîìîãàòåëüíûõ

èñòî÷íèêîâ íèêîãäà ðàíåå íå íàõîäèë ñâîåãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ ÷èñëåííîãî èñ-

ñëåäîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ ÄÄÌ.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé áîëüøèíñòâà ÄÄÌ

ñ äðîáíûìè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ïî ïðîñòðàíñòâåí-

íûì ïåðåìåííûì ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì, ìåòîäû è àëãîðèòìû èõ ÷èñëåííîãî

àíàëèçà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÷èñëåííûå ìåòî-

äû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ïî ïðî-

ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì äîñòàòî÷íî àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ðàçíûìè íàó÷-

íûìè ãðóïïàìè (ñì., íàïðèìåð, ñðàâíèòåëüíûé îáçîð [55]). Ïðè ýòîì âàæíî

îòìåòèòü, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîòàõ çà÷àñòóþ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷-

íûå îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ,

è äî ñèõ ïîð â íàó÷íîé ñðåäå îòñóòñòâóåò êîíñåíñóñ îòíîñèòåëüíî èõ ¾ïðà-

âèëüíîãî¿ îïðåäåëåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, ìíîãèå èç ýòèõ îïðåäåëåíèé ÿâëÿþò-

ñÿ ýêâèâàëåíòíûìè äðóã äðóãó íà äîñòàòî÷íî ¾õîðîøèõ¿ êëàññàõ ôóíêöèé,

êîòîðûå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ è èñïîëüçóþòñÿ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäå-

ëèðîâàíèè. Òàêàÿ ìíîæåñòâåííîñòü ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü îãðîìíîå ðàçíî-

îáðàçèå êëàññè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îáîáùàåìûõ íà ñëó÷àé äðîáíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàèáîëåå ðàçâèòûì ñðåäè ñîîòâåòñòâóþùèõ

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ: â ðàáîòàõ

[76, 77] êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ïîäõîä ïðèìåíåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ äðîáíî-äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ ïî ïðîñòðàíñòâó ìîäåëåé äèôôóçèîííîãî òèïà ñ äðîáíîé ñòå-
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ïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà; â ðàáîòàõ [22�24] èñïîëüçîâàíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ

àïïðîêñèìàöèÿ òèïà Ãðþíâàëüäà-Ëåòíèêîâà äëÿ îäíîìåðíûõ äðîáíî-äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ ïî ïðîñòðàíñòâó óðàâíåíèé è ñèñòåì äèôôóçèîííîãî òèïà ñ

ôóíêöèîíàëüíûì çàïàçäûâàíèåì; â [27] êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

ïîñòðîåíà äëÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ; â ðàáîòå [78] ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè äðîáíîé

ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà, îñíîâàííûé íà êîìáèíàöèè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé

àïïðîêñèìàöèè è êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî ñâåð-

òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå

ìåòîäû ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ÄÄÌ äîñòàòî÷íî òðóäîçàòðàòíû â ñèëó áîëü-

øîãî îáúåìà âû÷èñëåíèé, îáóñëîâëåííîãî íåëîêàëüíîñòüþ îïåðàòîðîâ äðîá-

íîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òàêæå ðàçâèâàþòñÿ

êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ìåòîäû [79,80] è êîíå÷íî-îáúåìíûå ìåòîäû [81] ðåøåíèÿ

ìíîãîìåðíûõ ÄÄÌ. Äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äðîáíîé ñòåïåíè îïå-

ðàòîðà Ëàïëàñà â ðàáîòå [82] ïðåäëîæåí, òàê íàçûâàåìûé, ìåòîä ñïåêòðàëü-

íîãî ýëåìåíòà. Â [79] ïîêàçàíî, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àäàïòèâíîãî

êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O
(
Nlog4N

)
, ÷òî ïðè áîëüøèõ N

áîëåå ýôôåêòèâíî, ÷åì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû. Ñóùåñòâóþò è ñòîõà-

ñòè÷åñêèå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ÄÄÌ, òàê íàçûâàåìûå

ìåòîäû ¾ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïî ñôåðàì¿ (Walk-on-Spheres method) [83].

Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâóþùèå âûøåïåðå÷èñëåííûå ìåòîäû, ðàçðàáîòêà íîâûõ

ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ èññëåäîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ ÄÄÌ îñòà-

åòñÿ âàæíîé çàäà÷åé.

Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, ÷èñëåííûé àíàëèç ìíîãîìåðíûõ ÄÄÌ ïðèâîäèò

ê áîëüøîìó êîëè÷åñòâó âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îáú-

åìà âû÷èñëåíèé è ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè ðàñ÷åòà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû,

íàïðèìåð, ìóëüòèïîëüíûå ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå óìåíüøèòü âû÷èñëèòåëü-

íóþ ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíå-

íèé ñ O(N 2) îïåðàöèé äî O(N logN). Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìóëüòèïîëüíûõ

ìåòîäîâ áûëà ïîñòðîåíà, ðàçâèòà è ïðèìåíåíà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ

ðåøåíèé êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òàêèõ êàê óðàâ-

íåíèÿ Ïóàññîíà, Ãåëüìãîëüöà, òåïëîïðîâîäíîñòè è ìíîãèõ äðóãèõ â ðàáîòàõ
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Â. Â. Ðîõëèíà è Ë. Ãðèíãàðäà [84�87]. Â ìîíîãðàôèè Í. À. Ãóìåðîâà [62]

ïðåäñòàâëåíî ïîäðîáíîå îïèñàíèå áûñòðîãî ìåòîäà ìóëüòèïîëåé äëÿ òðåõìåð-

íîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Â ðàáîòàõ [88�90] ïðåäëîæåíû ïàðàëëåëüíûå

âåðñèè êëàññè÷åñêèõ ìóëüòèïîëüíûõ àëãîðèòìîâ, äåìîíñòðèðóþùèå èõ âû-

ñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü è ìàñøòàáèðóåìîñòü. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìóëüòèïîëü-

íûé ïîäõîä àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ äèôôóçèîííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ [91�94]. Îäíàêî íè ïî-

ñëåäîâàòåëüíûå, íè ïàðàëëåëüíûå ìóëüòèïîëüíûå ìåòîäû íå èñïîëüçîâàëèñü

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà èëè ñ ïîòåíöèàëîì Ðèññà.

Ìóëüòèïîëüíûå ìåòîäû òåñíî ñâÿçàíû ñ òåîðèåé ôàêòîðèçàöèè [95, 96],

ïîòîìó ÷òî â èõ îñíîâå ëåæèò èñïîëüçîâàíèå ôàêòîðèçîâàííûõ ìóëüòèïîëü-

íûõ ðàçëîæåíèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé.

Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-

êè, êàê è èõ ôàêòîðèçîâàííûå ðàçëîæåíèÿ, äîñòàòî÷íî õîðîøî èçâåñòíû (ñì.,

íàïðèìåð, [97, 98]), ÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü ïðî ìíîãîìåðíûå äðîáíî-äèôôåðåí-

öèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ôàêòîðèçîâàííûõ ìóëüòè-

ïîëüíûõ ðàçëîæåíèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íîé ïðè ðàçðàáîòêå ìóëüòèïîëüíûõ ìåòîäîâ ÷èñ-

ëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ËÄÄÌ.

Äëÿ âåðèôèêàöèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàå-

ìûõ ìíîãîìåðíûõ ÄÄÌ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû èõ òî÷íûå ÷àñòíûå ðåøå-

íèÿ. Îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ðåøåíèé ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìåòîäîâ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñì. [16]). Äðóãèì ìîùíûì àïïàðà-

òîì äëÿ ýòîãî ìîæåò ïîñëóæèòü ãðóïïîâîé àíàëèç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. Ãðóïïîâîé àíàëèç áûë ñîçäàí â ðàáîòàõ Ñ. Ëè è â äàëüíåéøåì ðàçâèò

â ðàáîòàõ Ë. Â. Îâñÿííèêîâà, Ï. Îëâåðà, Í. Õ. Èáðàãèìîâà [99�103]. Â ðàáî-

òàõ [104�107] îñíîâíûå ìåòîäû ãðóïïîâîãî àíàëèçà áûëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ è

Êàïóòî, ÷òî îáóñëàâëèâàåò èõ ïðèìåíèìîñòü ê èññëåäîâàíèþ ÄÄÌ. Çíàíèå

ñèììåòðèé óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü èõ èíâàðèàíòíî-ãðóïïîâûå ðåøå-

íèÿ. Â ðàáîòàõ àâòîðà [108,109] áûëî ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå îñíîâíûõ ìåòî-
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äîâ ãðóïïîâîãî àíàëèçà äëÿ ïîèñêà ñèììåòðèé ìíîãîìåðíûõ äðîáíî-äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîòåíöèàëîì Ðèññà. Òåì íå ìåíåå ñèììåòðèéíûå

ñâîéñòâà ðàíåå íå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíî-ãðóïïîâûõ

ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíûì îáúåêòîì ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàáîòå âû-

ñòóïàþò íåñòàöèîíàðíûå è óñòàíîâèâøèåñÿ ïðîöåññû àíîìàëüíîãî ïåðåíîñà

âåùåñòâà è ýíåðãèè â íåîãðàíè÷åííûõ íåîäíîðîäíûõ ñëîæíûõ ñðåäàõ, îïè-

ñûâàåìûå ìíîãîìåðíûìè ëèíåéíûìè äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè ìîäåëÿìè

(ËÄÄÌ). Ïðè ýòîì èç ïðîâåä¼ííîãî îáçîðà ñëåäóåò, ÷òî ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé

çàäà÷à ðàçâèòèÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìîäåëåé óêàçàííûõ âèäîâ ïðîöåññîâ, â îñíîâó êîòîðûõ ìîãóò áûòü

ïîëîæåíû ìåòîä ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé è ìóëüòèïîëüíûå ìåòîäû.

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìóëüòèïîëüíûõ àë-

ãîðèòìîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ äèôôóçèîííûõ è âîë-

íîâûõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè ìíîãîìåðíûìè äðîáíî-äèôôå-

ðåíöèàëüíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ äàííîé öåëè â ðàáîòå áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ñëå-

äóþùèå çàäà÷è.

1. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ËÄÄÌ íåëîêàëüíûõ ïðîöåññîâ äèôôóçèîííîãî

è âîëíîâîãî òèïîâ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà.

2. Ïîñòðîåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà.

3. Ðàçðàáîòêà è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ êîì-

ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ äèôôóçèîííîãî è âîëíîâîãî òèïîâ â

íåëîêàëüíûõ ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè, îïèñûâàåìûìè êîíå÷íûì ÷èñëîì òî-

÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ.

4. Ïîñòðîåíèå ôàêòîðèçîâàííûõ ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé ôóíäàìåí-

òàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññî-

íà è Ãåëüìãîëüöà.

5. Ðàçðàáîòêà è ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàë-
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ëåëüíûõ ìóëüòèïîëüíûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ËÄÄÌ.

6. Èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ðàçðàáîòàííûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ ïðîöåññîâ

ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

1. Íà îñíîâå ñèììåòðèéíûõ ñâîéñòâ íåñòàöèîíàðíûõ ËÄÄÌ ñ äðîáíîé

ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ìîäåëè îáëàäàþò àâòîìî-

äåëüíûìè ðåøåíèÿìè è ðåøåíèÿìè òèïà áåãóùèõ âîëí, ïîñòðîåíû ïðèìåðû

òàêèõ ðåøåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ

óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé ïîñòàíîâêà óñëîâèÿ èçëó÷å-

íèÿ Çîììåðôåëüäà.

2. Ïîñòðîåíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ äðîáíî-äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà. Ïðåäëîæåí è

îáîñíîâàí ñïîñîá èõ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

3. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ íåëîêàëüíûõ ñðåä ñ âêëþ÷åíè-

ÿìè, îïèñûâàåìûìè êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, îñíîâàííûé íà

ìåòîäå âñïîìîãàòåëüíûõ âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ. Íà åãî îñíîâå ðàçðàáîòàíû

÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷ íåëî-

êàëüíîé îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè ñ ñèñòåìîé ñêâàæèí è çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

âîëí íà íåïðîíèöàåìîì îáúåêòå â íåëîêàëüíîé ñðåäå.

4. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâ-

ëåíèå â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà Ìåëëèíà�Áàðíñà, íà îñíîâå êîòîðîãî âû-

ïîëíåíà ôàêòîðèçàöèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-

íûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà, à òàêæå ïîñòðîåíû èõ

ìóëüòèïîëüíûå ðàçëîæåíèÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèé Ôîêñà. Íà îñíîâå ïðÿìûõ

è àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ôóíêöèé Ôîêñà èç ïîñòðîåííûõ ìóëüòèïîëü-

íûõ ðàçëîæåíèé ïðåäëîæåíû ñïîñîáû èõ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ.

5. Ðàçðàáîòàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå è ïàðàëëåëüíûå ìóëüòèïîëüíûå àë-

ãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ËÄÄÌ äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñè-

ñòåì ñ îáùåé è ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ.

6. Ïîêàçàíî, ÷òî â ËÄÄÌ äèôôóçèîííîãî òèïà óìåíüøåíèå äðîáíîãî

ïîêàçàòåëÿ α ïðèâîäèò ê áîëåå áûñòðîìó âûõîäó ñèñòåìû íà ñòàöèîíàðíûé
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ðåæèì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â âîëíîâûõ ËÄÄÌ äðîáíûé ïîêàçàòåëü α îêàçûâàåò

âëèÿíèå íà âîëíîâîé ïðîöåññ òîëüêî â áëèæíåé çîíå èñòî÷íèêîâ âîçìóùåíèé.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Îñíîâíûå ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé

õàðàêòåð. Ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àíà-

ëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèé ìíîãîìåðíûõ ËÄÄÌ äèôôóçèîííûõ

è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ñ ïîòåíöèàëîì Ðèññà è ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà.

Ðàçðàáîòàííûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà îáîáùåíèè ìåòîäà

âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîì-

ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ ïðîöåññîâ â ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè,

îïèñûâàåìûìè êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ïðèìåíèì ê ëþáûì ôóíêöèÿì,

äîïóñêàþùèì ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà Ìåëëèíà-Áàðíñà.

Ïîñòðîåííûå òî÷íûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ËÄÄÌ ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Ðàçðàáîòàííûå ïîñëåäîâàòåëüíûå è ïàðàëëåëüíûå ìóëüòèïîëüíûå àëãî-

ðèòìû ðàçâèâàþò ìóëüòèïîëüíûé ïîäõîä è ðàñïðîñòðàíÿþò åãî íà ñëó÷àé

ìíîãîìåðíûõ ÄÄÌ. Ïàðàëëåëüíûå âåðñèè ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ýôôåêòèâíîãî êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëî-

êàëüíûõ äèôôóçèîííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû îáóñëîâëèâàåòñÿ âîçìîæíîñòüþ èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ è ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ ïðè ðå-

øåíèè çàäà÷ îäíîôàçíîé è ìíîãîôàçíîé ôèëüòðàöèè ôëþèäîâ â íåîäíîðîä-

íûõ òðåùèíîâàòî-ïîðèñòûõ ñðåäàõ ñ åñòåñòâåííîé òðåùèíîâàòîñòüþ (àêòó-

àëüíî äëÿ íåôòÿíîãî èíæèíèðèíãà), çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-

íûõ âîëí â ñðåäàõ ñ ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèåé (àêòóàëüíî äëÿ îïòèêè

êðèñòàëëîâ è ôèçèêè ïëàçìû), à òàêæå çàäà÷ îáðàáîòêè è èíòåðïðåòàöèè ðå-

çóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ ìåòîäîâ äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ïëàñòîâûõ ïàðàìåòðîâ (àêòóàëüíî â ãåîôèçèêå).

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ èñïîëüçîâàëèñü áàçîâûå
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ïðèíöèïû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ìåòîäû òåîðèè èíòåãðî-äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà â Rn, ìåòîäû òåîðèè ïîòåíöèàëà, òåîðèè

èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, ìóëüòèïîëüíûå ìå-

òîäû è ìåòîäû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, òåõíîëîãèè ðàçðàáîòêè ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ñèñòåì, à òàêæå îñíîâíûå ïðèíöèïû ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ òèïà áåãóùèõ âîëí äëÿ íåñòà-

öèîíàðíûõ ËÄÄÌ ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Äîêàçàòåëüñòâî

ñïðàâåäëèâîñòè ïîñòàíîâêè óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà äëÿ äðîáíî-

äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. (Ñîîòâåòñòâóåò ï. 1

ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè).

2. Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâ-

íåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà. (Ñîîòâåòñòâóåò ï. 1 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè).

3. Àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ËÄÄÌ ñ âêëþ÷åíèÿìè, îïèñû-

âàåìûìè êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîìïüþ-

òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè â ñèñòåìå ñêâà-

æèí è ðàññåÿíèÿ âîëí íà íåïðîíèöàåìîì îáúåêòå. Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ôóíê-

öèé âëèÿíèÿ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ â ýòèõ ÄÄÌ. (Ñîîòâåòñòâóåò ï. 2 ïàñïîðòà

ñïåöèàëüíîñòè).

4. Àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå â âè-

äå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà Ìåëëèíà-Áàðíñà. Ôàêòîðèçîâàííûå ìóëüòèïîëüíûå

ðàçëîæåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùå-

íèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà. Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé Ôîêñà

èç ïîñòðîåííûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé è èõ ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé.

(Ñîîòâåòñòâóåò ï. 2 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè).

5. Ïîñëåäîâàòåëüíûå è ïàðàëëåëüíûå ìóëüòèïîëüíûå àëãîðèòìû êîì-

ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ËÄÄÌ ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

(Ñîîòâåòñòâóåò ï. 2 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè).

6. Ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííûõ ìóëüòèïîëüíûõ àëãîðèòìîâ

íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñ++ â âèäå êîìïëåêñà ïðîãðàìì êîìïüþòåðíî-
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ãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ äèôôóçèîííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ. (Ñî-

îòâåòñòâóåò ï. 3 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè).

7. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþùèå ýôôåê-

òèâíîñòü ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ, ïðîâåäåííûå íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî

íàáîðà òåñòîâûõ çàäà÷. (Ñîîòâåòñòâóåò ï. 2 ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè).

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòðîãîñòüþ ìà-

òåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé, òåñòèðîâàíè-

åì ðàçðàáîòàííûõ ïðîãðàììíûõ ðåàëèçàöèé ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ, à

òàêæå ñðàâíåíèåì ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïîñòðîåí-

íûìè òî÷íûìè ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ íàó÷íî-èññëåäîâà-

òåëüñêîé ëàáîðàòîðèè ¾Ãðóïïîâîé àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé åñòåñòâî-

çíàíèÿ, òåõíèêè è òåõíîëîãèé¿ (ÔÃÁÎÓ ÂÎ ÓÃÀÒÓ, 2015�2019 ã.ã.) è äîêëà-

äûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

� Âñåðîññèéñêàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàâëþòîâñêèå ÷òå-

íèÿ¿ (ã. Óôà, 2015 � 2018 ã.ã., [110�112]),

� Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ äëÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëî-

äûõ ó÷åíûõ ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ â åñòåñòâî-

çíàíèè¿ (ã. Óôà, 2016 � 2018 ã.ã., [113,114]),

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾International conference on mathematical

modelling in applied sciences (ICMMAS'17)¿ (ã. Ñàíêò � Ïåòåðáóðã, 2017

ã., [115]),

� Âñåðîññèéñêàÿ ìîëîäåæíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ-

2018¿ (ã. Êàçàíü, 2018 ã., [116,117]),

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íåêîòîðûå àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ñîâðå-

ìåííîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Ãåðöåíîâñêèå ÷òå-

íèÿ¿ (ã. Ñàíêò � Ïåòåðáóðã, 2018 ã., [118]),

� Âñåðîññèéñêàÿ çèìíÿÿ øêîëà-ñåìèíàð ìàãèñòðàíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìî-

ëîäûõ ó÷åíûõ ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû íàóêè è òåõíèêè¿ (ã. Óôà, 2018 �

2022 ã. ã., [119�121]),

� IV Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ïðè-
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êëàäíîé ìàòåìàòèêè¿ (ã. Íàëü÷èê, 2018 ã., [122]),

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíî-

ëîãèè (ÏàÂÒ'2019)¿ (ã. Êàëèíèíãðàä, 2019, [123]),

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾International conference on mathematical

modelling in applied sciences (ICMMAS'19)¿ (ã. Áåëãîðîä, 2019 ã., [124]),

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾International conference on numerical ana-

lysis and applied mathematics (ICNAAM'19)¿ (Ðîäîñ, Ãðåöèÿ, 2019 ã.,

[125]),

� VII Ðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Ìíîãîôàç-

íûå ñèñòåìû: ìîäåëè, ýêñïåðèìåíò, ïðèëîæåíèÿ¿ (ã. Óôà, 2020 ã., [126]),

� Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Óôèìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ øêîëà � 2022¿ (ã. Óôà, 2022 ã., [127]).

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 26 íàó÷íûõ ðàáîòàõ. Òàêæå ïî-

ëó÷åíû äâà ñâèäåòåëüñòâà î ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ [128, 129]. Èç

íàó÷íûõ ðàáîò òðè îïóáëèêîâàíû â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ

[130�132] è ÷åòûðå ðàáîòû � â çàðóáåæíûõ ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ [108,

109, 125, 133], èíäåêñèðóåìûõ â ìåæäóíàðîäíîé ðåôåðàòèâíîé áàçå äàííûõ

Web of Science.

Â ðàáîòàõ, âûïîëíåííûõ â ñîàâòîðñòâå, íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ñ.Þ. Ëó-

êàùóêó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷ è îáùèå ñõåìû èõ èññëåäîâàíèé, à

ñîèñêàòåëþ Í. Ñ. Áåëåâöîâó � ÷èñëåííûå è àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ,

òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòà-

òû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì. Èç îïóáëèêîâàííûõ â ñîàâòîðñòâå

ðàáîò â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû òîëüêî ðåçóëüòàòû àâòîðà.

Èññëåäîâàíèÿ ïî òåìå äèññåðòàöèè ïðîâîäèëèñü â ðàìêàõ ãðàíòà Ïðà-

âèòåëüñòâà ÐÔ ïî ïîñòàíîâëåíèþ � 220, äîãîâîð � 11.G34.31.0042 ìåæäó

Ìèíîáðíàóêè ÐÔ, ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾ÓÃÀÒÓ¿ è âåäóùèì ó÷¼íûì Í.Õ. Èáðàãè-

ìîâûì ïî òåìå ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ãðóïïîâîé àíàëèç äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿ (2011-2015 ãã.) è ïðîåêòà 1.3103.2017/Ï× ãîñçàäà-

íèÿ Ìèíîáðíàóêè ÐÔ íà òåìó ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðî-

âàíèå ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèè â íåîäíîðîäíûõ êîëëåêòîðàõ íåôòåãàçîâûõ ìå-

ñòîðîæäåíèé íà îñíîâå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî ïîäõîäà¿ (2017-2019 ãã.).
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Ãëàâà 1

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÕ

ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÛÕ È ÂÎËÍÎÂÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

�1 Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñ ìíîãîìåðíûìè

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè

1.1 Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ íåëîêàëü-

íûõ ïðîöåññîâ. Â ïîñëåäíèå ãîäû ìîäåëèðîâàíèå ðàçíîîáðàçíûõ äèôôó-

çèîííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ñëîæíûõ íåîäíîðîäíûõ ñïëîøíûõ ñðåäàõ

ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì àêòèâíîãî èçó÷åíèÿ. Ðàññìàòðèâàåìûå íà ìàêðîñêîïè-

÷åñêîì óðîâíå ïðîöåññû ïåðåíîñà âåùåñòâà è ýíåðãèè â òàêèõ ñðåäàõ ÷àñòî

îáëàäàþò àíîìàëüíîé êèíåòèêîé ïðîòåêàíèÿ, ÷òî õàðàêòåðèçóåòñÿ îòêëîíå-

íèÿìè îò ãàóññîâîé ñòàòèñòèêè. Íàïðèìåð, ïðîöåññû ôèëüòðàöèè ôëþèäîâ

â òðåùèíîâàòî-ïîðèñòûõ ñðåäàõ ìîãóò îáëàäàòü ñóáäèôôóçèîííûì èëè ñó-

ïåðäèôôóçèîííûì õàðàêòåðîì ïðîòåêàíèÿ çà ñ÷åò ïðèñóòñòâèÿ â ñðåäå ðàç-

íîîáðàçíûõ ëîâóøåê è òðåùèí [7, 51]. Äðóãèì ïðèìåðîì íåëîêàëüíûõ ïðî-

öåññîâ ìîæåò ñëóæèòü äâèæåíèå ÷àñòèö â ïëàçìå, ïðîèñõîäÿùåå ïî çàêîíàì

àíîìàëüíîé äèôôóçèè (ñì. [12]) çà ñ÷åò íàëè÷èÿ íåîäíîðîäíîãî è ïîñòîÿííî

ìåíÿþùåãîñÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññîâ â ñëîæíûõ

íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Îäíèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ñëîæíîé ñðåäû

êàê ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ, ïðîöåññû â êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñ

ïðîèçâîäíûìè è èíòåãðàëàìè öåëîãî ïîðÿäêà. Íàïðèìåð, íà ïîäîáíîì ïîäõî-

äå îñíîâàíû ìîäåëè äâîéíîé ïîðèñòîñòè [134], â êîòîðûõ íåîäíîðîäíàÿ ñðå-

äà óñëîâíî ¾ðàçáèâàåòñÿ¿ íà äâå ñðåäû: îäíà ñîñòîèò èç ïîðèñòûõ áëîêîâ,

à äðóãàÿ � èç ñèñòåìû òðåùèí, ðàçäåëÿþùåé ýòè áëîêè. Ãëàâíûìè òðóäíî-

ñòÿìè ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìîñòü ó÷èòûâàòü äîñòà-

òî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ ìîäåëèðóåìîé ñðåäû, ÷òî íå âñåãäà

âîçìîæíî â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ, à òàêæå íåîáõîäèìîñòü ýôôåêòèâíî îïèñû-
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âàòü õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ ñîâîêóïíîñòè ïðîñòûõ ñðåä ïðè óñëîâèè, ÷òî

ãðàíèöû ðàçäåëà ýòèõ ñðåä ïî÷òè âñåãäà íåèçâåñòíû. Áîëåå òîãî, íå äëÿ âñåõ

ñëîæíûõ ñðåä âîçìîæíî ïîäîáíîå ðàçáèåíèå íà ïðîñòûå ñîñòàâëÿþùèå.

Àëüòåðíàòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè äðîá-

íîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îáîñíîâàíèåì èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî ìà-

òåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ñ àíîìàëüíîé

êèíåòèêîé ÿâëÿåòñÿ èõ ðàññìîòðåíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ

ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö [6]. Ïðè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèÿõ àíîìàëüíîñòü ïðî-

öåññà ïðîÿâëÿåòñÿ â ðàñõîäèìîñòè ïåðâîãî ìîìåíòà ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñêà÷êàìè

÷àñòèöû èëè â ðàñõîäèìîñòè âòîðîãî ìîìåíòà ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ äëÿ äëèíû ñêà÷êà. Åñëè ó ýòèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ îêàçûâàþòñÿ

êîíå÷íûìè ìîìåíòû äðîáíûõ ïîðÿäêîâ, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ñëó÷àé-

íîãî áëóæäàíèÿ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì Ìîíòðîëëà-Âåéñà [6], ýòî ïðèâîäèò

ê ïîÿâëåíèþ â ìàêðîñêîïè÷åñêîì óðàâíåíèè îïåðàòîðîâ äðîáíîãî èíòåãðî-

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåííîé èëè ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííûì.

Ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèåì äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî âðå-

ìåíè, ìîäåëèðóþùèõ ýôôåêòû ñòåïåííîé ïàìÿòè, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî õîðî-

øî ðàçâèòûì è íà äàííûé ìîìåíò ïðåäëîæåíî è èññëåäîâàíî ìíîæåñòâî ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîëó÷åííûõ íà åãî îñíîâå. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåëîêàëü-

íûõ ïî ïðîñòðàíñòâó ïðîöåññîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ìàòåìàòè÷åñêèå

ìîäåëè ñ ìíîãîìåðíûìè äðîáíûìè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðà-

ìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, òàêèå êàê äðîáíàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà

Ëàïëàñà èëè ïîòåíöèàë Ðèññà [15,55].

Äðîáíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå äðîáíîé ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà (−∆)
α
2

[15], îïðåäåëÿåìîé â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F êàê

(−∆)
α
2u(x) = F−1 (|k|α (Fu) (k)) (x). (1.1)

Îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè (−∆)−
α
2 , Re(α) > 0 ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëîì Ðèññà
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[15], êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

Rαu(x) =
1

γn(α)

∫
Rn

u(y)

|x− y|n−α
dy, α ̸= n, n+ 2, n+ 4, ..., (1.2)

ãäå

γn(α) = 2απ
n
2
Γ(α2 )

Γ(n−α
2 )

.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîäåëè ñ îïåðàòîðàìè (1.1) è (1.2) ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì

àêòèâíîãî èçó÷åíèÿ.

Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä, íà îñíîâå êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðî-

åíèå èññëåäóåìûõ â äèññåðòàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, çàêëþ÷àåòñÿ â

èñïîëüçîâàíèè ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ãèïîòåç ñ íåëîêàëüíûìè äðîáíî-äèôôå-

ðåíöèàëüíûìè ïî ïðîñòðàíñòâó îïåðàòîðàìè, íàïðèìåð q ∼ ∇Rαu, è êëàñ-

ñè÷åñêèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ âèäà

∂u

∂t
+ divq = 0. (1.3)

Â ýòîì ñëó÷àå ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñâÿçü ìåæäó âåêòîðîì ïëîòíîñòè ïîòî-

êà q è ôóíêöèåé u ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé. Ïðè ýòîì

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñÿ íåëîêàëüíîñòü, ñîçäàâàåìàÿ ñëîæíîé ñòðóêòóðîé ñðåäû,

áóäåò ìîäåëèðîâàòüñÿ èìåííî çà ñ÷åò ýòèõ îïåðàòîðîâ. Ñàìà ñðåäà â ýòîì

ñëó÷àå ïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíîé, ÷òî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü òðåáó-

åìîå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ, à òàêæå èñêëþ÷àåò íåîá-

õîäèìîñòü ó÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ðàçíîðîäíûõ ÷àñòåé ñðåäû ìåæäó ñî-

áîé, ÷òî âî ìíîãîì ðåøàåò ãëàâíûå òðóäíîñòè ïîäõîäà, óïîìÿíóòîãî âûøå.

Îäíàêî îáîñíîâàíèå ïðèìåíèìîñòè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà â êàæäîì

ñëó÷àå äîëæíî îïèðàòüñÿ íà äàííûå íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé èäååé èñïîëüçóåìîãî â äèññåðòàöèè ïîäõîäà

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ àíîìàëüíîãî ïåðåíîñà âåùåñòâà è ýíåðãèè â

íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå íàòóðíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäû

ìîäåëüíîé îäíîðîäíîé, íî ñ íåëîêàëüíûìè ýôôåêòàìè, îïèñûâàåìûìè ïðî-

ñòðàíñòâåííûìè äðîáíûìè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè (ñì.

ðèñóíîê 1.1). Ïîðÿäîê äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü
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ïðè ýòîì îïðåäåëåí èç ðåçóëüòàòîâ íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðèñóíîê 1.1: Ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿ àíîìàëüíûõ ïðîöåññîâ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ

Äàëåå ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé äðîáíîå èíòåãðî-äèô-

ôåðåíöèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâó, áóäåò ïðîèëëþñòðèðîâàí ðÿäîì ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìîäåëåé äèôôóçèîííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ.

1.2 Äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè îäíîôàç-

íîé ôèëüòðàöèè. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè ôëþèäà

â íåîäíîðîäíîé òðåùèíîâàòî-ïîðèñòîé ñðåäå ñ ýôôåêòàìè ïðîñòðàíñòâåí-

íîé íåëîêàëüíîñòè. Ïîäîáíàÿ íåëîêàëüíîñòü, âûçâàííàÿ ðàçëè÷íûìè äàëü-

íèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè, ìîæåò íàáëþäàòüñÿ, íàïðèìåð, â íåôòÿíûõ ïëà-

ñòàõ ñ åñòåñòâåííîé òðåùèíîâàòîñòüþ [47,51,52]. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîñòðîå-

íèÿ ìîäåëåé ôèëüòðàöèè ôëþèäà â ïîäîáíûõ íåëîêàëüíûõ ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ

èñïîëüçîâàíèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ ãèïîòåç ñ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè

îïåðàòîðàìè.

Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîãî â ðàáîòå ïîäõîäà òðåùèíîâàòî-ïîðèñòàÿ ñðå-

äà óñðåäíåííî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îäíîðîäíàÿ èçîòðîïíàÿ ñæèìàåìàÿ ïîðè-

ñòàÿ ñðåäà ñî ñòåïåííîé íåëîêàëüíîñòüþ, ïðèâîäÿùåé ê ñëåäóþùåé äðîáíî-

äèôôåðåíöèàëüíîé ìîäèôèêàöèè çàêîíà ôèëüòðàöèè Äàðñè:

u = −kα
µ
∇ (Rαp) , α ∈ (0, 1). (1.4)

Çäåñü

u � âåêòîð ñêîðîñòè ôèëüòðóþùåãîñÿ ôëþèäà, ì/ñ;
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kα � äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûé àíàëîã ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, ì
α;

µ � âÿçêîñòü ôëþèäà, Ïà·c;
Rα � ïîòåíöèàë Ðèññà (1.2);

p � äàâëåíèå, Ïà.

Çàêîí ôèëüòðàöèè (1.4) ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ïðîöåññû ñóïåðäèôôóçè-

îííîãî ïåðåíîñà âåùåñòâà. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α = 0 äàííàÿ ìîäåëü ñîâïà-

äàåò ñ êëàññè÷åñêèì çàêîíîì ôèëüòðàöèè Äàðñè.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî

ïðîöåññà, êàê è â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè, èìååò âèä

∂ (ϕρ)

∂t
+ div(ρu) = Q, (1.5)

ãäå

ϕ = ϕ(p) � ïîðèñòîñòü ñðåäû;

ρ = ρ(p) � ïëîòíîñòü ôëþèäà, êã/ì3;

Q � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ, êã/(ì3·c);
t � âðåìÿ, c.

Ïðåíåáðåãàÿ, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, íåëèíåéíûìè ñëàãàåìûìè ïî

ãðàäèåíòó p (ñì., íàïðèìåð, [135]), óðàâíåíèå (1.5) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê

âèäó

ct
∂p

∂t
= −1

ϕ
divu+

Q

ρϕ
, (1.6)

ãäå

ct = cϕ + cf = const � ïîëíàÿ ñæèìàåìîñòü, Ïà−1;

cf = 1
ρ
∂ρ
∂p � ñæèìàåìîñòü ôëþèäà, Ïà

−1;

cϕ = 1
ϕ
∂ϕ
∂p � ñæèìàåìîñòü ïîðîäû, Ïà

−1.

Òîãäà ïîäñòàíîâêà (1.4) â (1.6) ïðèâîäèò ê äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîìó

îáîáùåíèþ óðàâíåíèÿ îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè

∂p

∂t
= κα∆R

αp+ q, (1.7)

ãäå

κα = kα
ϕµct

� äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûé àíàëîã êîýôôèöèåíòà ïüåçîïðî-

âîäíîñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû, ì2−α/c;
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q = Q
ρϕct

� ïðèâåäåííàÿ ïëîòíîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ, Ïà/c.

Ñ ó÷åòîì èçâåñòíîãî (ñì. [15]) ñîîòíîøåíèÿ

div grad (Rαp) = ∆Rαp = − (−∆)1−
α
2 p, (1.8)

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ôóíêöèé p ∈ Φ, ãäå Φ � ïðîñòðàíñòâî Ëèçîðêèíà (ñì.

[15, 43]), óðàâíåíèå (1.7) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â òåðìèíàõ äðîáíîé ñòåïåíè

îïåðàòîðà Ëàïëàñà (1.1) êàê

∂p

∂t
= −κα (−∆)1−

α
2 p+ q. (1.9)

Åñëè ðàññìîòðåòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.9) ñ íà÷àëüíûì óñëî-

âèåì

p(0,x) = p0,

òî âûïîëíåíèå äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè ïðèâîäèò ê äðîáíî-äèôôåðåíöè-

àëüíîìó îáîáùåíèþ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ïðåäåëàõ êàæäîãî âðåìåííîãî

øàãà:

(−∆)1−
α
2 pk+1 +

1

κα∆tk
pk+1 =

pk
κα∆tk

+
qk+1

κα
. (1.10)

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9) ìîæíî íàéòè, ïîñëåäîâà-

òåëüíî ðåøàÿ óðàâíåíèå (1.10) íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå.

1.3 Äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðàñïðîñòðà-

íåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

(ñì., íàïðèìåð, [136])
∂B
∂t

+ rotE = 0,

∂D
∂t

− rotH = −J ,

divD = ρ,

divB = 0.

(1.11)

Çäåñü

E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, Â/ì;

H � íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ, À/ì;
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D � èíäóêöèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, Êë/ì2;

B � èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, Òë;

ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäà âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ, Êë/ì3;

J � ïëîòíîñòü òîêà âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ, À/ì2.

Âñå ïîëÿ â (1.11) çàâèñÿò îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû x ∈ Rn è îò âðå-

ìåíè t ∈ R.
Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ãàðìîíè÷åñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â

ñðåäå ñ J = 0, ρ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî

âðåìåíè (Ftu(t)) (ω) ê (1.11) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

− iωB + rotE = 0,

iωD + rotH = 0,

divD = 0,

divB = 0,

(1.12)

ãäå E, D, H , B � ïðåîáðàçîâàííûå ïî Ôóðüå ïîëÿ E , D, H, B, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Â êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé ýëåêòðîäèíàìèêå ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ

ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, ìåäëåííî èçìåíÿþùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿþòñÿ

ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè âèäà (ñì., íàïðèìåð, [136])

D(ω,x) = εE(ω,x), B(ω,x) = µH(ω,x), (1.13)

ãäå ε � òåíçîð âòîðîãî ðàíãà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, à µ � òåí-

çîð âòîðîãî ðàíãà ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè. Ïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ

ñðåäà ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé, òîãäà ε è µ ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíàìè.

Òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ = const.

Â ðàáîòå [9] îòìå÷åíî, ÷òî äëÿ ïîëåé, êîòîðûå áûñòðî èçìåíÿþòñÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå, äîëæíî ó÷èòûâàòüñÿ äàëüíåå âçàèìîäåéñòâèå óäàëåííûõ òî÷åê x′.

Ïîäîáíîå âëèÿíèå óäàëåííûõ òî÷åê ìîæåò áûòü âûçâàíî, íàïðèìåð, ïðîöåñ-

ñàìè àíîìàëüíîãî ïåðåíîñà â ñðåäå. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêîãî âëèÿíèÿ â [9] áûëî

ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå îáîáùåíèå ìàòåðèàëüíîãî
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óðàâíåíèÿ:

D(ω,x) =

∫
Rn

ε̂(x− x′)E(ω,x′)dx′. (1.14)

Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â íåîäíîðîäíîé

ñðåäå c ε̂(x − x′) = εα|x − x′|α−2−n, ïîðîæäåííîå âíåøíèì ýëåêòðîìàãíèò-

íûì ïîëåì ñ âåêòîðîì ïîëÿðèçàöèè P . Çäåñü n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà,

εα = const, à ïàðàìåòð α ∈ (1, 2) ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü íåëîêàëüíûå ñâîé-

ñòâà ñðåäû [9]. Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð εα áóäåò èìåòü äðîáíóþ ðàçìåðíîñòü.

Ìàòåðèàëüíîå óðàâíåíèå (1.14) â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàíî:

D(ω,x) =

∫
Rn

εα|x− x′|α−2−nE(ω,x′)dx′ + P (ω,x). (1.15)

Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâó (Fxu(x)) (k) ê (1.12),

(1.15) è âòîðîìó ñîîòíîøåíèþ â (1.13) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

−ωB̂ + k × Ê = 0,

ωD̂ + k × Ĥ = 0,

k · D̂ = 0,

k · B̂ = 0,

D̂ = εα|k|2−αÊ + P̂ ,

B̂ = µĤ ,

(1.16)

ãäå Ê, D̂, Ĥ , B̂, P̂ � ïðåîáðàçîâàííûå ïî Ôóðüå ïîëÿ E, D, H , B, P , ñî-

îòâåòñòâåííî.

Ñèñòåìà (1.16) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ íà Ê:

1

ωµ
k ×

[
k × Ê

]
+ ωεα|k|2−αÊ = −ωP̂ . (1.17)

Ïðèìåíèâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâó
(
F−1

k u(k)
)
(x) ê

(1.17), ïîëó÷èì

1

ωµ
rotrotE + ωεα (−∆)1−

α
2 E = −ωP , (1.18)
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ãäå (−∆)1−
α
2 � äðîáíàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà Ëàïëàñà (1.1).

Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ïëîñêîïîëÿðèçîâàííîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé

âîëíû ïðè E = (0, 0, E3(x1, x2)). Òîãäà rotrotE = −∆E3, à óðàâíåíèå (1.18)

ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

− (−∆)
α
2 F + k2F = −ω2µ0P, (1.19)

ãäå

F = (−∆)1−
α
2 E3, k = ω

√
εαµ. (1.20)

Óðàâíåíèÿ (1.19) è (1.20) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåîäíîðîäíûå äðîáíî-äèôôå-

ðåíöèàëüíûå îáîáùåíèÿ óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà è Ïóàññîíà, ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
(
F−1

ω u(ω)
)
(t)

ê (1.19) ïðèâîäèò ê äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîìó îáîáùåíèþ âîëíîâîãî óðàâ-

íåíèÿ

εαµ0
∂2F̄

∂t2
= − (−∆)

α
2 F̄ − µ

∂2P̄

∂t2
, (1.21)

ãäå F̄ =
(
F−1

ω F (ω,x)
)
(t,x) , à P̄ =

(
F−1

ω P (ω,x)
)
(t,x).

�2 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà íåëîêàëüíûõ äðîáíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ ïî ïðîñòðàíñòâó ìîäåëåé

Â áàêàëàâðñêîé âûïóñêíîé êâàëèôèêàöèîííîé ðàáîòå àâòîðà, à òàêæå â

ðàáîòàõ [108] è [109] âïåðâûå îñíîâíûå àëãîðèòìû ãðóïïîâîãî àíàëèçà áûëè

îáîáùåíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèììåòðèéíûõ ñâîéñòâ óðàâíåíèé ñ ìíîãîìåð-

íûìè äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðå-

ìåííûì, òàêèìè êàê ïîòåíöèàë Ðèññà è äðîáíàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà Ëàïëà-

ñà. Â äàííîì ïàðàãðàôå ñèììåòðèéíûå ñâîéñòâà äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûå â ýòèõ ðàáîòàõ, áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà õà-

ðàêòåðíûõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè ìîäåëåé.

2.1 Äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü îäíîôàçíîé ôèëüòðà-

öèè. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ôèëüòðàöèè ôëþèäà â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, îïèñû-

âàåìûé ëèíåéíîé äâóìåðíîé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîé ìîäåëüþ îäíîôàç-
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íîé ôèëüòðàöèè (1.7) ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ (q = 0):

∂p

∂t
= κα∆R

αp, p = p(t, x, y), α ∈ (0, 1). (2.1)

Â ðàáîòå [108] ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (2.1) äî-

ïóñêàåò ãðóïïó òî÷å÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîâîðîòà è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò

÷àñòíîå ðåøåíèå ñ ðàäèàëüíîé ñèììåòðèåé p = u(t, r), r =
√
x2 + y2, óäî-

âëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ

∂u

∂t
= κα∆rR

α
r u, ∆r =

1

r

d

dr

(
r
d

dr

)
. (2.2)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò ãðóïïó íåðàâíîìåðíûõ

ðàñòÿæåíèé

t̄ = e(2−α)at, r̄ = ear, ū = eau,

ãäå a � ãðóïïîâîé ïàðàìåòð. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå èíâàðèàíòíîå ðåøåíèå

áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíå-

íèÿ. Àíçàö ýòîãî ðåøåíèÿ èìååò âèä

u(t, r) = f (z) , z = rt
1

α−2 . (2.3)

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α = 0 ïðåäñòàâëåíèå (2.3) ÿâëÿåòñÿ âèäîì àâòîìîäåëü-

íîãî ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ôèëüòðàöèè. Ïîäñòàíîâêà (2.3) â (2.2)

ïðèâîäèò ê îáûêíîâåííîìó äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

−zf ′(z) = (2− α)∆zR
α
z f(z), ∆z =

1

z

d

dz

(
z
d

dz

)
. (2.4)

Â ðàáîòå [46] äîêàçàíî, ÷òî ïîòåíöèàë Ðèññà îò ðàäèàëüíîé ôóíêöèè

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

Rα
z f(z) = 2−αz1−

n
2

[
I

α
2
0+η

n−α
2 −1I

α
2
−f(η)

]
(z2), (2.5)

ãäå I
α
2
0+f(η), I

α
2
−f(η) � ëåâîñòîðîííèé è ïðàâîñòîðîííèé äðîáíûå èíòåãðàëû
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òèïà Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ [15], îïðåäåëÿþùèåñÿ êàê

Iα0+f(η) =
1

Γ(α)

η∫
0

f(ξ)

(η − ξ)1−α
dξ, (2.6)

Iα−f(η) =
1

Γ(α)

∞∫
η

f(ξ)

(ξ − η)1−α
dξ, (2.7)

à n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, â íàøåì ñëó÷àå n = 2. Â ñèëó (2.5), óðàâíå-

íèå (2.4) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

−2αzf ′(z)

2− α
= ∆z

[
I

α
2
0+η

−α
2 I

α
2
−f(η)

]
(z2). (2.8)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðå-

îáðàçîâàíèå Ìåëëèíà [66]

f ∗(s) = (Mf(z)) (s) ≡
∞∫
0

f(z)zs−1dz. (2.9)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [16], ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà èíòåãðàëîâ (2.6), (2.7) èìååò

âèä

(MIα0+f) (s) =
Γ(1− α− s)

Γ(1− s)
(Mf) (s+ α), Re(s+ α) < 1, (2.10)

(MIα−f) (s) =
Γ(s)

Γ(s+ α)
(Mf) (s+ α), Re(s) > 0. (2.11)

Ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà (2.9) óðàâíåíèå (2.8), ñ ó÷åòîì ïðåä-

ñòàâëåíèé (2.10) è (2.11), ïðèíèìàåò âèä

2α−1s

(α− 2)
g(s) =

Γ
(
2− α

2 − s
)
Γ(s− 1)

Γ(1− s)Γ
(
s− 1 + α

2

) g (s− 1 +
α

2

)
, (2.12)

ãäå

g(s) = (Mf(z)) (s), 0 < Re(s) < 2− α

2
.
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Âûïîëíèâ çàìåíó ïåðåìåííûõ

k(s) =
Γ(1− s)

Γ(s)
g(s)

â óðàâíåíèè (2.12), ïîëó÷èì

2α−1s

(α− 2)
k(s) = k

(
s− 1 +

α

2

)
. (2.13)

Ñäåëàâ òåïåðü çàìåíó ïåðåìåííûõ

k(s) = Q(ξ), s =
(α
2
− 1
)
ξ,

çàïèøåì óðàâíåíèå (2.13) â âèäå

2α−2ξQ(ξ) = Q(ξ + 1). (2.14)

Îáîçíà÷èâ

G(ξ) =
2ξ(2−α)Q(ξ)

Γ (ξ)
,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñî ñìåùåííûì àðãóìåíòîì:

G(ξ) = G(ξ + 1).

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé

G(ξ) = φ(ξ),

ãäå φ(ξ) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 1. Âûïîëíèâ âñå îáðàòíûå çàìåíû

ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èì

g(s) =
4sΓ(s)Γ

(
2s
α−2

)
Γ(1− s)

φ

(
2s

α− 2

)
, (2.15)

ãäå φ
(

2s
α−2

)
� ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2

α−2 .

Ïîëîæèì òåïåðü φ
(

2s
α−2

)
= C0 = const. Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçî-
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âàíèå Ìåëëèíà ê (2.15), ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8)

f(z) = C0H
1,1
1,2

[
z2

4

∣∣∣∣
(
1, 2

2−α

)
(0, 1), (0, 1)

]
, (2.16)

ãäå H1,1
1,2(z) � ôóíêöèÿ Ôîêñà [70].

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìåíîé (2.3), àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1)

èìååò âèä

u(r, t) = C0H
1,1
1,2

[
t

2
α−2r2

4

∣∣∣∣
(
1, 2

2−α

)
(0, 1), (0, 1)

]
. (2.17)

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α = 0, ðåøåíèå (2.17) äàåòñÿ ôóíêöèåé

u(r, t) = C0G
1,1
1,2

[
r2

4t

∣∣∣∣ 10, 0
]
≡ C0Ei

(
−r

2

4t

)
, (2.18)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîäåëüíûì ðåøåíèåì êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ôèëü-

òðàöèè. Çäåñü G1,1
1,2(z) � ôóíêöèÿ Ìåéåðà [137], à Ei(z) � èíòåãðàëüíàÿ ïîêà-

çàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ [138].

Íà ðèñóíêå 2.2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ (2.16)

â ðàâíîìåðíûõ è ïîëóëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíè-

ÿõ ïàðàìåòðà α. Íåòðóäíî çàìåòèòü ñòåïåííîé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ

ïðè ñòðåìëåíèè àðãóìåíòà ê íóëþ, ïðè÷åì ñ óâåëè÷åíèåì α âîçðàñòàåò è

åãî âåëè÷èíà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ äàííîãî ðåøåíèÿ ñóùåñòâóåò òî÷êà

z ≡ z0 ≈ 0.65, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà α:

àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ α ïåðåñåêàþòñÿ â ýòîé òî÷-

êå. Áîëåå òîãî, ïðè ïðîõîæäåíèè ýòîé òî÷êè ó ðåøåíèé ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð

çàâèñèìîñòè îò äðîáíîãî ïàðàìåòðà: ïðè z < z0 ðåøåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè

óìåíüøåíèè α, à ïðè z > z0 óìåíüøàåòñÿ.

2.2 Äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí

â íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â íåîä-

íîðîäíîé ñðåäå, ìîäåëèðóåìûé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûì îáîáùåíèåì äâó-

ìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

∂2u

∂t2
= −a2α (−∆)

α
2 u, u = u(t,x), x ∈ R2. (2.19)
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Ðèñóíîê 2.2: Àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå (2.16) äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.1)

Ïîäîáíîå óðàâíåíèå áûëî ïîëó÷åíî, â ÷àñòíîñòè, â ðàçäåëå 1.3 â ìîäåëè ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, à òàêæå èññëåäîâàëîñü, íàïðèìåð, â

ðàáîòàõ [139,140].

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â óðàâíå-

íèè (2.19) ïîñòîÿííàÿ aα, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñâîéñòâà ñðåäû, èìååò äðîáíóþ

ðàçìåðíîñòü è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Â ñâÿ-

çè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âçàèìîñâÿçè ôàçîâîé ñêîðîñòè âîëíû

ñ ýòîé ïîñòîÿííîé.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (2.19) äîïóñêàåò ãðóïïó ïðåîáðàçî-

âàíèé ïåðåíîñà ïî âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòàì:

t̄ = t+ a0, x̄1 = x1 + a1, x̄2 = x2 + a2. (2.20)

Îòìåòèì, ÷òî õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïå-

ðàòîðà Ëàïëàñà èëè ñ ïîòåíöèàëîì Ðèññà ÿâëÿåòñÿ èìåííî äîïóñêàåìîñòü

ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåíîñà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, â òî âðåìÿ êàê

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ðèìàíà-

Ëèóâèëëÿ èëè Êàïóòî, èññëåäóåìûå, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [106, 107], òàêèõ
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ïðåîáðàçîâàíèé íå äîïóñêàþò. Èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèé (2.19) îòíîñèòåëü-

íî (2.20) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò

ðåøåíèå òèïà ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ïëîñêîé âîëíû âèäà

u(t,x) = AeiΦ, Φ = ωt− k · x, x = (x1, x2), k = (k1, k2), (2.21)

ãäå A = const � àìïëèòóäà âîëíû, Φ � ôàçà âîëíû â ïëîñêîé ñðåäå, k �

âîëíîâîé âåêòîð, à ω � ÷àñòîòà. Íà îñíîâå (2.21) ìîæåò áûòü ââåäåíà ôàçîâàÿ

ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîé âîëíû vαΦ:

u(t,x) = Aei|k|(v
α
Φt−n·x), (2.22)

ãäå n = k
|k| , à v

α
Φ = ω

|k| . Ïîäñòàíîâêà (2.22) â (2.19) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

ω2

a2α
e−ik·x = (−∆)

α
2 e−ik·x. (2.23)

Âû÷èñëèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü (2.23). Äðîáíàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà Ëà-

ïëàñà (−∆)
α
2 ïðè α > 0 ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê ãèïåðñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë

(ñì., íàïðèìåð, [15,44])

(−∆)
α
2 f(x) =

1

d2,2(α)

∫
R2

(
∆2

yf
)
(x)

|y|2+α
dy, (2.24)

ãäå
(
∆2

yf
)
(x) � öåíòðèðîâàííàÿ ðàçíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ êàê(

∆2
yf
)
(x) = f(x+ y)− 2f(x) + f(x− y),

à ïîñòîÿííàÿ d2,2(α) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

d2,2(α) = −22−α

∫
R2

sin2 y1
|y|2+α

dy. (2.25)

Â ñèëó (2.24), ïðàâóþ ÷àñòü (2.23) ìîæíî çàïèñàòü êàê

(−∆)
α
2 e−ik·x =

1

d2,2(α)

∫
R2

e−ik·(x+y) − 2e−ik·x + e−ik·(x−y)

|y|2+α
dy =
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= e−ik·x 1

d2,2(α)

∫
R2

ei(k1y1+k2y2) − 2 + e−i(k1y1+k2y2)

|y|2+α
dy. (2.26)

Âûïîëíèì â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà:

z1 = y1 cos β + y2 sin β,

z1 = −y1 sin β + y2 cos β,

ãäå sin β = k2
|k| , cos β = k1

|k| . Èìååì

(−∆)
α
2 e−ik·x = e−ik·x 1

d2,2(α)

∫
R2

e−i|k|z1 − 2 + ei|k|z1

|z|2+α
dz. (2.27)

Ïðèìåíèâ òåïåðü çàìåíó âèäà ȳ1 =
|k|z1
2 , ȳ2 =

|k|z2
2 ê (2.27), ïîëó÷èì

(−∆)
α
2 e−ik·x = −e−ik·x|k|α 2α−2

d2,2(α)

∫
R2

sin2 ȳ1
|ȳ|2+α

dȳ. (2.28)

Ó÷èòûâàÿ âèä d2,2(α) èç (2.25) è ïðåäñòàâëåíèå (2.28), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

(−∆)
α
2 e−ik·x = e−ik·x|k|α. (2.29)

Ïîäñòàíîâêà (2.29) â (2.23) ïðèâîäèò ê äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîìó îáîáùå-

íèþ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ

|k|α =
ω2

a2α
. (2.30)

Èñêëþ÷àÿ |k| èç âûðàæåíèÿ äëÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè vαΦ â ñèëó (2.30), ïî-

ëó÷àåì

vαΦ = ω1− 2
αa2/αα . (2.31)

Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû â ñðåäàõ, îïèñûâàåìûõ óðàâíå-

íèåì (2.19), îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùåé îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé. Òàêèì îáðàçîì,

óðàâíåíèå (2.19) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äèñïåðãèðóþùåé ñðåäû. Â ýòîì ñëó÷àå ñ

óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû ñêîðîñòü íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, ÷òî ÿâëÿåòñÿ, î÷å-

âèäíî, íåôèçè÷íûì ýôôåêòîì. Ïðè ýòîì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà àìïëèòó-
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äó íå âîçíèêàåò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîäåëü (2.19) ñ aα = const íå ÿâëÿ-

åòñÿ àäåêâàòíîé â ñëó÷àå âûñîêèõ ÷àñòîò. Íåòðóäíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî â

ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α = 2 óðàâíåíèå (2.30) ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì äèñïåð-

ñèîííûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ êëàññè÷åñêîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ïðè ýòîì

ñêîðîñòü vΦ = a2 íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé.

Â ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ âîëíîâîé ïàêåò (öóã âîëí), ìîæåò áûòü

îïðåäåëåíà åãî ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü vα
g . Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ãðà-

äèåíòîì ÷àñòîòû ïî âîëíîâîìó âåêòîðó k êàê

vα
g = ∇kω. (2.32)

Òîãäà, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (2.31), ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü âîëíîâîãî ïàêåòà â

ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

vα
g =

α

2
aα|k|

α
2−1n ≡ α

2
vαΦn. (2.33)

Â ñèëó (2.33) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |vα
g | < vαΦ, à çíà÷èò ìîäåëü (2.19) îïèñû-

âàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ñ íîðìàëüíîé äèñïåðñèåé.

Âñåãäà ñóùåñòâóþò åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ãðóïïîâóþ ñêîðîñòü

âîëíîâîãî ïàêåòà. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé

âîëíû ýòà âåëè÷èíà ïî ìîäóëþ îãðàíè÷åíà ïîñòîÿííîé c � ñêîðîñòüþ ñâåòà.

Òîãäà

|vα
g | =

α

2
ω1− 2

αa2/αα < c. (2.34)

Îòñþäà ïîëó÷èì îãðàíè÷åíèå íà ÷àñòîòó âîëíû ω > ωmin, ãäå

ωmin =
( α
2c

) α
2−α

a
2

2−α
α . (2.35)

Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå òàêîé ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòû ωmin â îäíîðîäíîé èçî-

òðîïíîé ïëàçìå âûñòóïàåò ïàðàìåòð ωp � ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà. Â ýòîì ñëó÷àå

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïîñòîÿííàÿ aα êàê

aα =
( α
2c

)−α
2

ω
1−α

2
p . (2.36)

Ðàññìîòðèì ñíîâà óðàâíåíèå (2.19), êîòîðîå, â ñèëó (1.8), ìîæåò áûòü
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çàïèñàíî êàê
∂2u

∂t2
= a2α∆R

2−αu, u = u(t,x), x ∈ R2. (2.37)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå (2.37) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñè-

òåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà, ÷òî äîïóñêàåò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ ðàäèàëüíîãî âèäà u = u(t, r), r = |x|. Â ñëó÷àå ñòîÿ÷åé ìîíîõðîìàòè-

÷åñêîé âîëíû ýòî ðåøåíèå ìîæíî èñêàòü â âèäå

u(t, r) = Ae−iωtf(r). (2.38)

Ïîäñòàíîâêà (2.38) â (2.37) ïðèâîäèò ê îäíîìåðíîìó îáûêíîâåííîìó äðîá-

íî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

a2α∆rR
2−α
r f(r) + ω2f(r) = 0, (2.39)

ãäå ðàäèàëüíûå îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ ∆r, R
2−α
r äàþòñÿ âû-

ðàæåíèÿìè (2.4) è (2.5).

Óðàâíåíèå (2.39) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå(
r
d

dr

)2

R2−α
r f(r) +

r2ω2

a2α
f(r) = 0, (2.40)

÷òî ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûì îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ íó-

ëåâîãî ïîðÿäêà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.40) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà

ïðîöåäóðà, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà, àíàëî-

ãè÷íàÿ ïðåäñòàâëåííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äëÿ óðàâíåíèÿ (2.8). Ñ åå èñ-

ïîëüçîâàíèåì áûëî ïîëó÷åíî

f(r) = J0

[(
ω2

a2α

) 1
α

r

]
, (2.41)

ãäå J0(z) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà [141]. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îòëè÷èå

(2.41) îò ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ â äàííîì ñëó÷àå çàêëþ-

÷àåòñÿ ëèøü â àðãóìåíòå ôóíêöèè, à â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α = 2 ýòè ðåøåíèÿ

ñîâïàäàþò.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñòîÿ÷åé öèëèíäðè÷åñêîé âîëíû â íåîäíîðîäíîé ñðå-

äå, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì (2.37), ñïðàâåäëèâî

u(t, r) = Ae−iωtJ0

[(
ω2

a2α

) 1
α

r

]
. (2.42)

Òàê êàê J0(r) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå r = 0 è J0(0) = 1, òî A ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé àìïëèòóäó âîëíû. Ñðàâíåíèå ñ êëàññè÷åñêèì ñëó÷àåì, à òàêæå ñ

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûì îáîáùåíèåì äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.30)

äàåò îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî â (2.42) âîëíîâîå ÷èñëî k =
(
ω2

a2α

) 1
α

. Îïðåäåëèì,

êàê îáû÷íî, ôàçîâóþ ñêîðîñòü âîëíû êàê vαΦ = ω
k , òîãäà

vαΦ = ω1−α
2 a2/αα . (2.43)

Òàêèì îáðàçîì, è â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé âîëíû åå ôà-

çîâàÿ ñêîðîñòü ïîä÷èíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèþ (2.31).

�3 Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé

óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

3.1 Äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûå îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüì-

ãîëüöà. Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà ÿâëÿþòñÿ óðàâ-

íåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà è ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü ðàçëè÷íûå ñòàöè-

îíàðíûå è óñòàíîâèâøèåñÿ ïðîöåññû. Îäíàêî ê èññëåäîâàíèþ ýòèõ óðàâíå-

íèé ìîãóò áûòü ñâåäåíû è ìíîãèå íåñòàöèîíàðíûå çàäà÷è äèôôóçèîííîãî è

âîëíîâîãî òèïîâ. Â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûé ïðèíöèï åäèíñòâà è

ìíîæåñòâåííîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðà-

âåäëèâû äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

−(−∆)
α
2u = f(x), α ∈ (1, 2), (3.1)
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äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

−(−∆)
α
2u+ ω2u = f(x), α ∈ (1, 2), (3.2)

è äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ

Ãåëüìãîëüöà

−(−∆)
α
2u− ω2u = f(x), α ∈ (1, 2). (3.3)

Óðàâíåíèÿ (3.1) � (3.3) ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü ñòàöèîíàðíûå è óñòàíîâèâ-

øèåñÿ ïðîöåññû ñ àíîìàëüíîé êèíåòèêîé ïðîòåêàíèÿ â ñëîæíûõ íåîäíîðîä-

íûõ ñðåäàõ. Ïðè α = 2 óðàâíåíèÿ (3.2) è (3.3) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëàñ-

ñè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìàòåìà-

òè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ââèäó áîëüøîãî ÷èñëà ïðèâîäÿùèõ ê íèì ïðîáëåì

(âîëíîâûå ïðîöåññû, äèôôóçèîííûå ïðîöåññû è äð.) Ñëó÷àé, êîãäà ïåðåä

âòîðûì ñëàãàåìûì â êëàññè÷åñêîì óðàâíåíèè Ãåëüìãîëüöà ñòîèò çíàê ïëþñ,

ñâÿçàí, íàïðèìåð, ñ îïèñàíèåì âîëíîâûõ ïðîöåññîâ, à êîãäà çíàê ìèíóñ � ñ

îïèñàíèåì ïðîöåññîâ äèôôóçèîííîãî òèïà.

Êàê è â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñ ïðîèç-

âîäíûìè è èíòåãðàëàìè öåëîãî ïîðÿäêà, ìíîæåñòâî íåñòàöèîíàðíûõ äðîáíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ çàäà÷ äèôôóçèîííîãî è âîëíîâîãî òèïîâ ìîãóò áûòü ñâå-

äåíû ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé (3.1), (3.2) è (3.3).

Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå îáîáùåíèå âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ
∂2v

∂t2
= −a2 (−∆)

α
2 v + f(x), α ∈ (1, 2). (3.4)

Ïîäîáíîå óðàâíåíèå áûëî ïîëó÷åíî â ðàçäåëå 1.3 ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Áûëî ïîêàçàíî,

÷òî ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî âðåìåíè ê (3.4) ïðèâîäèò ê óðàâíå-

íèþ (3.2). Àíàëîãè÷íûé ïåðåõîä äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ìîæåò áûòü

ñîâåðøåí ïðè f = 0 ïîñðåäñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.4) â

âèäå v(t,x) = e−iξtu(x), ãäå ξ � ÷àñòîòà âîëíû, ÷òî äàåò óðàâíåíèå (3.2) ñ

ω = ξ
a , f = 0.

Åùå îäíèì ïîêàçàòåëüíûì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü çàäà÷à Êîøè äëÿ
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äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

∂2v

∂t2
= −a2 (−∆)

α
2 v, (3.5)

v
∣∣
t=0

= φ(x), (3.6)

∂v

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x). (3.7)

Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê (3.5)�(3.7) ïðèâîäèò ê äðîáíî-äèôôå-

ðåíöèàëüíîìó îáîáùåíèþ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â ïðîñòðàí-

ñòâå èçîáðàæåíèé:

−a2 (−∆)
α
2 v∗ − p2v∗ = −ψ(x)− pφ(x), (3.8)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ (3.2) ïðè ω2 = p2

a2 , f(x) = − 1
a2 (ψ(x) + pφ(x)).

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíóþ ìîäåëü îäíîôàçíîé ôèëü-

òðàöèè
∂v

∂t
= −a2 (−∆)

α
2 φ+ f(x), α ∈ (1, 2). (3.9)

Ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû ýòîé ìîäåëè, à òàêæå íåêîòîðûõ äðóãèõ íåëîêàëü-

íûõ ýâîëþöèîííûõ ìîäåëåé ìîãóò áûòü îïèñàíû äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûì

îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (3.1). Â ðàçäåëå 1.3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äèñ-

êðåòèçàöèÿ ïî âðåìåíè íåëîêàëüíîé ìîäåëè îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè, àíàëî-

ãè÷íîé (3.9), ïðèâîäèò ê äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîìó îáîáùåíèþ óðàâíåíèÿ

Ãåëüìãîëüöà (1.10). Îòìåòèì, ÷òî êàê è â ñëó÷àå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî

îáîáùåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê çà-

äà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (3.9) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê äðîáíî-

äèôôåðåíöèàëüíîìó îáîáùåíèþ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëü-

öà.

Íà ðèñóíêå. 3.3 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ìî-

äåëåé, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê

àíàëèçó äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.2)

è (3.3).

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ïðèìåðû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îáóñëàâëèâàþò

÷ðåçâû÷àéíóþ âàæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèé óðàâíå-
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−(−Δ)
𝛼
2𝑢 ± 𝜔2𝑢 = 𝑓(𝑥) 

Дробно-дифференциальное 

уравнение Гельмгольца 

𝑐−2𝜑𝑡𝑡 = −(−Δ)
𝛼
2𝜑 

Волновое уравнение 

𝑐−2𝜑𝑡𝑡 + 𝑎𝜑𝑡 + 𝑏𝜑 = −(−Δ)
𝛼
2𝜑 

Телеграфное уравнение 

𝜑𝑡 = −𝑘(−Δ)
𝛼
2𝜑 

Уравнение диффузии 

(1 + 𝑙𝛼
𝜖 (−Δ)

𝛼
2) 𝝐 = 𝝐0 

Градиентная модель упругости 

−𝑖𝜓𝑡 = −(−Δ)
𝛼
2𝜓 𝜓𝑡𝑡 = −(−Δ)

𝛼
2𝜓 −𝑚2𝜓 

Линейное уравнение 

Шрёдингера Уравнение Клейна-Гордона 

𝜑 = 𝑒−𝑖𝜉𝑡𝑢(𝑥) 

Преобразование 

Фурье 

Ðèñóíîê 3.3: Ïðèìåðû äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé, ñâîäÿùèõñÿ ê äðîáíî-
äèôôåðåíöèàëüíûì îáîáùåíèÿì óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

íèé (3.1) � (3.3). Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ýòèõ

óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ èõ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ñâåðòêó ôóíäàìåí-

òàëüíûõ ðåøåíèé (ôóíêöèé âëèÿíèÿ) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, ÷åìó è ïîñâÿùåíà

îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äàííîé ãëàâû.

3.2 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî

îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàñ-

ñîíà (3.1) c äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â ðàáîòå àâòîðà [112] áûëà ïîñòðîåíà àëãåáðà Ëè òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùåãî äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëà-

ñà ñ ïîòåíöèàëîì Ðèññà â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå

ýòî óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ êàê

∆R2−αu = 0, u = u(x), x ∈ Rn. (3.10)

Âèä ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè äàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.



37

Óòâåðæäåíèå 3.1. Äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Ëà-

ïëàñà (3.10) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó Ëè òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé

ñ áàçèñîì

Xi =
∂

∂xi
, Xij = xj

∂

∂xi
− xi

∂

∂xj
,

Z1 = xi
∂

∂xi
, Z2 = u

∂

∂u
,

X1
∞ = g(x)

∂

∂u
,

ãäå g(x) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

∆R2−αg = 0.

Ïðèâåäåííûå â óòâåðæäåíèè 3.1 ñèììåòðèè ïîçâîëÿþò ìåòîäàìè ãðóï-

ïîâîãî àíàëèçà ïîñòðîèòü ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1). Ñëåäóÿ

àëãîðèòìó, ïðåäñòàâëåííîìó â [102], ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü

êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∆R2−αGα,n = δ(x), Gα,n = Gα,n(x), x ∈ Rn, (3.11)

ãäå δ(x) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà.

Óðàâíåíèå (3.11) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à, îáëàäàþùàÿ ôèêñèðîâàí-

íîé îñîáîé òî÷êîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, ãäå çàäàíà äåëüòà-ôóíêöèÿ. Âûäåëèì

èç îïåðàòîðîâ, ïðèâåäåííûõ â óòâåðæäåíèè 3.1, òàêèå, êîòîðûå îñòàâëÿþò

èíâàðèàíòíîé îñîáóþ òî÷êó x = 0, à òàêæå òå, êîòîðûå äîïóñêàþòñÿ óðàâíå-

íèåì (3.11).

Îïåðàòîðû Xij, Z1, Z2 îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíîé îñîáóþ òî÷êó. Óðàâ-

íåíèå (3.11) äîïóñêàåò îïåðàòîð âðàùåíèÿ, îäíàêî îïåðàòîðû ðàñòÿæåíèÿ

íå äîïóñêàþòñÿ ïî îòäåëüíîñòè, ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü èõ ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ âèäà Z1 + (α− n)Z2. Ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (3.11) äîïóñêàåò

îïåðàòîðû

Z = xi
∂

∂xi
+ (α− n)Gα,n

∂

∂Gα,n
, Xij = xj

∂

∂xi
− xi

∂

∂xj
. (3.12)

Òåïåðü íàéäåì èíâàðèàíòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.11) îòíîñèòåëüíî
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îïåðàòîðîâ (3.12). Îïåðàòîð Xij èìååò äâà íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòà: Gα,n è

r = |x|. Îïåðàòîð Z, çàïèñàííûé ÷åðåç ýòè èíâàðèàíòû, èìååò âèä

Z = r
∂

∂r
+ (α− n)Gα,n

∂

∂Gα,n
.

Ðåøèâ óðàâíåíèå Z(J(r,Gα,n)) = 0, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé èíâàðèàíò îïå-

ðàòîðîâ (3.12):

J = Gα,nr
α−n.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ

êàê

Gα,n = Crα−n, (3.13)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ (3.13) â

óðàâíåíèå (3.11) è èìååò âèä

C =
Γ(n−α

2 )

2απ
n
2Γ(α2 )

. (3.14)

Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äðîáíî-äèôôåðåí-

öèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (3.1) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ìåòî-

äàìè ãðóïïîâîãî àíàëèçà.

Â ðàáîòå [56] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(3.1) â n-ìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä

GP
α,n(x) = CP

α,n|x|α−n, CP
α,n =

Γ(n−α
2 )

2απ
n
2Γ(α2 ))

, (3.15)

÷òî ñîâïàäàåò ñ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì (3.13), ïîëó÷åííûì ìåòîäàìè

ãðóïïîâîãî àíàëèçà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè α = 2 âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðå-

õîä ôóíêöèè (3.15) ê ôóíäàìåíòàëüíîìó ðåøåíèþ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Ïóàññîíà:

GP
2,n(|x|) =

1

(n− 2)ωn|x|n−2
, n ̸= 2,

ãäå ωn =
2π

n
2

Γ
(
n
2

) � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn.

Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìîå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåò-
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ñÿ ëèíåéíûì, òî âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ëèíåéíîé ñóïåðïîçèöèè, è òîãäà ðåøå-

íèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â èíòåãðàëüíîì

âèäå ÷åðåç ñâåðòêó ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (3.15) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ:

u(x) =

∫
Rn

f(ξ)GP
α,n(x− ξ)dξ. (3.16)

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (3.16) áóäåò ñõîäèòüñÿ, â ÷àñòíî-

ñòè, äëÿ âñåõ ôóíêöèé f(x) ∈ C(Rn) òàêèõ, ÷òî

|f(x)| ≤

A = const, |x| ≤ 1,

A
|x|γ , |x| > 1, γ > α.

(3.17)

3.3 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî

îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Ðàññìîòðèì äðîáíî-äèôôåðåíöè-

àëüíîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.2) â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Óñëîâèå êîíå÷íîñòè ýíåðãèè ñèñòåìû ïðèâîäèò ê åñòåñòâåííîìó ãðàíè÷íîìó

óñëîâèþ

u(x)

∣∣∣∣
|x|→∞

= 0. (3.18)

Êàê è ñëó÷àå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ðå-

øåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ â ñèëó åãî ëèíåéíîñòè ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíî ÷åðåç ñâåðòêó ïðàâîé ÷àñòè ñ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì:

u(x) =

∫
Rn

f(ξ)GH+

α,n(x− ξ)dξ, ξ ∈ Rn. (3.19)

Çäåñü GH+

α,n(x) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîá-

ùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.2), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ

−(−∆)
α
2GH+

α,n + ω2GH+

α,n = δ(x), (3.20)

ãäå

GH+

α,n = GH+

α,n(x) ∈ C, x ∈ Rn, ω ∈ R, α ∈ (1, 2).
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ßâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ GH+

α,n(x) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì èí-

òåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è Ìåëëèíà, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [48].

Â ðàáîòå [133] âïåðâûå áûëî ïîñòðîåíî òàêîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå â

äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñëó÷àå n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà îíî äàåòñÿ ñëå-

äóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 3.2. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-

íîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â

âèäå

GH+

α,n(x) = C0
0GH+

α,n(x) +
δGH+

α,n(x), (3.21)

ãäå

0GH+

α,n(x) = J0

[(
ω2
) 1

α |x|
]
,

δGH+

α,n(x) = CH+

α,n (π|x|)1−
n
2 ×

× H2, 1
2, 4

[(
ω2
) 2

α |x|2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2+n

2α ,
2
α

)
,
(
1
2 −

2+n
2α ,

2
α

)
(n4 −

1
2 , 1) ,

(
1− 2+n

2α ,
2
α

)
, (12 −

n
4 , 1),

(
1
2 −

2+n
2α ,

2
α

) ] .
Çäåñü C0 ∈ C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, CH+

α,n =

(
ω2
) 2+n

2α −1

2
n
2α

, H2, 1
2, 4(z) � ôóíê-

öèÿ Ôîêñà, à Jµ(z) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíå-

íèÿ. Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ìîæåò áûòü äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ J0
[(
ω2
) 1

α |x|
]

óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ

−(−∆)
α
2u+ ω2u = 0, α ∈ (1, 2),

è óñëîâèþ (3.18). Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå GH+

α,n(x) ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíî êàê

GH+

α,n(x) = C0J0

[(
ω2
) 1

α |x|
]
+ δGH+

α,n(x), (3.22)

ãäå δGH+

α,n(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.20). Äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ åãî ÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûìè ïðåîáðàçîâà-
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íèÿìè Ôóðüå è Ìåëëèíà.

Ïðèìåíåíèå ê óðàâíåíèþ (3.20) ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé

Ôóðüå äàåò

δGH+

α,n(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

e−iτ ·x

ω2 − |τ |α
dτ . (3.23)

Ôóíêöèÿ (ω2 − |τ |α)−1 â (3.23) ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíîé, ïîýòîìó ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ñì., íàïðèìåð, [15]):

1

(2π)n

∫
Rn

e−iτ ·xψ(|τ |)dτ =
|x|1−n

2

(2π)
n
2

∞∫
0

k
n
2ψ(k)Jn

2−1(k|x|)dk. (3.24)

Ïðèìåíèâ åãî ê (3.23), ïîëó÷èì

δGH+

α,n(x) =
|x|1−n

2

(2π)
n
2

∞∫
0

k
n
2

ω2 − kα
Jn

2−1(k|x|)dk. (3.25)

ßâíîå ïðåäñòàâëåíèå (3.25) ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì èí-

òåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà [66]

f ∗(s) = (Mf(k)) (s) ≡
∞∫
0

f(k)ks−1dk (3.26)

è ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû î ñâåðòêå (ñì. [66])

M
[ ∞∫
0

kβf1(xk)f2(k)dk

]
(s) = f ∗1 (s)f

∗
2 (1 + β − s). (3.27)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (3.25) ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé (3.27) ôóíêöèé

f1(k) = Jn
2−1(k), f2(k) =

1

ω2 − kα
, (3.28)

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà êîòîðûõ èìåþò âèä (ñì. [66])

f ∗1 (s) =
2s−1Γ

(
s
2 +

n
4 −

1
2

)
Γ
(
n
4 +

1
2 −

s
2

) , (3.29)
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f ∗2 (s) =
π

α

(
ω2
) s

α−1 Γ
(
s
α

)
Γ
(
1− s

α

)
Γ
(
1
2 +

s
α

)
Γ
(
1
2 −

s
α

) , 0 < Re(s) < α, (3.30)

ãäå Γ(s) � ãàììà-ôóíêöèÿ.

Â ñèëó (3.29), (3.30), ïðèìåíåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äàåò

ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà Ìåëëèíà-Áàðíñà:

δGH+

α,n(x) = CH+

α,n (π|x|)1−
n
2 ×

× 1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

Γ
(
s+ n

4 −
1
2

)
Γ
(
2+n
2α − 2s

α

)
Γ
(
1− 2+n

2α + 2s
α

)
Γ
(
n
4 +

1
2 − s

)
Γ
(
1
2 −

2+n
2α + 2s

α

)
Γ
(
1
2 +

2+n
2α − 2s

α

) ((ω2
) 2

α |x|2

4

)−s

ds,

(3.31)

ãäå 0 < γ < α
2 .

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (3.31) ñõîäèòñÿ ïðè 0 < γ < α
2 è ìîæåò áûòü

ïåðåïèñàí â òåðìèíàõ ôóíêöèé Ôîêñà, ïðåäñòàâëåííûõ â (3.21). □

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîðÿäîê ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëî-

æåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ôîêñà èç (3.21) íå çàâèñèò îò α è ìîæåò áûòü çàïè-

ñàí â âèäå
∣∣∣H2, 1

2, 4(x
2)
∣∣∣ = O

(
1√
|x|

)
, |x| → ∞ (ñì. [70]). Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (3.19) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü f(x) =

O
(

1
|x|γ

)
, γ > 1

2 ïðè |x| → ∞.

Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëüöà, èç (3.21) ñëåäóåò,

÷òî óñëîâèå (3.18) íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè

ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ. Çîììåðôåëüä äîêàçàë (ñì. [142]), ÷òî

äëÿ ðàñõîäÿùèõñÿ âîëí äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå

lim
|x|→∞

√
|x|
(
∂u

∂|x|
− iku

)
= 0, (3.32)

êîòîðîå òàêæå èçâåñòíî êàê óñëîâèå èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà [142]. Óñëîâèå

(3.32) îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü è ñòðåìëåíèå ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè

äëÿ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.

Óñëîâèå (3.32) ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî è ê äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ (3.2). Äåéñòâèòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.9 èç [70], àñèìï-

òîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Ôîêñà H2, 1
2, 4(z) íà áåñêîíå÷íîñòè ìîæåò áûòü
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çàïèñàíî â âèäå

H2, 1
2, 4(z) ∼

√
1

π
√
z
sin
(
2
√
z − π

4

)
, z → ∞, (3.33)

÷òî ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè Áåññåëÿ Y0(2
√
z).

Ñëåäîâàòåëüíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äðîá-

íî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.2) ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòè-

÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Ãåëüìãîëüöà (ñì. [62]), ÷òî äîêàçûâàåò ïðèìåíèìîñòü óñëîâèÿ (3.32) ê óðàâ-

íåíèþ (3.2). Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (3.2) ñ óñëîâèÿìè (3.18) è (3.32) ïðîèç-

âîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ â ôóíäàìåíòàëüíîì ðåøåíèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê C0 = − i
4 .

Çàìå÷àíèå. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α = 2, n = 2, ôóíäàìåíòàëüíîå ðå-

øåíèåGH+

2,2 (x) ìîæåò áûòü çàïèñàíî ÷åðåç ôóíêöèè Ãàíêåëÿ âèäà− i
4H

(1)
0 (ω|x|)

èëè i
4H

(2)
0 (ω|x|), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè êëàññè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà [62].

Â ñèëó òîãî, ÷òî u ∈ C, ïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå

u = uR + iuC .

Â äàííîì ñëó÷àå óñëîâèå (3.32) ìîæåò áûòü ðàñùåïëåíî íà äâà ãðàíè÷íûõ

óñëîâèÿ:

lim
|x|→∞

√
|x|
(
∂uR
∂|x|

+ kuC

)
= 0, (3.34)

lim
|x|→∞

√
|x|
(
∂uC
∂|x|

− kuR

)
= 0. (3.35)

Ðåøåíèå (3.19) ìîæåò áûòü òàêæå ðàñùåïëåíî êàê

uR(x) =

∫
Rn

f(ξ)δGH+

α,n(x− ξ)dξ, ξ ∈ Rn, (3.36)

uC(x) = −1

4

∫
Rn

f(ξ)J0(ω|x− ξ|)dξ, ξ ∈ Rn. (3.37)
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3.4 Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî

îáîáùåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Ðàññìîòðèì

òåïåðü äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå îáîáùåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ

Ãåëüìãîëüöà (3.3) â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà áåñ-

êîíå÷íîñòè (3.18). Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ

ìîæåò áûòü íàéäåíî êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

−(−∆)
α
2GH−

α,n(x)− ω2GH−

α,n(x) = δ(x), x ∈ Rn, α ∈ (1, 2). (3.38)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3) ìîæåò áûòü ïðè ýòîì çàïèñàíî êàê

u(x) =

∫
Rn

f(ξ)GH−

α,n(x− ξ)dξ. (3.39)

Ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ GH−

α,n(x), êàê è â ñëó÷àå ðàíåå ðàññìàòðèâàåìîãî

óðàâíåíèÿ, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé Ôóðüå è Ìåëëèíà.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.3. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-

íîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.3) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â

âèäå

GH−

α,n(x) = CH−

α,n (π|x|)1−
n
2 ×

× H2, 1
1, 3

[(
ω2
) 2

α |x|2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2+n

2α ,
2
α

)(
n
4 −

1
2 , 1
)
,
(
1− 2+n

2α ,
2
α

)
,
(
1
2 −

n
4 , 1
) ] , (3.40)

ãäå CH−

α,n =

(
ω2
) 2+n

2α −1

2
n
2πα

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íàõîæäåíèÿ GH−

α,n(x) âîñïîëüçóåìñÿ ïðÿìûì è

îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ ê óðàâíåíèþ (3.38)

ïðèâîäèò ê

GH−

α,n(x) =
1

(2π)n

∫
Rn

e−iτ ·lx

|τ |α + ω2
dτ . (3.41)
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Òàê êàê (|τ |α+ω2)−1 ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèåé, òî ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (3.24), ïðèìåíåíèå êîòîðîãî ê óðàâ-

íåíèþ (3.41) ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ôóíäàìåíòàëüíîãî

ðåøåíèÿ âèäà

GH−

α,n(x) =
|x|1−n

2

(2π)
n
2

∞∫
0

k
n
2

kα + ω2
Jn

2−1(k|x|)dk, (3.42)

ãäå Jµ(z) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (3.40), âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíè-

åì Ìåëëèíà (3.26) è òåîðåìîé î ñâåðòêå (3.27). Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (3.42)

ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé (3.27) ôóíêöèé

f1(k) = Jn
2−1(k), f2(k) =

1

kα + ω2
, (3.43)

ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà êîòîðûõ èìååò âèä [66]

f ∗1 (s) =
2s−1Γ

(
s
2 +

n
4 −

1
2

)
Γ
(
n
4 +

1
2 −

s
2

) , (3.44)

f ∗2 (s) =
1

α

(
ω2
) s

α−1
Γ
( s
α

)
Γ
(
1− s

α

)
, 2− α < Re(s) <

3

2
. (3.45)

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ
s

2
→ s, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà äà-

åò ïðåäñòàâëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà

Ìåëëèíà�Áàðíñà:

GH−

α,n(x) = CH−

α,n (π|x|)1−
n
2 ×

× 1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

Γ
(
n
4 −

1
2 + s

)
Γ
(
2+n
2α − 2s

α

)
Γ
(
1− 2+n

2α + 2s
α

)
Γ(12 +

n
4 − s)

((
ω2
) 2

α |x|2

4

)−s

ds,

(3.46)

ãäå 1 − α
2 < γ < 3

4 . Äàííûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ è ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí â âèäå (3.40). □

Çàìå÷àíèå. Ïðè α = 2, n = 2 ôóíêöèÿ (3.40) ñîâïàäàåò ñ ôóíäàìåí-



46

òàëüíûì ðåøåíèåì ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà [62] è ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà:

GH−

2,2 (x) =
1

2π
K0(ω|x|).

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ïîðÿäîê ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòî-

òè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Ôîêñà èç (3.40) íå çàâèñèò îò α è ìîæåò

áûòü çàïèñàí â âèäå
∣∣∣H2, 1

1, 3(x
2)
∣∣∣ = O

(
1

|x|2

)
, |x| → ∞ (ñì. [70]). Îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (3.39) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

f(x) = O
(

1
|x|γ

)
, γ > −1 ïðè |x| → ∞.

Â ðàçäåëå 3.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èññëåäî-

âàíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèôôóçèîííûõ è

âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê àíàëèçó äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-

íûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà (3.1) è Ãåëüìãîëüöà (3.2), (3.3). Ïîñòðî-

åííûå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿþò âûïèñûâàòü èí-

òåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èõ ðåøåíèé â âèäå ñâåðòêè ïîëó÷åííûõ ôóíäàìåí-

òàëüíûõ ðåøåíèé ñ ïðàâîé ÷àñòüþ. Ïðè ýòîì âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñõîäèìîñòü

ýòèõ èíòåãðàëîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè

óðàâíåíèé.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ âëèÿíèå íåêîòîðûõ ôèçè÷å-

ñêèõ îáúåêòîâ ìîæåò áûòü îïèñàíî â òåðìèíàõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ îïðåäå-

ëåííîé èíòåíñèâíîñòè. Íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè ïëàñòîâûõ ñèñòåì ñ äî-

áûâàþùèìè è íàãíåòàòåëüíûìè ñêâàæèíàìè âëèÿíèå ýòèõ ñêâàæèí èíîãäà

ìîæåò áûòü îïèñàíî â òåðìèíàõ òî÷å÷íûõ ñòîêîâ èëè èñòî÷íèêîâ ñ çàäàí-

íîé èíòåíñèâíîñòüþ. Â ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èññëåäîâàíèå êîòî-

ðûõ ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê àíàëèçó óðàâíåíèé (3.1), (3.2) èëè (3.3), ïîäîáíûå

èñòî÷íèêè ìîäåëèðóþòñÿ ñëàãàåìûìè âèäà ajδ(x − xj) â ïðàâîé ÷àñòè ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé. Çäåñü aj � èíòåíñèâíîñòè òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ,

à xj � êîîðäèíàòû èñòî÷íèêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

ðåøåíèé ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Äëÿ óðàâíåíèé (3.2) è (3.3) ïðè ýòîì âàæíà

âîçìîæíîñòü ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ôóíêöèé Ôîêñà èç (3.21) è (3.40).
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Êîãäà ïðàâûå ÷àñòè ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíû-

ìè ôóíêöèÿìè, âîçíèêàåò çàäà÷à ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (3.16), (3.19) è

(3.39). Ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë â ýòîì ñëó÷àå ïðèâî-

äèò ê âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïîðÿäêà O
(
N 2
)
ïðè N êóáàòóðíûõ óçëàõ è

òàêîìó æå ïî ïîðÿäêó êîëè÷åñòâó ðàñ÷åòíûõ òî÷åê, ÷òî âûçûâàåò ñóùåñòâåí-

íûå âðåìåííûå çàòðàòû ïðè áîëüøèõ N . Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à

ïîñòðîåíèÿ áîëåå ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé.

Ðåøåíèþ çàäà÷, óïîìÿíóòûõ âûøå, ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå ãëàâû äèñ-

ñåðòàöèè.
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Ãëàâà 2

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÌÅÒÎÄÀ

ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÕ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ

Ïîñòðîåííûå â ïðåäûäóùåé ãëàâå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äðîáíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà ïîçâîëÿ-

þò ðåøàòü çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ, êîòîðûå äîïóñêàþò ïîñòàíîâêó â òåðìè-

íàõ ôóíêöèé âëèÿíèÿ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè. Ðåøå-

íèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíäàìåí-

òàëüíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé. Âû÷èñëåíèå ôóíäàìåíòàëü-

íîãî ðåøåíèÿ (3.15) äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-

ñîíà íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè. ×èñëåííûé ðàñ÷åò ôóíêöèé Ôîêñà H2 1
2 4(z)

è H2 1
1 3(z) èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé (3.21) è (3.40) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî

íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ äàííîé ãëà-

âû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è àïðîáàöèÿ àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà ýòèõ ôóíêöèé.

Â ñèëó íåëîêàëüíîñòè ìíîãîìåðíûõ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-

òîðîâ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, òàêèõ êàê äðîáíàÿ ñòåïåíü îïåðà-

òîðà Ëàïëàñà (1.1) èëè ïîòåíöèàë Ðèññà (1.2), ïîñòàíîâêà âíóòðåííèõ ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé äëÿ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-

íåíèÿìè ñ ýòèìè îïåðàòîðàìè, ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíà. Îäíàêî ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû îñíîâíûå èäåè ìåòîäà

âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ (ìåòîäà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé), ïîçâîëÿ-

þùèå, ïîñðåäñòâîì ââîäà ñèñòåìû âñïîìîãàòåëüíûõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ çà-

ðàíåå íåîïðåäåëåííîé èíòåíñèâíîñòè, òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ îïðåäåëåííûõ

óñëîâèé íà êîíòóðàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåàëüíûì ãðàíèöàì ìîäåëèðóåìûõ

îáëàñòåé.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ èñ-

ïîëüçóþòñÿ îáîáùåíèÿ îñíîâíûõ èäåé ìåòîäà âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ, à

òàêæå ïðåäëàãàþòñÿ ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé Ôîêñà H2 1
2 4(z) è H2 1

1 3(z) èç

ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé êëàññè÷å-
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ñêîãî è ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà. Ïåðâîé çàäà÷åé ÿâëÿåò-

ñÿ ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè â ñèñòåìå ïÿòè ñêâàæèí,

à âòîðîé � ìîäåëèðîâàíèå ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ñðåäàõ ñ ýô-

ôåêòàìè ïðîñòðàíñòâåííîé íåëîêàëüíîñòè.

�4 Ìîäåëèðîâàíèå îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè â ñðåäå

ñ ïðîñòðàíñòâåííîé íåëîêàëüíîñòüþ

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêóþ äâóìåðíóþ çàäà-

÷ó îá îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè â íåîãðàíè÷åííîì ïëàñòå ñ ïÿòèòî÷å÷íîé ñè-

ñòåìîé ñêâàæèí, ñîñòîÿùåé èç ÷åòûðåõ íàãíåòàòåëüíûõ ñêâàæèí è îäíîé äî-

áûâàþùåé (ñì. ðèñóíîê 4.1). Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ ìîäåëè îäíî-

ôàçíîé ôèëüòðàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ôèëüòðàöèè, ïîëó÷åííîå â ðàçäåëå 1.2:

∂p

∂t
= −κα (−∆)

α
2 p+ q, p = p(t,x), x ∈ R2, α ∈ (1, 2). (4.1)

Ðèñóíîê 4.1: Ïÿòèòî÷å÷íàÿ ñèñòåìà ñêâàæèí. Çäåñü Sd � çàáîéíàÿ îáëàñòü äîáûâàþùåé
ñêâàæèíû, Sni

� çàáîéíûå îáëàñòè íàãíåòàòåëüíûõ ñêâàæèí, pd � çàáîéíîå äàâëåíèå íà
äîáûâàþùåé ñêâàæèíå, pn � çàáîéíîå äàâëåíèå íà íàãíåòàòåëüíûõ ñêâàæèíàõ

Äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû êëàñ-

ñè÷åñêèì îáðàçîì â âèäå çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýòî äàâëåíèå âñþäó ïî-



50

ñòîÿííî è ðàâíî ïëàñòîâîìó ppl:

p
∣∣
t=0

= ppl. (4.2)

Â êà÷åñòâå âíåøíåãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ (4.1) â ýòîì ñëó÷àå åñòå-

ñòâåííî èñïîëüçîâàòü óñëîâèå

p
∣∣
|x|→∞ = ppl. (4.3)

Â ñèëó íåëîêàëüíîñòè äðîáíîé ñòåïåíè îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïîñòàíîâêà

âíóòðåííèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1) îêàçûâàåòñÿ ïðèíöèïè-

àëüíî íåâîçìîæíîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñêâàæèíû

ìîäåëèðóþòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, èíòåíñèâ-

íîñòè êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ èñõîäÿ èç óñëîâèé îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîé âåëè÷èíû

çàáîéíûõ äàâëåíèé íà êðóãîâûõ êîíòóðàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèöàì ñêâà-

æèí:

p
∣∣
Sn,i

= pn, i = 1, ..., 4, p
∣∣
Sd

= pd, (4.4)

ãäå Sn,i, Sd � çîíû çàáîÿ íàãíåòàòåëüíûõ è äîáûâàþùåé ñêâàæèí ðàäèóñîâ

rn è rd, à pn, pd � çàáîéíûå äàâëåíèÿ íà ýòèõ ñêâàæèíàõ è èõ êîíòóðàõ,

ñîîòâåòñòâåííî.

Ââåäåíèå ñèñòåìû âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ â îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åí-

íûõ êðóãîâûìè êîíòóðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè çàáîéíûì çîíàì ñêâàæèí,

ïðèâîäèò ê äîáàâëåíèþ â ïðàâóþ ÷àñòü (4.1) ñëàãàåìûõ âèäà c(t)δ(x − y).

Êàæäîå òàêîå ñëàãàåìîå ìîäåëèðóåò âëèÿíèå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ñ èíòåí-

ñèâíîñòüþ c(t), ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè y, ñîîòâåòñòâóþùèìè

ìåñòîïîëîæåíèþ ñêâàæèí.

Ïîäîáíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè ñèñòåìû âñïîìîãàòåëüíûõ

èñòî÷íèêîâ, èñïîëüçóåò îñíîâíûå èäåè ìåòîäà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé

(ñì., íàïðèìåð, [71, 73�75]). Â ýòîì ìåòîäå ðåøåíèå çàäà÷è èùåòñÿ êàê ëè-

íåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé âëèÿíèÿ, îïðåäåëÿåìûõ ôóíäàìåíòàëüíûìè

ðåøåíèÿìè ðàññìàòðèâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàííàÿ ñóïåð-

ïîçèöèÿ äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ââåäåííîé ñèñòåìå âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷-

íèêîâ. ×àùå âñåãî ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ,
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îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, òàê

êàê îïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòåé c(t), çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, ÿâëÿåòñÿ äîñòà-

òî÷íî íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Èìåííî ïîýòîìó â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäóò

ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé è íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷

îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè, ñâîäÿùèõñÿ ê ðåøåíèþ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà, ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ âèäà

p = P p̄+ ppl, P = const â (4.1)�(4.4), ÷òî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

∂p̄

∂t
= −κα (−∆)

α
2 p̄+ q̄ (4.5)

ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

p̄
∣∣
t=0

= 0, p̄
∣∣
|x|→∞ = 0. (4.6)

Çäåñü q̄ èìååò âèä

q̄ =

Nd∑
j=1

aj(t)δ(x− xd,j) +

Nn∑
j=1

bj(t)δ(x− xn,j),

ãäå aj
(
j = 1, ..., Nd

)
� èíòåíñèâíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ äîáûâàþùåé ñêâàæèíå, bj
(
j = 1, ..., Nn

)
� ñîîòâåòñòâóþùèõ íà-

ãíåòàòåëüíûì ñêâàæèíàì, xd,j, xn,j � êîîðäèíàòû ýòèõ èñòî÷íèêîâ. Êîýô-

ôèöèåíòû aj(t), bj(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé

p̄
∣∣
Sn,i

= p̄n, i = 1, ..., 4, p̄
∣∣
Sd

= p̄d, (4.7)

ãäå p̄n =
pn−ppl

P , p̄d =
pd−ppl

P .

4.2 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòàíîâèâøåéñÿ îäíîôàçíîé

ôèëüòðàöèè. Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé óñòàíîâèâøåãîñÿ ôèëüòðàöè-

îííîãî òå÷åíèÿ. Òîãäà (4.5)�(4.7) ïðèíèìàåò âèä

− (−∆)
α
2 p̄ = q̄, (4.8)

p̄
∣∣
|x|→∞ = 0, (4.9)
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ãäå q̄ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé

p̄
∣∣
Sn,i

= p̄n, i = 1, ..., 4, p̄
∣∣
Sd

= p̄d. (4.10)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè q̄ = 0 çàäà÷à (4.8)�(4.10) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøå-

íèå.

Ñèñòåìà (4.8)�(4.10) îïèñûâàåò ïðåäåëüíîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå

ïîëÿ äàâëåíèé â ïëàñòå â ñèñòåìå ïÿòè ñêâàæèí. Óðàâíåíèå (4.8) ÿâëÿåòñÿ

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûì îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, êîòîðîå èññëå-

äîâàëîñü â ðàçäåëå 3.2.

Ââåäåíèå ñèñòåìû âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ ñ íåèçâåñòíûìè çàðàíåå

èíòåíñèâíîñòÿìè íà íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî ìàëîì ðàññòîÿíèè ε îò êðóãîâûõ

êîíòóðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèöàì ñêâàæèí (ñì. ðèñóíîê 4.2), ïîçâîëÿåò

çàïèñàòü ïðàâóþ ÷àñòü â (4.8) êàê

q̄ =

Nd∑
j=1

ajδ(x− xd,j) +

Nn∑
j=1

bjδ(x− xn,j), (4.11)

ãäå aj
(
j = 1, ..., Nd

)
� èíòåíñèâíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ äîáûâàþùåé ñêâàæèíå, bj
(
j = 1, ..., Nn

)
� ñîîòâåòñòâóþùèõ íà-

ãíåòàòåëüíûì ñêâàæèíàì, xd,j, xn,j � êîîðäèíàòû ýòèõ èñòî÷íèêîâ.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è (4.8)�(4.10) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê

p̄(x) = q̄(x)∗GP
α,2(x) ≡

Nd∑
j=1

ajG
P
α,2 (|x− xd,j|)+

Nn∑
j=1

bjG
P
α,2 (|x− xn,j|) , (4.12)

ãäå GP
α,2(z) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùå-

íèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (4.8), êîòîðîå äàåòñÿ ôîðìóëîé (3.15).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.8)� (4.10)

ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

1) Çàäàþòñÿ Nn+Nd òî÷åê yn,l è yd,k íà êîíòóðàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè-

öàì ñêâàæèí, äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ aj, bj. Çíà-

÷åíèÿ êîíòóðíûõ äàâëåíèé îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè (4.10).

2) Ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-
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Ðèñóíîê 4.2: Ïðèìåð ìîäåëèðîâàíèÿ äîáûâàþùåé ñêâàæèíû âñïîìîãàòåëüíûìè èñòî÷-
íèêàìè. Çäåñü rd � ðàäèóñ äîáûâàþùåé ñêâàæèíû, ε � ðàññòîÿíèå îò âñïîìîãàòåëüíûõ
èñòî÷íèêîâ äî êîíòóðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàíèöå ñêâàæèíû, xd,j � êîîðäèíàòû âñïîìî-
ãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ, xd,k � êîîðäèíàòû òî÷åê íà êîíòóðå

íî èíòåíñèâíîñòåé âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ aj, bj ïóòåì ïîäñòàíîâ-

êè äàâëåíèé â çàäàííûõ òî÷êàõ â óðàâíåíèå (4.12). Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà

èìååò âèä

p̄d =

Nd∑
j=1

ajG
P
α,2 (|yd,k − xd,j|) +

Nn∑
j=1

bjG
P
α,2 (|yd,k − xn,j|) , k = 1, ..., Nd,

(4.13)

p̄n =

Nd∑
j=1

ajG
P
α,2 (|yn,l − xd,j|) +

Nn∑
j=1

bjG
P
α,2 (|yn,l − xn,j|) , l = 1, ..., Nn.

(4.14)

3) Ðåøàåòñÿ ñèñòåìà (4.13), (4.14) äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ èíòåíñèâ-

íîñòåé aj, bj.

4) Âûïîëíÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà íàéäåííûõ èíòåíñèâíîñòåé â (4.12) è íàõîäèò-

ñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â ëþáîé òî÷êå x.

Íàéäåííûå èíòåíñèâíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ aj ïîçâîëÿþò

îïðåäåëèòü ìàññîâûé ðàñõîä íà äîáûâàþùåé ñêâàæèíå â óñòàíîâèâøåìñÿ ðå-
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æèìå:

Gp = ρϕctPκαḠp, Ḡp =

Nd∑
j=1

aj. (4.15)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïüåçîïðîâîäíîñòè κα îáû÷-

íî èçâåñòíî ëèøü â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α = 2. Ïðè α ̸= 2 ýòîò êîýôôèöèåíò

ìîæåò áûòü íàéäåí èç ðåçóëüòàòîâ íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

4.3 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è îäíîôàçíîé

ôèëüòðàöèè. Îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ íåñòàöè-

îíàðíûõ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè, ïîçâîëÿþùåå ñâåñòè ýòè óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèÿì

ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Èìåííî ýòîò ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ â äàííîì ðàçäåëå äëÿ

ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (4.5)�(4.7).

Ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà L ñèñòåìà (4.5)-(4.7) ïðèíèìàåò

âèä

sp̄∗ = −κα (−∆)
α
2 p̄∗ + q̄∗, p̄∗ = p̄∗(s,x), (4.16)

p̄∗
∣∣
|x|→∞ = 0, (4.17)

ãäå

p̄∗(s,x) ≡ L [p̄(t,x)] (s,x) =

∞∫
0

e−stp̄(t,x)dt,

à q̄∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé

p̄∗
∣∣
Sn,i

=
p̄n
s
, i = 1, ..., 4, p̄∗

∣∣
Sd

=
p̄d
s
. (4.18)

Çäåñü p̄∗(s,x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëå äàâëåíèé p̄ â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæå-

íèé.

Óðàâíåíèå (4.16) ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûì îáîáùåíèåì óðàâ-

íåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå êîòîðîãî áûëî ïîñòðîåíî â

ðàçäåëå 3.4 è èìååò âèä (3.40).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.16)-(4.18), êàê è â ðàññìîòðåííîé

ðàíåå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å, áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èäå-
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ÿõ ìåòîäà âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ðàññìàòðè-

âàåìîé çàäà÷è ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

p̄∗(s,x) =

Nd∑
j=1

a∗jG
H−

α,2 (|x− xd,j|) +
Nn∑
j=1

b∗jG
H−

α,2 (|x− xn,j|) , (4.19)

ãäå GH−

α,2 (z) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.16), a
∗
j

(
j = 1, ..., Nd

)
�

èíòåíñèâíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äîáûâàþùåé

ñêâàæèíå, à b∗j
(
j = 1, ..., Nn

)
� èíòåíñèâíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ íàãíåòàòåëüíûì ñêâàæèíàì.

Âû÷èñëåíèå íåèçâåñòíûõ èíòåíñèâíîñòåé âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ

â (4.19) âûïîëíÿåòñÿ ïî àëãîðèòìó, àíàëîãè÷íîìó ïðåäëîæåííîìó â ïðåäû-

äóùåì ðàçäåëå äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è. Ãëàâíûì îòëè÷èåì îò ïðåäûäóùåãî

àëãîðèòìà â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé Ôîê-

ñà â ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèÿõ GH−

α,2 (z), äëÿ êîòîðûõ îòñóòñòâóåò óíèâåð-

ñàëüíûé àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ èõ çíà÷åíèé. Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ

ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ïðÿìîãî è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæå-

íèé ôóíêöèè H2 1
1 3(z) â ôóíäàìåíòàëüíîì ðåøåíèè GH−

α,2 (z).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [70], äëÿ ôóíêöèé Ôîêñà èç GH−

α,2 (z) ñïðàâåäëèâî ðàç-

ëîæåíèå âèäà

H2 1
1 3(z) =

∞∑
k=0

Γ

(
1− 2

α
(k + 1)

)
Γ

(
2

α
(k + 1)

)
(−z)k

k!k!
+

+
α

2

∞∑
k=0

Γ
(
1− α

2 (k + 1)
)

Γ
(
α
2 (k + 1)

) (−1)kz
α
2 (k+1)−1. (4.20)

Äëÿ âîçìîæíîñòè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ðÿäû ïî k â (4.20) çàìåíÿþòñÿ êîíå÷-

íûìè ñóììàìè âèäà
Np∑
k=0

.

Íà ðèñóíêå 4.3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ H2 1
1 3(z)

ïðè α =
√
2 è ðàçëè÷íîì êîëè÷åñòâå ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (4.20). Ïîãðåøíîñòü

∆ âû÷èñëÿëàñü â âèäå

∆ = lg
∣∣∣H̄2, 1

1, 3 (z)− H̃2, 1
1, 3 (z)

∣∣∣ .
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Çäåñü H̄2, 1
1, 3 (z) � çíà÷åíèå ôóíêöèè Ôîêñà, âû÷èñëåííîå ïî ïåðâûì 1000 ÷ëå-

íàì ðàçëîæåíèÿ (4.20), à H̃2, 1
1, 3 (z) � ïî ïåðâûì Np ÷ëåíàì ýòîãî ðàçëîæåíèÿ.

Ïðè ýòîì íåòðóäíî çàìåòèòü ðîñò ðàññìàòðèâàåìîé ïîãðåøíîñòè ñ ðîñòîì

àðãóìåíòà z. Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ïðåäëàãàåòñÿ èñ-

ïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Ðèñóíîê 4.3: Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé H2, 1
1, 3 ïðè α =

√
2 è ðàçëè÷íîì êîëè÷åñòâå

÷ëåíîâ ðÿäà ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ÔîêñàH2 1
1 3(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

(cì. [70])

H2 1
1 3(z) ∼

α

2

∞∑
k=0

Γ
(
1 + kα

2

)
Γ
(
−kα

2

) (−1)kz−1−kα
2 , z → ∞. (4.21)

Êàê è â ñëó÷àå ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ, ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå ðÿä â (4.21)

çàìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íóþ ñóììó
Na∑
k=0

.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ïðîñòîé ñòûêîâêè ïðÿ-

ìîãî è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèé ôóíêöèè H2, 1
1, 3(z). Âîçìîæíîñòü ýòîãî

äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ðèñóíêå 4.4 è â òàáëèöå 4.1. Ïðè äàííûõ ðàñ÷åòàõ âû-

÷èñëÿëèñü Np = 25 ÷ëåíîâ â ïðÿìîì ðàçëîæåíèè (4.20) è Na = 9 ÷ëåíîâ â

àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè (4.21).

Ñ ó÷åòîì ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, äëÿ ÷èñëåííîãî
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Ðèñóíîê 4.4: Ñòûêîâêà ïðÿìîãî è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèé ôóíêöèè H2, 1
1, 3(z)

Òàáëèöà 4.1: Çíà÷åíèÿ ðàçëîæåíèé ôóíêöèé H2, 1
1, 3(z) â òî÷êå z = 8

Ïðÿìîå ðàçëîæåíèå Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
α = 1 0.001824675 0.001899397

α =
√
2 0.001596048 0.001597574

α =
√
3 0.001054172 0.001027944

α = 2 0.000352802 0.000375468

ðàñ÷åòà ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ GH−

α,2 (z) ïðåäëàãàåòñÿ

� ïðè z ∈ [0, z0) èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå (4.20) ñ Np = 25,

� ïðè z ∈ [z0,∞) èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå (4.21) ñ Na = 9.

Êàê ìîæíî âèäåòü èç òàáëèöû 4.1, ïðè z0 = 8 ïðåäëîæåííûé ñïîñîá ïîçâî-

ëÿåò äîñòè÷ü òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ïîðÿäêà 10−5. Äëÿ óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè

ìîæåò áûòü âûáðàíà òî÷êà z0 > 8, ïðè ýòîì âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìîæåò

ïîíàäîáèòüñÿ èñïîëüçîâàíèå áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ðÿäà Np ïðÿìîãî

ðàçëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.16)-(4.18) ïîç-
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âîëÿåò îïðåäåëÿòü ïîëå äàâëåíèé p̄ çàäà÷è (4.5)-(4.7) â ïðîñòðàíñòâå èçîáðà-

æåíèé. Ïðè ýòîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäåëüíîé òåîðåìîé (ñì., íàïðèìåð, [66]),

ñïðàâåäëèâî:

lim
s→0

sp̄∗(s, x) = lim
t→∞

p̄(t, x), (4.22)

lim
s→0

sḠ∗(s) = lim
t→∞

Ḡ(t), (4.23)

ãäå Ḡ∗ =
Nd∑
j=1

a∗j .

Íàõîæäåíèå ïîëåé p̄∗(s, x) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ s ïîçâîëÿåò âûïîë-

íèòü àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè p̄∗(s, xj) ≈ p̃∗(s) äëÿ ëþáîé ðàñ÷åòíîé òî÷êè

xj. Ïðèìåíåíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê ôóíêöèè p̃∗(s) ïðèâî-

äèò ê ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (4.5)-(4.7) â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå

xj â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t.

4.4 Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ ÷èñëåííî-

ãî èññëåäîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîé (4.8)�(4.10) è íåñòàöèîíàðíîé (4.5)�(4.7) çàäà÷

ëèíåéíîé îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè áûëà âûïîëíåíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííûõ â

ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñëå-

äóþùèõ ïàðàìåòðàõ:

� ðàçìåð ðàñ÷åòíîé îáëàñòè: 200 ì× 200 ì;

� êîýôôèöèåíò ïüåçîïðîâîäíîñòè ïðè α = 2: κ2 = 0.125 ì2/c;

� çàáîéíîå äàâëåíèå íà íàãíåòàòåëüíûõ ñêâàæèíàõ: pn = 20 ÌÏà;

� çàáîéíîå äàâëåíèå íà äîáûâàþùåé ñêâàæèíå: pd = 10 ÌÏà;

� ïëàñòîâîå äàâëåíèå: ppl = 15 ÌÏà;

� ïîðèñòîñòü ñðåäû: ϕ = 0.51;

� âÿçêîñòü ôëþèäà: µ = 0.008 Ïà · ñ;
� ïëîòíîñòü ôëþèäà: ρ = 800 êã/ì3;

� ñæèìàåìîñòü ôëþèäà: cf = 0.5 · 10−9Ïà−1;

� ñæèìàåìîñòü ïîðîäû: cϕ = 0.5 · 10−9Ïà−1.

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà P áûëî ïîëîæåíî ðàâíûì 5 ÌÏà, ïðè ýòîì p̄ ∈ [−1, 1].
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Ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à

Âàæíîé ïðîáëåìîé ïðè èññëåäîâàíèè ËÄÄÌ ÿâëÿåòñÿ âûðàáîòêà êðèòå-

ðèåâ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ äðîáíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å òàêîé êðèòåðèé

ñâÿçàí ñ íåèçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòà ïüåçîïðîâîäíîñòè κα ïðè

ðàçíûõ α. Òàê êàê çíà÷åíèå äàííîãî ïàðàìåòðà õîðîøî èçâåñòíî äëÿ ðàçëè÷-

íûõ ïëàñòîâûõ ñèñòåì ëèøü â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α = 2, áûëà ïîñòàâëåíà

çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó ïàðàìåòðàìè κα è κ2 ïðè çàäàííûõ

çàáîéíûõ äàâëåíèÿõ íà ñêâàæèíàõ è îäèíàêîâîì ìàññîâîì ðàñõîäå Gp. Äëÿ

ýòîãî ñíà÷àëà ïî ôîðìóëå (4.15) âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ìàññîâîãî ðàñõîäà

Gp

∣∣
α=2

ïðè α = 2:

Gp

∣∣
α=2

= ρϕctPκ2Ḡp

∣∣
α=2

, Ḡp =

Nd∑
j=1

aj. (4.24)

Çàòåì, ôèêñèðóÿ çíà÷åíèÿ çàáîéíûõ äàâëåíèé íà ñêâàæèíàõ è ïîëàãàÿ, ÷òî

ìàññîâûé ðàñõîä îñòàåòñÿ íåèçìåííûì
(
Gp = Gp

∣∣
α=2

)
, îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ

κα êàê

κα =
Gp

∣∣
α=2

ρϕctPḠp
. (4.25)

Â ñèëó (4.24) è (4.25), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

κα = Cκα
κ2, Cκα

=
Ḡp

∣∣
α=2

Ḡp
, (4.26)

êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è äëÿ ðàçíûõ α ïðè îäèíàêîâûõ çàäàííûõ âåëè÷èíàõ çàáîéíûõ äàâëå-

íèé íà ñêâàæèíàõ è îäèíàêîâûõ ìàññîâûõ ðàñõîäàõ.

Íà ðèñóíêå 4.5 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè Cκα
ïðè óêàçàííûõ ÷èñ-

ëåííûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû îò äðîáíîãî ïàðàìåòðà α. Âèäíî, ÷òî ñ óìåíü-

øåíèåì α êîýôôèöèåíò ïüåçîïðîâîäíîñòè κα óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðíî

äëÿ ñóïåðäèôôóçèîííîãî õàðàêòåðà ïðîöåññà ôèëüòðàöèè.

Â òàáëèöå 4.2 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ïðèâåäåííîãî ìàññîâîãî ðàñõîäà

Ḡp ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α, ðàâíûå ñóììàðíîé èíòåíñèâíîñòè
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Ðèñóíîê 4.5: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà Cκα îò äðîáíîãî ïàðàìåòðà α

âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äîáûâàþùåé ñêâàæèíå.

Òàáëèöà 4.2: Çíà÷åíèå Ḡp ïðè ðàçíûõ α

α
√
2

√
3 2

Ḡp 0.96273 1.32738 1.44176

Íà ðèñóíêàõ 4.6, 4.7, 4.8 ïîêàçàíû ïðèâåäåííûå ïîëÿ äàâëåíèé ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ äðîáíîãî ïàðàìåòðà α âî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è â îêðåñò-

íîñòè äîáûâàþùåé è íàãíåòàòåëüíûõ ñêâàæèí. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñ óìåíü-

øåíèåì α âñå ñèëüíåå ïðîÿâëÿåòñÿ ñóïåðäèôôóçèîííûé õàðàêòåð ïðîòåêàíèÿ

ïðîöåññà: óìåíüøàåòñÿ èíòåíñèâíîñòü ïîëÿ äàâëåíèÿ, ðàñòåò ¾âëèÿíèå¿ äî-

áûâàþùåé ñêâàæèíû.
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Ðèñóíîê 4.6: Ïðèâåäåííîå ïîëå äàâëåíèÿ p̄

Ðèñóíîê 4.7: Ïðèâåäåííîå ïîëå äàâëåíèÿ p̄ â îêðåñòíîñòè äîáûâàþùåé ñêâàæèíû

Ðèñóíîê 4.8: Ïðèâåäåííîå ïîëå äàâëåíèÿ p̄ â îêðåñòíîñòè íàãíåòàòåëüíîé ñêâàæèíû



62

Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (4.5)-(4.7) èñïîëüçóþòñÿ òà-

êèå æå ïëàñòîâûå ïàðàìåòðû, êàê è äëÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è â ïðåäûäóùåì

ïðèìåðå. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-

ðèìåíòîâ ïðè ðàçíûõ α âûáèðàåòñÿ óñëîâèå ðàâíîãî çàáîéíîãî äàâëåíèÿ íà

ñêâàæèíàõ âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ, à òàêæå îäèíàêîâîãî ìàññîâîãî ðàñõîäà â

ïðåäåëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Êîýôôèöèåíò ïüåçîïðîâîäíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ïîëó÷åííîìó â ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å ñîîòíîøåíèþ (4.26).

Íà ðèñóíêå 4.9 ïîêàçàíû ïîëÿ äàâëåíèé sp̄∗ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé α ïðè

s = 10−10. Îòìåòèì, ÷òî äàííûå ïîëÿ ïðè s → 0 àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ

ê ïîëÿì, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñóíêå 4.6, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (4.22).

Ðèñóíîê 4.9: Ïîëå sp̄∗ äëÿ ðàçíûõ α ïðè s = 10−10

Â ñèëó (4.16) è (4.20) ìîæåò áûòü ïîêàçàíî, ÷òî ïðè s → 0 äëÿ Ḡ∗

ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

Ḡ∗(s) ≈ A

s
+

B

s2−
2
α

, (4.27)

ãäå A = const, B = const. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ïðîâåäåì

÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïàðàìåòðà Ḡ∗(s).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé α =
√
2. Íà ðèñóíêå 4.10 ïðåäñòàâëåí ãðà-

ôèê çàâèñèìîñòè Ḡ∗ îò 1
s , ãäå Ḡ

∗ îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå,

êàê ñóììà èíòåíñèâíîñòåé âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

äîáûâàþùåé ñêâàæèíå. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè s → 0 ãðàôèê Ḡ∗ ïðè-

áëèæàåòñÿ ïðÿìîé âèäà Ḡ∗ =
Gp

s , ãäå Gp áûëî îïðåäåëåíî â òàáëèöå 4.2 è

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèå ïðèâåäåííîãî ìàññîâîãî ðàñõîäà â ñëó÷àå óñòà-
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íîâèâøåéñÿ ôèëüòðàöèè, ê êîòîðîìó ñõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ íåñòàöèîíàð-

íàÿ çàäà÷à ïðè t→ ∞. Òàêèì îáðàçîì, Ḡ∗ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

Ḡ∗ =
Ḡp

s
+ F (s), (4.28)

ãäå F (s) � ôóíêöèÿ, ãðàôèê êîòîðîé ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 4.11.

Ðèñóíîê 4.10: Çàâèñèìîñòü Ḡ∗ îò 1
s

Ðèñóíîê 4.11: Çàâèñèìîñòü F (s) îò 1
s
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Áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ôóíêöèÿ F (s) àïïðîêñèìèðóåòñÿ êàê

F (s) = F̄ (s)− 0.029

s2−
2√
2

, (4.29)

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (4.27).

Äàëüíåéøåå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ôóíêöèÿ F̄ (s) ìîæåò

áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ñòåïåííîé ôóíêöèåé âèäà

F̄ (s) ≈ 0.0084

s0.238
, (4.30)

÷òî ïðèâîäèò ê ïðèáëèæåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ôóíêöèè Ḡ∗:

Ḡ∗(s) ≈ Ḡp

s
− 0.029

s2−
2√
2

+
0.0084

s0.238
. (4.31)

Íà ðèñóíêå 4.12 ïîêàçàí ãðàôèê àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè, äàâàåìîé ïðèáëè-

æåííûì ïðåäñòàâëåíèåì (4.31). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü âîçðàñ-

òàåò ïðè s → 0, ÷òî îçíà÷àåò ñëàáóþ ïðèìåíèìîñòü äàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ïðè t→ ∞.

Ðèñóíîê 4.12: Ïîãðåøíîñòü, äàâàåìàÿ ïðèáëèæåííûì ïðåäñòàâëåíèåì (4.31)

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê (4.31), ïîëó÷èì

ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè ïðèâåäåííîãî ìàñ-
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ñîâîãî ðàñõîäà Ḡ îò âðåìåíè ïðè α =
√
2:

Ḡ(t̄) ≈ Ḡp

∣∣
α=

√
2
− 0.0190t̄1−

√
2 + 0.0022t̄−0.762. (4.32)

Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû áûëè âûïîëíåíû äëÿ ñëó÷àÿ α =
√
3, ïðè êîòîðîì ïî-

ëó÷èëîñü âûðàæåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèâåäåííîãî ìàññîâîãî ðàñõîäà âèäà

Ḡ(t̄) ≈ Ḡp

∣∣
α=

√
3
− 0.2564t̄1−

√
3 + 0.0280t̄−0.552. (4.33)

Ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà Ḡ â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α = 2, â îòëè÷èå îò (4.32) è

(4.33), íå ñîäåðæèò ñòåïåííîãî ñëàãàåìîãî âèäà t̄1−α è ìîæåò áûòü çàïèñàíà

êàê

Ḡ(t̄) ≈ Ḡp

∣∣
α=2

− 0.2362t̄−0.091. (4.34)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè (4.32), (4.33)

è (4.34), âåëè÷èíû Ḡ ñòðåìÿòñÿ ê Gp ïðè t → ∞, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèâå-

äåííîìó ìàññîâîìó ðàñõîäó â ïðåäåëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ïîëó÷åííîìó â

ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å.

Ðèñóíîê 4.13: Ïðèâåäåííûé ìàññîâûé ðàñõîä Ḡ ïðè ðàçíûõ α

Íà ðèñóíêå 4.13 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïðèâåäåííîãî ìàñ-

ñîâîãî ðàñõîäà Ḡ îò âðåìåíè t ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ äðîáíîãî êîýôôèöèåíòà

α. Òàê êàê ìàññîâûé ðàñõîä â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îïðåäåëÿåòñÿ ñóììàð-

íîé èíòåíñèâíîñòüþ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, äàííûé ãðàôèê äåìîíñòðèðóåò
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äîñòàòî÷íîñòü ìåíüøåé èíòåíñèâíîñòè èñòî÷íèêîâ ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ α

äëÿ äîñòèæåíèÿ îäèíàêîâîãî ìàññîâîãî ðàñõîäà â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå t→ ∞
ïðè çàäàííûõ çàáîéíûõ äàâëåíèÿõ íà ñêâàæèíàõ, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ñóïåð-

äèôôóçèîííîãî õàðàêòåðà òå÷åíèÿ ïðè α < 2. Òàêæå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

ïðè ìàëûõ α áûñòðåå ïðîèñõîäèò âûõîä íà àñèìïòîòè÷åñêèé ðåæèì äîáû-

÷è, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ñóïåðäèôôóçèîííûì õàðàêòåðîì ïðîöåññà ïðè α < 2.

Ðåàëüíûé ìàññîâûé ðàñõîä ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

G = ρϕctPκαḠ. (4.35)

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà èäåÿõ ìåòî-

äà âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ, ïîçâîëèëè âûïîëíèòü ÷èñëåííîå èññëåäî-

âàíèå ñòàöèîíàðíîé (4.8)�(4.10) è íåñòàöèîíàðíîé (4.5)�(4.7) çàäà÷ ëèíåé-

íîé ôèëüòðàöèè â ñèñòåìå ïÿòè ñêâàæèí, ñîñòîÿùåé èç îäíîé äîáûâàþùåé

ñêâàæèíû è ÷åòûðåõ íàãíåòàòåëüíûõ. Ñêâàæèíû â ýòèõ çàäà÷àõ ìîäåëè-

ðîâàëèñü êàê ëèíåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé âëèÿíèÿ òî÷å÷íûõ èñòî÷íè-

êîâ, îïðåäåëÿåìûõ ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè ðàññìàòðèâàåìûõ äðîáíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà. Èíòåí-

ñèâíîñòè òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ îïðåäåëÿëèñü èñõîäÿ èç óñëîâèé îáåñïå÷åíèÿ

çàäàííîé âåëè÷èíû çàáîéíîãî äàâëåíèÿ íà êðóãîâûõ êîíòóðàõ, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ãðàíèöàì ñêâàæèí. Ïðè ýòîì âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîä-

õîä íå âûäâèãàåò òðåáîâàíèé î ïîäîáíîé ôîðìå ðàññìàòðèâàåìûõ êîíòóðîâ

è ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ñ áîëåå ñëîæíîé ãåîìåòðèåé.

Òàêèì îáðàçîì, íà ïðèìåðå ðàññìîòðåííîé çàäà÷è ïîêàçàíî, ÷òî ïîä-

õîä, ïðåäëîæåííûé â äàííîì ðàçäåëå, ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàí

äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ, îïèñûâàåìûõ äðîáíî-äèôôåðåíöè-

àëüíûìè ïî ïðîñòðàíñòâó óðàâíåíèÿìè, ïîñòàíîâêà âíóòðåííèõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé äëÿ êîòîðûõ ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíà â ñèëó íåëîêàëüíîñòè îïå-

ðàòîðîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
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�5 Ìîäåëèðîâàíèå ðàññåÿíèÿ âîëí íà îäèíî÷íîé

íåïðîíèöàåìîé ñôåðå

5.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí

â äâóìåðíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäå, ìîäåëèðóåìûé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûì

îáîáùåíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2.19). Â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ ãàðìîíè÷å-

ñêèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ñ ó÷åòîì îáîáùåíèÿ äèñïåðñèîííîãî ñî-

îòíîøåíèÿ (2.30), äàííîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê äðîáíî-äèôôåðåí-

öèàëüíîìó îáîáùåíèþ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

−(−∆)
α
2u+ kαu = f(x), x ∈ R2, α ∈ (1, 2), (5.1)

ãäå kα = ω2

a2α
, k � âîëíîâîå ÷èñëî.

Êîãäà ïîäîáíûå êîëåáàíèÿ ïîðîæäàþòñÿ îäíèì òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì,

óðàâíåíèå (5.1) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

−(−∆)
α
2u+ kαu = δ(x− xs), (5.2)

ãäå xs � êîîðäèíàòû èñòî÷íèêà, δ(z) � äåëüòà-ôóíêöèÿ. Èíòåíñèâíîñòü èñ-

òî÷íèêà äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ áûëà ïîëîæåíà ðàâíîé 1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ âîëí, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâ-

íåíèåì (5.2), íà îäèíî÷íîé íåïðîíèöàåìîé ñôåðå ðàäèóñà ra ñ öåíòðîì â íà-

÷àëå êîîðäèíàò â ñðåäå ñ ïðîñòðàíñòâåííîé íåëîêàëüíîñòüþ. Ïî êðóãîâîìó

êîíòóðó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ãðàíèöå ñôåðû, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå âè-

äà
∂u

∂n
= 0, (5.3)

ãäå ∂
∂n � ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âíåøíåé íîðìàëè ê êîíòóðó ñôåðû.

Ðåøåíèå çàäà÷è (5.2), (5.3) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

u = uinc + uscat,

ãäå uinc � âîëíîâîå ïîëå, ïîðîæäåííîå åäèíè÷íûì òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì, à

uscat � ðàññåÿííîå íà îäèíî÷íîé ñôåðå âîëíîâîå ïîëå. Ïîëå u â îáùåì ñëó÷àå
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ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì, íî â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî

åãî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü.

5.2 Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Ïîëå uinc ÿâëÿåòñÿ ðå-

øåíèåì äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (5.2)

áåç äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (5.3) è ìîæåò áûòü çàïèñàíî ÷åðåç ñâåðòêó ñ

ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì (3.21) êàê

uinc(x) = δ(x− xs) ∗GH+

α,2 (x) = GH+

α,2 (x− xs) =

= CH+

α,2 H
2, 1
2, 4

[
k2|x− xs|2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
,
(
1
2 −

2
α ,

2
α

)
(0, 1) ,

(
1− 2

α ,
2
α

)
, (0, 1),

(
1
2 −

2
α ,

2
α

) ] . (5.4)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ (5.4) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðÿìûå è àñèìïòîòè-

÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Ôîêñà H2, 1
2, 4(z). Ïðè α ∈ (1, 2) äàííàÿ ôóíêöèÿ

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñòåïåííîé ðÿä (ñì., íàïðèìåð, [70]) â âèäå

H2, 1
2, 4

[
z

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
,
(
1
2 −

2
α ,

2
α

)
(0, 1) ,

(
1− 2

α ,
2
α

)
, (0, 1),

(
1
2 −

2
α ,

2
α

) ] =

=
∞∑
k=0

Γ
(
1− 2

α(k + 1)
)
Γ
(
2
α(k + 1)

)
Γ
(
1
2 −

2
α(k + 1)

)
Γ
(
1
2 +

2
α(k + 1)

) (−z)k
k!k!

+
α

2

∞∑
k=0

Γ
(
1− α

2 (k + 1)
)

Γ
(
α
2 (k + 1)

)
Γ
(
k + 3

2

)
Γ
(
−k − 1

2

)(−1)kz
α
2 (k+1)−1. (5.5)

Äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ öåëåé ðÿä ïî k â äàííîì ðàçëîæåíèè çàìåíÿåòñÿ íà

êîíå÷íóþ ñóììó
Np∑
k=0

, ãäå ïàðàìåòð Np îïðåäåëÿåòñÿ èç òðåáîâàíèé î íåîáõî-

äèìîì óðîâíå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.

Íà ðèñóíêå 5.1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ H2 1
2 4(z) ïðè

α =
√
2 è ðàçëè÷íîì êîëè÷åñòâå ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (5.5). Ïîãðåøíîñòü ∆

âû÷èñëÿëàñü â âèäå

∆ = lg
∣∣∣H̄2, 1

2, 4 (z)− H̃2, 1
2, 4 (z)

∣∣∣ ,
ãäå H̄2, 1

2, 4 (z) � çíà÷åíèå ôóíêöèè H2 1
2 4(z), âû÷èñëåííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì 1000

÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (5.5), à H̃2, 1
2, 3 (z) � ñ èñïîëüçîâàíèåì Np ÷ëåíîâ ýòîãî æå

ðàçëîæåíèÿ. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçëîæåíèå (5.5) ìîæåò áûòü ýôôåê-
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Ðèñóíîê 5.1: Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé H2, 1
2, 4 ïðè α =

√
2 è ðàçëè÷íîì êîëè÷åñòâå

÷ëåíîâ ðÿäà ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ

òèâíî èñïîëüçîâàíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé Ôîêñà H2, 1
2, 4(z) ëèøü ïðè äî-

ñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà z. Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ z

ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ âèäà

H2, 1
2, 4

[
z

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
,
(
1
2 −

2
α ,

2
α

)
(0, 1) ,

(
1− 2

α ,
2
α

)
, (0, 1),

(
1
2 −

2
α ,

2
α

) ]

∼ α

2

∞∑
k=0

(−1)k
Γ
(
1 + kα

2

)
Γ
(
−kα

2

)
Γ
(
k + 1

2

)
Γ
(
−k + 1

2

)z−1−kα
2

+ c0E(ze
iπ)− d0E(ze

−iπ), z → ∞, (5.6)

ãäå

c0 = 2πie−
iπ
2 , d0 = −2πie

iπ
2 ,

E(z) =
1

i (2π)
3
2

∞∑
j=0

Aj (4z)
− j

2−
1
4 e2

√
z.

Ïîñòîÿííûå Aj ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû 4.1 èç [145]

ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå

Aj = − 1

4j

j−1∑
k=0

Ake(j, k), (5.7)
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ãäå

e(j, k) =
Γ
(
3
2 + j

)
Γ
(
−1

2 + k
) .

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñëàãàåìîå c0z
−n

2E(zeiπ) − d0z
−n

2E(ze−iπ) â ïðàâîé

÷àñòè (5.6) ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì Õàíêåëÿ (ñì. [98]) äëÿ

ôóíêöèé Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà Y0(2
√
z), ÷òî ìîæåò áûòü äîêàçàíî ïðÿìûìè

âû÷èñëåíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå (5.6) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â

âèäå

H2, 1
2, 4

[
z

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
,
(
1
2 −

2
α ,

2
α

)
(0, 1) ,

(
1− 2

α ,
2
α

)
, (0, 1) ,

(
1
2 −

2
α ,

2
α

) ]

∼ α

2

∞∑
k=0

(−1)k
Γ
(
1 + kα

2

)
z−1−kα

2

Γ
(
−kα

2

)
Γ
(
k + 1

2

)
Γ
(
−k + 1

2

) + Y0(2
√
z), z → ∞. (5.8)

Äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ öåëåé â ýòîì ðàçëîæåíèè èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íàÿ ñóì-

ìà ïî k âèäà
Na∑
k=0

. Â äàííîì ñëó÷àå òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé îöåíèâàåòñÿ êàê

O(z−1−(Na+1)/2).

Íà ðèñóíêå 5.2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôóíêöèè H2 1
2 4(z) èç ðåøåíèÿ (5.4)

â ïîëóëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ äàííûõ

ôóíêöèé ïðè ðàçëè÷íûõ α çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïðè äîñòàòî÷íî ìà-

ëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà z, à ñ óâåëè÷åíèåì z ýòè ôóíêöèè áûñòðî ñõîäÿòñÿ

ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ (5.8). Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè z >> 0 ôóíêöèè

H2 1
2 4(z) ÿâëÿþòñÿ ñëàáî çàâèñèìûìè îò çíà÷åíèÿ α.

Äëÿ ó÷åòà óñëîâèÿ (5.3), êàê è â ðàíåå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îäíîôàç-

íîé ôèëüòðàöèè, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû èäåè ìåòîäà ôóíäàìåíòàëüíûõ

ðåøåíèé. Âñïîìîãàòåëüíûå èñòî÷íèêè ñ íåèçâåñòíûìè èíòåíñèâíîñòÿìè ðàç-

ìåùàþòñÿ íà íåêîòîðîì ìàëîì ðàññòîÿíèè ε îò êîíòóðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî

ãðàíèöå ñôåðû ðàäèóñà ra (ñì. ðèñóíîê 5.3). Óðàâíåíèå (5.2) â ýòîì ñëó÷àå

ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

−(−∆)
α
2u+ kαu = δ(x− xs) +

N∑
j=1

ajδ(x− xj), (5.9)
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Ðèñóíîê 5.2: Ãðàôèêè ôóíêöèé H2 1
2 4(z) èç (5.4) ïðè ðàçíûõ α

ãäå aj
(
j = 1, ..., N

)
� èíòåíñèâíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ, xj � êî-

îðäèíàòû âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ.

Ðèñóíîê 5.3: Çäåñü ra � ðàäèóñ ðàññåèâàþùåé ñôåðû, ε � ðàññòîÿíèå îò âñïîìîãàòåëüíûõ
èñòî÷íèêîâ äî êîíòóðà ñôåðû, xj � êîîðäèíàòû âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ, yk � êîîð-
äèíàòû òî÷åê íà êîíòóðå, xs � êîîðäèíàòû òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ïîðîæäàþùåãî ïîëå uinc

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.9) è, ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷è (5.2), (5.3), ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ â âèäå
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p̄(x) =

(
δ(x− xs) +

N∑
j=1

ajδ(x− xj)

)
∗GH+

α,2 (x) = uinc(x)+
N∑
j=1

ajG
H+

α,2 (|x−xj|).

(5.10)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.2), (5.3) ïî ôîðìóëå (5.10)

ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

1) Çàäàþòñÿ N òî÷åê yk ïî êðóãîâîìó êîíòóðó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ãðàíèöå

ðàññåèâàþùåé ñôåðû, íà êîòîðîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå (5.3),

äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè âñïîìîãàòåëüíûõ

èñòî÷íèêîâ aj.

2) Äëÿ êàæäîé èç êîíòóðíûõ òî÷åê çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

∂

∂n

(
uinc(x) +

N∑
j=1

ajG
H+

α,2 (|x− xj|)

)∣∣∣∣
x=yk

= 0, k = 0, ..., N. (5.11)

3) Ôóíêöèè H2 1
2 4(z) èç ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ G

H+

α,2 (z) âû÷èñëÿþòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ (5.5) ïðè z ∈ [0, da) è àñèìïòîòè-

÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (5.6) ïðè z ∈ [da,∞). Ïàðàìåòðû Nd, Na è òî÷êà

ñòûêîâêè da ýòèõ ðàçëîæåíèé âûáèðàþòñÿ èç òðåáîâàíèé î íåîáõîäèìîì

óðîâíå òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ.

4) Ðåøàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà (5.11) äëÿ

îïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé aj.

5) Âûïîëíÿåòñÿ ïîäñòàíîâêà íàéäåííûõ â ï. 4 èíòåíñèâíîñòåé â (5.10) è

íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â ëþáîé òðå-

áóåìîé òî÷êå x.

5.3 Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåí-

òû ïðîâîäèëèñü ïðè ñëåäóþùèõ áåçðàçìåðíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ:

� ðàäèóñ ðàññåèâàþùåé ñôåðû ra = 1;

� êîîðäèíàòû òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà xs = (3, 0);

� ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíòóðîì ðàññåèâàþùåé ñôåðû è ëþáûì âñïîìîãà-

òåëüíûì èñòî÷íèêîì ε = 0.1;

� êîëè÷åñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ N = 400.
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Âñïîìîãàòåëüíûå èñòî÷íèêè áûëè ðàçìåùåíû ðàâíîìåðíî ïî îêðóæíîñòè ðà-

äèóñà ra − ε, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ýêâèäèñòàíòíîé êîíòóðó ðàññåèâàþùåé ñôå-

ðû. Òî÷êè xk (k = 1, ..., N) íà êîíòóðå ðàññåèâàþùåé ñôåðû ðàäèóñà ra áûëè

ðàçìåùåíû òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå ìåæäó êàæäîé òî÷êîé è áëèæàéøèì âñïî-

ìîãàòåëüíûì èñòî÷íèêîì áûëî ðàâíî ε.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âîëíîâîå ïîëå uinc, óäîâëåòâîðÿþùåå äðîáíî-äèô-

ôåðåíöèàëüíîìó îáîáùåíèþ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (5.2), ïîðîæäàåìîå åäè-

íè÷íûì òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì ñ êîîðäèíàòàìè xs â îòñóòñòâèå ðàññåèâàþùåé

ñôåðû. Äàííîå âîëíîâîå ïîëå, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå,

èìååò âèä (5.4). Íà ðèñóíêå 5.4 ïðåäñòàâëåíû âîëíîâûå ïîëÿ uinc ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ k è α. Çíà÷åíèå k âûáèðàëîñü òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíò kα

ïåðåä âòîðûì ñëàãàåìûì â óðàâíåíèè (5.2) áûë îäèíàêîâûì ïðè ðàçíûõ α.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè k = 1 óìåíüøåíèå α ïðèâîäèò ê ðîñòó àìïëèòó-

äû êîëåáàíèé, à ïðè k = 5
2
α è k = 10

2
α � ê ðîñòó àìïëèòóäû è óâåëè÷åíèþ

÷àñòîòû.

Óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ñ óìåíüøåíèåì α îáóñëîâëåíî ìíîæèòå-

ëåì k2 â àðãóìåíòå ôóíêöèè Ôîêñà â (5.4). Åñëè çàäàâàòü âîëíîâîå ÷èñëî

íåçàâèñèìûì îò α

k ̸= k(α), (5.12)

òî àðãóìåíòû ôóíêöèé H2 1
2 4(z) áóäóò îäèíàêîâûìè ïðè ðàçíûõ α. Òàêèì îá-

ðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü âîëíîâûå ïîëÿ uinc, àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùèå ïî

÷àñòîòàì, ÷òî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ðèñóíêå 5.5.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîëíîâûå ïîëÿ u, ïîêàçàííûå íà ðèñóíêå 5.6, ÿâëÿþ-

ùèåñÿ ðåøåíèÿìè (5.10) óðàâíåíèÿ (5.9), è, ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷è ðàññåèâà-

íèÿ íà ñôåðå ðàäèóñà ra (5.2), (5.3) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ α è k. Ïðè k = 5
2
α

è k = 10
2
α c óìåíüøåíèåì α ìîæíî íàáëþäàòü äèôðàêöèîííóþ êàðòèíó. Îä-

íàêî îöåíèòü âëèÿíèå ïàðàìåòðà α íà õàðàêòåð ðàññåèâàíèÿ âîëíîâîãî ïîëÿ

íà ñôåðå â äàííîé ñèòóàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì â ñèëó òîãî,

÷òî êîëåáàíèÿ ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ ïî àìïëèòóäå ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ýòîãî

ïàðàìåòðà.

Èçìåíåíèå âåëè÷èí àìïëèòóä êîëåáàíèé ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà α íà
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Ðèñóíîê 5.4: Âîëíîâûå ïîëÿ uinc, ïîðîæäåííûå òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì ñ êîîðäèíàòàìè xs,
ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ k(α) è α

Ðèñóíîê 5.5: Âîëíîâûå ïîëÿ uinc ñ àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùèìè ïî ÷àñòîòå êîëåáàíèÿìè
ïðè k = 5 è ðàçíûõ α
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Ðèñóíîê 5.6: Âîëíîâûå ïîëÿ (5.10) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ α è k(α)

ïðåäñòàâëåííûõ âûøå âîëíîâûõ ïîëÿõ îáóñëîâëåíî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, âåëè-

÷èíîé ïîñòîÿííîé CH+

α,2 èç (5.4), êîòîðàÿ èìååò âèä

CH+

α,2 =
k2−α

2α
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ¾èçáàâèòüñÿ¿ îò åå âëèÿíèÿ íà âîëíîâûå ïîëÿ, äîìíîæèì

ïðàâóþ ÷àñòü (5.9) íà 2αkα−2, ÷òî ïðèâåäåò ê àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùèì

êîëåáàíèÿì íå òîëüêî ïî ÷àñòîòå, íî è ïî àìïëèòóäå (ñì. ðèñóíîê 5.7), â ñèëó

õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè H2 1
2 4(z) (ñì. (5.8) è ðèñóíîê 5.2). Êàê âèäíî

èç ðèñóíêà 5.7, ïðè k = 5 âîëíîâûå ïîëÿ ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íû, à èõ îò-

ëè÷èÿ ñòàíîâÿòñÿ âèçóàëüíî çàìåòíû ëèøü ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷å÷íîìó
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Ðèñóíîê 5.7: Âîëíîâûå ïîëÿ uinc ñ àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùèìè ïî ÷àñòîòå è àìïëèòóäå
êîëåáàíèÿìè ïðè k = 5 è ðàçíûõ α

èñòî÷íèêó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âëèÿíèå ðàññåèâàþùåé ñôåðû ïðè ðàçíûõ α íà àñèìï-

òîòè÷åñêè ñîâïàäàþùèå ïî ÷àñòîòå è àìïëèòóäå âîëíîâûå ïîëÿ, ïîðîæäåííûå

òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì (ñì. ðèñóíîê 5.8). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè k = 5

è k = 10 âëèÿíèå ïàðàìåòðà α íà õàðàêòåð ðàññåèâàíèÿ ïðàêòè÷åñêè îòñóò-

ñòâóåò: âîëíîâûå ïîëÿ ñëàáî èçìåíÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè α. Äàííîå ÿâëåíèå

îáóñëîâëåíî âèäîì ôóíêöèè Ôîêñà â ðåøåíèè (5.10) è åå ïîâåäåíèåì ïðè

áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà: ïðè k > 1 ñ ðîñòîì âîëíîâîãî ÷èñëà óâåëè-

÷èâàþòñÿ àðãóìåíòû ôóíêöèé H2 1
2 4(z), ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì 5.2,

ïðèâîäèò ê ñëàáîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ îò ïàðàìåòðà α è, ñëåäîâàòåëüíî, ê

ïîäîáíûì âîëíîâûì ïîëÿì. Â ñëó÷àå k = 1 èçìåíåíèå ïàðàìåòðà α îêàçû-

âàåò áîëåå ñèëüíûé ýôôåêò: óìåíüøåíèå äàííîãî ïàðàìåòðà óñèëèâàåò âëè-

ÿíèå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ÷òî ïðèâîäèò ê ìåíüøåìó ðàññåèâàíèþ âîëíîâîãî

ôðîíòà, êàê ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ðèñóíêå 5.8.
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Ðèñóíîê 5.8: Âîëíîâûå ïîëÿ (5.10) ñ àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþùèìè ïî ÷àñòîòå è àìïëè-
òóäå êîëåáàíèÿìè ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ α è k

Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòåé âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ ïî îêðóæ-

íîñòè ðàäèóñà ra − ε â ñëó÷àå k = 1 ïðèâåäåíî íà ðèñóíêå 5.9. Âèäíî, ÷òî

äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (5.3) òðåáóåòñÿ ìåíüøàÿ èíòåíñèâíîñòü

âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ ïðè ìåíüøåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà α. Ïîäîáíûå

ãðàôèêè äëÿ ñëó÷àåâ k = 5 è k = 10 íå ïðèâåäåíû â äàííîì ðàçäåëå ïî ïðè-

÷èíå òîãî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ âîëíîâîãî

ïàðàìåòðà ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ ïðè ðàçíûõ α.

Óìåíüøåíèå ðàäèóñà ñôåðû ïðèâîäèò ê áîëåå ñëàáîìó ðàññåèâàíèþ âîë-

íîâîãî ïîëÿ, îäíàêî õàðàêòåð âëèÿíèÿ äðîáíîãî ïàðàìåòðà α îñòàåòñÿ íåèç-

ìåííûì, ÷òî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ðèñóíêå 5.10. Â äàííîì ñëó÷àå ðàäèóñ
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Ðèñóíîê 5.9: Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòåé âñïîìîãàòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ ïî îêðóæíîñòè
ðàäèóñà ra − ε ïðè k = 1 è ðàçíûõ α

Ðèñóíîê 5.10: Âîëíîâûå ïîëÿ (5.10) ñ ðàññåèâàþùåé îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà ra−ε
2

ïðè k = 1
è ðàçíûõ α

ðàññåèâàþùåé ñôåðû áûë ïðèíÿò ðàâíûì ra
2 , à âñïîìîãàòåëüíûå èñòî÷íèêè

áûëè ðàñïîëîæåíû ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà ra−ε
2 .

5.4 Âîçäåéñòâèå íåîäíîðîäíîé ñðåäû íà èíòåíñèâíîñòü ñèãíà-

ëà. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, ïîðîæäàåìîé äâóìÿ òî÷å÷-

íûìè èñòî÷íèêàìè, â îäíîìåðíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Òàêîé ïðîöåññ îïèñû-

âàåòñÿ óðàâíåíèåì

∂2u

∂t2
= −a2α (−∆)

α
2 u+ q1δ(x−x1)+ q2δ(x−x2), u = u(t, x), x ∈ R, (5.13)
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ãäå q1, q2 � èíòåíñèâíîñòè òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, à x1, x2 � èõ êîîðäèíàòû.

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé óðàâíå-

íèå (5.13) ïðèâîäèò ê äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîìó îáîáùåíèþ íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

−(−∆)
α
2u+ kαu = − q1

a2α
δ(x− x1)−

q2
a2α
δ(x− x2), (5.14)

ãäå kα = ω2

a2α
, k � âîëíîâîå ÷èñëî. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïàðàìåòð aα

áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ èñõîäÿ èç ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé âîëíîâîãî ÷èñëà k è

÷àñòîòû ω.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.14) çàïèñûâàåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóí-

äàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé âèäà

u(x) = q1C
H+

α,1 H
2, 1
2, 4

[
k2|x− x1|2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
,
(
1
2 −

2
α ,

2
α

)
(0, 1) ,

(
1− 2

α ,
2
α

)
, (0, 1),

(
1
2 −

2
α ,

2
α

) ] +

+ q2C
H+

α,1 H
2, 1
2, 4

[
k2|x− x2|2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
,
(
1
2 −

2
α ,

2
α

)
(0, 1) ,

(
1− 2

α ,
2
α

)
, (0, 1),

(
1
2 −

2
α ,

2
α

) ] . (5.15)

Âûáåðåì êîîðäèíàòû èñòî÷íèêîâ òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèå îò íèõ äî íà÷àëà

êîîðäèíàò ñîâïàäàëî ñ êîîðäèíàòîé z0 ïåðâîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè H2, 1
2, 4(z).

Òàêèì îáðàçîì, çàäàäèì x1 = −z0, x2 = z0. Â ñèëó ñëàáîé çàâèñèìîñòèH2, 1
2, 4(z)

îò α, òî÷êà ìàêñèìóìà òîæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî α. Â ýòîì

ñëó÷àå íàèáîëüøàÿ èíòåíñèâíîñòü âîëíû (5.15), ïîðîæäàåìîé äâóìÿ ðàññìàò-

ðèâàåìûìè òî÷å÷íûìè èñòî÷íèêàìè, áóäåò íàáëþäàòüñÿ â òî÷êå x = 0.

Ïîëîæèì òåïåðü ω = 1, q1 = 1, q2 = 1. Ðåøåíèå (5.15) ïðè ðàçíûõ çíà÷å-

íèÿõ âîëíîâîãî ÷èñëà k è äðîáíîãî ïàðàìåòðà α ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 5.11

è ðèñóíêå 5.12. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óìåíüøåíèå äðîáíîãî ïàðàìåòðà α

ïðèâîäèò ê ðîñòó èíòåíñèâíîñòè ðåøåíèÿ (5.15). Íàèáîëüøåå èçìåíåíèå ðå-

øåíèÿ ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ñðåäà, ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â êîòîðîé

îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (5.13), ìîæåò ñëóæèòü ¾óñèëèòåëåì¿ ñèãíàëà òî-

÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ ïðè èõ ðàñïîëîæåíèè íà ðàññòîÿíèè ïåðâîãî ìàêñèìóìà

ôóíêöèè Ôîêñà H2 1
2 4(z) èç (3.2).
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Ðèñóíîê 5.11: Ðåøåíèå (5.15) ïðè k = 5 è ðàçíûõ α

Ðèñóíîê 5.12: Ðåøåíèå (5.15) ïðè k = 10 è ðàçíûõ α
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Ãëàâà 3

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÓËÜÒÈÏÎËÜÍÛÕ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàëèñü ïðèìåðû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèÿìè (3.1), (3.2) è (3.3), ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ

ìîãëè áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äåëüòà-ôóíêöèé, ìîäå-

ëèðóþùèõ òî÷å÷íûå èñòî÷íèêè ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè. Âû÷èñëåíèå èíòå-

ãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèé (3.16), (3.19) è (3.39) ïðè ýòîì ïðèâîäèëî ê

âû÷èñëåíèþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâà-

åìûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî äëÿ ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âàæíî óìåíèå

âû÷èñëÿòü ýòè èíòåãðàëû â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé ôóíêöèåé.

Òî÷íîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ (3.16), (3.19) è (3.39) äëÿ íàõîæäåíèÿ ðå-

øåíèé óðàâíåíèé (3.1), (3.2) è (3.3), ñîîòâåòñòâåííî, âîçìîæíî òîëüêî äëÿ

íåìíîãèõ ôóíêöèé f(x). Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé âàæíà

âîçìîæíîñòü èõ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ïðè ïîìîùè êóáàòóðíûõ ôîð-

ìóë âèäà

u(x) =

∫
Ω

f(ξ)G(x− ξ)dξ ≈
N∑
i=1

qiG(x− xi), qi = cif(xi), x ̸= xi, (6.0)

ãäå G(x) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ, ci � êî-

ýôôèöèåíòû êóáàòóðû, xi � óçëû êóáàòóðû, à âñå ðàñ÷åòíûå òî÷êè x ëåæàò

âíóòðè íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ∈ Rn.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.1), (3.2) è (3.3) ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì êóáàòóðíûõ ôîðìóë (6.0) òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà O(N 2) âû÷èñëè-

òåëüíûõ îïåðàöèé ïðè êîëè÷åñòâå ðàñ÷åòíûõ òî÷åê, ñîïîñòàâèìîì ïî ïîðÿä-

êó ñ êîëè÷åñòâîì óçëîâ êóáàòóðû. Ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ðàñ÷åòíûõ òî-

÷åê òàêîé ðàñ÷åò ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì âðåìåííûì çàòðàòàì. Äëÿ ñî-

êðàùåíèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ìåòîäû, óìåíü-

øàþùèå êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé ïðè ðàñ÷åòå ïî êóáàòóðíûì

ôîðìóëàì. Ñðåäè òàêèõ ìåòîäîâ øèðîêî èçâåñòíû ìóëüòèïîëüíûå ìåòîäû
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(ñì. [62,84,87]). Â ýòèõ ìåòîäàõ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äîñòàòî÷íî óäàëåííû-

ìè óçëàìè êóáàòóðû è ðàñ÷åòíûìè òî÷êàìè ó÷èòûâàþòñÿ ïîñðåäñòâîì ìóëü-

òèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ñíèçèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü

àëãîðèòìîâ, òðåáóþùèõ O(N 2) îïåðàöèé, äî O(N logN) èëè O(N) îïåðàöèé.

Îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé ÿâëÿþòñÿ ôàêòîðèçî-

âàííûå ðàçëîæåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé.

Â äàííîé ãëàâå âûïîëíÿåòñÿ ôàêòîðèçàöèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà,

ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìóëüòèïîëüíûå ðàçëîæåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåííûõ ôàê-

òîðèçîâàííûõ ðàçëîæåíèÿõ, à òàêæå ïðåäëàãàþòñÿ ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ âõî-

äÿùèõ â íèõ ôóíêöèé Ôîêñà.

�6 Ôàêòîðèçàöèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé

Ôàêòîðèçàöèÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñ-

íîâíûõ è äîñòàòî÷íî âàæíûõ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ íàïðàâëåíèé

èññëåäîâàíèé â òåîðèè ôàêòîðèçàöèè [95, 96]. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå çà-

äà÷à ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèé âîçíèêàåò, íàïðèìåð, â îòíîøåíèè èíòåãðàëü-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Lu = f âèäà

u(x) =

∫
Rn

f(ξ)G(x− ξ)dξ, x ∈ Rn. (6.1)

ÇäåñüG(x)�ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ Lu = 0, à L � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â Rn. Ôàêòîðè-

çîâàííîå ðàçëîæåíèå

G(x− ξ) =
∞∑

m=0

Φm(x)Ψm(ξ) (6.2)
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ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü (6.1) â âèäå

u(x) =
∞∑

m=0

amΦm(x), am =

∫
Rn

f(ξ)Ψm(ξ)dξ,

÷òî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è

ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûõ îöåíîê äëÿ ðåøåíèÿ u(x). Ôàêòîðèçàöèÿ (6.2) òåñíî

ñâÿçàíà ñ òåîðåìàìè ñëîæåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñïåöèàëüíûõ ôóíê-

öèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè íåêîòîðûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ îïåðàòîðîâ L [141]. Êðîìå òîãî, íà îñíîâå ïîäîáíîé ôàêòîðèçàöèè

ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ðå-

øåíèÿ u(x), ñðåäè êîòîðûõ ñàìûìè èçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïîëüíûå

ìåòîäû [62,85], îñíîâàííûå íà ôàêòîðèçîâàííûõ ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíè-

ÿõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé.

6.1 Àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâ-

ëåíèå â âèäå èíòåãðàëà Ìåëëèíà-Áàðíñà. Ôàêòîðèçîâàííûå ðàçëîæå-

íèÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì, òàê íàçû-

âàåìûõ, òåîðåì ñëîæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [95, 98, 141]). Îäíàêî äëÿ ìíîãèõ

ôóíêöèé, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, ôóíêöèè Ìåéåðà èëè Ôîêñà, êîòîðûå ÿâëÿ-

þòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè è íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûìè, ïîäîáíûõ òåîðåì

âñå åùå íå ñóùåñòâóåò. Äëÿ âûïîëíåíèÿ èõ ôàêòîðèçàöèè ïðåäëàãàåòñÿ ñëå-

äóþùèé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ðàññìàòðè-

âàåìûõ ôóíêöèé â âèäå èíòåãðàëà Ìåëëèíà�Áàðíñà.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(z), z =
√
r2 +R2 − 2rR cos γ, êîòîðàÿ äîïóñêà-

åò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà Ìåëëèíà�Áàðíñà

g(z) =
1

2πi

∫
L

Km,n
p, q (s)z−sds. (6.3)

Çäåñü

Km,n
p, q (s) =

m∏
j=1

Γ(bj +Bjs)
n∏

j=1

Γ(1− aj − Ajs)

p∏
j=n+1

Γ(aj + Ajs)
q∏

j=m+1

Γ(1− bj −Bjs)

,
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ãäå 0 < n < p, 0 < m < q, Aj, Bj > 0, à L � áåñêîíå÷íûé êîíòóð èíòåãðè-

ðîâàíèÿ, ðàçäåëÿþùèé ïîëþñà ãàììà ôóíêöèé Γ(bj +Bjs) è Γ(1− aj −Ajs).

Ïóñòü r < R, Re(s) > −1, òîãäà ìíîæèòåëü z−s â ïîäûíòåãðàëüíîì

âûðàæåíèè (6.3) ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî ìíîãî÷ëåíàì Ãåãåíáàóýðà [98]:

z−s = R−s

(
1 +

r2

R2
− 2

r

R
cos γ

)−s/2

= R−s
∞∑
n=0

( r
R

)n
Cs/2

n (cos γ). (6.4)

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ãåãåíáàóýðà ñïðàâåäëèâî ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå (ñì. [98])

Cβ
n (cos γ) =

n∑
m=0

Γ(β +m)Γ(β + n−m)

m!(n−m)! [Γ(β)]2
cos [(n− 2m)θ] . (6.5)

Èñïîëüçóÿ (6.4) è (6.5), èíòåãðàë (6.3) ìîæåò áûòü çàïèñàí â ñëåäóþùåì

ôàêòîðèçîâàííîì ïî r è R âèäå:

g(z) =
∞∑
n=0

n∑
m=0

( r
R

)n cos [(n− 2m)γ]

m!(n−m)!
×

× 1

2πi

∫
L

Km,n
p, q (s)

Γ(s2 +m)Γ(s2 + n−m)

Γ2(s2)
R−sds. (6.6)

Êîãäà óãîë γ = φ − ψ, ìíîæèòåëü cos [(n− 2m)γ] èç (6.6) ìîæåò áûòü ôàê-

òîðèçîâàí ïî óãëàì φ è ψ ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêèõ ñâîéñòâ òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Â çàâèñèìîñòè îò âèäà êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ è ñõîäèìîñòè èíòåãðà-

ëà â ïðàâîé ÷àñòè (6.6), äàííîå ôàêòîðèçîâàííîå ðàçëîæåíèå ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî, íàïðèìåð, ÷åðåç ôóíêöèè Ìåéåðà èëè Ôîêñà [70].

6.2 Ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Ðàññìîòðèì ôóíäàìåíòàëüíîå ðå-

øåíèå (3.15) äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (3.1)

â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ïîñòðîåíèè ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ â

R3 ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â ñèëó òîãî, ÷òî ôóí-

äàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (3.15) ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèåé. Áûëî äîêàçàíî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 6.1. Ïóñòü äàíû k óçëîâ xi ñî ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíà-
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òàìè (ri,Ψi, ψi), i = 1, ..., k, ri < a, 0 < a < ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x

ñ êîîðäèíàòàìè (R, θ, φ) òàêîé, ÷òî R > a, ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

ΦP (R, θ, φ, k) ≡
k∑

i=1

qiG
P
α,3(x− xi) =

= CP
α,3

∞∑
n=0

n∑
m=0

m∑
l=0

Am
n (α)B

l
m(α)

Rn−2α+3
Mm

n Z
m
n

(
θ,

3

2
− α

)
Z l
m

(
φ, 1− α

)
, (6.7)

ãäå

Mm
n (ri,Ψi, ψi, k) =

k∑
i=1

qir
n
i Z

m
n

(
Ψi,

3

2
− α

)
Zm
n

(
ψi, 1− α

)
, (6.8)

Zm
n (ξ, β) = sinm ξCβ+m

n−m

(
cos ξ

)
, (6.9)

Am
n (α) =

4mΓ2
(
3−α
2 +m

)
(n−m)!(2m+ 2− α)Γ(2− α)

Γ(n+m+ 3− α)Γ2
(
3−α
2

) , (6.10)

Bl
m(α) =

4lΓ2
(
1− α

2 + l
)
(m− l)!(2l + 1− α)Γ(l + 1− α)

Γ(l +m+ 2− α)Γ2
(
1− α

2

)
l!

, (6.11)

à Cλ
m(z) � ìíîãî÷ëåíû Ãåãåíáàóýðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå GP
α,3(x− xi) â R3 èìååò

âèä

GP
α,3(x− xi) = CP

α,3|x− xi|α−3,

è ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ êàê

GP
α,3(x− xi) =

CP
α,3

R3−2α(1 +
r2i
R2 − 2ri

R cos γ)
3−α
2

, (6.12)

cos γ = cos θ cosΨi + sin θ sinΨi cos(φ− ψi),

ãäå γ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x è xi.

Ôóíêöèÿ (1−2zt+ t2)−β/2 ïðè |t| < 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé äëÿ ìíîãî-
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÷ëåíîâ Ãåãåíáàóýðà C
β/2
m (z) [98], ïîýòîìó (6.12) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

GP
α,3(x− xi) = CP

α,3

∞∑
n=0

rni
Rn+3−α

C
3−α
2

n

(
cos γ

)
. (6.13)

Äëÿ ôàêòîðèçàöèè âõîäÿùèõ â ðÿä (6.13) ìíîãî÷ëåíîâ Ãåãåíáàóýðà ïî óãëàì

θ è Ψi ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà òåîðåìà ñëîæåíèÿ [98]:

Cλ
n (cosΦ cosϕ+ sinΦ sinϕ cos β) =

=
Γ(2λ− 1)

Γ2(λ)

n∑
k=0

4kΓ2(λ+ k)(n− k)!(2k + 2λ− 1)

Γ(n+ k + 2λ)
×

×
(
sink ΦCλ+k

n−k

(
cosΦ

)) (
sink ϕCλ+k

n−k

(
cosϕ

))
C

λ− 1
2

k (cos β). (6.14)

Â ðåçóëüòàòå, ðàçëîæåíèå (6.13) ïðèíèìàåò âèä

GP
α,3(x− xi) =

= CP
α,3

∞∑
n=0

n∑
m=0

rni
Rn+3−α

Am
n (α)Z

m
n

(
Ψi,

3− α

2

)
Zm
n

(
θ,

3− α

2

)
C

1−α
2

m cos(ϕ−ψi),

(6.15)

ãäå Zm
n (z) è Am

n (α) îïðåäåëåíû â (6.9) è (6.10).

Òåïåðü ôàêòîðèçóåì ðàçëîæåíèå (6.15) ïî óãëàì ψ è φi. Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü òåîðåìîé ñëîæåíèÿ (6.14) ïðè β = 0, ïîëó÷èì:

Cλ
n (cos(Φ− ϕ)) =

1

Γ2(λ)

n∑
k=0

4kΓ2(λ+ k)(n− k)!Γ(k + 2λ− 1)(2k + 2λ− 1)

Γ(n+ k + 2λ)k!
×

×
(
sink ΦCλ+k

n−k

(
cosΦ

)) (
sink ϕCλ+k

n−k

(
cosϕ

))
. (6.16)

Ïðèìåíÿÿ (6.16) ê (6.15), ïîëó÷èì

GP
α,3(x− xi) = CP

α,3

∞∑
n=0

n∑
m=0

m∑
l=0

rni
Rn+3−α

Am
n (α)B

l
m(α)×

× Zm
n

(
Ψi,

3− α

2

)
Z l
m

(
ψi, 1−

α

2

)
Zm
n

(
θ,

3− α

2

)
Z l
m

(
φ, 1− α

2

)
, (6.17)
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ãäå Bl
m(α) äàíî â (6.11). Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèÿ (6.17) â òîæäåñòâî

ΦP (R, θ, φ, k) ≡
k∑

i=1

qiG(x− xi)

äàåò èñêîìîå ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå (6.7).

□

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðàçëîæåíèÿ (6.7) ðÿä ïî n ñëåäóåò çàìå-

íèòü íà êîíå÷íóþ ñóììó. Îáîñíîâàíèåì âîçìîæíîñòè ýòîãî ñëóæèò ñëåäóþ-

ùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 6.2. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣ΦP (R, θ, φ, k)−CP
α,3

p∑
n=0

n∑
m=0

m∑
l=0

Am
n (α)B

l
m(α)

Rn+3−α
Mm

n Z
m
n

(
θ,

3− α

2

)
Z l
m

(
φ, 1−α

2

)∣∣∣∣
≤ CP

α,3

QΓ(4− α + p)

(R− a)Γ(3− α)(p+ 1)!

ap+1

Rp+3−α
,

ãäå Q =
k∑

i=1

|qi|.

Äîêàçàòåëüñòâî.∣∣∣∣ΦP (R, θ, φ, k)−CP
α,3

p∑
n=0

n∑
m=0

m∑
l=0

Am
n (α)B

l
m(α)

Rn+3−α
Mm

n Z
m
n

(
θ,

3− α

2

)
Z l
m

(
φ, 1−α

2

)∣∣∣∣
≡ CP

α,3

∣∣∣∣ ∞∑
n=p+1

k∑
i=1

qir
n
i

Rn+3−α
C

3−α
2

n

(
cos θ cosΨi + sin θ sinΨi cos(φ− ψi)

)∣∣∣∣ ≤
≤

CP
α,3

R3−α

∣∣∣∣ ∞∑
n=p+1

an

Rn

k∑
i=1

qiC
3−α
2

n (1)

∣∣∣∣ = CP
α,3

QC
3−α
2

p+1 (1)

R3−α

∞∑
n=p+1

an

Rn
=

= CP
α,3

QΓ(4− α + p)

(R− a)Γ(3− α)(p+ 1)!

ap+1

Rp+3−α
.

□
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Ïîñòðîèì òåïåðü ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå â R2. Ñïðàâåäëèâî ñëåäó-

þùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 6.3. Ïóñòü äàíû k óçëîâ xi ñ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè

(ri, ψi), i = 1, ..., k, ïðè÷åì ri < a, 0 < a < ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ñ

êîîðäèíàòàìè (R,φ) òàêîé, ÷òî R > a, ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

ΦP (R,φ, k) ≡
k∑

i=1

qiG
P
α,2(x− xi) = CP

α,2

∞∑
n=0

n∑
m=0

Dm
n (α)

Rn+2−α
Mm

n Z
m
n

(
φ, 1− α

2

)
,

(6.18)

ãäå

Mm
n (ri, ψi, k) =

k∑
i=1

qir
n
i Z

m
n

(
ψi, 1−

α

2

)
, (6.19)

Zm
n (ξ, β) = sinmξCβ+m

n−m

(
cos ξ

)
, (6.20)

Dm
n (α) =

4mΓ2
(
1− α

2 +m
)
(n−m)!(2m+ 1− α)Γ(m+ 1− α)

Γ(n+m+ 2− α)Γ2
(
1− α

2

)
m!

. (6.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (3.15) â R2 èìååò âèä

GP
α,2(x− xi) = CP

α,2|x− xi|α−2.

Â îòëè÷èå îò äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 6.1, çäåñü ôàêòîðèçàöèþ ìíîãî-

÷ëåíîâ Ãåãåíáàóýðà äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ïî óãëàì φ è ψi ñ èñïîëüçîâàíèåì

(6.14) ïðè β = 0. Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ GP
α,2(x−xi) ìîæåò áûòü ôàêòîðèçî-

âàíà êàê

GP
α,2(x−xi) = CP

α,2

∞∑
n=0

n∑
m=0

rni
Rn+2−α

Dm
n (α)Z

m
n

(
ψi, 1−

α

2

)
Zm
n

(
φ, 1−α

2

)
, (6.22)

ãäå Zm
n (z) è Dm

n (α) îïðåäåëåíû â (6.20) è (6.21).

Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèÿ (6.22) â òîæäåñòâî

ΦP (R,φ, k) ≡
k∑

i=1

qiGα,2(x− xi)

ïðèâîäèò ê ìóëüòèïîëüíîìó ðàçëîæåíèþ (6.18). □
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Âîçìîæíîñòü ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïîñòðîåííîãî ðàçëîæåíèÿ îáåñ-

ïå÷èâàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 6.4. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣ΦP (R,φ, k)− CP
α,2

p∑
n=0

n∑
m=0

Dm
n (α)

Rn+2−α
Mm

n Z
m
n (φ, 1− α

2
)

∣∣∣∣ ≤
≤ CP

α,2

QΓ(3− α + p)

(R− a)Γ(2− α)(p+ 1)!

ap+1

Rp+2−α
,

ãäå Q =
k∑

i=1

|qi|.

Äîêàçàòåëüñòâî.∣∣∣∣ΦP (R,φ, k)− CP
α,2

p∑
n=0

n∑
m=0

Dm
n (α)

Rn+2−α
Mm

n Z
m
n

(
φ, 1− α

2

)∣∣∣∣ =
= CP

α,2

∣∣∣∣ ∞∑
n=p+1

k∑
i=1

qir
n
i

Rn+2−α
C

1−α
2

n

(
cos(φ−ψi)

)∣∣∣∣ ≤ CP
α,2

R2−α

∣∣∣∣ ∞∑
n=p+1

an

Rn

k∑
i=1

qiC
1−α

2
n (1)

∣∣∣∣ =
= CP

α,2

QC
1−α

2
p+1 (1)

R2−α

∞∑
n=p+1

an

Rn
= CP

α,2

QΓ(3− α + p)

(R− a)Γ(2− α)(p+ 1)!

ap+1

Rp+2−α
.

□

Ïàðàìåòð p â óòâåðæäåíèÿõ 6.2 è 6.4 ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü ïîãðåø-

íîñòü, ïîðîæäàåìóþ ìóëüòèïîëüíûì ðàçëîæåíèåì, è âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ òðåáóåìûì óðîâíåì òî÷íîñòè ðåøåíèÿ.

6.3 Ìóëüòèïîëüíûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-

íûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà. Âûïîëíèì òåïåðü ôàêòîðèçà-

öèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâ-

íåíèé Ãåëüìãîëüöà, ïðèâåäåííûõ â óòâåðæäåíèÿõ 3.2 è 3.3 â R2. Â ñèëó ðàäè-

àëüíîñòè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ïîñòðîåíèå èõ ôàêòîðèçîâàííûõ ðàçëî-

æåíèé áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (R,φ) è (r, ψ) ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷åê x and ξ,
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ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

GH±

α,2 (x− ξ) ≡ GH±

α,2 (|x− ξ|) ≡ GH±

α,2 (z),

ãäå z =
√
r2 +R2 − 2rR cos γ, à γ = φ− ψ.

Ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ôàêòîðèçîâàííûõ ðàçëîæåíèé ôóí-

äàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé (3.21) è (3.40) ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû ñëî-

æåíèÿ Ãðàôà [141] äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ:

J0(kz) =
∞∑

m=−∞
Jm(kr)Jm(kR) cos(mγ). (6.23)

Ïîäñòàíîâêà (6.23) â (3.21) è (3.40), ñ ó÷åòîì èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé

(3.25) è (3.42), ñîîòâåòñòâåííî, ïðèâîäèò ê ôàêòîðèçîâàííûì ïðåäñòàâëåíèÿì

GH+

α,2 (z) = C0

∞∑
m=−∞

Jm

[
(ω2)

1
αr
]
Jm

[
(ω2)

1
αR
]
cos(mγ)+

+
1

2π

∞∑
m=−∞

cos(mγ)

∞∫
0

k

ω2 − kα
Jm(kr)Jm(kR)dk, (6.24)

GH−

α,2 (z) =
1

2π

∞∑
m=−∞

cos(mγ)

∞∫
0

k

kα + ω2
Jm(kr)Jm(kR)dk. (6.25)

Èñïîëüçîâàíèå ðàçëîæåíèé (6.24) è (6.25) íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ íåýôôåêòèâ-

íûì, ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò ÿâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ òàêèõ èíòåãðàëîâ, à èõ ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ äîâîëü-

íî çàòðóäíèòåëüíûì èç-çà ñèëüíî îñöèëëèðóþùèõ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðà-

æåíèé. Íåêîòîðûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ïîäîáíûõ èíòåãðàëîâ áûëè ïðåä-

ëîæåíû â [143,144], îäíàêî ñëîæíîñòü ýòèõ ðàñ÷åòîâ ñèëüíî çàâèñèò îò èíòåí-

ñèâíîñòè îñöèëëÿöèé ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé. Ýòè îñöèëëÿöèè â (6.24)

è (6.25) ñèëüíî âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè (R,φ) è

(r, ψ), ÷òî ÷ðåçâû÷àéíî îñëîæíÿåò âû÷èñëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, äàííûå ôàê-

òîðèçîâàííûå ðàçëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êðàéíå íåýôôåêòèâíûìè äëÿ ÷èñëåííî-

ãî ðàñ÷åòà è òðåáóþòñÿ äðóãèå ÿâíûå ôàêòîðèçîâàííûå ðàçëîæåíèÿ GH−

α,2 (z)
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è GH+

α,2 (z). Äëÿ ýòîãî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåííûé â

ï. 6.1.

Ðàññìîòðèì ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (3.21) äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.2). Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè

(3.21) äîïóñêàåò ôàêòîðèçîâàííîå ðàçëîæåíèå

0GH+

α,n(x) =
∞∑

m=−∞
Jm

[
(ω2)

1
αr
]
Jm

[
(ω2)

1
αR
]
cos(mγ), (6.26)

ïîëó÷åííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû ñëîæåíèÿ Ãðàôà (6.23). Äëÿ âòîðîãî

ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (3.21) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 6.5. Ïóñòü r < R. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè δGH+

α,2 (z) èç ôóí-

äàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ãåëüìãîëüöà (3.2) ñïðàâåäëèâî ôàêòîðèçîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå

δGH+

α,2 (z) = CH+

α,2

∞∑
n=0

n∑
m=0

(−1)m
( r
R

)n [cos(n− 2m)γ]

m!(n−m)!
×

× H2, 1
2, 4

[(
ω2
) 2

α R2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
,
(
1
2 −

2
α ,

2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (n−m, 1) , (m, 1) ,

(
1
2 −

2
α ,

2
α

) ] . (6.27)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (3.31), äëÿ δGH+

α,2 (z) ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëü-

íîå ïðåäñòàâëåíèå Ìåëëèíà�Áàðíñà:

δGH+

α,2 (z) = CH+

α,2

1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

Γ(s)Γ
(
2−2s
α

)
Γ
(
1− 2−2s

α

)
Γ(1− s)Γ

(
1
2 −

2−2s
α

)
Γ
(
1
2 +

2−2s
α

) ((ω2
) 2

α |z|2

4

)−s

ds.

(6.28)

Èñïîëüçóÿ (6.4) è (6.5), ïðåäñòàâëåíèå (6.28) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

δGH+

α,2 (z) = CH+

α,2

∞∑
n=0

n∑
m=0

( r
R

)n cos [(n− 2m)γ]

m!(n−m)!
×

× 1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

Γ
(
1− 2

α + 2s
α

)
Γ
(
2
α − 2s

α

)
Γ(s+m)Γ(s+ n−m)

Γ (1− s) Γ(s)Γ
(
1
2 −

2
α + 2s

α

)
Γ
(
1
2 +

2
α − 2s

α

) (
(ω2)

2
αR2

4

)−s

ds.

(6.29)
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Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (6.29) ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç ôóíêöèè Ôîêñà:

δGH+

α,2 (z) = CH+

α,2

∞∑
n=0

n∑
m=0

( r
R

)n cos [(n− 2m)γ]

m!(n−m)!
×

× H3, 1
3, 5

[(
ω2
) 2

α R2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
, (0, 1) ,

(
1
2 −

2
α ,

2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (m, 1) , (n−m, 1) ,

(
1
2 −

2
α ,

2
α

)
, (0, 1)

]
.

(6.30)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà (2.1.2) è (2.1.8) èç [70], ôóíêöèÿ H3, 1
3, 5 èç (6.30) ïåðåïèñû-

âàåòñÿ êàê

H3, 1
3, 5

[(
ω2
) 2

α R2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
, (0, 1) ,

(
1
2 −

2
α ,

2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (m, 1) , (n−m, 1) ,

(
1
2 −

2
α ,

2
α

)
, (0, 1)

]
=

= (−1)mH2, 1
2, 4

[(
ω2
) 2

α R2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
,
(
1
2 −

2
α ,

2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (n−m, 1) , (m, 1) ,

(
1
2 −

2
α ,

2
α

) ] ,
(6.31)

÷òî ïðèâîäèò ê ôàêòîðèçîâàííîìó ðàçëîæåíèþ (6.27). □

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α = 2 ôóíê-

öèÿ Ôîêñà â ïðàâîé ÷àñòè (6.27) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

H2, 1
2, 4

[
z

∣∣∣∣∣ (0, 1) ,
(
−1

2 , 1
)

(0, 1) , (m, 1) , (n−m, 1) ,
(
−1

2 , 1
) ] = z

n
2Yn−2m(2

√
z), (6.32)

ãäå Yn−2m(2
√
z) � ôóíêöèè Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà [141].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè m = 0, n = 0 ôóíêöèÿ H2, 1
2, 4(z) ñîâïàäàåò ñ

ôóíêöèåé Ôîêñà èç ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (3.21).

Ñ ó÷åòîì ôàêòîðèçîâàííîãî ðàçëîæåíèÿ (6.30) ìîæåò áûòü ñôîðìóëè-

ðîâàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 6.6. Ïóñòü äàíû k óçëîâ xi ñ ïîëÿðíûìè êîîðäèíà-

òàìè (ri, ψi), i = 1, ..., k, ïðè÷åì ri < a, 0 < a < ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîé

òî÷êè x ñ êîîðäèíàòàìè (R,φ) òàêîé, ÷òî R > a, ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå
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Φδ
H+(R,φ, k) ≡

k∑
i=1

qi
δGH+

α,2 (|x− xi|) =

= CH+

α,2

∞∑
n=0

n∑
m=0

R−nH2, 1
2, 4

[(
ω2
) 2

α R2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
,
(
1
2 −

2
α ,

2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (n−m, 1) , (m, 1) ,

(
1
2 −

2
α ,

2
α

) ]
× [Mm

n (ri, ψi, k) cos(n− 2m)φ+Nm
n (ri, ψi, k) sin(n− 2m)φ] , (6.33)

äëÿ δGH+

α,2 (z) èç (3.21), ãäå

Mm
n (ri, ψi, k) =

(−1)m

m!(n−m)!

k∑
i=1

qir
n
i cos(n− 2m)ψi, (6.34)

Nm
n (ri, ψi, k) =

(−1)m

m!(n−m)!

k∑
i=1

qir
n
i sin(n− 2m)ψi, (6.35)

è

Φ0
H+(R,φ, k) ≡

k∑
i=1

qi
0GH+

α,2 (|x− xi|) =

=
∞∑

n=−∞
Jn(ωR)

(
cos (nφ)Pn(ri, ψi, k) + sin (nφ)Qn(ri, ψi, k)

)
(6.36)

äëÿ 0GH+

α,2 (z) èç (3.21), ãäå

Pn(ri, ψi, k) =
k∑

i=1

qiJn(ωri) cos(nψi), (6.37)

Qn(ri, ψi, k) =
k∑

i=1

qiJn(ωri) sin(nψi). (6.38)

Äëÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííîãî ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæå-

íèÿ íà ïðàêòèêå, ðÿäû ïî n â (6.33) è (6.36) äîëæíû áûòü çàìåíåíû íà êî-

íå÷íûå ñóììû
p∑

n=0
è

p∑
n=−p

, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîãðåøíîñòü, äàâàåìàÿ ïðåäñòàâ-

ëåííûì ðàçëîæåíèåì, ìîæåò êîíòðîëèðîâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà p. Â

ðàáîòå [86] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
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H+(R,φ, k)−

p∑
n=−p

Jn(ωR)

(
cos (nφ)Pn(ri, ψi, k) + sin (nφ)Qn(ri, ψi, k)

)∣∣∣∣∣
< c

( a
R

)p
, c = const > 0.

Â ñèëó ìàëîé èçó÷åííîñòè ôóíêöèé Ôîêñà, â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóò-

ñòâóþò îöåíêè, ïîçâîëÿþùèå òåîðåòè÷åñêè îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ïðè çàìåíå

ðÿäà êîíå÷íîé ñóììîé â ðàçëîæåíèè (6.33). Îäíàêî â ðàáîòå [117] äëÿ äðîáíî-

äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðå-

äåëüíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèé (3.2) è (3.3) ïðè ω = 0, òàêàÿ îöåíêà áûëà ïî-

ëó÷åíà. Â ðàáîòå [123] âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè,

÷òî äëÿ ðÿäà ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷ ïðè âû÷èñëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ

ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ çíà÷åíèåì p = 4. Ïî

ýòîé ïðè÷èíå â äèññåðòàöèè âñå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû âûïîëíÿþòñÿ ïðè p = 4.

Íà ðèñóíêå 6.1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè àáñîëþòíîé ïîãðåø-

íîñòè, ïîðîæäàåìîé ðàçëîæåíèåì (6.27), îò ïàðàìåòðà p â ñðàâíåíèè ñî çíà÷å-

íèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (3.21) ïðè |z| = 1, α =
√
2. Çäåñü ìåíÿåòñÿ

îòíîøåíèå ïàðàìåòðîâ r è R, ÷òî ñêàçûâàåòñÿ íà ñõîäèìîñòè ìóëüòèïîëüíîãî

ðàçëîæåíèÿ: ñ ðîñòîì r
R ñõîäèìîñòü óìåíüøàåòñÿ.

Ðèñóíîê 6.1: Çàâèñèìîñòü àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè, äàâàåìîé ìóëüòèïîëüíûì ðàçëîæå-
íèåì (6.27) îò ïàðàìåòðà p ïðè |z| = 1
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå (3.40) äðîáíî-äèôôåðåí-

öèàëüíîãî îáîáùåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.3). Ñ

èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â ï. 6.1, äëÿ íåãî áûëî äîêàçàíî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 6.7. Ïóñòü r < R. Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå

GH−

α,2 (z) äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.3)

ìîæåò áûòü ôàêòîðèçîâàíî â âèäå

GH−

α,2 (z) = CH−

α,2

∞∑
n=0

n∑
m=0

(−1)m
( r
R

)n [cos(n− 2m)γ]

m!(n−m)!
×

× H2, 1
1, 3

[(
ω2
) 2

α R2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (n−m, 1) , (m, 1)

]
. (6.39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (3.46), äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿGH−

α,2 (z)

ñïðàâåäëèâî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Ìåëëèíà�Áàðíñà

GH−

α,2 (z) = CH−

α,2

1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

Γ(s)Γ
(
2−2s
α

)
Γ
(
1− 2−2s

α

)
Γ(1− s)

((
ω2
) 2

α |z|2

4

)−s

ds. (6.40)

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà (6.4) è (6.5), ïðåäñòàâëåíèå (6.40) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî

â âèäå

GH−

α,2 (z) = CH−

α,2

∞∑
n=0

n∑
m=0

( r
R

)n cos [(n− 2m)γ]

m!(n−m)!
×

× 1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

Γ
(
1− 2

α + 2s
α

)
Γ
(
2
α − 2s

α

)
Γ(s+m)Γ(s+ n−m)

Γ (1− s) Γ(s)

((
ω2
) 2

α R2

4

)−s

ds.

(6.41)

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (6.41) ñõîäèòñÿ ïðè 1 − α
2 < γ < 1 è ìîæåò áûòü

çàïèñàí ÷åðåç ôóíêöèè Ôîêñà:

GH−

α,2 (z) = CH−

α,2

∞∑
n=0

n∑
m=0

( r
R

)n [cos(n− 2m)γ]

m!(n−m)!
×
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× H3, 1
2, 4

[(
ω2
) 2

α R2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
, (0, 1)(

1− 2
α ,

2
α

)
, (m, 1) , (n−m, 1) , (0, 1)

]
. (6.42)

Ôóíêöèÿ H3, 1
2, 4 èç ïðàâîé ÷àñòè ôàêòîðèçîâàííîãî ðàçëîæåíèÿ (6.42) ìî-

æåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà (ñì. ñâîéñòâà (2.1.2) è (2.1.8) èç [70]) è çàïèñàíà â

âèäå

H3, 1
2, 4

[(
ω2
) 2

α R2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
, (0, 1)(

1− 2
α ,

2
α

)
, (m, 1) , (n−m, 1) , (0, 1)

]
=

= (−1)mH2, 1
1, 3

[(
ω2
) 2

α R2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (n−m, 1) , (m, 1)

]
. (6.43)

Èç (6.42) è (6.43) ñëåäóåò ôàêòîðèçîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå (6.39). □

Çàìå÷àíèå. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå α = 2 ôóíêöèÿ GH−

α,2 (z) ñîâïàäàåò ñ

ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèåé ÁåññåëÿK0(2
√
z), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-

òàëüíûì ðåøåíèåì ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà [62]. Áîëåå

òîãî, â äàííîì ñëó÷àå ôàêòîðèçîâàííûå ðàçëîæåíèÿ (6.25) è (6.39) ñâîäÿòñÿ

ê òåîðåìå ñëîæåíèÿ Ãðàôà äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ [98, 141]. Îòìåòèì òàêæå,

÷òî ïðè m = 0, n = 0 ôóíêöèÿ Ôîêñà (6.43) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Ôîêñà

èç ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (3.40) äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ

ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.

Ïîëó÷åííîå ôàêòîðèçîâàííîå ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå î ìóëüòèïîëüíîì ðàçëîæåíèè.

Óòâåðæäåíèå 6.8. Ïóñòü äàíû k óçëîâ xi ñ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè

(ri, ψi), i = 1, ..., k, ïðè÷åì ri < a, 0 < a < ∞. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ñ

êîîðäèíàòàìè (R,φ) òàêîé, ÷òî R > a, ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

ΦH−(R,φ, k) ≡
k∑

i=1

qiG
H−

α,2 (x− xi) =

= CH−

α,2

∞∑
n=0

n∑
m=0

R−nH2, 1
1, 3

[(
ω2
) 2

α R2

4

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (n−m, 1) , (m, 1)

]
×

× [Mm
n (ri, ψi, k) cos(n− 2m)φ+Nm

n (ri, ψi, k) sin(n− 2m)φ] , (6.44)
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ãäå

Mm
n (ri, ψi, k) =

(−1)m

m!(n−m)!

k∑
i=1

qir
n
i cos(n− 2m)ψi, (6.45)

Nm
n (ri, ψi, k) =

(−1)m

m!(n−m)!

k∑
i=1

qir
n
i sin(n− 2m)ψi. (6.46)

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ïîñòðîåííîãî ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëî-

æåíèÿ ðÿä ïî n â (6.44) çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé
p∑

n=0
. Ïîãðåøíîñòü, äà-

âàåìàÿ ïðåäñòàâëåííûì ðàçëîæåíèåì, ìîæåò êîíòðîëèðîâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ

ïàðàìåòðà p. Íà ðèñóíêå 6.2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè àáñîëþò-

íîé ïîãðåøíîñòè çíà÷åíèé ôàêòîðèçîâàííîãî ðàçëîæåíèÿ (6.39) îò ïàðàìåò-

ðà p â ñðàâíåíèè c âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ

(3.40) ïðè ôèêñèðîâàííîì |z| = 1. Âèäíî, ÷òî ðàçíîå îòíîøåíèå ïàðàìåòðîâ

r è R âëèÿåò íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèÿ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè

α =
√
2, ω = 1.

Ðèñóíîê 6.2: Çàâèñèìîñòü àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé îò çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðà p ïðè |z| = 1

Íà ðèñóíêå 6.3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè àáñîëþòíîé ïîãðåø-

íîñòè ðàçëîæåíèÿ (6.39) îò ïàðàìåòðà p. Çíà÷åíèÿ ðàçëîæåíèÿ ïðè ýòîì ñðàâ-

íèâàëèñü cî çíà÷åíèÿìè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (3.40) ïðè ðàçíûõ |z| è
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ôèêñèðîâàííîì r
R = 0.2. Óâåëè÷åíèå |z| ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè ñõî-

äèìîñòè ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âëèÿíèå

âåëè÷èíû |z| íà ñõîäèìîñòü íå ñòîëü ñóùåñòâåííî, êàê îòíîøåíèå ïàðàìåòðîâ
r è R.

Ðèñóíîê 6.3: Çàâèñèìîñòü àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé îò ïàðà-
ìåòðà p ïðè r

R
= 0.2

�7 ×èñëåííûé ðàñ÷åò ôóíêöèé Ôîêñà

Äëÿ âîçìîæíîñòè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé (6.33),

(6.44) òðåáóþòñÿ ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé

Ôîêñà èç ýòèõ ðàçëîæåíèé. Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè Ôîêñà â íàñòîÿùåå

âðåìÿ âñå åùå ÿâëÿþòñÿ ñëàáî èçó÷åííûìè, îòñóòñòâóåò óíèâåðñàëüíûé ÷èñ-

ëåííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ èõ çíà÷åíèé. Òàêîé óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì

ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíîé ïðîöåäóðû ñðàùèâàíèÿ

ïðÿìîãî è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé. Ïîäîá-

íûå àëãîðèòìû áûëè ðàçðàáîòàíû äëÿ ôóíêöèé Ìèòòàã-Ëåôôëåðà â ðàáî-

òå [68] è äëÿ ôóíêöèé Ðàéòà â [69]. Òåì íå ìåíåå ôóíêöèè Ôîêñà â ðàçëîæå-

íèÿõ (6.33) è (6.44) ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíûìè, è ïî ýòîé ïðè-



99

÷èíå ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà èõ âû÷èñëåíèÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ m è n ÿâëÿåòñÿ òåìîé îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Âàæíî îòìå-

òèòü, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé (6.33)

è (6.44) äîñòàòî÷íî âû÷èñëÿòü ìàëîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà ïî n. Òàêèì îáðàçîì,

è ôóíêöèè Ôîêñà (6.31) è (6.43) áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïà-

ðàìåòðîâ m è n. Êàê áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå, ïðè

ìàëûõ m è n âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ïðîñòîé ñòûêîâêè ïðÿìûõ è àñèìïòî-

òè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé H2, 1
1, 3(z) è H2, 1

2, 4(z).

7.1 Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé H2, 1
1, 3(z). Â ñîîòâåòñòâèè ñ [70], äëÿ (6.43)

ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

H2, 1
1, 3

[
z

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (n−m, 1) , (m, 1)

]
=

=
∞∑
k=0

Γ
(
1− 2

α(k + 1 + n−m)
)
Γ
(
2
α(k + 1 + n−m)

)
Γ (1− 2m+ n+ k)

(−1)k

k!
zk+n−m+

+
α

2

∞∑
k=0

Γ
(
n−m+ 1− α

2 (k + 1)
)

Γ
(
−m+ α

2 (k + 1)
) (−1)kz

α
2 (k+1)−1. (7.1)

Ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå ïîëó÷åííîãî ðàçëîæåíèÿ ðÿäû ïî k â (7.1) çàìåíÿ-

þòñÿ êîíå÷íûìè ñóììàìè
Np∑
k=0

. Ïàðàìåòð Np ïðè ýòîì âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ íåîáõîäèìûì óðîâíåì òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ. Îòìåòèì, ÷òî â ïðåäåëüíîì

ñëó÷àå m = 0, n = 0 ðàçëîæåíèå (7.1) ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæåíèåì (4.20) ôóí-

äàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.3).

Íà ðèñóíêå 7.1 ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ãðàôèêè ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ

ôóíêöèé (6.43) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ m è n äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ

ðàçëîæåíèÿ (7.1). Ïîãðåøíîñòü ∆ çäåñü âû÷èñëÿëàñü â âèäå

∆ = lg
∣∣∣H̄2, 1

1, 3 (z)− H̃2, 1
1, 3 (z)

∣∣∣ .
Çäåñü H̄2, 1

1, 3 (z) � çíà÷åíèå ôóíêöèè Ôîêñà, âû÷èñëåííîå ÷åðåç 1000 ÷ëåíîâ

ðàçëîæåíèÿ (7.1), à H̃2, 1
1, 3 (z) � ÷åðåç Np ÷ëåíîâ. Âèäíî, ÷òî óâåëè÷åíèè çíà-

÷åíèé àðãóìåíòà z ïðèâîäèò ê ðîñòó ïîãðåøíîñòè. Ïðè ýòîì ïðè áîëüøèõ
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çíà÷åíèÿõ z èëè ïàðàìåòðîâ m è n íåîáõîäèìî áîëüøåå Np äëÿ äîñòèæåíèÿ

òðåáóåìîãî óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê áîëüøå-

ìó âðåìåíè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé

ôóíêöèé Ôîêñà (6.43) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà z ðåêîìåíäóåòñÿ

èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé, ðàññìàòðèâàåìûå

äàëåå.

Ðèñóíîê 7.1: Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ôóíêöèé Ôîêñà (6.43) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ m, n
è Np

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [70], äëÿ ôóíêöèè H2, 1
1, 3(z) ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå

ðàçëîæåíèå

H2, 1
1, 3

[
z

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (n−m, 1) , (m, 1)

]
∼

∼ α

2

∞∑
k=0

Γ
(
1 + kα

2 + n−m
)

Γ
(
−kα

2 −m
) (−1)kz−1−kα

2 , z → ∞. (7.2)
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Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ðÿä ïî k â (7.2) çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé
Na∑
k=0

.

Ïðè m = 0, n = 0, ðàçëîæåíèå (7.2) ñîâïàäàåò ñ (4.21).

Íà ðèñóíêå 7.2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ñòûêîâêè ïðÿìûõ (7.1) è àñèìïòîòè-

÷åñêèõ (7.2) ðàçëîæåíèé ôóíêöèé (6.43) ïðè Np = 25, Na = 9 è ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ m è n. Âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ m è n ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà

ïðîñòàÿ ñòûêîâêà ïðÿìûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â íåêîòîðîé òî÷-

êå z = z0. Âîçìîæíîñòü òàêîé ñòûêîâêè â òî÷êå z0 = 8 äåìîíñòðèðóåòñÿ íà

ðèñóíêå 7.2 è â òàáëèöå 7.1.

Ðèñóíîê 7.2: Ïðÿìûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé Ôîêñà (6.43) ïðè ðàçíûõ
çíà÷åíèÿõ m è n

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, äëÿ ÷èñ-

ëåííîãî ðàñ÷åòà ôóíêöèé Ôîêñà (6.43) ïðè z ∈ [0, z0) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëü-

çîâàòü ïðÿìîå ðàçëîæåíèå (7.1), à ïðè z ∈ [z0,∞) � àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëî-

æåíèå (7.2). Äëÿ óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé çíà÷åíèå z0 ìîæåò áûòü
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Òàáëèöà 7.1: Çíà÷åíèÿ ïðÿìûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ôóíêöèé Ôîêñà (6.43) â
òî÷êå z0 = 8

Ïðÿìîå ðàçëîæåíèå Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
m = 0, n = 0 0.00127306 0.00127461
m = 2, n = 2 0.00336523 0.00336867
m = 2, n = 4 0.00724198 0.00721564
m = 4, n = 4 0.04260167 0.04287293

âûáðàíî áîëåå áîëüøèì, îäíàêî ïðè ýòîì ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ âû÷èñëåíèå

áîëüøåãî êîëè÷åñòâà Np è Na ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèé (7.1) è (7.2).

7.2 Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé H2, 1
2, 4(z). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé Ôîêñà

(6.31), êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòûêîâêà ïðÿìîãî

è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [70], äëÿ ôóíêöèé H2, 1
2, 4(z) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

H2, 1
2, 4

[
z

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
,
(
1
2 −

2
α ,

2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (n−m, 1) , (m, 1) ,

(
1
2 −

2
α ,

2
α

) ] =

=
∞∑
k=0

Γ
(
1− 2

α(k + 1 + n−m)
)
Γ
(
2
α(k + 1 + n−m)

)
(−1)kzk+n−m

Γ (1− 2m+ n+ k) Γ
(
1
2 −

2
α(k + 1 + n−m)

)
Γ
(
1
2 +

2
α(k + 1 + n−m)

)
k!

+
∞∑
k=0

αΓ
(
n−m+ 1− α

2 (k + 1)
)
(−1)kz

α
2 (k+1)−1

2Γ
(
−m+ α

2 (k + 1)
)
Γ
(
k + 3

2

)
Γ
(
−k − 1

2

) . (7.3)

Äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ öåëåé ðÿäû ïî k â äàííîì ðàçëîæåíèè çàìåíÿþòñÿ íà

êîíå÷íûå ñóììû
Np∑
k=0

, ãäå ïàðàìåòð Np îïðåäåëÿåòñÿ èç òðåáîâàíèé î íåîáõî-

äèìîì óðîâíå âû÷èñëèòåëüíîé òî÷íîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè m = 0, n = 0

ðàçëîæåíèå (7.3) ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæåíèåì (5.5).

Íà ðèñóíêå 7.3 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïîãðåøíîñòè, ïîðîæäàåìîé ðàç-

ëîæåíèåì (7.3) ïðè α =
√
2 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ m,n è Np.

Ïîãðåøíîñòü ∆ ïðè ýòîì âû÷èñëÿëàñü â âèäå

∆ = lg
∣∣∣H̄2, 1

2, 4 (z)− H̃2, 1
2, 4 (z)

∣∣∣ , (7.4)

ãäå H̄2, 1
2, 4 (z) � çíà÷åíèå ôóíêöèé Ôîêñà (6.31), âû÷èñëåííûõ ñ èñïîëüçîâàíè-



103

åì 1000 ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (7.3), à H̃2, 1
2, 4 (z) � ñ èñïîëüçîâàíèåì Np ÷ëåíîâ.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óâåëè÷åíèå àðãóìåíòà z ïðèâîäèò ê ðîñòó äàííîé

ïîãðåøíîñòè. Òàêæå ýòè ãðàôèêè äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ñ ðîñòîì çíà÷åíèé ïà-

ðàìåòðîâ m è n òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå áîëüøåãî êîëè÷åñòâà Np ÷ëåíîâ

ðàçëîæåíèÿ (7.3) äëÿ îáåñïå÷åíèÿ äîñòàòî÷íîãî óðîâíÿ òî÷íîñòè âû÷èñëå-

íèé, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè

äàííîãî ðàñ÷åòà. Ïîýòîìó äëÿ çíà÷åíèé àðãóìåíòà z >> 1 ïðåäëàãàåòñÿ èñ-

ïîëüçîâàòü äðóãîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé (6.31).

Ðèñóíîê 7.3: Ïîãðåøíîñòü (7.4), ïîðîæäàåìàÿ ðàçëîæåíèåì (6.31) ïðè ðàçëè÷íûõ m è n

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 1.9 èç [70], äëÿ ôóíêöèé (6.31) ñïðàâåäëèâî

àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

z−
n
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2
α
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1
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2
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2
α

)(
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1
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2
α ,

2
α

) ] ∼

∼ α

2

∞∑
k=0

(−1)k
Γ
(
n−m+ 1 + kα

2

)
Γ
(
−m− kα

2

)
Γ
(
k + 1

2

)
Γ
(
−k + 1

2

)z−1−kα
2 −n

2+
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+ c0z
−n

2E(zeiπ)− d0z
−n

2E(ze−iπ), z → ∞, (7.5)

ãäå

c0 = 2πiei(m−n− 1
2)π, d0 = −2πie−i(m−n− 1

2)π,

E(z) =
2−n

i (2π)
3
2

∞∑
j=0

Aj (4z)
n
2−

j
2−

1
4 e2

√
z.

Ïîñòîÿííûå Aj ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïðè ïîìîùè òåîðåìû 1.4 èç [145] ïî-

ñðåäñòâîì ðåêóðñèâíîé ôîðìóëû

Aj = − 1

4j

j−1∑
k=0

Ake(j, k), (7.6)

ãäå

e(j, k) =
Γ
(
3
2 + n− 2m+ j

)
(n− 2m)Γ

(
−1

2 + n− 2m+ k
) + Γ

(
3
2 − n+ 2m+ j

)
(2m− n)Γ

(
−1

2 − n+ 2m+ k
) .

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñëàãàåìîå c0z
−n

2E(zeiπ) − d0z
−n

2E(ze−iπ) â ïðàâîé

÷àñòè (7.5) ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì Õàíêåëÿ (ñì. [98]) äëÿ

ôóíêöèé Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà Yn−2m(2
√
z), ÷òî ìîæåò áûòü äîêàçàíî ïðÿìû-

ìè âû÷èñëåíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëîæåíèå (7.5) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî

êàê

z−
n
2H2, 1

2, 4

[
z

∣∣∣∣∣
(
1− 2

α ,
2
α

)
,
(
1
2 −

2
α ,

2
α

)(
1− 2

α ,
2
α

)
, (n−m, 1) , (m, 1) ,

(
1
2 −

2
α ,

2
α

) ] ∼

∼ α

2

∞∑
k=0

Γ
(
n−m+ 1 + kα

2

)
(−1)kz−1−kα

2 −n
2

Γ
(
−m− kα

2

)
Γ
(
k + 1

2

)
Γ
(
−k + 1

2

) + Yn−2m(2
√
z), z → ∞. (7.7)

Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ðÿä ïî k â ýòîì ðàçëîæåíèè çàìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íóþ

ñóììó
Na∑
k=0

. Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ïðè ýòîì îöåíèâàåòñÿ êàê O(z−1−(Na+1)/2).

Ïðè m = 0, n = 0 ðàçëîæåíèå (7.7) ñîâïàäàåò ñ ïîñòðîåííûì ðàíåå àñèìïòî-

òè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì (5.8) äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ (3.2) â R2.

Íà ðèñóíêå 7.4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôóíêöèé (6.31) â ëîãàðèôìè÷å-

ñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé m,n è α, âû÷èñëåííûå ñ èñïîëüçîâà-
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íèåì ðàçëîæåíèÿ (7.3) ïðè Nd = 15, à òàêæå ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî

ðàçëîæåíèÿ (7.7). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñ ðîñòîì àðãóìåíòà z ýòè ôóíêöèè

àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ ê ãëàâíîìó ÷ëåíó ðàçëîæåíèÿ (7.7), êîòîðûé íå

çàâèñèò îò α. Òàêèì îáðàçîì, ïðè z >> 1 ôóíêöèÿ (6.31) ÿâëÿåòñÿ ñëàáî

çàâèñèìîé îò α.

Ðèñóíîê 7.4: Ôóíêöèè (6.31) è ãëàâíûé ÷ëåí èõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (7.7) ïðè
ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ m, n è α

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé (6.31) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçî-

âàíèå ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ (7.3) ïðè çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà z ∈ [0, z0) è èñ-

ïîëüçîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (7.7) ïðè z ∈ [z0,∞). Çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ Np, Na è z0 ïðè ýòîì âûáèðàþòñÿ èñõîäÿ èç òðåáîâàíèé î íåîá-

õîäèìîì óðîâíå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.
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Ãëàâà 4

ÌÓËÜÒÈÏÎËÜÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ

×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÄÐÎÁÍÎ-

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ

Ïîñòðîåííûå â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìóëüòèïîëüíûå ðàçëîæåíèÿ ïîçâî-

ëÿþò ïðèìåíÿòü ìóëüòèïîëüíûé ïîäõîä äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøå-

íèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.1), (3.2) è (3.3). Ãëàâíîå ïðå-

èìóùåñòâî ìóëüòèïîëüíûõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â èõ áûñòðîòå â ñðàâíåíèè

ñ âû÷èñëåíèåì ðåøåíèÿ ¾íàïðÿìóþ¿ ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì âèäà (6.0).

Ýòî ïðåèìóùåñòâî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, îáåñïå÷èâàåòñÿ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì

âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ðàññìàòðè-

âàåìûõ óðàâíåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé ïðè ó÷åòå

äàëüíèõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó óçëàìè êóáàòóðû è ðàñ÷åòíûìè òî÷êàìè. Íà-

ïðèìåð, êëàññè÷åñêèå ìóëüòèïîëüíûå ìåòîäû (ñì. [84,86]) ïîçâîëÿþò óìåíü-

øèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ñ O(N 2) îïåðàöèé äî O(N logN). Áîëåå

òîãî, ýòè ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî ìàñøòàáèðóåìûìè ñ òî÷êè

çðåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäî-

âàíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíà áîëüøàÿ

âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü âñëåäñòâèå íåëîêàëüíîñòè ìíîãîìåðíûõ äðîáíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ìóëüòèïîëüíûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî

ïåðñïåêòèâíûì.

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è àïðîáàöèè ìóëüòèïîëüíûõ àë-

ãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3.1),

(3.2) è (3.3) äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ äèôôóçèîííûõ è âîëíîâûõ ïðî-

öåññîâ.
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�8 Ìóëüòèïîëüíûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé

Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà

Ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé íà ïðàêòèêå

ìîæåò áûòü ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ïðîñòîì ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî

ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå (6.44) äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ

ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.3). Ïóñòü äàíî k êóáàòóðíûõ

óçëîâ xi ñ êîîðäèíàòàìè (ri, ψi), i = 1, ..., k òàêèõ, ÷òî ri < a, 0 < a < ∞,

à òàêæå l ðàñ÷åòíûõ òî÷åê ξj ñ êîîðäèíàòàìè (Rj, φj), j = 1, ..., l òàêèõ,

÷òî Rj > a. Âû÷èñëåíèå âñåõ ïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó êóáàòóðíû-

ìè óçëàìè è ðàñ÷åòíûìè òî÷êàìè ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå âèäà (6.0) òðå-

áóåò O(kl) âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé. Èñïîëüçóÿ ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæå-

íèå (6.44), êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî

óìåíüøåíî. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Mm
n (ri, ψi, k)

èNm
n (ri, ψi, k) äëÿ âñåõ êóáàòóðíûõ óçëîâ ïî ôîðìóëàì (6.45) è (6.46), à çàòåì

âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ΦH−(Rj, φj, k) äëÿ âñåõ ðàñ÷åòíûõ òî÷åê ïîñðåäñòâîì

èñïîëüçîâàíèÿ êîíå÷íîé ñóììû
p∑

n=0
â ðàçëîæåíèè (6.44). Â ýòîì ñëó÷àå âû-

÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòàâëÿåò O(k)+O(pl) îïåðàöèé, ÷òî çíà÷èòåëüíî

ìåíüøå O(kl) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k è l.

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò âû÷èñëåíèÿ ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì âè-

äà (6.0), ãäå âû÷èñëÿþòñÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó âñåìè ïàðàìè êóáàòóðíûõ

óçëîâ è ðàñ÷åòíûõ òî÷åê, â ìóëüòèïîëüíûõ ìåòîäàõ âçàèìîäåéñòâèÿ âû÷èñëÿ-

þòñÿ ìåæäó ðàñ÷åòíûìè òî÷êàìè è ïîäîáëàñòÿìè, ñîäåðæàùèìè êóáàòóðíûå

óçëû. Îäíàêî, êàê áûëî ïîêàçàíî â óòâåðæäåíèÿõ 6.2, 6.4 è íà ðèñóíêàõ 6.1,

6.2, 6.3, ñõîäèìîñòü ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ðàñ-

ñòîÿíèé r
R è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ðàçëîæå-

íèé ðàññìàòðèâàåìûå òî÷êè è êóáàòóðíûå óçëû äîëæíû áûòü äîñòàòî÷íî

óäàëåíû äðóã îò äðóãà. Ïîýòîìó äëÿ áûñòðîé ñõîäèìîñòè ìóëüòèïîëüíûõ

ðàçëîæåíèé è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âîçìîæíîñòè çàäàâàòü äîñòàòî÷íî ìàëîå

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p ïðè çàìåíå ðÿäà ïî n íà êîíå÷íóþ ñóììó â ìóëüòè-
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ïîëüíûõ ðàçëîæåíèÿõ, íóæíî ðàññìàòðèâàòü äîñòàòî÷íî õîðîøî óäàëåííûå

äðóã îò äðóãà ïîäîáëàñòè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω.

8.1 Ïîñëåäîâàòåëüíûé ìóëüòèïîëüíûé àëãîðèòì. Äëÿ ýôôåêòèâ-

íîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé â ìóëüòèïîëüíûõ ìåòîäàõ

èñïîëüçóåòñÿ èåðàðõè÷åñêèé ïîäõîä ê ðàçáèåíèþ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ïðèíöèïà âçàèìîäåéñòâèÿ ïîäîáëàñòåé äðóã ìåæäó äðóãîì. Ïîäðîá-

íî ýòîò ïîäõîä ðàññìîòðåí, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [86, 87]. Äëÿ îðãàíèçàöèè

òàêîé èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà êàæäîì óðîâíå ïðîèñõîäèò ðàçáèåíèå ðàñ-

÷åòíîé îáëàñòè Ω íà ïîäîáëàñòè (ÿ÷åéêè). Íà íóëåâîì óðîâíå èìååòñÿ âñåãî

îäíà ðàñ÷åòíàÿ ÿ÷åéêà, ñîâïàäàþùàÿ ñî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòüþ Ω. Ïîñëå-

äóþùèå óðîâíè ïîëó÷àþòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ïîñðåäñòâîì ðàçäåëåíèÿ êàæäîé

ðàñ÷åòíîé ÿ÷åéêè íà 2n ÷àñòåé, ãäå n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Êàê áû-

ëî ïîêàçàíî ðàíåå, óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé ìîæåò

áûòü äîñòèãíóòî íà êàæäîì óðîâíå èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû àëãîðèòìà çà

ñ÷åò ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ðàñ÷åòíûìè ÿ÷åéêàìè ïîñðåäñòâîì ìóëü-

òèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìóëüòèïîëüíûõ àëãîðèòìîâ ðå-

øåíèÿ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ïðåäñòàâëåíî, íà-

ïðèìåð, â ðàáîòàõ [62,84].

Äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ìîãóò áûòü ââåäåíû ñëåäóþùèå îïðå-

äåëåíèÿ (ñì. [87])

� Äâå ïîäîáëàñòè (ÿ÷åéêè) îäíîãî óðîâíÿ èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû àëãî-

ðèòìà ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè îíè èìåþò õîòÿ áû îäíó îáùóþ òî÷êó.

ß÷åéêà òàêæå ñ÷èòàåòñÿ ñîñåäíåé ñàìà ñåáå.

� Äâå ïîäîáëàñòè (ÿ÷åéêè) îäíîãî óðîâíÿ èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû àëãî-

ðèòìà ñ÷èòàþòñÿ ¾õîðîøî ðàçäåëåííûìè¿, åñëè îíè íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåä-

íèìè.

Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè íà êàæäîì óðîâíÿ èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìîæåò

áûòü îïðåäåëåíà, òàê íàçûâàåìàÿ, ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ÿ÷ååê,

âçàèìîäåéñòâèå ðàññìàòðèâàåìîé ÿ÷åéêè ñ êîòîðûìè ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé.

Äëÿ ÿ÷åéêè i íà óðîâíå l ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ Ll
i îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì.
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1) Íà óðîâíå l − 1 îïðåäåëÿåòñÿ ÿ÷åéêà j, èç êîòîðîé ÿ÷åéêà i áûëà îáðà-

çîâàíà ïîñðåäñòâîì ðàçáèåíèÿ íà óðîâíå l.

2) Íà óðîâíå l− 1 îïðåäåëÿþòñÿ ñîñåäíèå ê j ÿ÷åéêè, ôîðìèðóåòñÿ ñïèñîê

L ïîðîæäåííûõ èìè ÿ÷ååê íà óðîâíå l.

3) Èç L èñêëþ÷àþòñÿ ÿ÷åéêè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè äëÿ ÿ÷åéêè i,

÷òî äàåò ñõåìó âçàèìîäåéñòâèÿ Ll
i.

Ðèñóíîê 8.1: Èåðàðõè÷åñêàÿ ñèñòåìà è ïðèìåð ñõåìû âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ Ω ∈ R2

Íà ðèñóíêå 8.1 ïðîäåìîíñòðèðîâàíî èåðàðõè÷åñêîå ðàçáèåíèå ðàñ÷åòíîé

îáëàñòè Ω ∈ R2 íà ïîäîáëàñòè. Äëÿ îäíîé èç ÿ÷ååê âòîðîãî óðîâíÿ ðàçáèå-

íèÿ (ÿ÷åéêà ÷åðíîãî öâåòà) ïîêàçàí ïðèìåð ñõåìû âçàèìîäåéñòâèÿ (ÿ÷åéêè

ñåðîãî öâåòà). Îòìåòèì, ÷òî íà óðîâíÿõ l = 0 è l = 1 îòñóòñòâóþò õîðîøî

ðàçäåëåííûå ÿ÷åéêè, ïîýòîìó îïðåäåëåíèå ñõåìû âçàèìîäåéñòâèå âîçìîæíî

ëèøü äëÿ ÿ÷ååê óðîâíåé l ≥ 2.

Íà ðèñóíêå 8.2 ïðîäåìîíñòðèðîâàí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ñõåìû âçàèìî-

äåéñòâèÿ (ÿ÷åéêè ñèíåãî öâåòà) äëÿ îäíîé ÿ÷åéêè (êðàñíûé öâåò) óðîâíÿ

l = 3. Îòìåòèì, ÷òî íà ýòîì óðîâíå âçàèìîäåéñòâèÿ êðàñíîé ÿ÷åéêè ñ÷èòà-

þòñÿ òîëüêî ñ ïîäîáëàñòÿìè, âçàèìîäåéñòâèå ñ êîòîðûìè íå âû÷èñëÿëîñü íà
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Ðèñóíîê 8.2: Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ñõåìû âçàèìîäåéñòâèÿ íà óðîâíå l = 3

óðîâíå l = 2. Äàëåå, ïðè ïåðåõîäå îò óðîâíÿ l = 3 ê l = 4 äî÷åðíèå ÿ÷åé-

êè êðàñíîé ÿ÷åéêè áóäóò âçàèìîäåéñòâîâàòü òîëüêî ñ äî÷åðíèìè ÿ÷åéêàìè

áåëûõ è ÷åðíûõ ÿ÷ååê.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê óðîâíÿ l ≥ 2 ñ ïîìîùüþ ìóëü-

òèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî âçàèìîäåéñòâèå êóáàòóðíûõ

óçëîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ýòèõ ÿ÷åéêàõ, ñî âñåìè ðàñ÷åòíûìè òî÷êàìè èç ÿ÷ååê

ñõåìû âçàèìîäåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ÿ÷åéêè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû êàæäàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæàëà õîòÿ áû îäèí êóáàòóðíûé

óçåë ïðè èõ ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè, ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü èåðàðõè÷å-

ñêîé ñòðóêòóðû îïðåäåëÿåòñÿ êàê lmax ≈ log2n(N), ãäå N � êîëè÷åñòâî óçëîâ

êóáàòóðû. Íà óðîâíå lmax ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì âèäà (6.0) âû÷èñëÿþòñÿ

ëîêàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êóáàòóðíûìè óçëàìè è ðàñ÷åòíûìè òî÷-

êàìè, ëåæàùèìè âî âñåõ ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ ýòîãî óðîâíÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (3.1),

(3.2) è (3.3) â R2 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Ïîñëåäîâàòåëüíûé ìóëüòèïîëüíûé àëãîðèòì

1) Íà óðîâíÿõ èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû l = l2, ..., lmax äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè

i ñ kli êóáàòóðíûìè óçëàìè xi:

� îïðåäåëÿåòñÿ ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ Ll
i;
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� âû÷èñëÿþòñÿ ìóëüòèïîëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ Φ(x, kli) ðàññìàòðèâà-

åìîé ÿ÷åéêè cî âñåìè ðàñ÷åòíûìè òî÷êàìè x, ëåæàùèìè â ÿ÷åéêàõ

Ll
i:

� äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

(3.1) èñïîëüçóåòñÿ ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå (6.18),

� äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëü-

öà (3.2) èñïîëüçóþòñÿ ìóëüòèïîëüíûå ðàçëîæåíèÿ (6.33) è (6.36),

� äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî

óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.3) èñïîëüçóåòñÿ ìóëüòèïîëüíîå ðàçëî-

æåíèå (6.44).

Ìóëüòèïîëüíûå ðàçëîæåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ÿ÷åéêè

i. Âîçìîæíîñòü ýòîãî îáåñïå÷èâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòüþ ìóëüòèïîëüíûõ

ðàçëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåíîñà. Ðÿäû ïî n â ðàçëî-

æåíèÿõ çàìåíÿþòñÿ íà êîíå÷íûå ñóììû
p∑

n=0
, à ïàðàìåòð p â ñîîòâåòñòâèè

ñ òðåáóåìûì óðîâíåì òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé.

2) Âû÷èñëÿþòñÿ ëîêàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ Λlmax

I (x) ìåæäó óçëàìè êóáà-

òóðû è ðàñ÷åòíûìè òî÷êàìè, ëåæàùèìè â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ íà óðîâíå

lmax ïî êóáàòóðàì âèäà (6.0). Îáîçíà÷åíèå I â Λlmax

I (x) � ìíîæåñòâî âñåõ

êóáàòóðíûõ óçëîâ xi , íàõîäÿùèõñÿ â ÿ÷åéêàõ, ÿâëÿþùèõñÿ ñîñåäíèìè

äëÿ ÿ÷åéêè ñ ðàñ÷åòíîé òî÷êîé x.

3) ×èñëåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé â ðàñ÷åòíîé òî÷êå x

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ëîêàëüíûõ è ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé:

u(x) =

lmax∑
l=2

∑
j∈Ll

x

Φ(x, klj) + Λlmax

I (x), (8.1)

ãäå Ll
x � ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùåé ðàñ÷åòíóþ òî÷êó x

íà óðîâíå l.

Îòìåòèì, ÷òî ìóëüòèïîëüíûå ðàçëîæåíèÿ Φ(x, klj) ñ÷èòàþòñÿ â ñîâîêóï-

íîñòè äëÿ âñåõ ðàñ÷åòíûõ òî÷åê, ëåæàùèõ â ÿ÷åéêàõ èç ñõåìû âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ÿ÷åéêè j íà óðîâíå l, ÷òî è ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âðåìÿ

ðàñ÷åòà çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé.
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Îöåíèì òåïåðü êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé ïðåäñòàâëåííîãî

âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ìóëüòèïîëüíîãî àëãîðèòìà.

� Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé íà êàæäîì óðîâíå

èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû àëãîðèòìà òðåáóåò ïîðÿäêà Npn îïåðàöèé.

� Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ÿ÷ååê â ñõåìå âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñòàâëÿ-

åò 3n(2n − 1). Òîãäà âû÷èñëåíèå âñåõ ìóëüòèïîëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé

ïðèâîäèò ê ïîðÿäêà 3n(2n − 1)Npn îïåðàöèÿì.

� Äëÿ ðàñ÷åòà ëîêàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé íà óðîâíå lmax òðåáóåòñÿ ïîðÿä-

êà 3nN îïåðàöèé.

Ïðè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîì lmax = log2n(N), ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî

îïåðàöèé ðàâíî

3n(2n − 1)Npn log2n(N) + 3nN.

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ïðè ýòîì

T1 ≈ 3n(2n − 1)Npn log2n(N)T0, (8.2)

ãäå T0 � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé âû÷èñëèòåëüíîé îïåðàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà

ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà O(NlogN) îïåðàöèé.

8.2 Ïàðàëëåëüíûé ìóëüòèïîëüíûé àëãîðèòì. Ïîñëåäîâàòåëüíûé

ìóëüòèïîëüíûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðà-

ëîâ (3.16), (3.19) è (3.39) êîãäà ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ äîñòàòî÷íî áûñò-

ðî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè óäàëåíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Åñëè æå îíè óáûâà-

þò ïî ñòåïåííîìó çàêîíó, ÷òî íåðåäêî õàðàêòåðíî ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåëî-

êàëüíûõ ïðîöåññîâ, òî ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü Ω ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé,

÷òî ïðèâîäèò ñèëüíîìó óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà ðàñ÷åòíûõ òî÷åê è êóáàòóð-

íûõ óçëîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, ê óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà âû÷èñëåíèé. Â òàêîì

ñëó÷àå, äëÿ ýôôåêòèâíûõ áûñòðûõ âû÷èñëåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåíèé

òðåáóþòñÿ äàëüíåéøèå îïòèìèçàöèè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ìóëüòèïîëüíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èõ ïà-

ðàëëåëüíûå âåðñèè îáëàäàþò âûñîêîé ìàñøòàáèðóåìîñòüþ. Â ðàáîòàõ [88�90]

ïðåäëîæåíû ïàðàëëåëüíûå âåðñèè ìóëüòèïîëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ êëàññè-
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÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îäíàêî íè ïîñëåäîâàòåëüíûå, íè

ïàðàëëåëüíûå ìóëüòèïîëüíûå àëãîðèòìû ðàíåå íå ïðèìåíÿëèñü ïðè ïîñòðî-

åíèè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ìíîãîìåðíûõ ËÄÄÌ. Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëà-

ãàåòñÿ ãèáðèäíûé ïàðàëëåëüíûé ìóëüòèïîëüíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà

èñïîëüçîâàíèè èíòåðôåéñîâ MPI è OpenMP.

Â ìóëüòèïîëüíûõ àëãîðèòìàõ ìîãóò áûòü âûäåëåíû äâà óðîâíÿ ïàðàë-

ëåëèçìà: âåðõíèé è íèæíèé. Â ñèëó òîãî, ÷òî ìóëüòèïîëüíûé àëãîðèòì èìå-

åò èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàçäåëåíèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè,

íà âåðõíåì óðîâíå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèï ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàë-

ëåëèçìà (domain decomposition), ðåàëèçóåìûé, íàïðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì

èíòåðôåéñà MPI, äëÿ âûïîëíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ìóëüòèïîëüíûõ

âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè. Äàííûé óðîâåíü ïàðàëëåëèçìà ìîæåò

áûòü ðåàëèçîâàí íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ (ÌÂÑ) ñ

ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ. Ïîäîáíûìè ñèñòåìàìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, âû-

÷èñëèòåëüíûå êëàñòåðû. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî õàðàêòåð îòîáðàæåíèÿ âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ïîäîáëàñòåé ìóëüòèïîëüíîãî àëãîðèòìà íà óçëû ÌÂÑ ìîæåò ðàç-

ëè÷àòüñÿ â ñèëó ðàçëè÷íûõ àðõèòåêòóð ÌÂÑ è òîïîëîãèé êîììóíèêàöèîííîé

ñðåäû. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëåíèé íà ïåðâîì óðîâíå ïà-

ðàëëåëèçìà îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê ìóëüòè-

ïîëüíîãî àëãîðèòìà ïî óçëàì ÌÂÑ. Äëÿ ýôôåêòèâíîé ðàáîòû ýòîãî óðîâíÿ

òðåáóåòñÿ îïòèìàëüíàÿ äåêîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è ìèíèìèçàöèÿ ïå-

ðåñûëîê ìåæäó óçëàìè ÌÂÑ.

Íà íèæíåì óðîâíå ïàðàëëåëèçìà ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïàðàëëåëüíîå âû-

÷èñëåíèå ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé (6.7), (6.18), (6.33), (6.36) è (6.44). Ïðî-

ãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî óðîâíÿ äëÿ îòäåëüíûõ óçëîâ ÌÂÑ ñ îáùåé ïà-

ìÿòüþ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âûïîëíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðôåéñîâ

OpenMP èëè CUDA.

Â ðàìêàõ äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàí ñëåäóþùèé ãè-

áðèäíûé MPI + OpenMP àëãîðèòì.

1) Íà íà÷àëüíîì ýòàïå âûïîëíÿåòñÿ îòîáðàæåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ïîäîá-

ëàñòåé óðîâíåé l2, ..., lmax íà óçëû ÌÂÑ äëÿ ïàðàëëåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ

ìóëüòèïîëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ýòèìè ïîäîáëàñòÿìè. Íà êàæäûé
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óçåë îòîáðàæàåòñÿ ðàâíîå êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê óðîâíÿ lmax, ÷òî, â ñîâî-

êóïíîñòè ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì êóáàòóðíûõ óçëîâ, ïðèâîäèò

ê ïðèìåðíî îäèíàêîâîé íàãðóçêå íà âñåõ óçëàõ ÌÂÑ.

2) Èíôîðìàöèÿ î êîîðäèíàòàõ êóáàòóðíûõ óçëîâ è ðàñ÷åòíûõ òî÷åê ïå-

ðåäàåòñÿ êàæäîìó óçëó ìíîãîïðîöåññîðíîé ñèñòåìû äëÿ âîçìîæíîñòè

âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ è ìóëüòèïîëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé.

3) Íà êàæäîì óçëå ìíîãîïðîöåññîðíîé ñèñòåìû ðåàëèçóåòñÿ ìíîãîïîòî÷-

íîå âû÷èñëåíèå ñóìì â ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì,

íàïðèìåð, èíòåðôåéñà OpenMP.

4) Ïðîèçâîäÿòñÿ íåçàâèñèìûå âû÷èñëåíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé

ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè íà âñåõ óðîâíÿõ èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû â ñî-

îòâåòñòâèè ñ èíèöèàëèçèðîâàííûìè íà ïåðâîì øàãå äàííîãî àëãîðèòìà

ÿ÷åéêàìè.

5) Âûïîëíÿåòñÿ ïåðåñûëêà äàííûõ ìåæäó ïðîöåññîðàìè î ìóëüòèïîëüíîì

è ëîêàëüíîì âëèÿíèè âñåõ ÿ÷ååê óðîâíåé l2, ..., lmax íà ðàñ÷åòíûå òî÷êè.

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðåäëîæåííîãî ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà âû-

ïîëíåíà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++.

Âûïîëíèì îöåíêó êîëè÷åñòâà îïåðàöèé è ïåðåñûëîê ðàçðàáîòàííîãî ïà-

ðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà. Äëÿ log2n(N) óðîâíåé ðàçáèåíèÿ, ñóììàðíîå êîëè-

÷åñòâî îïåðàöèé äëÿ êàæäîãî ïðîöåññîðà ðàâíî

(3n(2n − 1)Npn log2n(N) + 3nN) s−1,

ãäå s � êîëè÷åñòâî óçëîâ âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû. Äëÿ êàæäîãî óçëà êîëè-

÷åñòâî ïåðåñûëîê ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà N(1− s−1).

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî ïàðàëëåëüíîãî ìóëüòèïîëüíîãî àë-

ãîðèòìà ñîñòîèò èç âðåìåíè ðàñ÷åòà è âðåìåíè ïåðåäà÷è äàííûõ:

Ts ≈ T1s
−1 +N(1− s−1)tcomm,

ãäå tcomm � ñðåäíåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé ïåðåñûëêè. Òîãäà, ñ ó÷åòîì (8.2),
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îöåíêà óñêîðåíèÿ àëãîðèòìà èìååò âèä

Ss ≡
T1
Ts

=
s

1 + (s−1)tcomm

3n(2n−1)Npn log2n(N)

.

Òàêèì îáðàçîì, Ss → s, Es = Ss

s → 1 ïðè N → ∞, ò.å. àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà ðàâíà 1.

�9 Êîìïëåêñ ïðîãðàìì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

íåëîêàëüíûõ äèôôóçèîííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòèïîëüíîãî ïîäõîäà

9.1 Îïèñàíèå êîìïëåêñà ïðîãðàìì. Êîìïëåêñ ïðîãðàìì êîìïüþ-

òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëîêàëüíûõ äèôôóçèîííûõ è âîëíîâûõ ïðîöåññîâ

ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòèïîëüíîãî ïîäõîäà ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ C++ íà îñíîâå ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ìóëüòèïîëüíûõ

àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííûõ â �8. Îñíîâó êîìïëåêñà ñîñòàâëÿþò âû÷èñëèòåëü-

íûå ìîäóëè MFPS (Multipole Fractional Poisson Solver) è MFHS (Multipole

Fractional Helmholtz Solver), ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûìè îáîá-

ùåíèÿìè óðàâíåíèé Ïóàññîíà (3.1) è Ãåëüìãîëüöà (3.2), (3.3). Äëÿ ýòèõ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ìîäóëåé ïîëó÷åíû äâà ñâèäåòåëüñòâà î ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì

íà ÝÂÌ [128], [129].

Èñïîëüçîâàíèå ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñ++ ïîçâîëèëî äîáèòüñÿ âû-

ñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ðàçðàáîòàííîãî êîìïëåêñà ïðîãðàìì ïðè ðåøå-

íèè òðóäîåìêèõ ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷. Âûñî-

êàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ òàêæå âîçìîæíîñòüþ ðàñïàðàëëåëè-

âàíèÿ âû÷èñëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðôåéñîâ OpenMP è MPI. Òàêèì

îáðàçîì, êîìïëåêñ ïðîãðàìì ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñîâðåìåííûõ ìíîãîÿäåðíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì è âû÷èñëèòåëüíûõ êëàñòåðîâ.

Ðàçðàáîòàííûé êîìïëåêñ ïðîãðàìì èìååò ñòðóêòóðó, ïðåäñòàâëåííóþ íà

ðèñóíêå 9.1. Ñîäåðæàùèåñÿ â íåì âû÷èñëèòåëüíûå ìîäóëè MFPS è MFHS
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Ðèñóíîê 9.1: Ñòðóêòóðà êîìïëåêñà ïðîãðàìì

èìåþò ñõîæóþ äðóã ñ äðóãîì ñòðóêòóðó, ñõåìàòè÷íî ïîêàçàííóþ íà ðèñóí-

êå 9.2.

Ðèñóíîê 9.2: Ñòðóêòóðà âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäóëÿ

Âû÷èñëèòåëüíûé ìîäóëü MFPS ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâà-

íèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (3.1) ñ äðîá-

íîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïîðÿäêà α ∈ (1, 2) è ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü

ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòè-

ïîëüíîãî àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â �8, à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì êóáà-

òóðíîé ôîðìóëû âèäà (6.0). Ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëåíèé â MFPS îáåñ-
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ïå÷èâàåòñÿ ìíîãîïîòî÷íûì âû÷èñëåíèåì êîíå÷íûõ ñóìì â ìóëüòèïîëüíûõ

ðàçëîæåíèÿõ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðôåéñà OpenMP, à òàêæå èñïîëüçîâàíè-

åì ïðèíöèïà ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàëëåëèçìà ïðè ðåàëèçàöèè èåðàðõè÷åñêîé

ñòðóêòóðû ðàçðàáîòàííîãî ìóëüòèïîëüíîãî àëãîðèòìà ñ ïîìîùüþ èíòåðôåé-

ñà MPI. Ïîëüçîâàòåëü èìååò âîçìîæíîñòü çàäàâàòü ïðàâóþ ÷àñòü ðåøàåìîãî

óðàâíåíèÿ (êàê â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, òàê è â ôîðìàòå ïîëÿ çíà÷åíèé), ðàç-

ìåðû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ðàçìåðíîñòü ðàâíîìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè,

à òàêæå òàêèå ïàðàìåòðû ìóëüòèïîëüíîãî àëãîðèòìà, êàê êîëè÷åñòâî óðîâíåé

èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû àëãîðèòìà è êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðÿäà â ìóëüòèïîëü-

íîì ðàçëîæåíèè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ.

Âû÷èñëèòåëüíûé ìîäóëü MFHS ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäî-

âàíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.2),

(3.3) ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïîðÿäêà α ∈ (1, 2) è ïîçâîëÿþò

âûïîëíÿòü ïîñòðîåíèå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìóëüòèïîëüíûõ àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííûõ â �8, à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì

êóáàòóðíûõ ôîðìóë âèäà (6.0). Ïîìèìî îñîáåííîñòåé, àíàëîãè÷íûõ ìîäóëþ

MFPS, äàííûé ìîäóëü ñîäåðæèò âû÷èñëèòåëüíûé áëîê íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé

ôóíêöèé Ôîêñà H2, 1
1, 3(z) è H2, 1

2, 4(z) èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé (3.40), (3.21)

è èõ ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèé (6.44), (6.33), ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëüçîâàòåëü

ïðè ýòîì èìååò âîçìîæíîñòü çàäàâàòü êîëè÷åñòâî âû÷èñëÿåìûõ ÷ëåíîâ ðÿäà

â ïðÿìûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ ýòèõ ôóíêöèé, à òàêæå òî÷êó èõ

ñòûêîâêè.

9.2 Ïîñòðîåíèå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ äëÿ âåðèôèêàöèè ïðîãðàìì-

íîãî êîìïëåêñà. Äëÿ îòëàäêè è òåñòèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåííîãî êîìïëåêñà

ïðîãðàìì, âêëþ÷àþùåãî ðàçðàáîòàííûå ïîñëåäîâàòåëüíûå è ïàðàëëåëüíûå

ìóëüòèïîëüíûå àëãîðèòìû, òðåáóþòñÿ òî÷íûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ðàññìàòðè-

âàåìûõ ìîäåëåé. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ðàçðàáîòàíû äëÿ

ìîäåëåé â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ÷àñòíûå ðåøåíèÿ òîæå áóäóò èñêàòüñÿ â

R2.

Òî÷íûå ðåøåíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíå-

íèÿ Ïóàññîíà

Ðàññìîòðèì äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
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(3.1) â R2:

−(−∆)
α
2u = f(x, y), α ∈ (1, 2), u = u(x, y). (9.1)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.16), ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê

u(x, y) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(ξ, η)GP
α,2(x− ξ, y − η)dξdη, (9.2)

ãäå

GP
α,2(x, y) ≡ GP

α,2(r) = CP
α,2r

α−2, r =
√
x2 + y2, CP

α,2 =
Γ
(
1− α

2

)
2απΓ

(
α
2

) .
Âûïîëíèâ çàìåíó ïåðåìåííûõ

ξ = ρ cos γ, η = ρ sin γ

â (9.2), ïîëó÷èì

u(r) = 2CP
α,2

∞∫
0

ρf(ρ)

 π∫
0

(
r2 + ρ2 − 2rρ cos γ

)α/2−1
dγ

 dρ. (9.3)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (9.3) ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíà ïî γ, ÷òî ïðèâîäèò ê

u(r) = 2CP
α,2π

r∫
0

ρf(ρ)
(
r2 − ρ2

)α/2−1
P 0
−α/2

(
r2 + ρ2

r2 − ρ2

)
dρ+

+ 2CP
α,2π

∞∫
r

ρf(ρ)
(
−r2 + ρ2

)α/2−1
P 0
−α/2

(
r2 + ρ2

−r2 + ρ2

)
dρ, (9.4)

ãäå P ν
µ (z) � ôóíêöèÿ Ëåæàíäðà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ãàóññà [137]:

P ν
µ (z) =

1

Γ(1− µ)

(
z + 1

z − 1

)µ/2

2F1

(
−ν, ν + 1; 1− µ;

1− z

2

)
.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (ñì. 7.3.1 èç [137]), óðàâ-
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íåíèå (9.4) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

u(r) = 2CP
α,2πr

α−2

r∫
0

ρf(ρ)2F1

(
1− α

2
, 1− α

2
; 1;

ρ2

r2

)
dρ+

+ 2CP
α,2π

∞∫
r

ρα−1f(ρ)2F1

(
1− α

2
, 1− α

2
; 1;

r2

ρ2

)
dρ. (9.5)

Êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (9.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòåïåííóþ ôóíê-

öèþ f(r) = r2γ, −1 < γ < −α/2, â ñîîòâåòñòâèè ñ 2.21.1.3 èç [137] ïðåä-

ñòàâëåíèå (9.5) äàåò ÷àñòíîå ðåøåíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ

óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà:

u(r) = 2−αΓ(γ + 1)Γ
(
−α

2 − γ
)

Γ(−γ)Γ
(
α
2 + γ + 1

)rα+2γ. (9.6)

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà (3.1)

ïðè α = 1, f(x) = e−p|x|2, x ∈ R2, p > 0. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â ýòîì

ñëó÷àå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïðèìåíåíèå ïðÿ-

ìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ê (3.1) ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîìó

ïðåäñòàâëåíèþ ðåøåíèÿ:

u(x) =
1

4πp

∫
R2

|τ |−1e−
|τ |2
4p e−iτ ·xdτ . (9.7)

Òàê êàê |τ |−1e−
|τ |2
4p ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèåé, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (3.24), ÷òî ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ

u(x) =
1

2p

∞∫
0

e−
k2

4pJ0(k|x|)dk. (9.8)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [146] (ñì. 2.12.9.1), èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (9.8) ìîæåò

áûòü ÿâíî âû÷èñëåí, ÷òî äàåò ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1)

u(x) =

√
π

2
√
p
e−

p|x|2
2 I0

(
p|x|2

2

)
, (9.9)
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ãäå I0(z) � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà [141].

Òî÷íîå ðåøåíèå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíå-

íèÿ Ãåëüìãîëüöà

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå îáîáùåíèå ìîäèôèöèðî-

âàííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.3) â R2 c ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ

âèäà

−(−∆)
1
2u− ω2u = ce−p|x|2, c = const, p = const, x ∈ R2. (9.10)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäå-

ëå, âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ïîäåéñòâîâàâ ïðÿìûì, à çàòåì

îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íà (9.10), ïîëó÷èì

u(x) =
c

4pπ

∫
R2

e−
|τ |2
4p

|τ |+ ω2
e−iτ ·xdτ . (9.11)

Â ñèëó òîãî, ÷òî
e−

|τ |2
4p

|τ |+ ω2
ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíîé ôóíêöèåé, âîñïîëüçóåìñÿ

ñâîéñòâîì (3.24), ÷òî ïðèâîäèò ê

u(x) =
c

2p

∞∫
0

k

k + ω2
e−

k2

4pJ0(k|x|)dk. (9.12)

Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ J0(z) ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ñòåïåííîé ðÿä (ñì., íàïðè-

ìåð, [98]), è òîãäà (9.12) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u(x) =
c

2p

∞∑
n=0

(−1)n

n!n!

(
|x|2

4

)n ∞∫
0

k2n+1

k + ω2
e−

k2

4pdk. (9.13)

Âû÷èñëèâ èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (9.13), ïîëó÷èì ðåøåíèå âèäà

u(x) =
c

πω2

∞∑
n=0

(−1)n

n!n!
G3, 2

2, 3

ω2

4p

∣∣∣∣∣∣∣
1

2
, 1

n+ 1, 1,
1

2

 (p|x|2)n , (9.14)

ãäå G3, 2
2, 3(z) � ôóíêöèÿ Ìåéåðà [137].
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Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîðîäíîãî äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ ôèëüòðàöèè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ôèëü-

òðàöèè (1.9) â R2 ïðè α = 1:

ut + a2(−∆)
1
2u = 0, (9.15)

u(x, 0) = f(x). (9.16)

Ïîëîæèì f(x) = δ(x).Òîãäà, ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî

ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x ñèñòåìà (9.15), (9.16) ïðèíèìàåò âèä çàäà÷è

Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

ût(ξ, t) = −a2|ξ|û(ξ, t), (9.17)

û(ξ, 0) = 1. (9.18)

Ðåøåíèå (9.17), (9.18) çàïèñûâàåòñÿ êàê

û(ξ, t) = e−a2t|ξ|. (9.19)

Ïîäåéñòâîâàâ íà (9.19) îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå, ïîëó÷èì

u(x, t) =
a2t

2π(|x|2 + a4t2)3/2
.

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (9.15), (9.16) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòè f(x) ìî-

æåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ñâåðòêè

u(x, t) =
a2

2π

∫
R2

tf(ξ)

(|x− ξ|2 + a4t2)3/2
dξ. (9.20)

Ïðè f(x) = e−c|x|2, c = const èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (9.20) ìîæåò áûòü

âû÷èñëåí àíàëèòè÷åñêè â òî÷êå x = 0, è òîãäà ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è Êîøè â ýòîé òî÷êå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

u(0, t) = 1− a2t
√
πceca

4t2erfc(a2t
√
c), (9.21)
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ãäå erfc(z) � äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë âåðîÿòíîñòè [137].

�10 Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí äåìîíñòðàöèè ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ

ðàçðàáîòàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî è ïàðàëëåëüíûõ ìóëüòèïîëüíûõ àëãîðèò-

ìîâ íà ïðèìåðå íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà (3.1) è Ãåëüìãîëüöà (3.3), à òàêæå çàäà÷è

Êîøè (9.15), (9.16). Ïîìèìî ýòîãî, ìóëüòèïîëüíûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ ê ìî-

äåëüíîé çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ êðèâîé âîññòàíîâëåíèÿ äàâëåíèÿ äëÿ íåëîêàëü-

íîé ìîäåëè îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè. Ïîñòðîåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå

òî÷íûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îò-

ëàäêè è òåñòèðîâàíèÿ âûïîëíåííûõ ïðîãðàììíûõ ðåàëèçàöèé.

10.1 Ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì

Äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

Ðàññìîòðèì äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

(3.1) â R2. Â ï. 9.2 áûëî ïîñòðîåíî åãî òî÷íîå ðåøåíèå (9.9) ïðè f(x) = e−p|x|2

è α = 1. C èñïîëüçîâàíèåì êóáàòóðíîé ôîðìóëû (6.0) áûëî íàéäåíî ÷èñëåí-

íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.1) ïðè p = 5, α = 1 â îãðàíè÷åííîé ïðÿìîóãîëüíîé

îáëàñòè Ω = [−5, 5] × [−5, 5]. Ãðàôèêè ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N êâàäðàòíîé N × N ñåòêè êóáàòóðíûõ óçëîâ,

à òàêæå ãðàôèê òî÷íîãî ðåøåíèÿ (9.9) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 10.1. Âèä-

íî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

|x| = 0, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ýòîé òî÷êå ôóíêöèè u(x) è f(x) äîñòè-

ãàþò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Íà ðèñóíêå 10.2 â ïîëóëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå ïðåäñòàâëåí ãðàôèê

çàâèñèìîñòè îò N àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè

∆ = max
x∈Ω

|ū− udir|, (10.1)

äàâàåìîé ðàññìàòðèâàåìîé êóáàòóðíîé ôîðìóëîé. Çäåñü ū � òî÷íîå ðåøåíèå

(9.9), udir � ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå ïî ôîðìóëå (6.0). Èç ãðàôèêà
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âèäíî, ÷òî ïðè áîëüøèõ N àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ.

Ðèñóíîê 10.1: Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1), ïîëó÷åííîãî ñ èñïîëüçîâà-
íèåì êóáàòóðíîé ôîðìóëû (6.0), ñ òî÷íûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (9.9) ïðè ðàçíûõ N

Ðèñóíîê 10.2: Çàâèñèìîñòü àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè (10.1) îò N
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Ïðåäëîæåííûé â ï. 8.1 ïîñëåäîâàòåëüíûé ìóëüòèïîëüíûé àëãîðèòì ïîç-

âîëÿåò óìåíüøàòü êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè íàõîæäåíèè

÷èñëåííûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ïî êóáàòóðíûì ôîðìóëàì

âèäà (6.0), ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþ âðåìåíè ðàñ÷åòà. Äëÿ

äåìîíñòðàöèè ýòîãî áûë âûïîëíåí ðÿä âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî íà-

õîæäåíèþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ñ f(x) = e−5|x|2 â îãðàíè÷åí-

íîé ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω = [−5, 5]× [−5, 5] ïðè α =
√
2. Â òàáëèöå 10.1

ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Çäåñü N � êîëè÷åñòâî êóáà-

òóðíûõ óçëîâ, lmax � ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ðàçáèåíèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â

ìóëüòèïîëüíîì àëãîðèòìå, p � êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðÿäà ïî n â ìóëüòèïîëü-

íîì ðàçëîæåíèè (6.18), tdir � âðåìÿ ðàñ÷åòà ïî êóáàòóðå âèäà (6.0), tmult �

âðåìÿ ðàñ÷åòà ïîñëåäîâàòåëüíûì ìóëüòèïîëüíûì àëãîðèòìîì. Êîëè÷åñòâî

ðàñ÷åòíûõ òî÷åê â äàííûõ ýêñïåðèìåíòàõ âûáèðàëîñü ðàâíûì êîëè÷åñòâó

êóáàòóðíûõ óçëîâ. Ïîãðåøíîñòü, ïîðîæäàåìàÿ ìóëüòèïîëüíûì àëãîðèòìîì,

îïðåäåëÿëàñü êàê

∆m = max
x∈Ω

|udir − umult|, (10.2)

ãäå umult � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòèïîëü-

íîãî àëãîðèòìà, à udir � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå ïî êóáàòóðíîé

ôîðìóëå (6.0). Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà îöåíèâàëàñü óñêîðåíèåì S = tdir
tmult

,

äàâàåìûì ðàçðàáîòàííûì ìóëüòèïîëüíûì àëãîðèòìîì.

Òàáëèöà 10.1: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ìóëüòèïîëü-
íîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

N lmax p tdir, c tmult, c ∆m S
100 3 4 0.005 0.011 3.98 · 10−4 0.454
400 4 4 0.026 0.015 3.82 · 10−4 1.733
2500 5 4 0.852 0.151 2.02 · 10−4 5.642
10000 6 4 11.13 0.672 2.01 · 10−4 16.57
40000 7 4 171.1 3.243 1.52 · 10−4 52.76
160000 7 4 2705 15.75 2.15 · 10−4 171.7
250000 8 4 6730 25.71 1.95 · 10−4 261.8

Èç òàáëèöû 10.1 âèäíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü ìóëüòèïîëüíîãî ìåòîäà èìååò

îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ïðè ðàçíîì êîëè÷åñòâå êóáàòóðíûõ óçëîâ. Íà ýòó ïî-
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ãðåøíîñòü âëèÿåò ïàðàìåòð p, ðàâíûé êîëè÷åñòâó âû÷èñëÿåìûõ ÷ëåíîâ ðÿäà

ïî n â ìóëüòèïîëüíîì ðàçëîæåíèè. Óâåëè÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà ïðèâîäèò ê

óìåíüøåíèþ ïîãðåøíîñòè ∆m, ÷òî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ðèñóíêå 10.3 ïðè

N = 10000. Çàìåòèì, ÷òî ïðè áîëüøèõ α òðåáóåòñÿ ìåíüøåå çíà÷åíèå p äëÿ

äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ òî÷íîñòè.

Ðèñóíîê 10.3: Çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè (10.2) îò ïàðàìåòðà p ïðè N = 10000 è ðàçíûõ α

Íà ðèñóíêå 10.4 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè óñêîðåíèÿ S îò êîëè-

÷åñòâà êóáàòóðíûõ óçëîâ N . Âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ N âû÷èñëåíèå ñ èñïîëü-

çîâàíèåì êóáàòóðíûõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì, íî ñ ðîñòîì N

óñêîðåíèå S, äàâàåìîå ìóëüòèïîëüíûì àëãîðèòìîì çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííûé ìóëüòèïîëüíûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå

ýôôåêòèâíûì â ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ çàäà÷àõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîå îáîáùåíèå ìîäèôèöèðî-

âàííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (3.3). Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ

ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè f(x) = e−|x|2 â îãðàíè÷åííîé ïðÿìîóãîëü-

íîé îáëàñòè Ω ∈ [−5, 5]× [−5, 5].

Íà ðèñóíêå 10.5 ïðåäñòàâëåíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3) ïðè

ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ α. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ äàííîãî ðåøåíèÿ ñóùå-

ñòâóåò òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

α. Áîëåå òîãî, ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ýòîé òî÷êè ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð âëèÿíèÿ

äðîáíîãî ïàðàìåòðà íà èíòåíñèâíîñòü ðåøåíèÿ.
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Ðèñóíîê 10.4: Óñêîðåíèå, äàâàåìîå ìóëüòèïîëüíûì àëãîðèòìîì ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè
äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

Ðèñóíîê 10.5: ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.3), ïîëó÷åííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì êóáàòóð-
íîé ôîðìóëû (6.0)

Ïðè α = 1, ω = 1 áûëî âûïîëíåíî ñðàâíåíèå (ñì. ðèñóíîê 10.6) ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ, âû÷èñëåííîãî ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå (6.0), ñ òî÷íûì ðåøå-

íèåì (9.14), ïîñòðîåííûì â ï. 9.2. Íà ðèñóíêå 10.7 ïðîäåìîíñòðèðîâàíà çà-

âèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè, ïîðîæäàåìîé êóáàòóðíîé ôîðìóëîé, îò êîëè÷åñòâà

åå óçëîâ N .
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Ðèñóíîê 10.6: Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.3), ïîëó÷åííîãî ñ èñïîëüçîâà-
íèåì êóáàòóðíîé ôîðìóëû (6.0), ñ òî÷íûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì (9.14) ïðè ðàçíûõ N

Ðèñóíîê 10.7: Çàâèñèìîñòü àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè (10.1) îò N

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè α =
√
2, ω = 1 ïðåä-

ñòàâëåíû â òàáëèöå 10.2. ÇäåñüN � êîëè÷åñòâî êóáàòóðíûõ óçëîâ è ðàñ÷åòíûõ

òî÷åê, lmax � ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìóëüòèïîëü-

íîãî àëãîðèòìà, p � êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðÿäà ïî n â ìóëüòèïîëüíîì ðàçëîæå-

íèè (6.44), tdir � âðåìÿ ðàñ÷åòà ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå (6.0), tmult � âðåìÿ ðàñ-

÷åòà ïîñëåäîâàòåëüíûì ìóëüòèïîëüíûì àëãîðèòìîì, S = tdir
tmult

� óñêîðåíèå,

äàâàåìîå ðàññìàòðèâàåìûì àëãîðèòìîì. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé

Ôîêñà èñïîëüçîâàëñÿ àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé â ï. 7.1. Íåòðóäíî çàìåòèòü,
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÷òî, êàê è â ñëó÷àå äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-

ñîíà, ïðèìåíåíèå ìóëüòèïîëüíîãî àëãîðèòìà íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïðè

ìàëûõ N .

Òàáëèöà 10.2: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ìóëüòèïîëü-
íîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

N lmax p tdir, c tmult, c ∆m S
100 3 15 0.065 0.119 3.82 · 10−4 0.546
400 3 15 0.849 1.182 3.82 · 10−4 0.718
900 4 15 3.899 3.478 3.82 · 10−4 1.121
2500 4 15 28.34 12.25 3.82 · 10−4 2.313
4900 5 15 106.1 23.57 3.82 · 10−4 4.497
10000 5 15 434.5 47.93 3.82 · 10−4 9.065
20000 6 15 1658 93.52 3.82 · 10−4 17.73

Ðèñóíîê 10.8: Óñêîðåíèå, äàâàåìîå ìóëüòèïîëüíûì àëãîðèòìîì ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè
äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

Íà ðèñóíêå 10.8 ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè óñêîðåíèÿ S îò êîëè÷å-

ñòâà êóáàòóðíûõ óçëîâ N . Âèäíî, ÷òî äëÿ ìàëîãî êîëè÷åñòâà ðàñ÷åòíûõ òî-

÷åê âû÷èñëåíèå ïî êóáàòóðíîé ôîðìóëå âèäà (6.0) ðàáîòàåò áûñòðåå ïðåäëî-

æåííîãî ìóëüòèïîëüíîãî àëãîðèòìà, îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèè N íàáëþäàåòñÿ

çíà÷èòåëüíûé ðîñò óñêîðåíèÿ S.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ïóàññîíà (3.1) è äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
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ãîëüöà (3.3) ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìóëü-

òèïîëüíûõ ìåòîäîâ, â îñîáåííîñòè ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå êóáàòóðíûõ óç-

ëîâ è ðàñ÷åòíûõ òî÷åê.

10.2 Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì. Äëÿ äåìîíñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ðàç-

ðàáîòàííîãî ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ áû-

ëà âûïîëíåíà ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðåäëîæåííîãî â ï. 8.2 àëãîðèòìà

ðåøåíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (3.1) ñ

èñïîëüçîâàíèåì èíòåðôåéñîâ OpenMP è MPI. Îòìåòèì, ÷òî äàííàÿ ïðîãðàì-

ìà äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå èíòåðôåéñîâ OpenMP è MPI êàê âìåñòå, òàê è

íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) â R2

ïðè α =
√
2 ñ ïðàâîé ÷àñòüþ âèäà f(x) = e−5|x|2 â îãðàíè÷åííîé ïðÿìîóãîëü-

íîé îáëàñòè Ω = [−5, 5]× [−5, 5].

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïàðàë-

ëåëüíîãî OpenMP àëãîðèòìà, ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 10.3. Äàííûå ðàñ÷å-

òû ïðîâîäèëèñü íà øåñòèÿäåðíîì ïðîöåññîðå Intel Xeon CPU E5�1650. Çäåñü

N � êîëè÷åñòâî êóáàòóðíûõ óçëîâ è ðàñ÷åòíûõ òî÷åê â ðàññìàòðèâàåìîé çà-

äà÷å, lmax � êîëè÷åñòâî óðîâíåé èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû â ìóëüòèïîëüíîì

àëãîðèòìå, tmult � âðåìÿ ðàñ÷åòà ïîñëåäîâàòåëüíûì ìóëüòèïîëüíûì àëãîðèò-

ìîì, tomp
mult � âðåìÿ ðàñ÷åòà ïàðàëëåëüíîé OpenMP âåðñèåé ýòîãî àëãîðèò-

ìà. Óñêîðåíèå ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà îöåíèâàëîñü ïàðàìåòðîì S = tmult

tomp
mult

.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óñêîðåíèå íåëèíåéíî çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è

è íàèáîëüøåå óñêîðåíèå, äàâàåìîå ïàðàëëåëüíîé OpenMP âåðñèåé, äîñòèãà-

åòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà N . Òàêæå íàáëþäàåòñÿ

íåìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü S îò ìàêñèìàëüíîãî óðîâíÿ èåðàðõè÷åñêîé ñòðóê-

òóðû ìóëüòèïîëüíîãî àëãîðèòìà lmax.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïàðàëëåëüíóþ MPI âåðñèþ ïðåäëîæåííîãî ìóëüòè-

ïîëüíîãî àëãîðèòìà. Ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü ïðè òàêèõ æå ÷èñëåííûõ ïàðàìåò-

ðàõ, êàê è â OpenMP àëãîðèòìå. Êîëè÷åñòâî êóáàòóðíûõ óçëîâ è ðàñ÷åòíûõ

òî÷åê áûëî âûáðàíî N = 106. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ,

êîòîðûå ïðîâîäèëèñü íà âû÷èñëèòåëüíîì êëàñòåðå Óôèìñêîãî ãîñóäàðñòâåí-

íîãî àâèàöèîííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà, ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 10.4.
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Òàáëèöà 10.3: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïàðàëëåëüíîãî OpenMP àëãî-
ðèòìà

N lmax tmult, c tomp
mult, c S

2500
4 0.173 0.072 2.402
5 0.151 0.069 2.188
6 0.187 0.081 2.308

10000
5 0.913 0.313 2.916
6 0.672 0.273 2.461
7 0.954 0.296 3.222

40000
6 3.791 1.015 3.734
7 3.241 0.941 3.446
8 3.895 1.184 3.289

250000
7 31.47 7.287 4.318
8 25.71 5.843 4.399
9 27.92 6.142 4.545

Çäåñü np � êîëè÷åñòâî óçëîâ ÌÂÑ, tmpi
n � âðåìÿ ðàñ÷åòà ïàðàëëåëüíûì MPI

àëãîðèòìîì ïðè n óçëàõ. Óñêîðåíèå âû÷èñëÿëîñü êàê Sn = tmpi
1

tmpi
n
, à ýôôåêòèâ-

íîñòü � E = Sn

np
. Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà óçëîâ ÌÂÑ íàáëþäàåòñÿ

ðîñò óñêîðåíèÿ, îäíàêî ýôôåêòèâíîñòü ïðè ýòîì ïàäàåò â ñèëó îñîáåííîñòåé

äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ïåðåñûëîê ìåæäó ïðî-

öåññîðàìè. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïîëó÷åííîãî óñêîðåíèÿ îò êîëè÷åñòâà óçëîâ

ÌÂÑ ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 10.9.

Òàáëèöà 10.4: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïàðàëëåëüíîãî MPI àëãîðèòìà

np 1 2 4 8 16 32 64 128
tmpi
n , c 1270.061 638.233 330.741 170.105 88.886 50.107 35.445 24.384
Sn 1 1.989 3.840 7.466 14.288 25.346 35.831 52.084
En 1 0.994 0.960 0.933 0.890 0.792 0.559 0.406

Òàêèì îáðàçîì, áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâà-

íèÿ ðàçðàáîòàííîãî ãèáðèäíîãî ïàðàëëåëüíîãî ìóëüòèïîëüíîãî àëãîðèòìà íà

ïðèìåðå ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîá-

ùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (3.1). Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

äëÿ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùå-

íèé óðàâíåíèé Ãåëüìãîëüöà (3.2) è (3.3) íå ïðåäñòàâëåíû â äèññåðòàöèè â

ñèëó òîãî, ÷òî ñòðóêòóðíî ýòè àëãîðèòìû èäåíòè÷íû ðàññìîòðåííîìó, à îò-
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Ðèñóíîê 10.9: Ãðàôèê óñêîðåíèÿ, äàâàåìîãî MPI àëãîðèòìîì

ëè÷àþòñÿ ëèøü âû÷èñëåíèåì êîíå÷íûõ ñóìì â ìóëüòèïîëüíûõ ðàçëîæåíèÿõ,

êîòîðîå ðåàëèçóåòñÿ òðèâèàëüíî.

10.3 Äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü îäíîôàçíîé ôèëüòðà-

öèè. Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ äåìîíñòðèðîâàëàñü ïðèìåíèìîñòü ìóëüòèïîëü-

íîãî ïîäõîäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ äðîáíî-äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ àíàëîãîâ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Ðàññìîòðèì òå-

ïåðü íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ íåëîêàëüíîé îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè, îïèñû-

âàåìûé ìîäåëüþ (1.9) ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ:

∂p

∂t
+ (−∆)

α
2 p = 0, α ∈ [1, 2], p = p(x), x ∈ R2. (10.3)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ äëÿ ìîäåëè (10.3) ïðèìåì çàäàííîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âèäà

p(x, 0) = e−100|x|2. (10.4)

Êàê áûëî ïîêàçàíî â 1.2, ìîäåëü (10.3) ìîæåò áûòü ÷èñëåííî ðåøåíà ïî-

ñðåäñòâîì äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõî-

äèìîñòè ðåøåíèÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüì-

ãîëüöà íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå:

(−∆)
α
2 p(tk+1) +

1

∆tk
p(tk+1) =

p(tk)

∆tk
. (10.5)
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Äëÿ çàäà÷è Êîøè (10.3), (10.4) â ï. 9.2 áûëî ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå

ïðè α = 1 â òî÷êå |x| = 0, êîòîðîå èìååò âèä

u(0, t) = 1− 10t
√
πe100t

2

erfc(10t). (10.6)

Ðèñóíîê 10.10: Ýâîëþöèÿ äàâëåíèÿ â òî÷êå |x| = 0

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ êâàäðàòíîé ðàñ÷åòíîé

îáëàñòè Ω ∈ [−15, 15]× [−15, 15]. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10.5) ïðèìåíÿëñÿ

ïàðàëëåëüíûé ìóëüòèïîëüíûé àëãîðèòì, ðàçðàáîòàííûé â ï. 8.2. Íà ðèñóí-

êå 10.10 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ýâîëþöèè äàâëåíèÿ â òî÷êå |x| = 0 ïðè ðàç-

íûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà α. Âèäíî, ÷òî äàâëåíèå óìåíüøàåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðå-

ìåíè, ïðè÷åì ñ óìåíüøåíèåì α èíòåíñèâíîñòü ýòîãî ïðîöåññà âîçðàñòàåò, ÷òî

õàðàêòåðèçóåò ñóïåðäèôôóçèîííûé ðåæèì ôèëüòðàöèè, îïèñûâàåìûé ìîäå-

ëüþ (10.3). Ïðè ýòîì íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè α = 1 ÷èñëåííîå ðåøåíèå

ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì àíàëèòè÷åñêèì (10.6).

10.4 Ðàñ÷åò êðèâîé âîññòàíîâëåíèÿ äàâëåíèÿ äëÿ íåëîêàëüíîé

ìîäåëè îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè. Ðàññìîòðèì íåëîêàëüíóþ ìîäåëü îä-

íîôàçíîé ôèëüòðàöèè ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà (1.9), ïðåä-

ëîæåííóþ â ï. 1.2. Ðåøèì çàäà÷ó ðàñ÷åòà êðèâîé âîññòàíîâëåíèÿ äàâëåíèÿ

(ÊÂÄ) íà êîíòóðå äîáûâàþùåé ñêâàæèíû äëÿ òàêîé ìîäåëè â ñèñòåìå ïÿòè

ñêâàæèí. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ âûáåðåì ïîëå äàâ-

ëåíèé, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è íåëîêàëüíîé ôèëü-
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òðàöèè, ðàññìîòðåííîé â ï. 4.2, 4.4, è ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíîìó ðåæèìó

óñòàíîâèâøåãîñÿ ôèëüòðàöèîííîãî òå÷åíèÿ. Êðèâàÿ âîññòàíîâëåíèÿ äàâëå-

íèÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðîäåìîíñòðèðóåò õàðàêòåð èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ íà êîí-

òóðå äîáûâàþùåé ñêâàæèíû ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè âèäà

∂p̄

∂t
= −κα (−∆)

α
2 p̄, (10.7)

p̄(0,x) = pc(x, α), (10.8)

ãäå pc(x, α) � ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîé ìîäåëè (4.8), (4.9).

Ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà p̄∗(s,x) ≡ L [p̄(t,x)] (s,x), ñè-

ñòåìà (10.7), (10.8) ïðèíèìàåò âèä äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îáîáùåíèÿ

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

sp̄∗ + κα (−∆)
α
2 p̄∗ = pc(x, α). (10.9)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10.9) ïðèìåíÿëñÿ ïàðàë-

ëåëüíûé ìóëüòèïîëüíûé àëãîðèòì, ðàçðàáîòàííûé â ï. 8.2. Ïî àíàëîãèè ñ

ïðîöåäóðîé, ïðåäñòàâëåííîé â ï. 4.4, äëÿ ðàçíûõ α áûëè ïîëó÷åíû âûðà-

æåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé íà êîíòóðå

äîáûâàþùåé ñêâàæèíû:

p̄∗(s,x)
∣∣
|x|=rd, α=

√
2
= −136.232s−0.057, (10.10)

p̄∗(s,x)
∣∣
|x|=rd, α=

√
3
= −148.064s−0.101, (10.11)

p̄∗(s,x)
∣∣
|x|=rd, α=2

= −161.615s−0.124, (10.12)

ãäå rd � ðàäèóñ äîáûâàþùåé ñêâàæèíû.

Ïîäåéñòâîâàâ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà íà (10.10), (10.11) è

(10.10), ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé äàâëåíèÿ íà êîíòóðå

ñêâàæèíû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t:

p̄(t,x)
∣∣
|x|=rd, α=

√
2
= −8.004t−0.943, (10.13)

p̄(t,x)
∣∣
|x|=rd, α=

√
3
= −15.72t−0.899, (10.14)



134

p̄(t,x)
∣∣
|x|=rd, α=2

= −21.27t−0.876. (10.15)

Ðèñóíîê 10.11: Ýâîëþöèÿ äàâëåíèÿ íà êîíòóðå äîáûâàþùåé ñêâàæèíû

Íà ðèñóíêå 10.11 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ÊÂÄ ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ α.

Âèäíî, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì α óâåëè÷èâàåòñÿ ñêîðîñòü âîññòàíîâëåíèÿ äàâ-

ëåíèÿ â äîáûâàþùåé ñêâàæèíå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñóïåðäèôôóçèîííîìó ðå-

æèìó ôèëüòðàöèè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ

èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè α è κα.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñëåäó-

þùåìó.

1. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íåñòàöèîíàðíûå ËÄÄÌ ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðà-

òîðà Ëàïëàñà îáëàäàþò àâòîìîäåëüíûìè ðåøåíèÿìè è ðåøåíèÿìè òèïà áå-

ãóùèõ âîëí, ïîñòðîåíû ïðèìåðû òàêèõ ðåøåíèé. Äîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü

ïîñòàíîâêè óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëü-

íîãî îáîáùåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà.

2. Äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ î âèäå ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ãåëüìãîëüöà ñ äðîáíîé

ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â Rn.

3. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ äèô-

ôóçèîííîãî è âîëíîâîãî òèïîâ â ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè, îïèñûâàåìûìè êî-

íå÷íûì ÷èñëîì òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Âûïîëíåíû èõ ïðîãðàììíûå ðåàëèçà-

öèè íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðûõ ðåøåíû

çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè ñ ñèñòåìîé ñêâàæèí è ðàñ-

ñåÿíèÿ âîëí íà íåïðîíèöàåìîì îáúåêòå. Ïîêàçàíî, ÷òî â çàäà÷å ôèëüòðàöèè

ïðè íåèçìåííûõ äàâëåíèÿõ è ìàññîâûõ ðàñõîäàõ íà ñêâàæèíàõ óìåíüøåíèå

äðîáíîãî ïîêàçàòåëÿ α ïðèâîäèò ê áîëåå áûñòðîìó âûõîäó íà ñòàöèîíàðíûé

ðåæèì. Äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ óñòàíîâëåíî, ÷òî èçìåíåíèå α îêàçûâàåò âëè-

ÿíèå íà âîëíîâîé ïðîöåññ òîëüêî â áëèæíåé çîíå èñòî÷íèêà âîçìóùåíèÿ.

4. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ôàêòîðèçàöèè ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâ-

ëåíèå â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà Ìåëëèíà-Áàðíñà. Ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì

âûïîëíåíà ôàêòîðèçàöèÿ è ïîñòðîåíû ìóëüòèïîëüíûå ðàçëîæåíèÿ ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ ðåøåíèé äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îáîáùåíèé óðàâíåíèé Ïóàñ-

ñîíà è Ãåëüìãîëüöà. Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé

Ôîêñà èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé è èõ ìóëüòèïîëüíûõ

ðàçëîæåíèé.

5. Ðàçðàáîòàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå è ïàðàëëåëüíûå ìóëüòèïîëüíûå àëãî-

ðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ËÄÄÌ ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Ïðîâåäåíû îöåíêè êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé ïîñëåäîâàòåëüíûõ
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àëãîðèòìîâ è ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Âûïîëíåíû ïðî-

ãðàììíûå ðåàëèçàöèè ýòèõ àëãîðèòìîâ íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòîâ OpenMP è MPI.

6. Ïîñòðîåí ðÿä òî÷íûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ËÄÄÌ äëÿ

âåðèôèêàöèè ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ. Ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ, ïîêàçûâàþùàÿ ïðèìåíèìîñòü è ýôôåêòèâíîñòü ýòèõ àëãîðèò-

ìîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ìíîãîìåðíûõ ËÄÄÌ. Ïîêàçàíî, ÷òî

èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëüíîãî ìóëüòèïîëüíîãî àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò íà 4 ïî-

ðÿäêà ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàñ÷åòà ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè

ïðè êîëè÷åñòâå ðàñ÷åòíûõ óçëîâ ∼ 106. Ðåøåíà ìîäåëüíàÿ çàäà÷à ïîñòðîå-

íèÿ êðèâîé âîññòàíîâëåíèÿ äàâëåíèÿ íà êîíòóðå äîáûâàþùåé ñêâàæèíû äëÿ

ËÄÄÌ îäíîôàçíîé ôèëüòðàöèè, ðåçóëüòàòû êîòîðîé ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-

ëþ ä. ô.-ì. í., äîöåíòó Ëóêàùóêó Ñ. Þ. çà ïîñòàíîâêè çàäà÷, âíèìàíèå è

âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó â ïðîöåññå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé.
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