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ВВЕДЕНИЕ

§1. Обзор результатов, актуальность темы и
постановка задач

Асимптотические свойства целых или регулярных в круге

функций в зависимости от поведения коэффициентов их сте-

пенного разложения исследовались многими математиками, в

том числе: Ж. Адамар, Э. Борель, А. Виман, Ж. Валирон,

Дж. Полиа, М. Фудзивара, Н.В. Говоров, А.Ф. Леонтьев, М.Н.

Шеремета и другие (см., например, [1] – [8]). В трудах этих

ученых был сформулирован ряд открытых проблем и гипотез.

Среди них особенно привлекательными и актуальными оказа-

лись те, которые относились к лакунарным степенным рядам

и рядам Дирихле.

В конце XX века особое значение приобрели вопросы разло-

жения аналитических функций в ряды экспонент, в том чис-

ле – с учетом их роста вблизи границы области регулярности

(см. [9], [10]). А.Ф. Леонтьевым и его последователями были

получены фундаментальные результаты, относящиеся к этой

проблеме. Им же была разработана эффективная методика

исследования. Позднее А.М. Гайсиным и его учениками она
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была усовершенствована применением теорем типа Бореля-

Неванлинны (см. [11]), а также уточнением оценок М.Н. Го-

ворова ограниченной аналитической в единичном круге функ-

ции снизу (см. [12], [13]). Эта методика нашла свое применение

и дальнейшее развитие в теории рядов Дирихле, в том числе

– сходящихся только в полуплоскости (см. [14]).

В теории приближений линейными комбинациями экспо-

нент eλnz (n = 1, 2, ...) на различных множествах комплексной

плоскости, а также в вопросах представления рядами экспо-

нент

f (z) =

∞∑
n=1

ane
λnz

особая роль отводится целым функциям экспоненциального

типа и вполне регулярного роста (см. [15]) с нулями λn (n =

1, 2, , ...), в том числе и бесконечному произведению Вейер-

штрасса

Q(z) =

∞∏
n=1

(
1− z2

λ2
n

)
.

В случае рядов Дирихле λn вещественны, 0 < λn ↑ ∞, а в слу-

чае рядов экспонент показатели λn – комплексные числа, про-

нумерованные в порядке неубывания их модулей: 0 < |λn| ↗
∞ (см. [7, с. 7]).

В различных задачах вещественного и комплексного ана-

лиза, теории чисел, дифференциальных уравнений естествен-

ным образом возникают ряды Дирихле. Если в степенном ряде
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∞∑
n=1

anz
n мы сделаем замену z = es, то получим ряд

∞∑
n=1

ane
ns,

который называется рядом Тейлора-Дирихле. В случае, когда

λn, 0 < λn ↑ ∞, не являются целыми числами, таким образом

мы получим ряд Дирихле общего вида.

Для исследования роста целых функций, представленных

рядами Дирихле, используется понятие R-порядка. В свое вре-

мя оно было введено Дж. Риттом, который установил форму-

лы для вычисления R-порядка через коэффициенты ряда Ди-

рихле [16].

Е. Дагене [17], В. Бойчук [18], К. Нандан [19], [20], Ю. Шиа-

Юн [21] изучали аналогичную задачу о росте функций, пред-

ставленных рядами Дирихле, абсолютно сходящимися в полу-

плоскости, но в терминах обычного порядка.

В конце 60-х годов М.Н. Шереметой было введено понятия

так называемых обобщенных порядков для изучения роста це-

лых или аналитических в единичном круге функций. В [22] бы-

ла рассмотрена задача, связанная с применением обобщенных

порядков к изучению роста рядов Дирихле, сходящихся в по-

луплоскости. Позже в терминах R-порядка рост таких рядов в

зависимости от коэффициентов был исследован в работах [23]

– [25], а также в статьях [26], [27].

Так, в работе [23] упомянутый результат Дж. Ритта из [16]

был полностью перенесен на случай полуплоскости, а в [28] –

на ограниченную выпуклую область комплексной плоскости.
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Одним из основных в теории рядов экспонент можно на-

звать следующий наиболее общий результат А.Ф. Леонтьева:

для любой ограниченной выпуклой области D найдется после-

довательность {λn} комплексных чисел, зависящая только от

данной области, такая, что любую функцию F , аналитическую

в D, можно разложить в ряд экспонент F (z) =
∑∞

n=1 ane
λnz

(сходимость – равномерная на компактах из D). Позже ана-

логичный результат о разложении в ряды экспонент с учетом

роста, был также получен А.Ф. Леонтьевым для пространства

аналитических функций конечного порядка в выпуклом мно-

гоугольнике. Им при этом было показано, что ряд из модулей∑∞
n=1

∣∣aneλnz∣∣ имеет ту же оценку сверху, что и исходная функ-

ция F (см. [9]). Этот факт в 1982 году был перенесен А.М. Гай-

синым на полуплоскость (см. [29]).

В упомянутых выше работах речь идет о поведении сум-

мы ряда экспонент вблизи границы области регулярности G

в следующих случаях: G – левая полуплоскость Π−0 = {z =

x + iy : x < 0} (или правая полуплоскость Π+
0 ), конечная

комплексная плоскость C, ограниченная выпуклая область

D ⊂ C.

Более подробно остановимся на результатах, полученных

ранее и обозначим основные задачи, исследованию которых и

посвящена настоящая диссертация.

Как известно, непосредственным обобщением многочленов
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являются целые функции. Если

f (z) =

∞∑
n=0

anz
n (0.1)

– целая функция, по принципу максимума модуля имеем

Mf(r)
def
= max
|z|=r
|f (z)| = max

|z|≤r
|f (z)|.

Так чтоMf(r) – неубывающая на [0,∞) функция, причем если

f (z) 6≡ const, тоMf(r), строго возрастая, стремится к +∞ при

r →∞. Для многочлена f степени n

lim
r→∞

lnMf(r)

ln r
= n,

а для целых трансцендентных функций отношение lnMf (r)

ln r

стремится к ∞. Поэтому рост lnMf(r) сравнивают не с ln r,

а с более быстро растущими функциями, например, со степен-

ными. Поступая таким образом, Э. Борель пришел к понятию

порядка ρ целой функции, полагая

ρ = lim
r→∞

ln lnMf(r)

ln r
.

Из сопоставления результатов Ж. Адамара (1893) и Э. Бореля

(1896) было показано, что порядок целой функции (0.1) равен

ρ = lim
n→∞

n lnn

ln |1/an|
.

Пусть функция f , определенная рядом (0.1), аналитична

только в круге D(0, 1) = {z : |z| < 1} (в этом случае ради-

ус сходимости ряда (0.1) равен единице). Будем предполагать,
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что функция f не ограничена в D(0, 1). Так что Mf(r) ↑ ∞
при r ↑ 1.

Порядком ρ неограниченной аналитической в круге D(0, 1)

функции f называется величина (см. [2])

ρ = lim
r↑1

ln lnMf(r)

− ln (1− r)
.

Для таких функций независимо друг от друга Н.В. Говоро-

вов (1959), Г. Маклейн (1966), М.Н. Шеремета (1968) устано-

вили следующую формулу (см. [3], [4], [30]):

ρ

ρ + 1
= lim

n→∞

ln+ ln+|an|
lnn

.

Если положить z = e−s, s = σ + it), то имеем:

F (s) = f (e−s) = a0 +

∞∑
n=1

ane
−ns. (0.2)

Поскольку при указанной замене полуплоскость Π+
0 = {z = x+

iy : x > 0} отображается в круг D(0, 1) единичного радиуса,

то

M(σ)
def
= sup
|t|<∞
|F (σ + it)| = Mf(r),

где σ > 0, r = e−σ < 1. Проверяется, что − ln(1 − r) ∼ − lnσ

при r ↑ 1 (при этом, очевидно, σ ↓ 0). Учитывая это, имеем:

ρ = ρF
def
= lim

σ↓0

ln lnM(σ)

− lnσ
.

Таким образом, порядок ρ функции f в круге D(0, 1) ра-

вен соответствующей характеристике ρF роста ряда Тейлора-

Дирихле (0.2). Ее называют обычным порядком или просто
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порядком функции F – суммы ряда (0.2). Это наблюдение при-

водит к понятию порядка общего ряда Дирихле

F (s) =

∞∑
n=1

ane
−λns, s = σ + it, (0.3)

с произвольной последовательностью показателей Λ = {λn},
0 < λn ↑ ∞, сходящегося абсолютно (или просто равномерно)

в некоторой полуплоскости

Π+
b = {s = σ + it : σ > b}, b ∈ R.

Таким образом, возникает задача о связи порядка функции

F , аналитической в Π+
b , с коэффициентами разложения этой

функции в ряд Дирихле (0.3).

Следуя работе [31] Х. Бора, через σc, σa, σu будем обозна-

чать абсциссы простой, абсолютной и равномерной сходимости

ряда (0.3) соответственно. Как показал Ж. Валирон (см. [32],

[33]),

lim
n→∞

ln |an|
λn

≤ σc ≤ σu ≤ σa ≤ lim
n→∞

ln |an|
λn

+ L, (0.4)

где

L = lim
n→∞

lnn

λn
. (0.5)

Вообще говоря (в отличие от степенных рядов), величины

σc, σa, σu могут быть различными. Как видно из соотноше-

ний (0.4), при L = 0 они все совпадут. Может оказаться, что

σu 6= σa (тогда ряд (0.3) сходится только равномерно, а не аб-
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солютно). В этом случае актуальна формула М. Кунияда [34]:

σu = lim
x→+∞

T (x)

x
, T (x) = sup

|t|<∞

∣∣∣∣∣∣
∑

[x]≤λn<x

ane
−iλnt

∣∣∣∣∣∣ ,
где [x] – целая часть числа x.

Если σu = −∞, то сумма ряда Дирихле (0.3) представляет

собой целую функцию F . В этой ситуации наиболее подходя-

щей и удобной характеристикой роста функции F оказалось

так называемое понятие R–порядка ρR, введенное Дж. Рит-

том (1928) [16].

По определению,

ρR = lim
σ→−∞

ln lnMF (σ)

−σ
,

где величина MF (σ) определена так же, что и выше (функция

lnMF (σ) является выпуклой по переменной σ ∈ R [7]). В пред-

положении, что σa = −∞, т.е. когда ряд Дирихле (0.3) сходит-

ся во всей плоскости абсолютно, Дж. Риттом была доказана

следующая формула, позволяющая вычислять ρR (порядок по

Ритту) через коэффициенты разложения:

− 1

ρR
= lim

n→∞

ln |an|
λn lnλn

. (0.6)

Как было сказано, в работе [23] этот результат был перене-

сен на случай полуплоскости, а в [28] – на ограниченную вы-

пуклую область плоскости C. В последнем случае речь идет

о рядах с комплексными показателями (рядах экспонент), об-

ласть абсолютной сходимости которых, как известно, всегда
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выпукла [7]. В работах [23], [28] были указаны достаточные

условия, при выполнении которых имеют место аналоги фор-

мулы Ритта (0.6), зависящие еще и от опорной функции обла-

сти сходимости.

Более подробно сформулируем результаты работ [23], [28], а

также приведем теорему из [35], которая не только усиливает

соответствующее утверждение, но и носит характер критерия.

Пусть ряд Дирихле (0.3) сходится абсолютно лишь в по-

луплоскости Π+
0 . Другими словами, сумма ряда (0.3) принад-

лежит классу D0(Λ) (см. ниже, п. 1). В [23] введено понятие

порядка ρR по Ритту для суммы F этого ряда следующим об-

разом:

ρR = lim
σ↓0

ln+ lnMF (σ)

σ−1
.

В [23] доказано, что если

lim
n→∞

lnλn
λn

lnn = 0, (0.7)

то порядок ρR любой функции F ∈ D0(Λ) равен

ρR = lim
n→∞

lnλn
λn

ln+ |an|. (0.8)

В действительности верна (см. [35])

Теорема 0.1.Для того, чтобы для порядка ρR любой функ-

ции F ∈ D0(Λ) была верна формула (0.8), необходимо и доста-

точно, чтобы выполнялось условие (0.7).

Пусть Λ = {λn}, 0 < |λn| ↗ ∞, т.е.

0 < |λ1| ≤ |λ2| ≤ ... ≤ |λn| ≤ |λn+1| → ∞,
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– последовательность комплексных чисел, G – ограниченная

выпуклая область, 0 ∈ G. Для любой функции f , аналити-

ческой в области G, порядком по Ритту называется величина

(см. [28])

ρG = lim
z→∂G

d(z) ln+ ln+ |f (z)|,

где d(z) = infξ∈∂G |z − ξ|.
Через HR(G,Λ) обозначим класс всех аналитических в об-

ласти G функций f , имеющих конечный порядок ρG и пред-

ставимых в G рядом экспонент

f (z) =

∞∑
n=1

ane
λnz.

Всегда существует последовательность Λ, имеющая нуле-

вую плотность и нулевой индекс конденсации, такая, что

HR(G,Λ) 6= ∅ (см. в [28]).

В [28] доказана

Теорема 0.2. Пусть G – ограниченная выпуклая область

с гладкой границей, 0 ∈ G. Если q = 0 и выполняется условие

lim
n→∞

n ln |λn|
|λn|

= 0,

то порядок ρG любой функции f ∈ HR(G,Λ) вычисляется по

формуле

ρG = lim
n→∞

ln |λn|
|λn|

ln+
[
|an|eK(−ϕn)|λn|

]
, (0.9)

где λk = |λk|eiϕk, K(ϕ) – опорная функция области G, а

q = lim
n→∞

ln |λn|
|λn|

ln

∣∣∣∣ 1

Q′(λn)

∣∣∣∣ , Q(λ) =

∞∏
n=1

(
1− λ2

λ2
n

)
,
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λ2
n 6= λ2

m, n 6= m.

В той же работе [28] приводится пример функции f ∈
HR(G,Λ), порядок ρG которой не равен правой части (0.9),

если q 6= 0.

Приведенные выше результаты работ [3], [4], [30] в свое вре-

мя были обобщены для класса D0(Λ) аналитических функций,

представимых рядами Дирихле (0.3), абсолютно сходящимися

лишь в полуплоскости Π+
0 . В 1970 – 1980 гг. этой задачей за-

нимались, в основном, математики Индии, Китая, а также Со-

ветского Союза. Более подробный обзор этих многочисленных

исследований приведем позже. Суть этих работ заключалась,

например, в том, чтобы найти ограничения на показатели ряда

(0.3), при выполнении которых была бы верна формула

ρF
ρF + 1

= lim
n→∞

ln+ ln+ |an|
lnλn

(0.10)

для порядка

ρF = lim
σ→0+

ln lnMF (σ)

− lnσ

(предполагается, что MF (σ)→∞ при σ ↓ 0). Эти требования

на показатели λn оказались самыми разными, порой неоправ-

данно жесткими. При этом почти ни в одной работе не ста-

вился вопрос о точности этих ограничений. В статье [36] все

же было указано наиболее слабое условие на λn, существен-

ность которого подтверждалась и примером, однако частного

характера. В относительно недавней работе [37], выполненной
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в Институте математики Чешской академии наук в 2012 г., ре-

зультат работы [36] был передоказан, хотя и в несколько иных

терминах (в этом мы убедимся ниже). Таким образом, хотя эта

достаточно простая, но безусловно актуальная задача по сей

день продолжает привлекать внимание специалистов, до сих

пор не доведена до конца.

В настоящей работе, в частности, будет доказана и необхо-

димая часть теоремы из статьи [36]. Тем самым, будут указа-

ны условия, которые являются не только достаточными, но и

необходимыми для того, чтобы порядок любого ряда Дирихле

из рассматриваемого класса может быть вычислен при помо-

щи той же формулы (0.10).

В работе А.Ф. Леонтьева [9] было введено понятие порядка

ρ аналитической функции F в ограниченной выпуклой области

G ⊂ C. В случае, когда G – выпуклый многоугольник, им

было доказано, что любую функцию F , аналитическую в G и

удовлетворяющую в G оценке

|F (z)| ≤ e(
1
r)
ρ+ε

, r = d(z) = inf
ξ∈∂G
|z − ξ|, (0.11)

r < r0(ε), ε > 0 – любое, можно представить в области G

рядом экспонент

F (z) =

∞∑
n=1

ane
λnz,

причем так, что ряд из модулей будет удовлетворять той же

оценке (0.11). При ρ > 1 этот результат был распростра-
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нен Р.С. Юлмухаметовым на произвольную выпуклую об-

ласть [38].

Однако в работах [9], [38] нельзя было ставить вопрос о

какой-либо формуле типа (0.10), ибо нет единственности раз-

ложения в ряд экспонент, поэтому и нет формул для коэф-

фициентов ряда. В этом как раз и отличие этого случая от

полуплоскости.

Решение данной актуальной задачи также будет представ-

лено в диссертационной работе. Нами будут получены неулуч-

шаемые двусторонние оценки для такого (обычного) порядка

в области G, откуда и выводится соответствующая формула

для этой величины.

Все приведенные выше результаты, где рассматриваются

аналоги порядка по Ритту, восходят к работе [16]. Дж. Риттом

в [16] было показано, что если L <∞ (величина L определена

выше равенством (0.5)), то для порядка ρR целого ряда Дири-

хле верна формула (0.6). К. Сугимура получил ту же формулу

при более слабом предположении

C
def
= lim

x→∞

lnn(x)

x lnx
= 0, n(x) =

∑
λn≤x

1

(C – характеристика Сугимуры [39]). Как показано в [40], в

предположениях, сделанных в [39], ряд Дирихле (0.3) сходится

во всей плоскости равномерно. А в этом случае верны двусто-
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ронние оценки (см. [40])

−R ≤ − 1

ρR
≤ −R + T, (0.12)

где R – характеристика Ритта (по определению, величина −R
равна правой части (0.6)),

T = lim
x→∞

lnN(x)

x lnx
, N(x) =

∑
[x]≤λn<x

1,

[x] – целая часть x (T – характеристика Танаки). Так как T = 0

тогда и только тогда, когда C = 0 (см. [35]), то результат

К. Сугимуры есть следствие оценок (0.12). Тем не менее, в [40]

вопрос о точности верхней оценки в (0.12) не рассмотрен. В

диссертации ставится цель – доказать точность правой оценки

в неравенствах С. Танаки (левая граница в (0.12), как видно,

достигается при T = 0). Тем самым, нами будет доказан кри-

терий справедливости формулы (0.6) Дж. Ритта.

Наконец, ставится задача получить представление анали-

тических в полуплоскости Π+
0 функций рядами экспонент с

учетом заданной убывающей мажоранты роста, не ограничен-

ной в окрестности нуля. Будет доказано утверждение, обобща-

ющее соответствующий результат из [29] о разложении в по-

луплоскости Π+
0 с учетом обычного порядка роста. Для этого

привлекаются методы оценок, основанные на преобразованиях

Лежандра.
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§2. Основные результаты диссертации

В Главе I исследуется оптимальность условий, при выпол-

нении которых порядок ρR суммы F ряда Дирихле (0.3), сходя-

щегося лишь в полуплоскости Π+
0 , может быть подсчитан при

помощи формулы (0.10). Для неограниченных аналитических

в единичном круге функций формула такого типа в разные

годы независимо была получена рядом специалистов, в том

числе Н.В. Говоровым (1959), Маклейном (1966) и М.Н. Ше-

реметой (1968). Позже был введен аналог этого понятия и для

рядов Дирихле, абсолютно сходящихся в какой-то полуплоско-

сти. Но соответствующая формула для порядка ряда Дирихле

большинством авторов была установлена при существенных

ограничениях. Во всех предшествующих работах были ука-

заны условия, которые оказались только достаточными для

справедливости этой формулы (более подробно об этом см. в

Главе I). В первой главе найдены условия, которые являются

не только достаточными, но и необходимыми для того, что-

бы порядок любого ряда Дирихле из рассматриваемого класса

мог быть вычислен при помощи той же формулы (0.10).

Сформулируем результаты первой главы.

Пусть D0(Λ) – класс рядов Дирихле (0.3), сходящихся, при-

чем абсолютно, в полуплоскости Π+
0 . Для произвольных, но

фиксированных µ ∈ [0, 1], α ∈ [0, 1] через D0(µ, α) обозначим

подкласс класса D0(Λ) рядов Дирихле (0.3), коэффициенты an
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которых удовлетворяют равенству

µ = lim
n→∞

ln+ ln+ |an|
lnλn

, a+ = max(0, a),

а показатели λn – равенству

α = lim
n→∞

ln lnn

lnλn
.

Если µ = 1, то α ≤ µ. В этом случае, как показано в [29], фор-

мула (0.10) верна, причем ρR = ∞. Поэтому в определении

класса D0(µ, α), не ограничивая общности, можно считать,

что µ < 1. Как видно, в классе D0(µ, α), в отличие от D0(Λ),

требуется некоторая согласованность показателей и коэффи-

циентов.

В первой главе доказаны две теоремы.

Теорема 1.1. Для того, чтобы для любой функции F ∈
D0(Λ) порядок ρF вычислялся по формуле

ρF
ρF + 1

= lim
n→∞

ln+ ln+|an|
lnλn

, (0.13)

необходимо и достаточно, чтобы α = 0, т.е.

lim
n→∞

ln lnn

lnλn
= 0.

Теорема 1.2. Пусть заданы µ (0 ≤ µ ≤ 1), α (0 ≤ α ≤ 1).

Для того, чтобы порядок ρF любой функции F ∈ D0(µ, α) вы-

числялся по формуле (0.13), необходимо и достаточно, чтобы

α ≤ µ.
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Достаточность первой теоремы была доказана в [36], а вто-

рой теоремы – в [29]. Здесь нами доказаны необходимые части

этих теорем.

В Главе II исследуется класс аналитических в заданной

ограниченной выпуклой области G ⊂ C функций f конечного

порядка ρf , представимых в ней рядом экспонент

f (z) =

∞∑
n=1

ane
λnz.

В терминах порядка ρf изучается поведение коэффициентов

an разложения в данный ряд.

Прежде, чем сформулировать основную теорему второй

главы (основной результат диссертации), уточним постанов-

ку задачи. Для этого кратко остановимся на истории вопро-

са, которая, как известно, берет начало с известной работы

А.Ф. Леонтьева [9].

ПустьD – ограниченная выпуклая область вC, содержащая

начало координат,K(ϕ) – опорная функцияD, h(ϕ) = K(−ϕ),

L(λ) – целая функция экспоненциального типа с индикатри-

сой роста h(ϕ) и простыми нулями λk, k = 1, 2, ... . Если

предположить, что

|L(reiϕ)| ≤ A

rµ
eh(ϕ)r, µ > 1, (0.14)

то аналитические продолжения функций

ψk(t) =
1

L′(λk)

∞ eiϕ0∫
0

L(λ)

λ− λk
e−λtdλ, k = 1, 2, ... ,
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Re(teiϕ0) > h(ϕ0)

(они образуют систему, биортогональную к системе экспонент

{eλnz}), как известно, регулярны вне D, непрерывны вплоть

до границы ∂D и ψk(∞) = 0 (см. [7, гл. IV, §1, п. 3]). Поэтому

каждой функции f , аналитической в D и непрерывной в D,

ставится в соответствие ряд экспонент

f (z) ∼
∞∑
k=1

ake
λkz, ak =

1

2πi

∫
∂D

f (t)ψk(t)dt, k ≥ 1. (0.15)

Хорошо известно, что при условии (0.14) функции ψk на ∂D

удовлетворяют оценкам (см. [7, гл. IV, §1, п. 3])

|ψk(t)| ≤
A

|L′(λk)|
, t ∈ ∂D, k ≥ 1,

где постоянная A не зависит от k. Так что коэффициенты ряда

(0.15) имеют оценки

|ak| ≤
A

|L′(λk)|
max
t∈∂D
|f (t)|, k ≥ 1. (0.16)

Пусть выполнено условие (0.14) и, кроме того:

1) L(λ) – функция вполне регулярного роста;

2) для всякого ε > 0 при k ≥ k0(ε)

ln |L′(λk)| ≥ [h(ϕk)− ε]rk, λk = rke
iϕk. (0.17)

Тогда любая функция f , аналитическая в D и непрерывная в

D, представляется в области D рядом (0.15) (см. [7, гл. IV, §6,

теорема 4.6.4]), т.е.

f (z) =

∞∑
k=1

ake
λkz
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(сходимость – равномерная внутри D), причем, как следует из

(0.16), (0.17), для всякого ε > 0 при k ≥ k0(ε)

|ak| ≤ Be[−h(ϕk)+ε]rk. (0.18)

Если же вместо (0.17) выполняется более сильное условие

(см. [9])

|L′(λk)| ≥
C

rpk
eh(ϕk)rk, k ≥ 1, (0.19)

то оценка (0.18), очевидно, допускает качественное улучшение.

Отметим, что А.Ф. Леонтьев был вынужден лишь постулиро-

вать это требование, ибо в общей ситуации не было известно,

выполняется ли оно хотя бы для какой-то функции L(λ). Ес-

ли, например, D – выпуклый многоугольник, то условие (0.19)

будет выполнено при p = 2 (см. [9]).

Рассматривая самую общую ситуацию, когда функция f

только аналитична в D, А.Ф. Леонтьев показал (см. [7, гл.

V, §2, теорема 5.2.1]), что существуют целая функция M(λ) =∑∞
k=0 ckλ

k с ростом не выше первого порядка минимального

типа и функция g, аналитическая в D и непрерывная в D,

такие, что

f (z) =

∞∑
k=0

ckg
(k)(z), z ∈ D.

Тогда, представляя функцию g рядом (0.15), получим пред-

ставление

f (z) =

∞∑
k=1

bke
λkz, bk = akM(λk), z ∈ D. (0.20)
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Учитывая неравенства (0.16) для ak, замечаем, что соответ-

ствующие оценки для коэффициентов bk ряда (0.20) зависят

от оценок снизу для |L′(λk)| и оценок сверху для |M(λk)|. В
случае (0.19), например, имеем:

|bk| ≤ Crpk|M(λk)|e−h(ϕ)rk, k ≥ 1. (0.21)

При этом данные оценки, как видно, никакой дополнительной

информации о поведении |M(λk)| при k → ∞ не доставля-

ют. Однако, если функция f вблизи ∂D имеет заданный рост,

например, если для любого ε > 0 при r < r0(ε)

|f (z)| ≤ exp

[(
1

r

)q+ε]
, r = d(z),

где d(z) = ρ(z, ∂D) = infξ∈∂D |z − ξ|, то, как показано в [9],

функция M(λ) имеет порядок не выше q/(q + 1), и тогда из

(0.21) сразу следует, что

|bk| ≤ er
p+ε
k −h(ϕk)rk, k ≥ k0(ε), p =

q

q + 1
. (0.22)

Таким образом, в этом случае любая аналитическая в D

функция f порядка

ρf = lim
z→∂D

ln+ ln+ |f (z)|
− ln d(z)

, a+ = max(a, 0),

не превышающего q, допускает разложение в ряд экспонент

(0.20), причем при r < r0(ε) (см. в [9])
∞∑
k=1

|bkeλkz| ≤ exp

[(
1

r

)q+ε]
, r = d(z),
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ε > 0 – любое.

Во второй главе диссертации речь идет о классе H(G,Λ)

аналитических в выпуклой ограниченной области G функций,

имеющих конечный порядок и представимых в G рядами экс-

понент с множеством показателей Λ = {λk}. Будет показано,

что для любой такой области G найдется последовательность

Λ, имеющая нулевую плотность и нулевой индекс конденсации

δ = lim
n→∞

1

|λk|
ln

∣∣∣∣ 1

Q′(λk)

∣∣∣∣ , Q(λ) =

∞∏
k=1

(
1− λ2

λ2
k

)
,

λ2
k 6= λ2

n при k 6= n,

такая, что H(G,Λ) 6= ∅.

Доказано следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть G – произвольная ограниченная вы-

пуклая область с гладкой границей, а Λ = {λk} – последова-

тельность, имеющая нулевую плотность и нулевой индекс

конденсации, такая, что H(G,Λ) 6= ∅. Тогда порядок ρf лю-

бой функции f ∈ H(G,Λ) удовлетворяет оценкам

ρf
ρf + 1

≤ β ≤ max

(
ρf

ρf + 1
, q0

)
, (0.23)

где

β = lim
k→∞

ln+ ln+
[
|ak|eK(−ϕk)|λk|

]
ln |λk|

, q0 = lim
k→∞

ln+ ln 1
|Q′(λk)|

ln |λk|
,

λk = |λk|eiϕk, K(ϕ) – опорная функция области G.

Следствие. Если q0 ≤ ρf/(ρf + 1), то ρf/(ρf + 1) = β.
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Таким образом, левая оценка в (0.23) точна.

Отметим, что некоторые оценки типа (0.23) для порядка по

Ритту

ρR = lim
z→∂G

ln+ ln+ |f (z)|
1

d(z)

функции f ∈ H(G,Λ) в области G ранее были получены

в [28]. Во второй главе нами показано, что двусторонние оцен-

ки (0.23), как и соответствующие оценки для ρR, также неулуч-

шаемы.

Замечание 2.1. При q0 = 0 из оценок (0.23) формаль-

но вытекает известная формула для порядка в полуплоскости

Π−0 = {s = σ + it : σ < 0} (см. [41]), ибо τ = 0, а K(−ϕk) = 0

для λk > 0. Отметим также, что при q0 = 0 индекс конденса-

ции (см. выше, а также в [7, гл. II, §6, п. 2]) равен нулю. Однако

заметим, что в случае полуплоскости показатели λk > 0 вооб-

ще могут и не быть нулями целой функции экспоненциального

типа. В [41] показано, что выполнение условия

lim
n→∞

ln lnn

lnλn
= 0,

необходимо и достаточно для того, чтобы для любой функции

f ∈ H(Π−0 ,Λ) имело место равенство

ρf
ρf + 1

= β.

В этой ситуации, как видим, вообще не фигурируют ни q0,

ни τ – они могут быть любыми (не исключается возможность
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q0 = τ =∞). Дело в том, что в случае Π−0 , в отличие от области

G, были использованы только неравенства Коши

|ak| ≤Mf(σ)eλkσ, k ≥ 1, (0.24)

где Mf(σ) = sup|t|<∞ |f (σ + it)|, σ < 0. Для справедливости

неравенств (0.24), как известно, достаточно лишь выполнения

условия L = 0 (см. [7]).

Ответ на вопрос о достижимости правой оценки в (0.23)

дает

Теорема 2.2. Существует последовательность Λ, суще-

ствует функция f ∈ H(G,Λ), такие, что
ρf

ρf + 1
< β = q0.

В Главе III речь идет о рядах Дирихле (0.3), сходящихся во

всей плоскости C – обсуждается одна старая задача, связанная

с результатами Дж. Ритта, К. Сугимуры и С. Танаки. Как вы-

яснилось, в исследованиях этих авторов до сих пор оставался

один открытый вопрос, связанный с точностью правой оцен-

ки в оценках (0.12) С. Танаки. В данном разделе диссертации

ставится цель восполнить этот пробел, а именно, дать ответ на

этот вопрос.

Краткая история обсуждаемой задачи следующая.

В конце девятнадцатого века Э. Борель естественным об-

разом ввел понятие порядка целой функции, а затем была по-

лучена соответствующая формула для вычисления этой вели-

чины через коэффициенты тейлоровского разложения данной
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функции. Позже Дж. Риттом это понятие было распростране-

но и для целых функций, представленных рядами Дирихле с

положительными показателями. Он же получил аналогичную

формулу для этой характеристики (R–порядка), явно завися-

щую от коэффициентов и показателей ряда Дирихле (см. [16]).

В работах А.М. Гайсина этот результат был полностью пере-

несен на случай полуплоскости, а также для ограниченной вы-

пуклой области (см. [23], [28]).

В данной главе в терминах порядка по Ритту (R–порядка)

изучается связь между ростом целого ряда Дирихле и ско-

ростью убывания коэффициентов разложения. В частности,

получены необходимые и достаточные условия на показатели,

при выполнении которых верна известная формула Дж. Рит-

та, позволяющая вычислить эту величину через коэффициен-

ты ряда. Все ранее известные результаты такого типа носили

только достаточный характер. Более того, нами показана точ-

ность оценок (0.12) С. Танаки для R–порядка.

Суть полученных в этой главе результатов следующая.

Дж. Риттом было показано, что если L <∞, то [16]

− 1

ρR
= lim

n→∞

ln |an|
λn lnλn

def
= −R, R ≥ 0, (0.25)

где

ρR = lim
σ→−∞

ln lnMF (σ)

−σ
– порядок по Ритту, введенный в [16] (R – характеристика Рит-

та).
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Формула (0.25) была передоказана и в известных работах

С. Мандельбройта [42] и А.Ф. Леонтьева [7] также в предпо-

ложении L < ∞, хотя К. Сугимура гораздо раньше (в том

же 1928 году, что и Дж. Ритт) в статье [39] получил формулу

(0.25) при существенно слабом предположении C = 0 (C – вве-

денная выше характеристика Сугимуры). В 1953 году С. Та-

нака показал, что этот результат К. Сугимуры есть следствие

более общего результата, а именно неравенств (0.12) (см. [40]).

Однако, как нам известно, вопрос о точности верхней оценки

в (0.12) до сих пор оставался открытым.

В третьей главе нами показана точность правой оценки в

(0.12), а именно, доказана

Теорема 3.1. Для любой последовательности Λ = {λn},
0 < λn ↑ ∞, существует ряд Дирихле вида (0.3), равномерно

сходящийся во всей плоскости, для которого

− 1

ρR
= −R + T

(T – характеритика Танаки, введенная в §1 введения).

Отсюда вытекает

Теорема 3.2. Для того, чтобы порядок ρR любого ряда

Дирихле вида (0.3), равномерно сходящегося во всей плоско-

сти, вычислялся по формуле (0.25), необходимо и достаточ-

но, чтобы T = 0.

В Главе IV речь идет о представлении аналитических в по-

луплоскости Π+
0 функций рядами экспонент с учетом заданной
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мажоранты роста. Ранее подобный результат о разложении в

ряды экспонент был получен А.Ф. Леонтьевым для простран-

ства аналитических функций конечного порядка ρ ≤ q в вы-

пуклом многоугольнике (см. [9]). Им при этом было показано,

что ряд из модулей
∑∞

n=1

∣∣aneλnz∣∣ имеет также порядок не вы-

ше q. Этот факт в 1982 году был перенесен А.М. Гайсиным на

полуплоскость Π+
0 (см. [29]).

В данной главе исследуется аналогичный случай, когда

в качестве функции сравнения берется некоторая убываю-

щая выпуклая мажоранта, не ограниченная около нуля. Дока-

зана теорема, которая обобщает соответствующий результат

А.М. Гайсина о разложении аналитических в полуплоскости

Π+
0 функций с учетом порядка роста в ряды экспонент.

Сформулируем результаты четвертой главы. Предвари-

тельно введем некоторые определения.

Через K0 обозначим класс функций F , обладающих свой-

ствами:

1. F регулярна в Π+
0 ;

2. F (z)→ 0 при z →∞ в любой полуплоскости Π+
s = {z =

x + iy : x ≥ s > 0} равномерно относительно arg z;

3. для любого s > 0

TF (s) =
1

2π

∫
Rez=s>0

|F (z)||dz| <∞.
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Если для F ∈ K0 положить

A(t) =
1

2πi

∫
Rez=s>0

F (z)eztdz, (0.26)

то верна формула обращения (см. [43, гл. VI, §1, п. 79])

F (z) =

+∞∫
0

A(t)e−ztdt, z ∈ Π+
0 .

Введем еще один класс функций. Будем говорить, что F ∈
K1 тогда и только тогда, когда F регулярна в Π+

0 , непрерывна в

полуплоскости Π
+
0 и удовлетворяет в Π

+
0 условию: при |z| → ∞

|F (z)| = O
(

1

|z|2

)
.

Теорема 4.1. Пусть F ∈ K0, причем

TF (s) ≤ AFH(s), s > 0,

где H : R+ → R+, H – убывающая функция, H(s) ↓ 0 при

s → +∞, H(s) ↑ ∞ при s → 0+, H(d) = e. Предположим

также, что

lim
s→0

skH(s) =∞ (k – любое, k ∈ N),

а функции m(s) = lnH(s) (s > 0) и m(e−t) (t ∈ R) выпуклые.

Тогда существуют целая функция

M(λ) =

∞∑
n=0

cnλ
n,
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удовлетворяющая оценке

ln |M(λ)| ≤ CMϕ(|λ|),

функция f ∈ K1, такие, что

F (z) = M(D)f (z) + Φ(z), z ∈ Π+
0 ,

где Φ – некоторая целая функция,

ϕ(r) = inf
s>0

[m(s) + sr], r = |λ|,

– нижнее преобразование Лежандра функции m(s), ϕ(r) =

o(r) при r → ∞, причем функция ϕ логарифмически выпук-

лая.

Как следствие из теоремы 4.1 получена

Теорема 4.2. Пусть F ∈ K0, причем

TF (s) ≤ AFH(s), s > 0,

где мажоранта H удовлетворяет условиям теоремы 4.1. То-

гда имеется не зависящая от F последовательность показа-

телей {λn}, 0 < λn ↑ ∞,

lim
n→∞

n

λρn
= τ,

0 < τ <∞ (ρ > 1 – любое), такая, что

F (z) =

∞∑
n=1

Bne
−λnz + целая функция, z ∈ Π+

0 , (0.27)

причем при некотором k ∈ N
∞∑
n=1

|Bne
−λnz| ≤ BHk

(x
k

)
, z = x + iy ∈ Π+

0 .
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Замечание. Пусть мажоранта H совпадает с функцией

exp
[(

1
s

)µ], µ > 0, при 0 < s ≤ 1 (в этом случае d = 1). Именно

эта функция используется как функция сравнения при изу-

чении класса аналитических в полуплоскости Π+
0 функций в

терминах порядка ρ (см. [29], [41]). В рассматриваемой здесь

ситуации

ρ = lim
s→0+

ln lnTF (s)

ln 1
s

– порядок функции TF (s).

Так как для функцииH все условия теоремы 4.1 выполнены

(они проверяются непосредственно), то теорема 4.2 обобщает

соответствующий результат из [29] о разложении с учетом по-

рядка роста.

Отметим, что если мажоранта H для исходной функции F

удовлетворяет билогарифмическому условию Левинсона
d∫

0

ln lnH(x)dx <∞, (0.28)

то и мажоранта Hk(x) = BHk
(
x
k

)
для ряда из модулей в (0.27)

подчинена условию (0.28). Этот момент имеет существенное

значение в вопросах, связанных с нормальностью семейства

голоморфных функций, а именно в теоремах типа Левинсона

- Щёберга - Волфа (см., например, в [44] – [46]). Оказывает-

ся, если выполняется условие (0.28), то в некоторых случаях

можно получить ответ на следующий вопрос: при каких требо-

ваниях целая функция в разложении (0.27) будет ограничена
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в вертикальной полосе {z = x + iy : |x| < 1} (см. [47])?
Основные результаты диссертации опубликованы в статьях

[35], [41], [48] – [51].



34

Глава I. Порядок суммы ряда Дирихле в
полуплоскости: теоремы типа Говорова -

Маклейна

§1. Случай произвольных коэффициентов

Будем далее предполагать, что L = 0 (эта величина опре-

делена формулой (0.5)), σc = 0. Тогда ряд Дирихле (0.3) будет

сходиться абсолютно и равномерно в полуплоскости Π+
0 , а его

сумма F будет аналитична в Π+
0 . Считаем, что MF (σ) → ∞

при σ ↓ 0, где

MF (σ) = sup
|t|<∞

|F (σ + it)|, σ > 0.

Пусть, по-прежнему,D0(Λ) – класс всех аналитических в полу-

плоскости Π+
0 функций, представимых в ней рядами Дирихле

(0.3). Величина

ρF = lim
σ↓0

ln lnMF (σ)

− lnσ

называется порядком суммы ряда Дирихле (0.3). Именно так

порядок определяется, например, в работах [36], [17], [18], [21],

[22]. В [19], [20] порядок функции F ∈ D0(Λ) определяется по

формуле

ρF = lim
σ↓0

ln lnMF (σ)

− ln (1− e−σ)
,
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что, очевидно, совпадает с введенным выше порядком. В пере-

численных работах [18] – [22] без доказательства приводится

формула
ρF

ρF + 1
= lim

n→∞

ln+ ln+|an|
lnλn

, (1.1)

справедливость которой утверждается в них лишь при неко-

торых дополнительных ограничениях на показатели λn и ко-

эффициенты an ряда (0.3). Эти ограничения весьма разные,

порой очень жесткие. Так, в [19], [20] предполагается, что по-

следовательность Λ имеет конечную верхнюю плотность, т.е.

lim
n→∞

n

λn
= τ <∞.

Это условие, как будет видно, слишком сильное. С другой сто-

роны, в [21] утверждается, что формула (1.1) верна при вы-

полнении условий

lim
n→∞

lnn

λn
= lim

n→∞

ln |an|
λn

= 0.

Здесь же будет показано, что лишь при этих требованиях

формула (1.1) не верна (см. также [36]). В статье [17] формула

(1.1) доказана, но при

lim
n→∞

lnn

lnλn
= γ <∞. (1.2)

На самом деле это условие может быть существенно ослаб-

лено.

Обозначим, как и прежде,

α = lim
n→∞

ln lnn

lnλn
.
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Положим также

µ = lim
n→∞

ln+ ln+|an|
lnλn

.

В статье [18] утверждается, что если α ≤ µ, то

µ =
ρF

ρF + 1
,

т.е. верна формула (1.1). Недостатком этого результата явля-

ется то, что условие α ≤ µ содержит дополнительное огра-

ничение на коэффициенты an ряда Дирихле (0.3). Поэтому,

согласно [18], формула для порядка ρF имеет место не для лю-

бой функции F из класса D0(Λ). Об этом и пойдет речь в §2

данной главы.

Равенство

µ =
ρF

ρF + 1

доказано в [36] при α = 0. А это условие слабее требования

(1.2). Действительно, если γ < ∞, то, очевидно, L = 0 и α =

0. Но существует последовательность Λ, для которой α = 0,

L = 0, но γ =∞ (достаточно положить λn = e
√
n, n ≥ 1).

В [36] показано еще следующее: существует последователь-

ность Λ с α > 0, существует функция F ∈ D0(Λ), для которой

µ 6= ρF
ρF+1.

Наша цель – показать, что условие α = 0 на самом деле

является необходимым. Верна следующая

Теорема 1.1. Для того, чтобы для любой функции F ∈
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D0(Λ) порядок ρF вычислялся по формуле

ρF
ρF + 1

= lim
n→∞

ln+ ln+|an|
lnλn

, (1.3)

необходимо и достаточно, чтобы

lim
n→∞

ln lnn

lnλn
= 0.

Из теоремы 1.1 как следствие вытекает формула Говорова

- Маклейна - Шереметы для вычисления порядка ρ функции

f , заданной в круге D(0, 1) рядом (0.1).

Отметим, что в работе [37], опубликованной в 2012 г., при-

водится доказательство равенства

µ =
ρF

ρF + 1

в предположении α0 = 0, где

α0 = lim
k→∞

ln+ ln(pk + 1)

ln k
= 0,

где pk + 1 – число точек λn из полуинтервала [k, k + 1).

Но это утверждение есть на самом деле только достаточная

часть теоремы, полное доказательство которой приведено в

[36] А.М. Гайсиным в 1981 г. Действительно, убедимся, что

α0 = 0 в том и только в том случае, когда α = 0. В самом деле,

если α = 0, то, очевидно, α0 = 0. Действительно, пусть λj –

ближайшая слева к (k+1) точка. Тогда

ln ln(pk + 1)

ln k
≤ ln ln j

ln k
≤ ln(k + 1)

ln k

ln ln j

lnλj
→ 0
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при j →∞. Значит, α0 = 0.

Обратно, пусть α0 = 0. Тогда для всякого ε > 0 при i > i0(ε)

имеем:

pi + 1 < ei
ε
.

Пусть λn ∈ [k, k + 1). Тогда при i > i1(ε) > i0(ε)

n ≤ n(i0) +

k∑
i=i0+1

ei
ε ≤ n(i0) + ek

ε
k < 2λne

λεn.

Отсюда видно, что L = 0. Значит, σc = σa = σu = 0. Более

того, при n > n0(ε)

lnn < 2λεn.

Значит,

lim
n→∞

ln lnn

lnλn
≤ ε.

Поскольку ε > 0 – любое, то отсюда заключаем, что α = 0.

Приступим к доказательству теоремы 1.1.

Д о с т а т о ч н о с т ь теоремы 1 доказана в [36]. При этом

формула верна и для случая ρF =∞.

Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть α > 0, где

α = lim
n→∞

ln lnn

lnλn
.

Это означает, что для любого β, 0 < β < α, найдется после-

довательность {nm} натуральных чисел nm, nm ↑ ∞, такая,

что
ln lnnm
lnλnm

≥ β > 0. (1.4)
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Так как, по предположению, L = 0, то, как легко проверить,

α ≤ 1. Но тогда β < 1.

Рассмотрим ряд

F (s) =

∞∑
n=1

ane
−λns, s = σ + it, (1.5)

где an = e. Как и ранее, предполагаем, что выполнено условие

lnn = o(λn) при n → ∞. Ряд (1.5) сходится, в силу условия

L = 0 и абсолютно в правой полуплоскости Π+
0 . Вычисляя

порядок по формуле (1.3), имеем: ρF = 0. Убедимся, что на

самом деле порядок ρF > 0. Это будет означать также, что

сумма ряда (1.5) не ограничена в Π+
0 , т. е. F ∈ D0(Λ).

Действительно, так как an > 0, то

MF (σ) = sup
|t|<∞
|F (σ + it)| ≥ |F (σ)| = e

∞∑
n=1

e−λnσ, σ > 0.

С другой стороны, очевидно, что

MF (σ) ≤ e

∞∑
n=1

e−λnσ.

Следовательно, MF (σ) = |F (σ)|. Пользуясь оценкой MF (σ) ≥
|F (σ)|, для любого натурального N имеем:

MF (σ) ≥ e

N∑
n=[N2 ]

e−λnσ ≥ e
N

2
e−λNσ ≥ Ne−λNσ,

где [a] – целая часть a. Учитывая (1.4), теперь положим N =

nm, m = 1, 2, ... . Тогда получим

MF (σ) ≥ nme
−λnmσ = exp[lnnm − λnmσ], σ > 0.
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Далее, из соотношения (1.4) видно, что

λnm ≤ (lnnm)
1
β , m ≥ 1.

Следовательно, из предыдущего имеем

MF (σ) ≥ exp[lnnm − (lnnm)
1
βσ], m ≥ 1, (1.6)

где 0 < β < α ≤ 1, σ > 0 – любое.

Так как β < 1, то в качестве σ можем взять решение σm
уравнения

lnnm = 2(lnnm)
1
βσ,

или, что то же самое,

2(lnnm)
1
β−1 =

1

σ
, 0 < β < 1. (1.7)

Тогда, учитывая (1.7), из (1.6) получаем

lnMF (σm) ≥ (lnnm)
1
β [(lnnm)1− 1

β − σm] =

= (lnnm)
1
βσm =

(
1

2

) 1
1−β
(

1

σm

) β
1−β

, m ≥ 1. (1.8)

Следовательно, из (1.8) получаем, что при m→∞

lnMF (σm) ≥
(

1

2

) 1
1−β
(

1

σm

) β
1−β

.

Отсюда окончательно имеем:

ln lnMF (σm) ≥ [1 + o(1)]
β

1− β
ln

1

σm
, m→∞.

Так как σm → 0 при m→∞, то

ρF = lim
σ↓0

ln lnMF (σ)

− lnσ
≥ β

1− β
, 0 < β < α ≤ 1.
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Поскольку β < α – любое положительное число, то отсюда

видно, что если α = 1, то ρF =∞. При α < 1 из предыдущего

имеем:

ρF ≥
α

1− α
> 0, 0 < α < 1.

Покажем, для полноты рассуждений, что порядок ρF равен
α

1−α. Действительно, для любого ε > 0 при n ≥ n0(ε)

ln lnn

lnλn
< q, q = α + ε. (1.9)

Так как α < 1, то за счет выбора ε > 0 можем считать, что

q < 1.

Таким образом,

MF (σ) ≤ e

∞∑
n=1

1

n2
exp[(2 lnn− λnσ)] ≤

≤ π2e

6
exp[max

n≥1
(2 lnn− λnσ)], σ > 0. (1.10)

Учитывая (1.9), (1.10), получим

MF (σ) ≤ π2e

6
exp[max

x≥0
(2x− x

1
qσ)].

Максимум достигается в точке x0, не превосходящей x1, где x1

– корень уравнения 2x = x
1
qσ, т.е. 2x

q−1
q = σ. Отсюда

x1 = 2
q

1−q

(
1

σ

) q
1−q

.

Так что

MF (σ) ≤ π2e

6
e2x1 =

π2e

6
exp

[
2

q
1−q

(
1

σ

) q
1−q
]
.
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Следовательно, учитывая соотношение ln(1 + x) ∼ x при

x→ 0, имеем:

ln lnMF (σ)

− lnσ
≤ [1 + o(1)]

q

1− q
.

Это означает, что

ρF ≤
q

1− q
, q = α + ε.

Но ε > 0 – любое. Следовательно,

ρF ≤
α

1− α
,

и с учетом обратного неравенства заключаем, что действитель-

но

ρF =
α

1− α
.

Поскольку, очевидно, F ∈ D0(Λ), необходимость теоремы

полностью доказана.

§2. Случай согласованности показателей и
коэффициентов

Докажем теперь аналогичную теорему при некотором усло-

вии согласования между λn и коэффициентами an ряда Дири-

хле.

Пусть

α = lim
n→∞

ln lnn

lnλn
. (1.11)
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Было показано, что 0 ≤ α ≤ 1. Обозначим

µ = lim
n→∞

ln+ ln+|an|
lnλn

. (1.12)

В статье [18] утверждается, что если α фиксировано, а пара-

метр µ удовлетворяет требованию µ ≥ α, то

µ =
ρF

ρF + 1
,

т. е. верна формула (1.3). Полное доказательство этого утвер-

ждения приведено в [29]. Недостатком этого результата явля-

ется то, что условие α ≤ µ при фиксированном Λ содержит

дополнительное ограничение на коэффициенты an ряда Дири-

хле (0.3). Поэтому формула для порядка ρF может не иметь ме-

ста для какой-то функции F из класса D0(Λ). Следовательно,

естественно ставить вопрос о существенности условия µ ≥ α

для справедливости формулы (1.3). Ниже будет дан ответ на

этот вопрос.

Пусть µ (0 ≤ µ ≤ 1), α (0 ≤ α ≤ 1) – заданные чис-

ла. Через D0(µ, α) обозначим подкласс класса D0(Λ) рядов

Дирихле (0.3), коэффициенты an которых удовлетворяют ра-

венству (1.12), а показатели λn – равенству (1.11). Как было

сказано выше (см. [29]) при α ≤ µ порядок ρF любой функ-

ции F ∈ D0(µ, α) может быть вычислен при помощи формулы

(1.3).

Отметим, что ограничения 0 ≤ α ≤ 1 и 0 ≤ µ ≤ 1 следуют

из равенств (1.11), (1.12).
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Для µ = 1 формула (1.3) верна, так как в этом случае α ≤ µ.

При этом

µ =
ρF

ρF + 1
= 1

т. е. ρF =∞. Поэтому в дальнейшем будем предполагать, что

µ < 1. Будет показано, что для любых чисел α (0 ≤ α ≤ 1),

µ (0 ≤ µ < 1) таких, что µ < α, всегда существует функция

F ∈ D0(µ, α), для которой порядок ρF не может быть найден

по формуле (1.3). Это будет означать, что справедлива

Теорема 1.2. Пусть заданы µ (0 ≤ µ < 1), α (0 ≤ α ≤ 1).

Для того, чтобы порядок ρF любой функции F ∈ D0(µ, α) вы-

числялся по формуле (1.3), необходимо и достаточно, чтобы

α ≤ µ.

Д о с т а т о ч н о с т ь данной теоремы доказана в [29].

Н е о б х о д и м о с т ь условия α ≤ µ. Пусть µ < α. Это

означает, что для любого ε > 0 найдется последовательность

{nm} натуральных чисел nm, nm ↑ ∞, такая, что

β1 ≤
ln lnnm
lnλnm

≤ β2, m ≥ 1, (1.13)

где β1 = α− ε, β2 = α + ε (0 < ε < α).

Фиксируя последовательность {nm}, построим соответству-

ющий пример функции F ∈ D0(µ, α). Для этого выберем коэф-

фициенты an и показатели λn ряда Дирихле вида (0.3) специ-

альным образом, но удовлетворяющим, соответственно, усло-

виям (1.11) и (1.12).



45

Положим

an = exp[(lnnm)
µ
α ], nm ≤ n < nm+1, m ≥ 1

(показатели λn ряда (0.3) выберем позже). Ясно, что для этого

ряда с такими коэффициентами область сходимости (и абсо-

лютной сходимости) есть Π+
0 [52]. Обозначая для выбранных

таким образом коэффициентов an величину

ν = lim
n→∞

ln+ ln+|an|
lnλn

,

убедимся, что ν = µ. Действительно, пусть nm ≤ n < nm+1.

Тогда
ln ln |an|

lnλn
=
µ

α

ln lnnm
lnλn

≤ µ

α

ln lnnm
lnλnm

.

Учитывая (1.13), отсюда получаем, что ν ≤ µ
α(α + ε). Так как

ε > 0 – любое, то ν ≤ µ. С другой стороны,

ν ≥ lim
m→∞

ln+ ln+|anm|
lnλnm

=
µ

α
lim
m→∞

ln lnnm
lnλnm

.

Следовательно, учитывая левую оценку в (1.13), отсюда полу-

чаем, что ν ≥ µ
α(α − ε), т. е. ν ≥ µ. Таким образом, действи-

тельно ν = µ.

Если порядок ρF ряда Дирихле

F (s) =

∞∑
n=1

ane
−λns, s = σ + it, σ > 0, (1.14)

вычислялся бы по формуле (1.3), имели бы

ρF =
µ

1− µ
. (1.15)
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Убедимся, что при подходящем выборе показателей ряда

(1.14) это не так. Действительно, так как an > 0, то имеем

MF (σ) = sup
|t|<∞
|F (σ + it)| ≥ |F (σ)| =

∞∑
n=1

ane
−λnσ, σ > 0.

Следовательно,

MF (σ) ≥
2nm∑
n=nm

ane
−λnσ ≥ nmexp[(lnnm)

µ
α − λ2nmσ]. (1.16)

Положим теперь λn = (lnn)
1
α , n ≥ 2. Тогда для после-

довательности Λ = {λn} условие (1.11) выполнено, а λ2nm =

(ln 2nm)
1
α . Таким образом, из (1.16) получаем

lnMF (σ) ≥ lnnm + (lnnm)
µ
α − (ln 2nm)

1
ασ, σ > 0. (1.17)

Выберем σ = σm как решение уравнения

(lnnm)
µ
α = (ln 2nm)

1
ασ. (1.18)

Так как (ln 2nm)
1
α = (1 + o(1))(lnnm)

1
α при m→∞, то из (1.18)

следует, что при m→∞
1

σm
= (1 + o(1))(lnnm)

1−µ
α . (1.19)

Таким образом, учитывая (1.18), (1.19) из (1.17) получаем, что

при m→∞

lnMF (σm) ≥ lnnm = (1 + o(1))

(
1

σm

) α
1−µ

.

Это означает, что

ρF ≥
α

1− µ
.



47

Но, согласно (1.15),

ρF =
µ

1− µ
.

Значит, если учесть предыдущую оценку, то

µ

1− µ
≥ α

1− µ
(0 ≤ µ < 1),

что противоречит предположению µ < α.

Пример построен.

Пусть D(0, 1) – круг сходимости степенного ряда (0.1). Для

ряда Тейлора - Дирихле
∞∑
n=1

ane
−ns

обычный порядок ρF совпадает с порядком ρ функции f вида

(0.1). Так как в данном случае λn = n, то

α = lim
n→∞

ln lnn

lnλn
= 0,

и поэтому из теоремы 1.1 сразу вытекает упомянутая в са-

мом начале формула Говорова - Маклейна - Шереметы для

вычисления порядка ρ функции f , заданной в круге D(0, 1)

рядом (0.1).
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Глава II. Порядок суммы ряда экспонент в
ограниченной выпуклой области

В данной главе речь будет идти о классеH(G,Λ) аналитиче-

ских в выпуклой ограниченной области G функций, имеющих

конечный порядок и представимых в G рядами экспонент с

множеством показателей Λ = {λk}.
Будет доказано следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть G – произвольная ограниченная вы-

пуклая область с гладкой границей, а Λ = {λk} – последова-

тельность, имеющая нулевую плотность и нулевой индекс

конденсации, такая, что H(G,Λ) 6= ∅. Тогда порядок ρf лю-

бой функции f ∈ H(G,Λ) удовлетворяет оценкам (0.23), т.е.

ρf
ρf + 1

≤ β ≤ max

(
ρf

ρf + 1
, q0

)
,

где

β = lim
k→∞

ln+ ln+
[
|ak|eK(−ϕk)|λk|

]
ln |λk|

, q0 = lim
k→∞

ln+ ln 1
|Q′(λk)|

ln |λk|
,

λk = |λk|eiϕk, K(ϕ) – опорная функция области G.

Будет показано, что оценки для β неулучшаемы.
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§1. Вспомогательные утверждения

Нам понадобятся некоторые вспомогательные факты.

Лемма 2.1. Пусть D – конечная выпуклая область, K(ϕ)

– опорная функция D, h(ϕ) = K(−ϕ), {λk} – последователь-

ность комплексных чисел с конечной верхней плотностью

lim
k→∞

k

|λk|
= τ <∞.

Если для любого ε > 0 при n ≥ n0(ε)

|ak| ≤ exp
[
−h(ϕk)|λk| + |λk|p+ε

]
, (2.1)

ϕk = arg λk, 0 ≤ p < 1, то для любого ν > 0

∞∑
k=1

|akeλkz| ≤ exp

[(
1

r

)q+ν]
, (2.2)

где r = d(z), q = p/(1− p), z ∈ D, r < r0(ν).

Лемма доказана в [9]. Отметим только следующее.

Если z ∈ D, arg λ = ϕ, arg z = ψ, то

|eλz| = exp [|λ||z| cos(ϕ + ψ)] ,

где выражение |z| cos(ϕ + ψ) есть проекция вектора z на луч

{t : arg t = −ϕ, t > 0}. Очевидно, что

|z| cos(ϕ + ψ) < h(ϕ)− d(z), z ∈ D. (2.3)

Так что из (2.1), (2.3) получаем

|akeλkz| ≤ A(ε) exp
[
|λk|p+ε − r|λk|

]
, k ≥ 1,
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где r = d(z), 0 ≤ p < 1. Отсюда
∞∑
k=1

|akeλkz| ≤ A(ε)
∞∑
k=1

exp[|λk|p+ε − r|λk|] ≤

≤ A(ε) exp

[
max
k≥1

(
2|λk|p+ε − r|λk|

)] ∞∑
k=1

e−|λk|
p+ε
. (2.4)

Максимум явно подсчитывается, а поскольку τ < ∞, то

последний ряд сходится. Как показано в [9], правая часть в

(2.4) не превосходит величины

B(ν) exp

[(
1

r

)q+ν]
(r > 0),

ν > 0 – любое.

Таким образом, оценка (2.2) имеет место для любой ограни-

ченной выпуклой области D. При этом в лемме 2.1, как видно,

никаких дополнительных условий на границу ∂D не требуется.

Однако если вместо условия τ < ∞ выполнено более слабое

требование ln k = o(|λk|) при k → ∞, то лемма 2.1 вообще

неверна (см. [9]). В то же самое время, если последователь-

ность показателей ряда экспонент

f (z) =

∞∑
k=1

ake
λkz, z ∈ D, (2.5)

имеет конечную верхнюю плотность, а функция f – конечный

порядок ρf , ρf ≤ q, то в общей ситуации оценка (2.1) для

коэффициентов ak может также не иметь места. Дело в том,

что сумма ряда экспонент (2.5) в области D может равнять-

ся нулю тождественно, а его коэффициенты не равны нулю
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и могут иметь гораздо больший рост, нежели правая часть в

оценках (2.1).

Рассмотрим соответствующий пример. Пусть ϕ(r) – любая

положительная возрастающая на [0, ∞) функция, такая, что

lim
r→∞

lnϕ(r)

r
= 0.

Известно (см. [7, гл. I, §3, п. 6, теорема 1.3.6]), что существует

целая функция L(λ) вполне регулярного роста с индикатри-

сой роста h(ϕ) = K(−ϕ) (K(ϕ) – опорная функция D), для

которой выполняется условие (0.17) и

|L(reiϕ)| ≤ eh(ϕ)r

ϕ(r)
.

Тогда имеем (см. [7, Дополнение]):
∞∑
k=1

eλkz

L′(λk)
= 0, z ∈ D. (2.6)

В [9] показано, что для коэффициентов ak = |L′(λk)|−1 ряда

(2.6) имеют место оценки: при k ≥ k0

|ak| ≥ A−1ϕ(|λk| − 1)e−h(ϕk)|λk|, A = exp (max
t∈D
|t|).

Видим, что сумма ряда (2.6) равна нулю в D, а коэффициен-

ты ak за счет выбора ϕ(r) могут не иметь оценок типа (2.1).

Действительно, можно, например, взять функцию

ϕ(r) = exp

[
r

ln(r + e)

]
, r ≥ 0.
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Таким образом, в подобной ситуации, когда λk (k = 1, 2, ...)

– простые нули некоторой целой функции экспоненциального

типа L(λ), для которой D – сопряженная диаграмма, нельзя

ставить вопрос о какой-либо формуле, выражающей зависи-

мость порядка ρf произвольной аналитической в D функции f

от коэффициентов ее разложения в ряд экспонент (2.5). Другое

дело, если соответствующий ряд экспонент сходится в большей

области G, G ⊃ D. В этом случае система экспонент {eλkz}
не полна в пространстве аналитических в G функций, и мож-

но указать формулы для коэффициентов (см. [48], [52, гл. II,

§2, п. 7]). Но тогда при некоторых дополнительных условиях

на показатели λk можно вести речь о какой-либо связи между

порядком ρf суммы ряда (2.5) в области G и коэффициентами

разложения ak.

Итак, пусть ряд

f (z) =

∞∑
k=1

ake
λkz (2.7)

сходится в области G ⊃ D. Поскольку верхняя плотность τ <

∞, то

lim
k→∞

ln k

|λk|
= 0,

и потому область сходимости G совпадает с областью абсолют-

ной сходимости ряда (2.7). Поэтому область G выпукла (см. [7,

гл. III, §1, п. 1]).

Для исследуемых здесь задач нам вполне подходит функ-
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ция Q(λ), определенная в §1 введения. Поведение этой функ-

ции полностью определяется распределением точек λk, пока-

зателей ряда (2.7), и наоборот.

Известно (см. [52, гл. II, §3, теорема 3.1]), что при выполне-

нии условий

lim
k→∞

k

|λk|
= lim

k→∞

1

|λk|
ln

∣∣∣∣ 1

Q′(λk)

∣∣∣∣ = 0 (2.8)

область сходимости G ряда (2.7) совпадает с областью H ре-

гулярности его суммы. Поэтому в дальнейшем будем считать,

что выполнены условия (2.8).

Так как плотность τ = 0, то D = {0}, где D – сопряженная

диаграмма функции Q(λ). Следовательно, имеем (см. [52, гл.

II, §2, п. 7])

ak = e−λkz
1

2πi

∫
|t|=δ

ψk(t)f (t + z)dt, k ≥ 1, (2.9)

причем для каждого z ∈ G величина δ > 0 выбирается так,

чтобы t + z ∈ G для всех t, |t| = δ. Здесь

ψk(t) =
1

Q′(λk)

∞eiϕ0∫
0

Q(λ)

λ− λk
e−λtdλ, t ∈ Π(ϕ0),

где

Π(ϕ0) = {t : Re(teiϕ0) ≥ δ}.

Отсюда следует, что для всех ϕ0, 0 ≤ ϕ0 ≤ 2π, равномерно

max
t∈Π(ϕ0)

|ψk(t)| ≤
1

|Q′(λk)|

∞∫
0

max
|λ|=r

∣∣∣∣ Q(λ)

λ− λk

∣∣∣∣ e−δrdr, (2.10)
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где r = |λ|.
Покажем, что для всякого k ≥ 1

max
|λ|=r

∣∣∣∣ Q(λ)

λ− λk

∣∣∣∣ ≤M(1)M(r), (2.11)

где

M(r) =

∞∏
k=1

(
1 +

r2

|λk|2

)
.

Действительно, для всякого k ≥ 1∣∣∣∣ Q(λ)

λ− λk

∣∣∣∣ =
1

|λk|

∣∣∣∣1 +
λ

λk

∣∣∣∣∏
k 6=n

∣∣∣∣1− λ2

λ2
k

∣∣∣∣ . (2.12)

Поскольку еще
1

|λk|
≤ 1

2

(
1 +

1

|λk|2

)
,

а

1 +
r

|λk|
≤ 2

(
1 +

r2

|λk|2

)
, r = |λ|,

то оценка (2.11) легко следует из (2.12). Поскольку правая

часть в (2.10) не зависит от ϕ0, то будем иметь

max
|t|=δ
|ψk(t)| ≤

M(1)

|Q′(λk)|

∞∫
0

M(r)e−δrdr, k ≥ 1.

В итоге из (2.9) получим оценки: для всех z ∈ G, k = 1, 2, ...

|ak| ≤
|e−λkz|
|Q′(λk)|

M(1)δH(δ) max
|ξ−z|≤δ

|f (ξ)|,

где

H(δ) =

∞∫
0

M(r)e−δrdr, δ < ρ(z, ∂G) = inf
t∈∂G
|z − t|.
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Лемма 2.2. Целая функция Q(λ) имеет порядок не выше

q =
ρf

ρf + 1

тогда и только тогда, когда для всякого ε > 0 при 0 < δ <

δ0(ε)

H(δ) ≤ exp

[(
1

δ

)ρf+ε
]
. (2.13)

Для функции

H0(δ) =

∞∫
0

M0(r)e−δrdr,

где

M0(r) = max
|λ|=r
|Q(λ)|, r = |λ|,

лемма доказана в [48]. Здесь вместо H0(δ) рассматривается

функция H(δ), определяемая через M(r) = Q1(ir), где

Q1(λ) =

∞∏
k=1

(
1− λ2

|λk|2

)
.

Но функции Q(λ) и Q1(λ) имеют один и тот же порядок, рав-

ный (см. [52, гл. I, §3, п. 5])

inf

{
µ :

∞∑
k=1

1

|λk|µ
<∞

}
.

Поэтому лемма 2.2 есть аналог леммы из [48]. Из нее следует,

что

lim
δ↓0

ln lnH(δ)

− ln δ
≤ ρf
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тогда и только тогда, когда целая функцияQ(λ) имеет порядок

не выше ρf/(ρf + 1).

Нам понадобится и следующее утверждение из [31].

Лемма 2.3. Пусть G – ограниченная выпуклая область с

гладкой границей ∂G, z0 ∈ ∂G, N0 – нормаль в точке z0. Тогда

при z ∈ G ∩N0 и z → z0

|z − z0| = d(z)(1 + o(1)),

где d(z) = ρ(z, ∂G) = minξ∈∂G |z − ξ|.

§2. Доказательство основной теоремы

Приступим к доказательству теоремы. Для этого воспользу-

емся оценками для коэффициентов ak (они были установлены

выше), переписав их в виде: для всех z ∈ G, δ < ρ(z, ∂G)

|ak| ≤M(1)
1

|Q′(λk)|
δH(δ)|e−λkz|max

|t|=δ
|f (t+ z)|, k ≥ 1. (2.14)

Пусть λk = |λk|eiϕk, а zk – точка границы ∂G, такая, что

Re(zkeiϕk) = K(−ϕk) (здесьK(ϕ) – опорная функция компакта

G). Если Nk – нормаль в точке zk, а z ∈ G ∩ Nk, z → zk, то,

по лемме 2.3,

−Re(λkz) = −K(−ϕk)|λk| + Re [λkzk − λkz] ≤

≤ −K(−ϕk)|λk|+|λk||zk−z| = −K(−ϕk)|λk|+|λk|(1+o(1))d(z),
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где d(z) = ρ(z, ∂G). Учитывая это и лемму 2.2, из (2.13), (2.14)

получаем: для всякого ε > 0, δ < δ0(ε)

|ak| ≤
e−K(−ϕk)|λk|+|λk|(1+o(1))d(z)

|Q′(λk)|
e(

1
δ)
ρf+ε

max
|t|=δ
|f (t + z)| (2.15)

при z → zk, z ∈ G ∩Nk.

Положим δ = γd(z), где γ – фиксированное число из интер-

вала (0, 1). Тогда δ < d(z). Так как функция d(z) = ρ(z, ∂G)

удовлетворяет условию Липшица в G (см. [53, гл. II, §6]), т. е.

для всех z′, z′′ из G

|d(z′)− d(z′′)| ≤ |z′ − z′′|,

то

d(t + z) ≥ d(z)− δ = (1− γ)d(z), 0 < γ < 1. (2.16)

Функция f имеет порядок ρf . Значит, в силу (2.16),

max
|t|=δ
|f (t + z)| ≤ exp

[(
1

(1− γ)d(z)

)ρf+ε
]
,

если d(z) < d1(ε) (ε > 0 – та же величина, что и в формуле

(2.15)), γ (0 < γ < 1) фиксировано. Значит, для заданного

ε > 0 при d(z) < d2(ε) < d1(ε)

|ak| ≤
e−K(−ϕk)|λk|

|Q′(λk)|
exp

[(
1

d(z)

)ρf+2ε

+ 2|λk|d(z)

]
.

Отсюда, переходя к независимой переменной d, имеем

|ak|eK(−ϕk)|λk| ≤ 1

|Q′(λk)|
e

inf0<d<d2

[
(1
d)
ρf+2ε

+2d|λk|
]
. (2.17)
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Проверяется, что для любого ε > 0

I = inf
0<d<d2

[(
1

d

)ρf+2ε

+ 2d|λk|

]
≤ Nρf (ε)|λk|

ρ1/(ρ1+1),

где ρ1 = ρf + 2ε. Значит, для любого ν > 0

I ≤ |λk|ρf/(ρf+1)+ν

при k ≥ k0(ν). Учитывая это, из (2.17) получаем: для любого

ν > 0 при k ≥ k0(ν)

|ak|eK(−ϕk)|λk| ≤ 1

|Q′(λk)|
e|λk|

ρf /(ρf+1)+ν

.

Следовательно,

ln+
[
|ak|eK(−ϕk)|λk|

]
≤ ln

1

|Q′(λk)|
+ |λk|ρf/(ρf+1)+ν,

а отсюда

ln+
[
|ak|eK(−ϕk)|λk|

]
≤ 2 max

(
ln

1

|Q′(λk)|
, |λk|ρf/(ρf+1)+ν

)
,

k ≥ k0(ν).

Таким образом,

ln+ ln+
[
|ak|eK(−ϕk)|λk|

]
ln |λk|

≤

≤ ln 2

ln |λk|
+ max

(
ln+ ln 1

|Q′(λk)|

ln |λk|
,

ρf
ρf + 1

+ ν

)
,

k ≥ k0(ν), ν > 0 – любое. Значит,

β = lim
k→∞

ln+ ln+
[
|ak|eK(−ϕk)|λk|

]
ln |λk|

≤ max

(
ρf

ρf + 1
, q0

)
,
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где

q0 = lim
k→∞

ln+ ln 1
|Q′(λk)|

ln |λk|
.

Далее, если β ≥ 1, то

β >
ρf

ρf + 1

(мы предположили, что ρf < ∞). Пусть теперь β < 1. Дока-

жем, что

β ≥ ρf
ρf + 1

.

Действительно, из определения величины β имеем: для любого

ε > 0 при k ≥ k0(ε)

ln+ ln+
[
|ak|eK(−ϕk)|λk|

]
< (β + ε) ln |λk|,

т. е.

|ak| < e−K(−ϕk)|λk|+|λk|β+ε, β < 1.

Воспользуемся теперь леммой 2.1 (в ней следует положить

τ = 0, h(ϕk) = K(−ϕk)). Тогда для любого ν > 0 при d(z) <

d0(ν)

|f (z)| ≤
∞∑
k=1

|akeλkz| ≤ exp

[(
1

d(z)

)q+ν]
,

где q = β/(1− β), z ∈ G. Так что порядок ρf функции не

превышает q = β/(1− β), т. е.

β ≥ ρf
ρf + 1

.

Таким образом, теорема полностью доказана.
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Следствие. Если

q0 ≤
ρf

ρf + 1
,

то
ρf

ρf + 1
= β.

Таким образом, левая оценка для β в (0.23) точна.

Отметим, что некоторые оценки типа (0.23) для порядка по

Ритту

ρR = lim
z→∂G

ln+ ln+ |f (z)|
1

d(z)

функции f ∈ H(G,Λ) в области G ранее были получены в [31].

Ниже будет показано, что двусторонние оценки (0.23), как и

соответствующие оценки для ρR, также неулучшаемы.

Замечание 2.1. При q0 = 0 из оценок (0.23) формаль-

но вытекает известная формула для порядка в полуплоскости

Π−0 = {s = σ + it : σ < 0} (см. [41]), ибо τ = 0, а K(−ϕk) = 0

при λk > 0. Отметим также, что при q0 = 0 индекс конденса-

ции (см. [7, гл. II, §6, п. 2]) равен нулю. Однако заметим, что

в случае полуплоскости показатели λk > 0 вообще могут и не

быть нулями целой функции экспоненциального типа. В [41]

показано, что условие

lim
n→∞

ln lnn

lnλn
= 0

необходимо и достаточно для того, чтобы для любой функции
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f ∈ H(Π−0 ,Λ) имело место равенство

ρf
ρf + 1

= β.

Теперь ставится вопрос о достижимости правой оценки для

β в (0.23).

§3. Точность двусторонних оценок для
порядка

Справедлива следующая

Теорема 2.2. Существует последовательность Λ, суще-

ствует функция f ∈ H(G,Λ), такие, что

ρf
ρf + 1

< β = q0.

Для доказательства данного утверждения нам понадобятся

некоторые вспомогательные сведения1.

Уточненным порядком называется функция ρ(r) (r > 0),

удовлетворяющая условиям

lim
r→∞

ρ(r) = ρ, lim
r→∞

rρ′(r) ln r = 0.

Если для целой функции ϕ(z)

lim
r→∞

lnMϕ(r)

rρ(r)
= σ 6= 0, ∞, Mϕ(r) = max

|z|=r
|ϕ(z)|,

то ρ(r) называется уточненным порядком целой функции ϕ(z),

а σ – типом этой функции при уточненном порядке.
1По поводу сведений, приводимых ниже, более подробно см. в [15].
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Пусть n(r) – число точек последовательности Λ, лежащих

в круге {z : |z| ≤ r}, а n(r, θ1, θ2) – число точек из этого мно-

жества, лежащих в секторе {z : |z| ≤ r, θ1 ≤ arg z ≤ θ2}. Если
ρ(r) – уточненный порядок и существует предел

lim
r→∞

n(r)

rρ(r)
= ∆,

то говорят, что множество Λ имеет плотность ∆ при показа-

теле ρ(r). Если для всех θ1, θ2, за исключением, быть может,

счетного множества, существует предел

lim
r→∞

n(r, θ1, θ2)

rρ(r)
= ∆(θ1, θ2),

то говорят, что множество Λ имеет угловую плотность

∆(θ1, θ2) при показателе ρ(r).

Последовательность Λ, имеющая угловую плотность при

показателе ρ(r), при ρ нецелом (нас будет интересовать только

этот случай) называется правильно распределенным множе-

ством при показателе ρ(r), а последнее называется регуляр-

ным, если при некотором d > 0

|λk+1| − |λk| > d|λk|1−ρ(|λk|).

Индикатор (или индикатриса) роста целой функции ϕ(z)

уточненного порядка ρ(r) определяется равенством

hϕ(θ) = lim
r→∞

ln |ϕ(reiθ)|
rρ(r)

.

Как известно, индикатор – непрерывная функция с перио-

дом 2π.
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CR–кружками множества Λ называются кружки

{z : |z − λk| < d0|λk|1−ρ(|λk|)}, d0 > 0.

Верна следующая теорема (см., например, в [7, гл. I, § 2,

п. 6]), которую мы сформулируем, для удобства, применитель-

но к функции Q(λ), введенной выше.

Теорема А. Если Λ = {λk} – регулярное множество при

показателе ρ(r), ρ(r) → ρ, r → ∞ (ρ – нецелое), то вне ис-

ключительных CR–кружков

lim
r→∞

ln |Q(reiθ)|
rρ(r)

= H(θ), (2.18)

где

H(θ) =
π

sin πρ

θ∫
θ−2π

cos ρ(θ − ψ − π)d∆(ψ),

а функция ∆(ψ) (она определяется с точностью до аддитив-

ного слагаемого) характеризует распределение нулей λk:

∆(θ2)−∆(θ1) = ∆(θ2, θ1).

Если λk = |λk|eiϕk, то для всякого ε > 0

ln

∣∣∣∣ 1

Q′(λk)

∣∣∣∣ < −[H(ϕk)− ε]|λk|ρ(|λk|), k ≥ k0(ε). (2.19)

Замечание 2.2. (см. [7, гл. I, §2, п. 6]). Если ρk =

d0|λk|1−ρ(|λk|) →∞ при k →∞, то равенство (2.18) имеет место

вне кружков {z : |z − λk| < γ0}, где γ0 > 0 – любая фиксиро-

ванная постоянная. Например, если ρ(r) ≡ ρ, 0 < ρ < 1, то,

очевидно, ρk →∞ при k →∞.
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2.2. Рассмотрим кольца

Kn = {z : Pn < |z| < Pn+1},

где Pn = n1/γ, 0 < γ < 1 (γ выберем позже).

В каждом кольцеKn выберем точки λnk, расположенные по

спирали (см. рис. 1),

Рис. 1

а именно, положим:

λnk = [cn + dnk]e
iθnk, θnk =

2π

n2
k, k = 0, 1, 2, ..., n2 − 1;

dnk = kn2, cn = Pn + n2.

Как видно, число точек λnk в кольце Kn равно n2. Перену-

меруем, упорядочивая по возрастанию, точки множества
∞⋃
n=1

n2−1⋃
k=0

{λnk}.

Полученную последовательность обозначим Λ1 = {λ(1)
n }∞n=1.

Подберем γ (0 < γ < 1/3) так, чтобы последовательность Λ1
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имела плотность (отличную от 0 и ∞) при некотором показа-

теле ρ < 1, а это возможно. Действительно, если λ(1)
m ∈ Kn, то,

очевидно, имеем

n(λ
(1)
m )

|λ(1)
m |ρ

∼ 1 + 22 + ... + n2

P ρ
n

=
n(n + 1)(2n + 1)

6n
ρ
γ

∼ 1

3

n3

n
ρ
γ
, n→∞.

Значит, последовательность Λ1 при показателе ρ = 3γ имеет

плотность, равную 1/3. Далее, если λ
(1)
m , λ

(1)
m+1 принадлежат

Kn, то

|λ(1)
m+1| − |λ(1)

m | ≥ n2. (2.20)

Если λ(1)
m ∈ Kn, а λ

(1)
m+1 ∈ Kn+1, то оценка (2.20), как видно,

тоже будет иметь место. Далее, если при некотором ρ = 3γ,

0 < γ < 1
3,

n2 ≥ |λ(1)
m |1−ρ ∼ n(1−ρ)/γ, n→∞, (2.21)

то, учитывая (2.20), при некотором d0 > 0 получим

|λ(1)
m+1| − |λ(1)

m | ≥ d0|λ(1)
m |1−ρ. (2.22)

А чтобы выполнялось (2.21), потребуем, чтобы

2 ≥ 1

γ
(1− ρ) =

1

γ
(1− 3γ),

т.е. γ ≥ 1/5. Таким образом, при выбранном γ (1/5 ≤ γ < 1/3)

последовательность Λ1 имеет плотность 1/3 при показателе

ρ = 3γ и справедливы оценки (2.22) (они будут иметь место

для любых m ≥ 1).
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По теореме о среднем, имеем:

Pn+1 − Pn = (n + 1)1/γ − (n)1/γ =
1

γ
c1/γ−1, n ≤ c ≤ n− 1.

Отсюда, если положить γ = 1/5,

Pn+1 − Pn ≥
1

γ
n1/γ−1 = 5n4.

И тогда имеем также:

|λn 1 − Pn| = n2 ≥ 1, Pn+1 − |λnn2−1| =

= Pn+1 − (Pn + n4) ≥ 4n4 ≥ 1.

Положим теперь

L1(λ) =

∞∏
n=1

n2−1∏
k=0

(
1− λ2

λ2
n k

)
.

Поскольку γ = 1/5, то ρ = 3γ = 3/5. Так что последователь-

ность Λ1 при показателе ρ = 3/5 имеет плотность, равную 1/3,

а значит, показатель сходимости τ0 = 3/5. Поэтому L1 – целая

функция порядка ρ = 3/5 (см., например, [52, гл. I, §3, п. 5]).

Более того,

|λ(1)
n+1| − |λ(1)

n | ≥ d0|λ(1)
n |1−ρ →∞, n→∞.

Значит, имеем:

lim
n→∞

n

|λ(1)
n |

= 0, |λ(1)
n+1| − |λ(1)

n | ≥ h > 0, n ≥ 1.

Так что индекс конденсации последовательности Λ1 равен ну-

лю (см. [52, гл. II, §3, п. 1]):

δ(1) = lim
n→∞

1

|λ(1)
n |

ln

∣∣∣∣∣ 1

L′1(λ
(1)
n )

∣∣∣∣∣ = 0.
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Далее, поскольку аргументы θnk точек λnk
(
θnk = 2π

n2
k
)
рав-

номерно распределены на отрезке [0, 2π], а последовательность

Λ1 имеет плотность 1/3, то существует угловая плотность

lim
r→∞

n(r, θ1, θ2)

rρ
= ∆(θ1, θ2),

равная, очевидно,

∆(θ1, θ2) =
1

6π
(θ2 − θ1).

Таким образом, последовательность Λ1 правильно распре-

делена при показателе ρ = 3/5, а в силу (2.22), образует при

этом показателе регулярное множество. Но ρk = d0|λ(1)
k |1−ρ →

∞ при k →∞. Значит, вне кружков

Dn = {z : |z − λn| < 1}

для любого ε > 0 имеем (см. выше):

а) ln |L1(reiθ)| > [H1(θ)− ε]rρ;
б) ln |L1(reiθ)| < [H1(θ) + ε]rρ,

(2.23)

где ρ = 3/5, H1(θ) – индикатор функции L1(λ).

Поскольку τ0 = ρ = 3/5, τ0 – нецелое, а последовательность

Λ1 имеет плотность 1/3 при данном показателе ρ, то функция

L1(λ) имеет нормальный тип σ1 при порядке ρ (см., например,

в [7, гл. I, §1, п. 3]).

Введем в рассмотрение еще одну целую функцию

L2(λ) =

∞∏
n=1

n2−1∏
k=0

(
1− λ2

(λ
(1)
nk )2

)
,
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где λ(1)
nk = λnk + εnk, εnk ↓ 0, n → ∞ (εnk позже выберем

специальным образом).

Положим Q(λ) = L1(λ)L2(λ),

F (λ) =
(λ− λnk)(λ− λ(1)

nk )

Q(λ)
.

Если ∑
n, k

εnk <∞,

то обычным образом показывается (см. [7, гл. I, §2, п. 9]), что

вне кружков постоянного радиуса L1(λ) � L2(λ), т.е. при неко-

торых 0 < c1 < c2 <∞ верны оценки

c1|L1(λ)| ≤ |L2(λ)| ≤ c2|L1(λ)|.

Следовательно, вне кружков Dn для функции L(λ) также бу-

дут справедливы оценки типа (2.23), но с правыми частями,

равными 2[H1(θ)± ε]rρ.
Далее, по принципу максимума и минимума модуля,

|F (λ0)| = min
|λ−λnk|=1

|F (λ)| ≤ max
|λ−λnk|=1

|F (λ)| = |F (λ
(1)
0 )|,

где |λnk − λ0| = |λnk − λ(1)
0 | = 1. Но

F (λnk) =
εnk

Q′(λnk)
, F (λ

(1)
nk ) =

εnk

Q′(λ
(1)
nk )

.

Следовательно,

1

2

1

|Q(λ0)|
≤
∣∣∣∣ εnk
Q′(λm)

∣∣∣∣ ≤ 2
1∣∣∣Q(λ

(1)
0 )
∣∣∣,
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где λm = λnk или λm = λ
(1)
nk , m ≥ m0. Положим теперь εnk =

e−|λnk|
p
, 0 < ρ < p < 1 (ρ = 3/5). Тогда, учитывая оценки типа

(2.23), будем иметь: для всех m ≥ m0

|λnk|p − 2(H1(θ) + ε)|λm|ρ ≤ ln

∣∣∣∣ 1

Q′(λm)

∣∣∣∣ ≤
≤ |λnk|p − 2(H1(θ)− ε)|λm|ρ, (2.24)

(λm = λnk или λm = λ
(1)
nk ). Для построенной последовательно-

сти Λ = {λn} ∪ {λ(1)
n } плотность при порядке 1 равна нулю, а

как видно из (2.24), индекс конденсации δ = 0, q0 = p.

Пусть Γn – контур, образованный отрезками лучей

{z : arg z = ±(θn0 + θn1)/2} и дугами окружностей {z : |z| =

Pn} и {z : |z| = Pn+1} (см. рис. 2).

Рис. 2
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Рассмотрим теперь ряд экспонент

f (z) =

∞∑
k=1

ake
λkz, (2.25)

коэффициенты которого определим следующим образом:

ak =

αnk(Q
′(λk))

−1, αnk = e−h(0)|λn0 |, если λk ∈ Dn0,

e−h(ϕk)|λk|, если λk = |λk|eiϕk /∈ Dn0.

Здесь Dn0 – область, ограниченная контуром Γn, h(ϕ) =

K(−ϕ), K(ϕ) – опорная функция замыкания областиG. Ясно,

что G – область сходимости для ряда (2.25).

Подсчитаем, чему равна величина β. Достаточно найти β

только по точкам λn ∈ Dn0.

Область Dn0 содержит только две точки: λn0 и λ(1)
n0 = λn0 +

εn0. Если λk = λn0, то

ak =
e−h(0)|λn0|

|Q′(λn0)|
,

и поскольку ρ < p, то из оценок (2.24) имеем также:

β = lim
n→∞

ln+ ln+[|ak|eK(0)|λn0 |]

ln |λn0|
= lim

n→∞

ln+ ln+ 1
|Q′(λn0)|

ln |λn0|
= p.

Если λk = λ
(1)
n0 , то, аналогично,

β = lim
n→∞

ln+ ln+ 1

|Q′(λ(1)n0 )|

ln |λ(1)
n0 |

= p.

Таким образом, β = p = q0.
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Убедимся, что для ряда экспонент (2.25)
ρf

ρf + 1
< β = p,

где ρf – порядок суммы f этого ряда. Действительно, имеем

An =
∑

λk∈Dn0

ake
λkz = e−h(0)|λn0| 1

2πi

∫
Γn

eξz

Q(ξ)
dξ.

Так как Q(λ) = L1(λ)L2(λ), L1(λ) � L2(λ), то, учитывая

первую оценку из (2.23), имеем:

|An| ≤ e−h(0)|λn0|ebP
ρ
n |Γn|e|ξ0|(h(ϕ)−d(z)), (2.26)

где ξ0 = |ξ0|eiϕ – некоторая точка контура Γn, а |Γn| – длина

Γn. Мы воспользовались тем, что

Re(ξ0z) ≤ |ξ0|[h(ϕ)− d(z)],

где d(z) = inft∈∂G |z − t| (см. [31]).
Но, как известно, (см. [52, гл. II, §2, п. 5])

|ξ0|h(ϕ)− |λn0|h(0) ≤ |ξ0 − λn0|max
t∈G
|t|. (2.27)

Далее, так как θn1 = 2πn−2 → 0 при n→∞, то

|ξ0 − λn0| ≤M(Pn+1 − Pn) = M((n + 1)1/γ − n1/γ) ≤
≤M 1

γ (n + 1)1/γ−1 = M 1
γ (n + 1)4 ≤ N0P

4/5
n ,

(2.28)

где M , N0 – некоторые постоянные, не зависящие от n, 0 <

M < N0 < ∞. Значит, принимая во внимание, что ρ = 3/5, и

с учетом (2.27), (2.28) из (2.26) имеем:

|An| ≤ eN1P
4/5
n +KP

3/5
n −Pnd(z), z ∈ G.
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Так что

|f (z)| ≤ B

∞∑
n=1

eL0P
4/5
n −Pnd(z), z ∈ G, (2.29)

где L0 = max(N1, K), 0 < K < ∞ (K не зависит от n). Те-

перь воспользуемся леммой 2.1, откуда будет следовать, что

порядок ρf суммы ряда (2.25) удовлетворяет оценке:

ρf ≤ q =
α

1− α
, α =

4

5
.

Значит, ρf ≤ 4. Но тогда из-за возрастания функции

ρf/(ρf + 1) получаем, что

ρf
ρf + 1

≤ 4

5
.

До сих пор величина p была произвольной, но 3/5 < p < 1.

Возьмем p > 4/5. Тогда β = q0 = p > 4/5. Значит, окончатель-

но,
ρf

ρf + 1
< β.

Пример построен.

Таким образом, в оценках (0.23) достигается и правая гра-

ница.

Замечание 2.3. Из доказанной теоремы следует, что пра-

вая оценка для β, полученная в [48], не точна. Тем самым

теорема 2.2 опровергает утверждение, приведенное без дока-

зательства в [48].
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Глава III. R–порядок целого ряда Дирихле:
теоремы типа Сугимура - Танаки

В данной главе обсуждается вопрос о порядке Ритта целой

функции, заданной рядом Дирихле (0.3), и его связи с коэф-

фициентами разложения в этот ряд.

§1. Уточнение теоремы С. Танаки

Пусть Λ = {λn} (0 < λn ↑ ∞), а ряд Дирихле (0.3) сходится

во всей плоскости C. При

L = lim
n→∞

lnn

λn
<∞

этот ряд сходится там и абсолютно.

Дж. Риттом было показано, что если L <∞, то [16]

− 1

ρR
= lim

n→∞

ln |an|
λn lnλn

def
= −R, R ≥ 0, (3.1)

где

ρR = lim
σ→−∞

ln lnMF (σ)

−σ
– порядок по Ритту, введенный им в [16] (R – характеристика

Ритта). При L <∞ доказательство формулы (3.1) приводится

также в [7], [42]. Оно основано на неравенствах типа Коши

|an| ≤MF (σ)eλnσ, n ≥ 1, (3.2)
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непосредственно вытекающих из формул для коэффициентов

ane
−λnσ = lim

y→∞

1

y

y∫
y0

F (σ + it)eiλntdt, n ≥ 1, (3.3)

где y0 – любое фиксированное число из R.

Из доказательства усматривается, что формулы (3.3) на са-

мом деле верны и в том случае, когда ряд (0.3) сходится в плос-

кости (или в какой-то полуплоскости) равномерно (см. [42]).

Но даже при абсолютной сходимости ряда условие L < ∞
слишком сильное. Действительно, при доказательстве оценки

ρR ≤ R−1 все сводится к сходимости при любом ε > 0 ряда

(см. [7], [42])
∞∑
n=1

e−ελn lnλn, (3.4)

которая при L <∞ выводится из сходимости ряда
∞∑
n=1

e−c(lnn) lnλn, c > L.

На самом деле можно только предположить, что σu = −∞ и

воспользоваться следующим простым утверждением.

Лемма. Ряд (3.4) сходится при любом ε > 0 тогда и толь-

ко тогда, когда

C
def
= lim

x→∞

lnn(x)

x lnx
= 0, n(x) =

∑
λn≤x

1

(C – характеристика Сугимуры [39]).
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Действительно, если C = 0, то для любого δ > 0 при n ≥
n0(δ) имеем:

1

δ
lnn < λn lnλn.

Если взять δ = ε/2, то ряд (3.4), очевидно, сходится. Обратно,

если при любом ε > 0 ряд (3.4) сходится, то из монотонности

членов ряда будем иметь: при n→∞

ne−ελn lnλn → 0.

Отсюда при n ≥ n1(ε)

ne−ελn lnλn ≤ 1,

или
lnn

λn lnλn
≤ ε.

Из-за произвольности ε > 0 отсюда получаем, что C = 0.

К. Сугимура в [39] доказал следующее утверждение: если

ряд (0.3) сходится во всей плоскости и 0 < R ≤ ∞, то при

C = 0 верна формула (3.1) Ритта.

Как показано в [40], в предположениях, сделанных в [39],

ряд Дирихле (0.3) сходится во всей плоскости равномерно

(σu = −∞). Поэтому результат К. Сугимуры есть следствие

следующей более общей теоремы С. Танаки.

Теорема В [40]. Пусть ряд Дирихле (0.3) сходится рав-

номерно во всей плоскости. Тогда для порядка ρR по Ритту

верны оценки:

−R ≤ − 1

ρR
≤ −R + T, (3.5)
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где R – характеристика Ритта,

T = lim
x→∞

lnN(x)

x lnx
, N(x) =

∑
[x]≤λn<x

1,

[x] – целая часть числа x (T – характеристика Танаки).

Отсюда следует, что если T = 0, то верна формула ρR =

1/R.

Отметим, что нижняя оценка в (3.5) получается так же,

как и в [7], [42], если учесть, что неравенства типа Коши (3.2)

справедливы и в случае равномерной сходимости ряда (0.3).

Далее, так как N(x) ≤ n(x), то при C = 0 и T = 0. Обратно,

пусть T = 0. Тогда для любого ε > 0 при x ≥ x0(ε) > λ1 имеем:

N(x) < eεx lnx.

Следовательно, учитывая монотонность мажоранты ϕε(x) =

εx lnx, отсюда получаем, что

n(x) ≤ n(x0) + ([x] + 1)eεx lnx, x ≥ x0(ε).

Но

ln+(a + b) ≤ ln+ a + ln+ b + ln 2,

где a > 0, b > 0, c+ = max(c, 0). Поэтому при x ≥ x0(ε)

lnn(x)

x lnx
≤ ln 2 + lnn(x0)

x lnx
+

ln([x] + 1)

x lnx
+ ε.

Отсюда из произвольности ε > 0 заключаем, что C = 0.

Таким образом, C = 0 тогда и только тогда, когда T = 0.
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Отметим, что теорема В содержательна лишь в случае, ко-

гда T < ∞. При этом она охватывает и случай R = 0 (при

R = 0 порядок ρR =∞).

Наша цель – доказать точность правой оценки в (3.5).

Имеет место следующая теорема

Теорема 3.1. Для любой последовательности Λ =

{λn}, 0 < λn ↑ ∞, существует ряд Дирихле вида (0.3), рав-

номерно сходящийся во всей плоскости, для которого

− 1

ρR
= −R + T.

Из оценок (3.5) и теоремы 3.1 вытекает

Теорема 3.2. Для того, чтобы порядок ρR любого ряда Ди-

рихле, равномерно сходящегося во всей плоскости, вычислялся

по формуле (3.5), необходимо и достаточно, чтобы T = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3.1. Пусть T > 0. Тогда

существует последовательность {xn}, 1 < xn ↑ ∞, такая, что

при x→∞
lnN(xn)

xn lnxn
= (1 + o(1))T. (3.6)

Обозначая

ω =

∞⋃
n=1

ωn, ωn = [[xn], xn)

(при подходящем выборе последовательности {xn} из (3.6) сле-
дует, что ωn ∩ Λ 6= ∅, n ≥ 1), рассмотрим ряд Дирихле вида

(0.3), коэффициенты которого определим следующим образом:
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для любого A > T положим

ak =

0, λk /∈ ω;

e−Axn lnxn, λk ∈ ωn.

Можем считать, что xn > n, n ≥ 1. Тогда ряд (0.3) будет

сходиться во всей плоскости абсолютно. Действительно,
∞∑
k=1

|ake−λks| =
∑
n≥1

∑
λk∈ωn

ake
−λkσ, s = σ + it.

Но

An =
∑
λk∈ωn

ake
−λkσ = e−Axn lnxn

∑
λk∈ωn

e−λkσ ≤

≤ e−Axn lnxnN(xn)e[xn]|σ|.

Поскольку A > T , то при некотором ε0 > 0 и n ≥ n0

An ≤ e−(xn lnxn)[A−(1+o(1))T ]e[xn]|σ| ≤ e−ε0[xn] ln[xn]+[xn]|σ|.

Так как xn > n, то отсюда видно, что действительно для лю-

бого s ∈ C
∞∑
k=1

|ake−λks| <∞.

Далее, так как λk ∼ λn при λk ∈ ωn и n→∞, то R = A, а

поскольку ak ≥ 0, то имеет место равенство

MF (σ) =
∑
λk∈ω

ake
−λkσ.

Отсюда для любого n ≥ 1

MF (σ) ≥
∑

[xn]≤λk<xn

ake
−λkσ = e−Axn lnxn

∑
[xn]≤λk<xn

e−λkσ.
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Следовательно, при σ < 0

MF (σ) ≥ e−Axn lnxnN(xn)e−(xn−1)σ.

Отсюда, если учесть (3.6), при σ < 0 и n→∞ имеем:

lnMF (σ) ≥ xn[−(A− (1 + o(1))T lnxn + (1 + o(1))|σ|]. (3.7)

Возьмем

σ = σn = −(A− T + ε) lnxn, ε > 0. (3.8)

Тогда из (3.7) будем иметь: при n→∞

lnMF (σn) ≥ ε(1 + o(1))xn lnxn.

Отсюда, если учесть (3.8), получим: при n→∞

lnMF (σn) ≥ ε(1 + o(1))
|σn|

A− T + ε
e(A−T+ε)−1|σn|.

Следовательно, при n ≥ n0(ε)

ln lnMF (σn) >
|σn|

A− T + 2ε
.

Значит,

ρR ≥
1

A− T + 2ε
,

а поскольку ε > 0 – любое, то

ρR ≥
1

A− T
.

Таким образом,

− 1

ρR
≥ −A + T = −R + T.
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Тогда с учетом правой оценки из (3.5) отсюда окончательно

заключаем, что

− 1

ρR
= −R + T.

Теорема 3.1 доказана полностью.
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Глава IV. Разложение аналитических в
полуплоскости функций в ряды экспонент с

учетом мажоранты роста

Глава посвящена задаче разложения аналитических в полу-

плоскости функций в ряды экспонент с учетом роста, опреде-

ляемым некоторой выпуклой мажорантой.

§1. История вопроса и постановка задачи

Пусть D – выпуклая область в комплексной плоскости C,

A(D) – пространство аналитических в D функций с топологи-

ей равномерной сходимости на компактах из D.

В теории рядов экспонент одним из основных является сле-

дующий результат А.Ф. Леонтьева (см. [7, гл. V, §3, п. 1]):

Пусть D – ограниченная выпуклая область. Тогда имеется

последовательность {λn}, зависящая только от области D, та-

кая, что любую функцию F из A(D) можно в D разложить в

ряд экспонент

F (z) =

∞∑
n=1

ane
λnz.

В данной теореме последовательность показателей λn (n =

1, 2, ...) выбирается как простые нули целой функции L экспо-

ненциального типа и вполне регулярного роста с подходящими
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оценками для |L′(λn)| снизу. Такая целая функция всегда су-

ществует (см. [7, гл. IV, §6, п. 2]). В этой связи напомним, что

задача о существовании целых функций с заданными асимп-

тотическими свойствами в наиболее общем виде решена в [54],

а в [55] этот результат был уточнен как в смысле оценок целой

функции, так и размеров исключительных множеств (см. [56]).

В [7] показано также, что любую целую функцию Φ можно

во всей плоскости представить рядом экспонент

Φ(z) =

∞∑
n=1

Ane
νnz,

причем показатели νn (n = 1, 2, ...) (их можно выбрать как

минимум на трех лучах) являются нулями целой функции L

уточненного порядка ρ(r), limr→∞ ρ(r) = 1 (см. [7, гл. VIII, §1,

п. 3]).

Особый интерес представляют собой вопросы представле-

ния рядами экспонент в бесконечных областях D, D 6= C. В [7]

рассмотрен случай таких областей специального вида. Позже

выяснилось, что любую функцию F ∈ A(D), где D – произ-

вольная бесконечная область, можно в D представить рядом

F (z) =

∞∑
n=1

cne
µnz

(см. [57]). Это вытекает из результатов работ [55], [38] об ап-

проксимации субгармонических функций логарифмом модуля

целой функции. Нас же будет интересовать здесь случай полу-

плоскости, который рассмотрен в работе [7] отдельно. Отметим
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также, что в статье [58] Р.С. Юлмухаметовым изучается про-

странство H(q) аналитических в D функций порядка не выше

q, где в терминах преобразования Лапласа получено описание

пространства H ′(q), сопряженного с H(q).

Теорема С [7]. Пусть F – функция, регулярная в левой

полуплоскости Π−0 = {z = x + iy : x < 0}. Тогда имеется не

зависящая от F последовательность {µn}, 0 < µn ↑ ∞,

lim
n→∞

n

µρn
= τ,

0 < τ <∞ (ρ > 1 – любое), такая, что

F (z) =

∞∑
n=1

Bne
µnz + целая функция, z ∈ Π−0 . (4.1)

Отметим, что в данной теореме требование ρ > 1 вызвано

существом дела: показатели µn (n = 1, 2, ...) не могут быть ну-

лями целой функции экспоненциального типа (более подробно

об этом см. [7, гл. VIII, §1, п. 3]).

Теорема С выводится из следующего утверждения (см. [7,

гл. VIII, §1, п. 3]):

Пусть F – функция, регулярная в полуплоскости Π−0 . Тогда

имеется функция f , регулярная в Π−0 и непрерывная в замы-

кании Π
−
0 , и удовлетворяющая в Π

−
0 условию f (z) = O

(
1
z2

)
при z →∞, существуют целая функция

M(λ) =

∞∑
n=0

cnλ
n
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с ростом не выше первого порядка минимального типа, целая

функция Φ, такие, что

F (z) = M(D)f (z) + Φ(z), z ∈ Π−0 .

Напомним, что дифференциальным оператором бесконеч-

ного порядка M(D) можно действовать на функцию f во всей

области регулярности (в данном случае – в Π−0 ). Действитель-

но, функция M(λ) растет не быстрее целой функции первого

порядка минимального типа, а потому

lim
n→∞

n
√
n!|cn| = 0. (4.2)

Пусть a – произвольная точка из Π−0 . Так как f регулярна

в некоторой окрестности {z : |z − a| < ρ} точки a, то

sup
|t−a|<ρ

|f (t)| = K <∞,

в силу чего

|f (n)(z)|
n!

≤ ρK(
ρ
2

)n+1 , |z − a| ≤
ρ

2
.

Но тогда, учитывая (4.2), для любого ε > 0 имеем

|cnf (n)(z)| ≤ A(ε)K

(
2ε

ρ

)n
, |z − a| ≤ ρ

2
, n ≥ 0,

и потому
∞∑
n=0

|cnf (n)(z)| ≤ A(ε)K
∞∑
n=0

(
2ε

ρ

)n
=
A(ε)K

1− q
,
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если q = 2ε
ρ < 1. Значит, данный ряд равномерно сходится в

достаточно малой окрестности точки a ∈ Π−0 . Кроме того,

|M(D)f (z)| ≤ B max
|t−a|≤ρ

|f (t)|, |z − a| ≤ ρ

2
.

В статье обсуждается следующая задача:

Пусть рост функции F , F ∈ A(Π−0 ), вблизи мнимой оси

контролируется в определенном смысле некоторой мажоран-

той H : [−1, 0) → (0,+∞), H(x) ↑ 0 при x → 0−. Требуется
получить разложение вида (4.1), чтобы рост ряда из модулей∑∞

n=1 |Bne
µnz| также был подчинен мажоранте H.

Отметим, что в терминах порядка роста данная задача

впервые была исследована А.Ф. Леонтьевым в [9] для выпук-

лых многоугольников, а позже – А.М. Гайсиным в [29] для

полуплоскости.

§2. Необходимые сведения

Вкратце остановимся на некоторых свойствах преобразова-

ния Лежандра.

Пусть R+ = [0,∞), H : R+ → R+ – убывающая функция,

H(y) ↓ 0 при y → ∞, H(y) ↑ ∞ при y → 0+. Выберем точку

d > 0 из условия m(d) = 1, где m(y) = lnH(y).

Рассмотрим нижнее преобразование Лежандра функции

m(y):

ϕ(x) = (Lm)(x) = inf
0<y≤d

[m(y) + yx], x > 0. (4.3)
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Как нижняя огибающая возрастающих линейных функций,

ϕ(x) = (Lm)(x) – вогнутая и возрастающая на R+ функция,

ϕ(x) ≥ 0. Ясно, что ϕ(x) ↑ ∞ при x→ +∞.

Наибольшая выпуклая миноранта h(y) функции m(y) на-

зывается верхним преобразованием Лежандра функции ϕ(x):

h(y) = (Uϕ)(y) = sup
x>0

[ϕ(x)− xy], y > 0.

Лемма 4.1 (см. [44], [45]). Интегралы

d0∫
0

lnh(y)dy,

d∫
0

lnm(y)dy,

∞∫
1

ϕ(x)

x2
dx

сходятся и расходятся одновременно (точка d0 выбрана из

условия h(d0) = 1).

В силу этой леммы и для упрощения дальнейших рассуж-

дений, можем считать, что функция m(y) сама выпуклая. Так

что в этом случае h(y) ≡ m(y).

Пусть функция H (она введена выше) удовлетворяет усло-

вию Левинсона
d∫

0

ln lnH(y)dy <∞. (4.4)

Тогда функция ϕ обладает свойствами: 0 ≤ ϕ(x) ↑ ∞, ϕ(x) =

o(x) при x→∞, более того,
∞∫

1

ϕ(x)

x2
dx <∞. (4.5)
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Обычно предполагается, что для любого k ∈ N

lim
y→0

ykH(y) =∞.

Тогда, как легко проверить,

lim
x→∞

ϕ(x)

lnx
=∞. (4.6)

Верна

Лемма 4.2 [46]. Если функции m(y) = lnH(y) (y > 0) и

m(e−s) (s ∈ R) выпуклые, то функция ϕ логарифмически вы-

пуклая (т.е. ϕ(et) выпуклая по t > 0).

Лемма легко проверяется в случае, когда m(y) – функция

класса C2(R+). Действительно, пусть

ϕ(x) = inf
y>0

[m(y) + yx] = m(y(x)) + y(x)x,

где функция y = ϕ(x) единственным образом определяется из

уравнения m′(y) = −x (так как m(y) – убывающая выпуклая

функция, то y(x) ↓ 0 при x→ +∞). Далее,

[ϕ(et)]′ = xϕ′(x), [ϕ(et)]′′ = x[ϕ′(x) + xϕ′′(x)], x = et.

Нас интересует знак выражения ξ(x) = ϕ′(x) + xϕ′′(x). Но

ϕ′(x) = y, ϕ′′(x) =
1

x′(y)
=

1

−m′′(y)
,

так как m′(y) = −x, y = y(x). Значит,

ϕ′(x) + xϕ′′(x) = y +
x

−m′(y)
=
ym′′(y) + m′(y)

m′′(y)
.
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Но m′′(x) ≥ 0 (m – выпуклая). Поскольку m(e−t) выпуклая,

то

0 ≤ [m(e−t)]′′ = y[m′′(y)y + m′(y)], y > 0.

Отсюда

m′′(y)y + m′(y) ≥ 0.

Значит,

ϕ′(x) + xϕ′′(x) ≥ 0,

т.е. ϕ(et) выпуклая функция по t > 0.

Нам понадобится и следующая

Лемма 4.3 (Y. Domar) [59]. Если функция ϕ, 0 ≤ ϕ(x) ↑
∞, удовлетворяет условиям (4.5), (4.6), причем ϕ логариф-

мически выпуклая, то существует четная целая функция

экспоненциального типа

G(z) =

∞∑
n=0

a2nz
2n, a2n ≥ 0, z = x + iy,

принадлежащая классу сходимости, т.е. такая, что
∞∫

1

lnG(x)

x2
dx <∞,

причем

0 < c1 ≤ G(x)e−2ϕ(x) ≤ c2|x|2k, |x| ≥ 1, (4.7)

где k ∈ N, c1 и c2 – некоторые положительные постоянные,

не зависящие от x.
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Отметим, что если функция ϕ не удовлетворяет условию

(4.5), то G удовлетворяет лишь оценкам (4.7).

§3. Разложение аналитических в
полуплоскости функций заданного роста в

ряды экспонент

Пусть Π+
0 = {z = x + iy : x > 0}. Через K0, K1 обозначим

классы функций F , введенные в §2 введения. Пусть

TF (s) =
1

2π

∫
Rez=s>0

|F (z)||dz|.

В дальнейшем нам понадобится следующий результат

М.В. Келдыша об аппроксимации голоморфных функций це-

лыми функциями (см. [60]):

Пусть Γ – кривая Жордана, начинающаяся и оканчиваю-

щаяся в бесконечности, E – область, ограниченная линией Γ,

f – голоморфная в E функция, непрерывная на E ∪ Γ (исклю-

чая бесконечно удаленную точку).

Каковы бы ни были положительные ε и η, существует це-

лая функция g, удовлетворяющая неравенству

|f (z)− g(z)| < ε exp
[
−|z|

1
2−η
]

в E (E – замыкание E).

Теорема 4.1. Пусть F ∈ K0, причем

TF (s) ≤ AFH(s), s > 0,
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где H : R+ → R+, H – убывающая функция, H(s) ↓ 0 при

s → +∞, H(s) ↑ ∞ при s → 0+, H(d) = e. Предположим

также, что

lim
s→0

skH(s) =∞, k – любое, k ∈ N,

а функции m(s) = lnH(s) (s > 0) и m(e−t) (t ∈ R) выпуклые.

Тогда существуют целая функция

M(λ) =

∞∑
n=0

cnλ
n,

удовлетворяющая оценке

ln |M(λ)| ≤ CMϕ(|λ|),

функция f ∈ K1, такие, что

F (z) = M(D)f (z) + Φ(z), z ∈ Π+
0 ,

где Φ – некоторая целая функция, ϕ(r) (r = |λ|) – нижнее

преобразование Лежандра функции m(s), ϕ(r) = o(r) при r →
∞, причем функция ϕ логарифмически выпуклая.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция F принадлежит клас-

су K0. Поэтому функция A(t), определенная формулой (0.26),

непрерывна на R, A(t) ≡ 0 при t ≤ 0. Она не зависит от s > 0.

Оценим ее сверху.

Имеем: для t > 0 и любого s > 0

|A(t)| ≤ TF (s)est ≤ AF exp[m(s) + st], m(s) = lnH(s).
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Отсюда

|A(t)| ≤ AFe
ϕ(t), t > 0, (4.8)

где

ϕ(t) = (Lm)(t) = inf
0<s≤d

[m(s) + st],

ϕ – вогнутая возрастающая при t > 0 функция. По лем-

ме 4.2, она выпуклая по переменной ln t (т.е. логарифмиче-

ски выпуклая). Далее, для всех t > 0, 0 < s ≤ d, очевидно,

ϕ(t)− st ≤ m(s). Отсюда

m∗(s) = sup
t>0

[ϕ(t)− ts] ≤ m(s), 0 < s ≤ d.

Следовательно, ϕ(t) = o(t) при t→∞. Действительно, в про-

тивном случае существует ε0 > 0, найдется последователь-

ность tn, tn → ∞, такие, что ϕ(tn) ≥ ε0tn. Но тогда имели

бы m∗(s) ≡ ∞ на (0, ε0), что невозможно.

Пусть G – четная целая функция из леммы 4.3. Она удо-

влетворяет оценкам (4.7). Поэтому с учетом (4.8)∣∣∣∣A(t)

G(t)

∣∣∣∣ ≤ AFc
−1
1 e−ϕ(t), t > 0.

Если принять во внимание условие (4.6), то

ϕ(t) ≥ N ln t ≥ ln(1 + t2), N > 2, t ≥ t0.

Следовательно, ∣∣∣∣A(t)

G(t)

∣∣∣∣ ≤ BF
1

1 + t2
, t > 0. (4.9)
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Теперь рассмотрим функцию

Ψ(z) =

∞∫
0

A(t)

G(t)
e−ztdt, z ∈ Π+

0 .

Из (4.9) следует, что функция Ψ регулярна в Π+
0 и непрерывна

в Π
+
0 . В качестве искомой функции M возьмем G:

M(λ) = G(λ) =

∞∑
n=0

a2nλ
2n, a2n ≥ 0.

Тогда

M(D)e−zt =

( ∞∑
n=0

a2nt
2n

)
e−zt = G(t)e−zt.

Поэтому

M(D)Ψ(z) =

∞∫
0

A(t)e−ztdt = F (z), z ∈ Π+
0 .

Таким образом,

F (z) = M(D)Ψ(z), z ∈ Π+
0 .

К функции Ψ применим теорему М.В. Келдыша, полагая в ней

E = Π+
0 , Γ = iR (Ψ регулярна в Π+

0 , непрерывна в Π
+
0 ). Тогда

найдется целая функция g, такая, что

|Ψ(z)− g(z)| < exp
(
−|z|

1
3

)
, z ∈ Π

+
0 .

Положим f (z) = Ψ(z)− g(z). Тогда f ∈ K1 и

F (z) = M(D)Ψ(z) = M(D)f (z) + M(D)g(z).
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Функция Φ(z) = M(D)g(z) – целая. Следовательно,

F (z) = M(D)f (z) + Φ(z), z ∈ Π+
0 .

Осталось оценить рост целой функции M . Имеем:

|M(λ)| ≤ max
|µ|=r
|G(µ)| =

∞∑
n=0

a2nr
2n, a2n ≥ 0.

Учитывая (4.7), отсюда будем иметь

|M(λ)| ≤ c2r
2ke2ϕ(r) ≤ c3e

3ϕ(r), r > 0.

Таким образом,

lnM(|λ|) ≤ CMϕ(|λ|).

Теорема доказана.

В качестве следствия докажем теорему разложения в ряд

экспонент.

Теорема 4.2. Пусть F ∈ K0, причем

TF (s) ≤ AFH(s), s > 0,

где мажоранта H удовлетворяет условиям теоремы 4.1. То-

гда имеется не зависящая от F последовательность показа-

телей {λn}, 0 < λn ↑ ∞,

lim
n→∞

n

λρn
= τ,

0 < τ <∞ (ρ > 1 – любое), такая, что

F (z) =

∞∑
n=1

Bne
−λnz + целая функция, z ∈ Π+

0 ,
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причем при некотором k ∈ N
∞∑
n=1

|Bne
−λnz| ≤ BHk

(x
k

)
, z = x + iy ∈ Π+

0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 4.1, имеем:

F (z) = M(D)f (z) + Φ(z), f ∈ K1, (4.10)

Φ – целая функция. Поскольку f ∈ K1, то (см. [7, гл. VIII, §1,

п. 2]) в полуплоскости Π+
0

f (z) =

∞∑
n=1

A0
ne
−λnz + целая функция, (4.11)

где 0 < λn ↑ ∞,

lim
n→∞

n

λρn
= τ,

0 < τ < ∞, ρ > 1 – любое, A0
n = O(λ2

n) при n → ∞. Так что

из (4.10), (4.11) получим представление

F (z) =

∞∑
n=1

A0
nM(λn)e−λnz + целая функция, z ∈ Π+

0 . (4.12)

Оценим ряд из модулей

B(z) =

∞∑
n=1

|Bne
−λnz|, Bn = A0

nM(λn), z ∈ Π+
0 .

Оценки для M(λn) были получены в теореме 4.1. Учитывая

их, имеем:

|Bn| ≤
1

λνn
λ2+ν
n eCMϕ(λn) ≤ 1

λνn
eLMϕ(λn), n ≥ 1, ν > 0,
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LM – постоянная, не зависящая от n. Но в (4.11) λn таковы,

что λρn > τ0n при некотором τ0 > 0, n ≥ 1. Выберем ν таким,

чтобы ν > 2ρ. Тогда λνn > τ1n
2, n ≥ 1, τ1 = τ 2

0 . Следовательно,

для z ∈ Π+
0

B(z) ≤
∞∑
n=1

1

τ1n2
exp [LMϕ(λn)− λnx] .

Отсюда при некотором k ∈ N, k ≥ k0,

B(z) ≤ B exp

[
sup
n≥1

(kϕ(λn)− λnx)

]
≤ Bekm(xk),

гдеm(x) = (Uϕ)(x) – верхнее преобразование Лежандра функ-

ции ϕ.

Таким образом, если TF (x) ≤ AFH(x), то справедливо пред-

ставление (4.12), причем
∞∑
n=1

∣∣A0
nM(λn)e−λnz

∣∣ ≤ BHk
(x
k

)
,

где B – положительная постоянная, k ∈ N.

Теорема 4.2 доказана.

Замечание. Пусть мажоранта H совпадает с функцией

exp
[(

1
s

)µ]
(µ > 0) при 0 < s ≤ 1 (в этом случае d = 1). Именно

эта функция используется как функция сравнения при изу-

чении класса аналитических в полуплоскости Π+
0 функций в

терминах порядка ρ (см. [29], [41]). В рассматриваемой здесь

ситуации

ρ = lim
s→0+

ln lnTF (s)

ln 1
s
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– порядок функции TF (s).

Для функции m(s) =
(

1
s

)µ имеем:

m′′(s) = µ(µ + 1)s−µ−2 > 0.

Значит функция m(s) выпуклая. Функция m(e−t) тоже вы-

пуклая, ибо m(e−t) = etµ, t ∈ R. Кроме того, H(s) ↑ ∞ при

s→ 0+, H(s) ↓ e при s→ 1−. Поэтому, согласно теореме 4.2,

имеет место разложение (4.12), причем для некоторых B > 0,

k ∈ N

B(z) =

∞∑
n=1

∣∣A0
nM(λn)e−λnz

∣∣ ≤ BHk
(x
k

)
= Bek(

k
s)
µ

.

Таким образом, если

TF (s) ≤ AF exp

[(
1

s

)µ]
,

то в (4.12)

B(z) ≤ Beb(
1
s)
µ

, b = k1+µ.

Теорема 4.2, тем самым, обобщает соответствующий резуль-

тат из [29] о разложении аналитических в Π+
0 функций с учетом

порядка роста в ряды экспонент.
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