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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îñíîâíûìè îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ â äàííîé äèñ-
ñåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû îáðàòíîãî ñäâèãà â ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðô-
íûõ ôóíêöèé ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ è ñâÿçàííûå ñ íèìè ñâåðò-
êè. Â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé îïåðàòîð îáðàòíîãî ñäâèãà D0(f)(t) =
f(t)−f(0)

t â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé èññëåäîâàí äî-
ñòàòî÷íî ïîäðîáíî. Îí åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ îñòàòêîâ ðÿäà Òåéëîðà ôóíêöèè f , ãîëîìîðôíîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè
0. Îäíà èç êëþ÷åâûõ çàäà÷ äëÿ íèõ � ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòå-
ìû {Dn

0 (f) |n ≥ 0}, ò.å. öèêëè÷íîñòè âåêòîðà f îòíîñèòåëüíî D0, â ñî-
îòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå. Ê íåé íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå èìåþò
ïðîáëåìû îïèñàíèÿ êîììóòàíòà D0 â àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, è çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ D0.

Ïóñòü H(Ω) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè
Ω ⊂ C, 0 ∈ Ω. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå öèêëè÷å-
ñêèõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà D0 è åãî îäíîìåðíîãî âîçìóùåíèÿ è èõ çàìêíó-
òûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â H(Ω) (Ì.Ã. Õàïëàíîâ, Þ.À. Êàçü-
ìèí, Í.Å. Ëèí÷óê, Þ.Ñ. Ëèí÷óê, Î.À. Èâàíîâà, Ñ.Í. Ìåëèõîâ), â âåñî-
âûõ (LF)�ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ â C ôóíêöèé (Î.À. Èâàíîâà, Ñ.Í. Ìåëè-
õîâ). Öèêëè÷åñêèå âåêòîðû è èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà D0 â áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå, èçó÷àëè Ð.
Äóãëàñ, Ã. Øàïèðî, À. Øèëäñ, É. Öèìà, Ó. Ðîññ, À. Àëåìàí, Ñ. Ðèõòåð,
Ê. Ñàíäáåðã, öèêëè÷åñêèå âåêòîðû îáîáùåííîãî ñäâèãà âëåâî â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå èññëåäîâàëè Ã. Ãîäôðóà è Äæ. Øàïèðî. Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî
ðàáîò ïîñâÿùåíî è ïðîáëåìàì, ñâÿçàííûì ñ îïèñàíèåì êîììóòàíòà D0 è
ñâîéñòâàì îïåðàòîðîâ èç íåãî. Ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðà D0

è åãî îäíîìåðíîãî âîçìóùåíèÿ â H(Ω) è â ñ÷åòíîì èíäóêòèâíîì ïðåäåëå
âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå öåëûõ â C ôóíêöèé ðåøàëè Í.È. Íàãíèáè-
äà, Í.Å. Ëèí÷óê, È. Äèìîâñêè è Â. Õðèñòîâ, Þ.Ñ. Ëèí÷óê, Î.À. Èâàíîâà,
Ñ.Í. Ìåëèõîâ. Êîììóòàíò îáîáùåííîãî ñäâèãà âëåâî â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå èçó÷àëñÿ Ã. Ãîäôðóà è Äæ. Øàïèðî. Â ìîíîãðàôèè Þ.Ô. Êîðîáåé-
íèêà1 èññëåäîâàí êîììóòàíò îïåðàòîðà îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîðà ñäâèãà âëåâî â ïðîñòðàíñòâàõ ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ;

1Êîðîáåéíèê, Þ.Ô. Îïåðàòîðû ñäâèãà íà ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâàõ // Ðîñòîâ-íà-Äîíó: èçä-âî ÐÃÓ. �

1983. � 155 ñ.

3



åãî ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ D0.
Ñóùåñòâåííóþ ñòèìóëèðóþùóþ ðîëü â èçó÷åíèè îïåðàòîðà D0 è åãî

îäíîìåðíîãî âîçìóùåíèÿ ñûãðàëà ñòàòüÿ2 , â êîòîðîé îïåðàòîð Ïîììüå
Dz(f)(t) =

f(t)−f(z)
t−z èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ àáñòðàêòíîé âåðñèè èíòåð-

ïîëèðóþùåé ôóíêöèè À.Ô. Ëåîíòüåâà, øèðîêî ïðèìåíÿþùåéñÿ â òåîðèè
ðÿäîâ ýêñïîíåíò è îïåðàòîðîâ ñâåðòêè.

Êàê ïîêàçàíî Î.À. Èâàíîâîé è Ñ.Í. Ìåëèõîâûì ïðè N = 1, ñ ïîìî-
ùüþ ñäâèãîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñD0, â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ
óìíîæåíèå ïî ïðàâèëó ñâåðòêè; îíî åñòåñòâåííî ñâÿçàíî ñ ïðåäñòàâëåíè-
åì ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ D0. Ñ íèì ýòî
ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé àë-
ãåáðîé. Èçó÷åíèå òàêîãî óìíîæåíèÿ àêòóàëüíî. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ, íà-
ïðèìåð, òåì, ÷òî âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ îíî ðåàëèçóåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå
Äþàìåëÿ, èçó÷àåìîå â çíà÷èòåëüíîì ÷èñëå ðàáîò è èìåþùåå äîâîëüíî ìíî-
ãî ïðèëîæåíèé. Îíî ïðèìåíÿåòñÿ â îïåðàòîðíîì èñ÷èñëåíèè, âîñõîäÿùåì
ê ìîíîãðàôèè ß. Ìèêóñèíñêîãî, ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè â îáîáùåííîì ñìûñëå (â ñìûñëå À. Áèñâàñà, À.
Ëàìáåðòà è Ñ. Ïåòðîâè÷à, â çàäà÷å î ñïåêòðàëüíîé êðàòíîñòè ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà, â ïðîáëåìå íàêëîííîãî áåðåãà, â òåîðèè îïåðàòîðîâ Òåïëèöà ñ
âåðòèêàëüíûì ñèìâîëîì. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíî
èçó÷àþòñÿ àëãåáðû Äþàìåëÿ (Ì.Ò. Êàðàåâ, Ð. Òàïäèãîãëó, Õ. Ñàäðàîóè,
Õ. Ãóåäèðè, Á. Õàëîóàíè, Ç. Çàíã, Þ. Ëèó, Ñ. Ïîííóñàì).

Âî ìíîãèõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ñèòóàöèÿõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëàïëàñà èëè Ôóðüå�Ëàïëàñà ñîïðÿæåííûì ê D0 îïåðàòîðîì ÿâëÿ-

åòñÿ îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ J0(f)(t) =
z∫
0

f(t)dt èëè −iJ0. Ýòî ïîçâîëÿåò

íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ D0 äâîéñòâåííûì îáðàçîì èíòåðïðåòèðîâàòü
äëÿ J0 (è íàîáîðîò). Òàêàÿ âçàèìîñâÿçü èñïîëüçîâàëàñü Â.À. Òêà÷åíêî, ïî-
ñòðîèâøèì òåîðèþ îïåðàòîðà îáîáùåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ. Â.À. Òêà÷åíêî îïðåäåëèë åãî êàê îïåðàòîð,
ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó îáîáùåííîãî îáðàòíîãî ñäâèãà f 7→ f(t)−eP (t)f(0)

t

(P � ìíîãî÷ëåí, P (0) = 1), äåéñòâóþùåìó â ñ÷åòíîì èíäóêòèâíîì ïðå-
äåëå âåñîâûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ öåëûõ â C ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ρ�
òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëîé ôóíêöèåé.

Äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ ðåçóëüòà-
2Èâàíîâà, Î.À. Îá èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè À.Ô. Ëåîíòüåâà / Î.À. Èâàíîâà, Ñ.Í. Ìåëèõîâ //

Óôèìñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. � 2014. � Ò. 6, � 3. Ñ.17�27.
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òîâ ïîäîáíîãî ðîäà ïîëó÷åíî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå. Îòìåòèì â ñâÿçè ñ ýòèì
ñòàòüè Ê. Ìåððèôèëäà, Ñ. Óîòñîíà, Ñ. Ñàëòàíà, ß. Ýçåëà, Ì.Ò. Êàðàåâà, Ð.
Òàïäèãîãëó, Í. Àëüòâàéæðè, â êîòîðûõ èññëåäîâàëîñü è ïðèìåíÿëîñü ïðî-
èçâåäåíèå Äþàìåëÿ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â ïîëèäèñêå,
èëè â åãî ïîäïðîñòðàíñòâàõ. Â ýòîé äèññåðòàöèè ïðåäëàãàåòñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèé ìíîãîìåðíûé ïîäõîä. Â íåé èçó÷àåòñÿ ñèñòåìà îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî
îáðàòíîãî ñäâèãà ïî ïåðåìåííîé ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ è ðåøàåò-
ñÿ ðÿä ñâÿçàííûõ ñ íåé çàäà÷ óæå â ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèè. Â ÷àñòíîñòè,
ðàçðàáîòàíûå çäåñü ìåòîäû ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü ïðèëîæåíèÿ ê ðåøåíèþ
íåêîòîðûõ òèïîâ çàäà÷ Êîøè â ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ è áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Öåëè ðàáîòû.

1) Èññëåäîâàòü ñèñòåìó D0 îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî îáðàòíîãî ñäâèãà â ïðî-
ñòðàíñòâå H(Ω) âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â ïîëèöèëèíäðè÷åñêîé îá-
ëàñòè Ω â CN , ñîäåðæàùåé òî÷êó 0, è â ñ÷åòíûõ èíäóêòèâíûõ ïðåäåëàõ
âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå öåëûõ â CN ôóíêöèé.
2) Îïèñàòü êîììóòàíò ñèñòåìû D0 â àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
îïåðàòîðîâ â H(Ω). Äîêàçàòü êðèòåðèé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà èç ýòîãî
êîììóòàíòà.
3) Èçó÷èòü öèêëè÷åñêèå âåêòîðû D0 â H(Ω).
4) Èññëåäîâàòü óìíîæåíèå⊛ â òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿæåííîìH(Ω)′ êH(Ω),
çàäàâàåìîå ïî ïðàâèëó ñâåðòêè ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ ñè-
ñòåìîé D0. Ïîëó÷èòü ðåàëèçàöèè àëãåáðû (H(Ω)′,⊛).
5) Îïèñàòü êîììóòàíò ñèñòåìû D0 â âåñîâîì (LF)�ïðîñòðàíñòâå E(V ) öå-
ëûõ â CN ôóíêöèé è èçó÷èòü óìíîæåíèå ⊛ â òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿæåííîì
E(V )′ ê E(V ).
6) Èçó÷èòü êîììóòàíò ñèñòåìû îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â àë-
ãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â H(Ω).
7) Äîêàçàòü êðèòåðèè îáðàòèìîñòè ýëåìåíòà â àëãåáðå H(Ω) ñ ïðîèçâåäå-
íèåì Äþàìåëÿ è îïåðàòîðà Äþàìåëÿ â H(Ω).
8) Ðåøèòü ïðîáëåìó äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåí ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííû-
ìè â ñîïðÿæåííîì E(V )′. Ïîëó÷èòü ïðèìåíåíèÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè â ïðîñòðàíñòâå H(Ω) è â ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðó-
åìûõ è óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â âûïóêëîé ïîëèöèëèíäðè÷å-
ñêîé îáëàñòè â RN , à òàêæå ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè
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Ãåëüôîíäà�Ëåîíòüåâà â ïðîñòðàíñòâå âñåõ öåëûõ â CN ôóíêöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âû-
íîñèìûå íà çàùèòó:
1) Îïèñàí êîììóòàíò ñèñòåìû D0 îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî îáðàòíîãî ñäâèãà â
àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå H(Ω) âñåõ
ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â ïîëèöèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Ω â CN , ñîäåðæà-
ùåé òî÷êó 0; ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå è äîêàçàí êðèòåðèé
îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ èç ýòîãî êîììóòàíòà.
2) Óñòàíîâëåí êðèòåðèé öèêëè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû D0 â H(Ω)

ôóíêöèè c ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ãîëîìîðôíîé â Ω.
3) Èññëåäîâàíî óìíîæåíèå⊛ â òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿæåííîìH(Ω)′ êH(Ω),
çàäàâàåìîå ïî ïðàâèëó ñâåðòêè ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ
ñèñòåìîé D0. Ïîëó÷åíû ðåàëèçàöèè àëãåáðû (H(Ω)′,⊛) â âèäå ïðîñòðàí-
ñòâà ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ñ îïåðàöèåé ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ
è ïðîñòðàíñòâà öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ìíîãîìåðíûì
ïðîèçâåäåíèåì Äþàìåëÿ.
4) Îïèñàí êîììóòàíò ñèñòåìûD0 â âåñîâîì (LF)�ïðîñòðàíñòâå E(V ) öåëûõ
â CN ôóíêöèé è èçó÷åíî óìíîæåíèå ⊛ â òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿæåííîì
E(V )′ ê E(V ).
5) Ââåäåí è èçó÷åí êëàññ îáëàñòåé â CN , ïîëèçâåçäíûõ îòíîñèòåëüíî òî÷êè
0. Äëÿ âûïóêëîé ïîëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 îáëàñòè Ω ïîëó÷åíà
ðåàëèçàöèÿ ⊛ â H(Ω) â âèäå ìíîãîìåðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Äþàìåëÿ.
6) Äëÿ ïîëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 îáëàñòè Ω ïîëó÷åíî ïðåäñòàâ-
ëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Äþàìåëÿ îïåðàòîðîâ èç êîììóòàíòà ñèñòåìû
îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâ-
íûõ îïåðàòîðîâ â H(Ω).
7) Äîêàçàíû êðèòåðèè îáðàòèìîñòè ýëåìåíòà â àëãåáðå H(Ω) ñ ïðîèçâå-
äåíèåì Äþàìåëÿ ∗ è îïåðàòîðà Äþàìåëÿ â H(Ω). Ïîêàçàíî, ÷òî àëãåáðà
(H(Ω), ∗) ëîêàëüíà.
8) Äîêàçàíû îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåí ñ
ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè â ñîïðÿæåííîì E(V )′ è ïðåäñòàâëåíèå åå
ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿùåãî íóëåâûì óñëîâèÿì, â âèäå îáîáùåííîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ Äþàìåëÿ â E(V )′.
9) Ïîëó÷åíû ïðèìåíåíèÿ ïðîáëåìû äåëåíèÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
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ìè â ïðîñòðàíñòâå H(Ω) äëÿ âûïóêëîé ïîëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè
0 îáëàñòè Ω è â ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ è óëüòðà-
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â âûïóêëîé ïîëèöèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè â
RN , à òàêæå ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè Ãåëüôîíäà�
Ëåîíòüåâà â ïðîñòðàíñòâå âñåõ öåëûõ â CN ôóíêöèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé îäíîãî è
ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, àíàëèçà Ôóðüå, ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëü-
íîãî àíàëèçà (òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ, òåî-
ðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â íèõ).

Òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü.

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Îíè ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû â òåîðèè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé îäíîãî è ìíîãèõ êîì-
ïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, îïåðàòîðîâ ñâåðòêè â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ, â ïðåäñòàâëåíèÿõ ôóíêöèé ìíîãîìåðíûìè ðÿäàìè ýêñïîíåíò, â ñïåê-
òðàëüíîé òåîðèè â ðàñøèðåííîì ñìûñëå, ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, â òåîðèè îïåðàòîðîâ, ñâÿ-
çàííûõ ñ îïåðàòîðàìè îáðàòíîãî ñäâèãà è èíòåãðèðîâàíèÿ.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðåä-

ñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

� International Scienti�c Conference ¾Modern Methods, Problems and Appli-
cations of Operator Theory and Harmonic Analysis (OTHA�2017)¿, 23�28
àïðåëÿ 2017, ã. Ðîñòîâ�íà�Äîíó;

� International Scienti�c Conference ¾Modern Methods, Problems and Appli-
cations of Operator Theory and Harmonic Analysis (OTHA�2018)¿, 22�27
àïðåëÿ 2018, ã. Ðîñòîâ�íà�Äîíó;

� Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæ-
íûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, XVI. Òåîðèÿ îïåðàòî-
ðîâ è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿, 20�25 ñåíòÿáðÿ 2021, ÐÑÎ�À, ã.
Âëàäèêàâêàç;

� Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Óôèìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ øêîëà¿, 28 ñåíòÿáðÿ�1 îêòÿáðÿ 2022, ã. Óôà;

� Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ïîðÿäêîâûé àíàëèç è ñìåæ-
íûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, XVII: Òåîðèÿ îïåðàòî-

7



ðîâ è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿, 29 èþíÿ�5 èþëÿ 2023, ÐÑÎ�À,
ã. Äçèíàãà;

� Ñåìèíàð ¾Êîìïëåêñíûé è ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç¿ ÈÌÂÖ ÓÔÈÖ ÐÀÍ
20 èþíÿ 2025 ã. (ðóêîâîäèòåëü � Ìóñèí È.Õ.), ã. Óôà.

Ïóáëèêàöèè è ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-
òàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ èçëîæåíû â 9 íàó÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ. Ñòàòüè [1],
[4] îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ìåæäóíàðîäíóþ áàçó äàííûõ
Scopus; [3], [5] � â áàçû äàííûõ Web of Science è Scopus; ñòàòüÿ [2] � â èç-
äàíèè, âõîäÿùåì â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ ÐÔ è RSCI. Ðàáîòû [6�9] îïóáëèêîâàíû
â ìàòåðèàëàõ êîíôåðåíöèé.

Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [1, 3, 4, 5] Ñ.Í. Ìåëèõîâó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷, óêàçàíèå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ. Îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëèðîâêè
è äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ðàáîò, ïðåäñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèè,
ïðèíàäëåæàò ñîèñêàòåëþ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò

èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 81
íàèìåíîâàíèå. Îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 106 ñòðàíèö.
Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð èñêðåííå áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâî-

äèòåëÿ Ñåðãåÿ Íèêîëàåâè÷à Ìåëèõîâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, öåííûå çàìå-
÷àíèÿ, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîääåðæêó.

×àñòü íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå
Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 25-21-00062, https://rscf.ru/project/-
025-21-00062/).

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Äëÿ N ∈ N ïîëàãàåì PN := {1, 2, · · · , N}. Äëÿ t = (tj)
N
j=1, z = (zj)

N
j=1 ∈

CN , σ ⊂ PN ñèìâîëîì tσ,z îáîçíà÷èì òî÷êó â CN òàêóþ, ÷òî (tσ,z)k :=

zk, k ∈ σ, è (tσ,z)k := tk, k ∈ PN\σ; tj,z := t{j},z. Ïóñòü Ωj, j ∈ PN , �
îáëàñòè â C, ñîäåðæàùèå 0, Ω := Ω1 × · · · × ΩN ; H(Ω) � ïðîñòðàíñòâî
âñåõ ãîëîìîðôíûõ â Ω ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà
êîìïàêòàõ Ω. Äëÿ f ∈ H(Ω), j ∈ PN , z, t ∈ Ω ïîëîæèì (N0 := N ∪ {0})

Dj,z(f)(t) :=
f(t)− f(tj,z)

tj − zj
, Tj,z(f)(t) :=

tjf(t)− zjf(tj,z)

tj − zj
,

Dα
0 := Dα1

1,0 · · ·D
αN

N,0, α ∈ NN
0 , Tz := T1,z · · ·TN,z.
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Îñíîâíîå âíèìàíèå â ïåðâîé ãëàâå óäåëåíî êîììóòàíòó KΩ(D0) ñèñòå-
ìû D0 := {Dj,0 | j ∈ PN} â àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ â H(Ω)

îïåðàòîðîâ. Îí èññëåäîâàí â � 1.2. Ãëàâíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
îïåðàòîðîâ èç ýòîãî êîììóòàíòà, ñîâïàäàþùåãî ñ êîììóòàíòîì ñèñòåìû
{Tz | z ∈ Ω}, â âèäå ñîîòâåòñòâóþùåé ñâåðòêè. Äàëåå â ãëàâå 1 ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî Ω = Ω1 × · · · × ΩN , ãäå Ωj, j ∈ PN , � îäíîñâÿçíûå îáëàñòè â C,
ñîäåðæàùèå 0.
Òåîðåìà 1.2.1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) B ∈ KΩ(D0).

(ii) B ∈ KΩ(T ).

(iii) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë φ ∈ H(Ω)′ òàêîé, ÷òî

B(f)(z) = φ(Tz(f)), z ∈ Ω, f ∈ H(Ω).

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà B ∈ KΩ(D0) ôóíêöèîíàë φ ∈ H(Ω)′, êàê â (iii),

åäèíñòâåíåí.

Èçâåñòíûå ðàíåå ðåçóëüòàòû îá îïèñàíèè KΩ(D0) îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê
ñëó÷àþ N = 1. Í.È. Íàãíèáèäà3 ïîêàçàë, ÷òî äëÿ êðóãà Ω = {z ∈ C : |z| <
R} (0 < R ≤ +∞) ìíîæåñòâî KΩ(D0) â òî÷íîñòè ñîñòîèò èçD0�îïåðàòîðîâ
áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè (îí èñïîëüçîâàë
ïðåäñòàâëåíèÿ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷-
íûõ ìàòðèö). Ïðè N = 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω â ðàñøèðåííîé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó 0, Í.Å. Ëèí÷óê4 äîêàçàëà ðàâ-
íîñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé (i) è (iii) òåîðåìû 1.2.1. Â ñòàòüå èñïîëüçîâàíà
òåîðèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ
Ã. Êåòå5 . Ýòîò ìåòîä òåñíî ñâÿçàí ñî ñïåöèôèêîé ïðîñòðàíñòâà H(Ω). Ðàâ-
íîñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé (i)�(iii) òåîðåìû 1.2.1 äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè
Ω ⊂ C, ïî ñóòè, äîêàçàíà È. Äèìîâñêèì è Â. Õðèñòîâûì6 . Â äèññåðòàöèè
ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñòàòüè6, áîëåå àëãåáðàè-
÷åñêèé. Þ.Ñ. Ëèí÷óê7 îïèñàë ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû â H(Ω),

3Íàãíèáèäà, Í.È. Î ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðàõ â àíàëèòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñòà-

íîâî÷íûõ ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ / Í.È. Íàãíèáèäà // Òåîðèÿ ôóíêöèé, ôóíêöèîíàëüíûé

àíàëèç è èõ ïðèëîæåíèÿ: Ðåñï. ìåæâåä. íàó÷. ñá. �Õàðüêîâ. � 1966. � �2. Ñ. 160�164.
4Ëèí÷óê, Í.Å. Ïðåäñòàâëåíèå êîììóòàíòîâ îïåðàòîðà Ïîììüå è èõ ïðèëîæåíèÿ / Í.Å. Ëèí÷óê //

Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 1988. � Ò. 44, � 6. Ñ. 794�802.
5K�othe, G. Dualit�at in der Funktionentheorie / G. K�othe // J. Reine Angew. Math. � 1953. � Vol. 191.

P. 30�49.
6Dimovski, I. N. Commutants of the Pommiez operator / I. N. Dimovski, V. Z. Hristov // Int. J. Math.

and Math. Science. � 2005. � Vol. 8. P. 1239�1251.
7Linchuk, Yu. S. Cyclical elements of operators which are left-inverses to multiplication by an independent

variable / Yu. S. Linchuk // Methods of Functional Analysis and Topology. � 2006. � Vol. 12, � 4. P. 384�

388.
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êîòîðûå ïåðåñòàíîâî÷íû ñ îäíîìåðíûì âîçìóùåíèåì îïåðàòîðà Ïîììüå
D0, à èìåííî, ñ îïåðàòîðîì D0 + hδ0, ãäå h � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ,
ãîëîìîðôíàÿ â Ω, à δ0(f) := f(0).

Â ãëàâå 1 ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ ìíîãîìåðíûé àíàëîã äâîéñòâåí-
íîñòè Ñèëâû�Êåòå�Ãðîòåíäèêà, äîêàçàííûé Õ.�Ã. Òèëüìàíîì8 . Îñíîâíûì
àíàëèòè÷åñêèì ñðåäñòâîì ýòîãî ïðèìåíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå îïåðàòîðîâ èç KΩ(D0), ïîëó÷åííîå â ï. 1.2.2.

Ïîëîæèì

Bφ(f)(z) := φ(Tz(f)), z ∈ Ω, f ∈ H(Ω), φ ∈ H(Ω)′,

φ̃(t) := φz

(
1

(t1 − z1) · · · (tN − zN)

)
,

CΩ := (C\Ω1)× · · · × (C\ΩN).

Â ï. 1.2.3 äîêàçàí êðèòåðèé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà Bφ.
Òåîðåìà 1.2.2. Ïóñòü φ ∈ H(Ω)′. Îïåðàòîð Bφ : H(Ω) → H(Ω) îáðàòèì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ t1φ̃(t) íå èìååò íóëåé â CΩ.

Öèêëè÷åñêèå âåêòîðû ñèñòåìû D0 â H(Ω) èçó÷åíû â ï. 1.2.4. Ïðè ýòîì
f ∈ H(Ω) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì ñèñòåìû D0, åñëè ñèñòåìà
{Dα

0 (f) |α ∈ NN
0 } ïîëíà â H(Ω). Óñòàíîâëåí êðèòåðèé öèêëè÷íîñòè ôóíê-

öèè ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, àíàëîãè÷íûé îäíîìåðíîìó.
Òåîðåìà 1.2.3.Ïóñòü f(z) = f1(z1) · · · fN(zN), z ∈ Ω, fj ∈ H(Ωj), j ∈ PN .

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) f ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì ñèñòåìû D0 â H(Ω).

(ii) Êàæäàÿ ôóíêöèÿ fj, j ∈ PN , íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé

ïåðåìåííîé zj.

Ðàíåå öèêëè÷åñêèå âåêòîðû îïåðàòîðà îáðàòíîãî ñäâèãà áûëè èññëåäî-
âàíû äëÿ N = 1. Ì.Ã. Õàïëàíîâ9 ïîëó÷èë äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû
ñèñòåìû {Dn

0 (f) |n ∈ N0} â H(Ω) äëÿ êðóãà Ω = {z ∈ C | |z| < R} (îí
ïîëüçîâàëñÿ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòî-
ðîâ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå). Þ.À. Êàçüìèí äîêàçàë êðèòåðèé
ïîëíîòû òàêîé ñèñòåìû â H(Ω) äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω â C. Ìåòîä
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2.3, ïðèìåíåííûé â äèññåðòàöèè, êàê è â10 , îñ-

8Tillmann, H.-G. Randverteilungen analytischer Funktionen und Distributionen / H.-G. Tillmann //

Math. Zeitschr. � 1953. � Vol. 59. P. 61�83.
9Õàïëàíîâ, Ì. Ã. Î ïîëíîòå íåêîòîðûõ ñèñòåì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé / Ì.Ã. Õàïëàíîâ // Ó÷. çàï.

Ðîñòîâñê. ãîñ. ïåä. èí-òà: Ñá ñòàòåé. Ðîñòîâ-íà-Äîíó. � 1955. � Ò. 3. Ñ. 53�58.
10Êàçüìèí, Þ.À. Î ïîñëåäîâàòåëüíûõ îñòàòêàõ ðÿäà Òåéëîðà / Þ.À. Êàçüìèí // Âåñòíèê ÌÃÓ.

Ñåð. 1, Ìàòåìàòèêà, Ìåõàíèêà. � 1963. � � 5. Ñ. 35�46.
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íîâûâàåòñÿ íà ñïåöèàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ. Í.Å. Ëèí÷óê11

äîêàçàëà óïîìÿíóòûé êðèòåðèé â îáùåì ñëó÷àå � äëÿ ïðîèçâîëüíîé îá-
ëàñòè Ω â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Þ.Ñ. Ëèí÷óê12 äëÿ îä-
íîñâÿçíîé îáëàñòè Ω â C äîêàçàë óñëîâèÿ öèêëè÷íîñòè ôóíêöèé â H(Ω)

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà îïåðàòîðà D0+hδ0, ãäå h � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíê-
öèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â Ω. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ 1− zh(z)

íå îáðàùàåòñÿ â 0 â Ω. Îò ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ óäàëîñü èçáàâèòüñÿ â13 .
Öèêëè÷åñêèå âåêòîðû îïåðàòîðà îáðàòíîãî ñäâèãà â ïðîñòðàíñòâå Õàðäè
H2 â åäèíè÷íîì êðóãå èññëåäîâàíû â14; â15 ïîëó÷åíû îáùèå ðåçóëüòàòû
î öèêëè÷åñêèõ âåêòîðàõ îáîáùåííîãî ñäâèãà âëåâî â áàíàõîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ.

Â � 1.3 èçó÷åíî óìíîæåíèå ⊛ â òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿæåííîì H(Ω)′ ê
H(Ω), îïðåäåëÿåìîå ïî ïðàâèëó ñâåðòêè ñ ïîìîùüþ àññîöèèðîâàííûõ îïå-
ðàòîðîâ ñäâèãà: äëÿ φ, ψ ∈ H(Ω)′

(φ⊛ ψ)(f) := φz(ψ(Tz(f))), f ∈ H(Ω).

Íèæíèé èíäåêñ ó ôóíêöèîíàëà ïîêàçûâàåò, ïî êàêèì ïåðåìåííûì îí äåé-
ñòâóåò. Ïîêàçàíî, ÷òî ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå H(Ω)′b ÿâëÿåòñÿ óíèòàëüíîé
àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðîé ñ óìíîæåíèåì
⊛.

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãåáðû (H(Ω)′,⊛) ïðèâëåêàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êî-
øè è Ëàïëàñà. Ïóñòü H0(CΩ) � ïðîñòðàíñòâî ðîñòêîâ âñåõ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé íà CΩ, ðàâíûõ 0 â êàæäîé òî÷êå, õîòÿ áû îäíà êîîðäèíàòà êîòî-
ðîé ðàâíà ∞.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Êîøè ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àëãåá-
ðû (H(Ω)′,⊛) íà àëãåáðó H0(CΩ) ñ ïîòî÷å÷íûì óìíîæåíèåì (gh)(t) =

t1g(t)h(t) (åñëè õîòÿ áû îäíà êîîðäèíàòà òî÷êè t ðàâíà ∞, òî t1g(t)h(t) :=
0).

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ðåàëèçóåò ⊛ óæå êàê ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ.
11Ëèí÷óê. Í.Å. Ïðåäñòàâëåíèå êîììóòàíòîâ îïåðàòîðà Ïîììüå è èõ ïðèëîæåíèÿ / Í.Å. Ëèí÷óê //

Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 1988. � Ò. 44, � 6. Ñ. 794�802.
12Linchuk, Yu. S. Cyclical elements of operators which are left-inverses to multiplication by an independent

variable / Yu. S. Linchuk // Methods of Functional Analysis and Topology. � 2006. � Vol. 12, � 4. P. 384�

388.
13Èâàíîâà, Î.À. Îá îðáèòàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà òèïà Ïîììüå / Î.À.

Èâàíîâà, Ñ.Í. Ìåëèõîâ // Óôèìñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. � 2015. � Ò. 7, � 4. Ñ. 75�79.
14Douglas, R. G. Cyclic vectors and invariant subspaces for the backward shift operator / R. G. Douglas,

H. S. Shapiro, A. I. Shields // Ann. Inst. Fourier (Grenoble). � 1970. � Vol. 20, � 1. P. 37�76.
15Godefroy, G. Operators with dense, invariant, cyclic vector manifolds / G. Godefroy, J.H. Shapiro // J.

of Funct. Anal. � 1991. � Vol. 98. P. 229�269.
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Ïîëîæèì

eλ(z) := e⟨λ,z⟩, ⟨λ, z⟩ =
N∑
j=1

λjzj, λ, z ∈ CN .

Äëÿ φ ∈ H(Ω)′

F(φ)(λ) := φ̂(λ) := φ(eλ), λ ∈ CN , φ ∈ H(Ω)′.

Ïóñòü EΩ := F(H(Ω)′). Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà F � ëèíåéíûé èçîìîð-
ôèçì H(Ω)′ íà EΩ. Â EΩ ââîäèòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëàÿ òîïîëîãèÿ òàê, ÷òî
F : H(Ω)′b → EΩ ÿâëÿåòñÿ è òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì.

Cëåäóÿ Ê. Ìåððèôèëäó è Ñ. Óîòñîíó, ââåäåì ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ ∗
: äëÿ g, h ∈ H(CN), t ∈ CN

(g ∗ h)(t) := ∂N

∂tN . . . ∂t1

tN∫
0

· · ·
t1∫
0

g(t− ξ)h(ξ)dξ1 . . . dξN .

Îíî ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì â EΩ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà
F � èçîìîðôèçì àëãåáðû (H(Ω)′,⊛) íà àëãåáðó (EΩ, ∗).

Ïîëó÷åííîå â � 1.2 îïèñàíèå êîììóòàíòà KΩ(D0) èíòåðïðåòèðóåòñÿ äà-
ëåå â àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ; îíî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå
(H(Ω)′,⊛) â H(Ω). Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1.3.3. (i) Îòîáðàæåíèå ρ(φ) := Bφ, φ ∈ H(Ω)′, ÿâëÿåòñÿ èçî-

ìîðôèçìîì àëãåáðû (H(Ω)′,⊛) íà àëãåáðó KΩ(D0).

(ii) ρ � òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì H(Ω)′b íà KΩ(D0) ñ òîïîëîãèåé îãðà-

íè÷åííîé ñõîäèìîñòè.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà D0 îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî îáðàòíî-
ãî ñäâèãà â ñ÷åòíîì èíäóêòèâíîì ïðåäåëå E(V ) âåñîâûõ áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ öåëûõ â CN ôóíêöèé è ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ â H(Ω). Äëÿ
íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé vn : CN → R,
n ∈ N, îïðåäåëèì âåñîâûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà

En(V ) :=

{
f ∈ H(CN)

∣∣ ∥f∥n := sup
z∈CN

|f(z)|
exp(vn(z))

< +∞
}

ñ íîðìîé ∥ · ∥n. Ïîëîæèì E(V ) :=
⋃
n∈N

En(V ). Ââåäåì â E(V ) òîïîëîãèþ

èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ En(V ), n ∈ N, îòíîñèòåëüíî èõ âëîæå-
íèé â E(V ): E(V ) := ind

n→
En(V ). Îòíîñèòåëüíî âåñîâ, çàäàþùèõ E(V ),

äåëàåòñÿ äâà îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿ:

∀n∃m(n) ≥ n∃C(n) ≥ 0 :
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sup
|t−z|∞≤1

vn(t) + log(1 + |z|) ≤ inf
|t−z|∞≤1

vm(n)(t) + C(n), z ∈ CN , (1)

è
∀n∃k(n) ≥ n∃D(n) ≥ 0 :

vn(tσ,z) ≤ vk(n)(t) + vk(n)(z) +D(n), t, z ∈ CN , σ ⊂ PN . (2)

Âòîðîå óñëîâèå àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ ïðè N = 1, åñëè ôóíêöèÿ v1
îãðàíè÷åíà ñíèçó; îíî ñâÿçàíî ñî ñòðóêòóðîé îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî îáðàò-
íîãî ñäâèãà è äàåò âîçìîæíîñòü (âìåñòå ñ ïåðâûì óñëîâèåì) îïðåäåëèòü
â E(V ) îïåðàòîðû ÷àñòíîãî îáðàòíîãî ñäâèãà. Ñåìåéñòâî ðàññìîòðåííûõ
ïðîñòðàíñòâ E(V ) äîñòàòî÷íî øèðîêîå. Îíî ñîäåðæèò âåñîâûå ïðîñòðàí-
ñòâà, ðåàëèçóþùèå ñîïðÿæåííûå ê ïðîñòðàíñòâàì ãîëîìîðôíûõ, áåñêîíå÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, óëüòðàðàñïðåäåëåíèé è êâàçèàíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèîíàëîâ.

Â � 2.2 îïèñàí êîììóòàíò ñèñòåìû D0 = {Dj,0 | j ∈ PN} (îí ñîâïàäà-
åò ñ êîììóòàíòîì ñèñòåìû T := {Tz | z ∈ CN}) â àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ
íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â E(V ).
Òåîðåìà 2.2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C[z] ïëîòíî â E(V ).

Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) B ∈ K(D0).

(ii) B ∈ K(T ).

(iii) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë φ ∈ E(V )′ òàêîé, ÷òî B(f)(z) = φ(Tz(f)),

z ∈ CN , f ∈ E(V ).

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà B ∈ K(D0) = K(T ) ôóíêöèîíàë φ ∈ E(V )′ òà-

êîé, êàê â (iii), åäèíñòâåíåí.

Â � 2.3 èçó÷àåòñÿ óìíîæåíèå ⊛ â òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿæåííîì E(V )′

ê E(V ), ñâÿçàííîå ñî ñâåðòî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì îïåðàòîðîâ èç K(D0).
Àëãåáðà (E(V )′,⊛) èçîìîðôíà àëãåáðå K(D0), óìíîæåíèåì â êîòîðîé ÿâ-
ëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðåàëèçàöèè
(E(V )′,⊛). Â ï. 2.3.3 ââîäÿòñÿ è èçó÷àþòñÿ ïîëèçâåçäíûå îòíîñèòåëüíî
òî÷êè 0 ìíîæåñòâà. Äëÿ z ∈ CN ïîëàãàåì

Π(z) := [0, z1]× · · · × [0, zN ].

Ìíîæåñòâî Q â CN íàçîâåì ïîëèçâåçäíûì îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, åñëè
Π(z) ⊂ Q äëÿ ëþáîãî z ∈ Q.

Êëàññ îáëàñòåé ñ òàêèì ñâîéñòâîì ñîäåðæèò âñå ïðîèçâåäåíèÿ ïëîñêèõ
îáëàñòåé, çâåçäíûõ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, ïîëíûå îáëàñòè Ðåéíõàðòà ñ öåí-
òðîì â òî÷êå 0. Åñëè îáëàñòü Ω âûïóêëàÿ, ñâîéñòâî ïîëèçâåçäíîñòè ðàâíî-
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ñèëüíî òîìó, ÷òî îïîðíûå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïóêëûõ êîìïàê-
òîâ, èñ÷åðïûâàþùèõ Ω èçíóòðè, óäîâëåòâîðÿþò âòîðîìó ïðåäïîëîæåíèþ
î âåñàõ (ýòî ïîäòâåðæäàåò åãî åñòåñòâåííîñòü).

Ïóñòü Ω � îáëàñòü â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Â ï. 2.3.4
â H(Ω) ââåäåíî ìíîãîìåðíîå ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ ∗: äëÿ g, h ∈ H(Ω)

(g ∗ h)(t) := ∂N

∂t1 · · · ∂tN

tN∫
0

· · ·
t1∫
0

g(t− ξ)h(ξ)dξ1 · · · dξN , t ∈ Ω.

Ïðîñòðàíñòâî H(Ω) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ óìíîæåíèåì ∗. Äëÿ N = 1 â H(Ω)

îíî ââåäåíî è èçó÷åíî È. Ðàé÷èíîâûì16 è Í. Óèãëè17 . Óìíîæåíèÿ ⊛ è ∗
ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè îáëàñòü Ω äîïîëíèòåëüíî âûïóêëàÿ,
òî îïîðíûå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïóêëûõ êîìïàêòîâ, èñ÷åðïû-
âàþùèõ Ω èçíóòðè, çàäàþò ïðîñòðàíñòâî EΩ := E(V ). Ïðåîáðàçîâàíèå
Ëàïëàñà F ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî H(Ω)′ áèåêòèâíî îòîáðàæàåò íà EΩ.
Ïóñòü F ′ : E ′

Ω → H(Ω) � ñîïðÿæåííîå ê F îòîáðàæåíèå.
Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ ïîëèçâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷-

êè 0 îáëàñòü â CN . Òîãäà F ′ � èçîìîðôèçì àëãåáðû (E ′
Ω,⊛) íà àëãåáðó

(H(Ω), ∗).
Â � 2.4 ïðîàíàëèçèðîâàíà ñâÿçü îïåðàòîðîâ Ïîììüå Dz ñ ìíîãîìåðíûì

âàðèàíòîì èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè À.Ô. Ëåîíòüåâà, èñïîëüçîâàííîé
Â.Ï. Ãðîìîâûì18 ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿäû ýêñïîíåíò àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, Â.Â. Íàïàëêîâûì19 äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé ñâåðòêè â ïîëèîáëàñòÿõ.

Â � 2.5 ïðîäîëæåíî èçó÷åíèå ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ â H(Ω) áåç äîïîë-
íèòåëüíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î âûïóêëîñòè îáëàñòè Ω, ïîëèçâåçäíîé îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè 0. Äëÿ k ∈ PN ââåäåì îïåðàòîðû ÷àñòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Jk(f)(z) :=

zk∫
0

f(z1, ..., zk−1, ξ, zk+1, ..., zN)dξ, z ∈ Ω, f ∈ H(Ω)

(èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî îòðåçêó [0, zk]). Âñå îíè ëèíåéíû è íåïðåðûâíû â
H(Ω) è ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íû. Äëÿ ôóíêöèè g ∈ H(Ω) ââåäåì îïåðàòîð
Sg(f) := f ∗ g, f ∈ H(Ω). Îí ëèíååí è íåïðåðûâåí â H(Ω).

16Ðàé÷èíîâ, È. Î ëèíåéíûõ îïåðàòîðàõ, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ îïåðàöèåé èíòåãðèðîâàíèÿ / È. Ðàé÷èíîâ

// Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ. � 1970. �Ò. 2. Ðîñòîâ-íà-Äîíó: èçä-âî ÐÃÓ, Ñ. 63�72.
17Wigley, N. The Duhamel product of analytic functions / N. Wigley // Duke Math. J. � 1974. � Vol.

41. Ð. 211�217.
18Â.Ï. Ãðîìîâ, Ñ.Í. Ìèøèí, Ñ.Â. Ïàíþøêèí. Îïåðàòîðû êîíå÷íîãî ïîðÿäêà è äèôôåðåíöèàëüíî-

ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ // Îðåë: ÃÎÓÂÏÎ ¾ÎÃÓ¿, 2009. � 428 ñ.
19Íàïàëêîâ, Â.Â. Óðàâíåíèÿ ñâåðòêè â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ // Ì.: Íàóêà, � 1982. � 240 ñ.
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Ñèìâîëîì K(J ) îáîçíà÷èì êîììóòàíò ìíîæåñòâà J = {Jk | k ∈ PN} â
àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â H(Ω) ñ óìíîæåíèåì �
êîìïîçèöèåé îïåðàòîðîâ; K(J ) ÿâëÿåòñÿ åå ïîäàëãåáðîé. Â ï. 2.5.1 îïèñàíî
ìíîæåñòâî K(J ).
Òåîðåìà 2.5.2. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíîñè-

òåëüíî òî÷êè 0.

(i) Åñëè A ∈ K(J ), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ g ∈ H(Ω), äëÿ

êîòîðîé A = Sg.

(ii) Sg ∈ K(J ) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ H(Ω).

Â ï. 2.5.2 äîêàçàíà èçîìîðôíîñòü ïðîñòðàíñòâà H(Ω) è K(J ) â ñëåäóþ-
ùåì ñìûñëå.
Òåîðåìà 2.5.3. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0. Îòîáðàæåíèå χ(g) := Sg ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì

èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà H(Ω) íà K(J ) ñ òîïîëîãèåé îãðàíè÷åííîé

ñõîäèìîñòè è èçîìîðôèçìîì àëãåáðû (H(Ω), ∗) íà àëãåáðó K(J ).

Â ï. 2.5.3 óñòàíîâëåí êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ýëåìåíòà àëãåáðû (H(Ω), ∗).
Òåîðåìà 2.5.4. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíîñè-

òåëüíî òî÷êè 0, g ∈ H(Ω). Ñëåäóùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû

(i) Îïåðàòîð Sg : H(Ω) → H(Ω) îáðàòèì.

(ii) Ýëåìåíò g îáðàòèì â àëãåáðå (H(Ω), ∗).
(iii) g(0) ̸= 0.

Ïðè N = 1 òåîðåìû 2.5.2 è 2.5.4 õîðîøî èçâåñòíû. È. Ðàé÷èíîâ16 îïèñàë
êîììóòàíò îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå H(Ω) è óñòàíîâèë
óñëîâèå îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà èç êîììóòàíòà äëÿ îáëàñòè Ω â C, çâåçäíîé
îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Âïîñëåäñòâèè Þ.À. Êèðþòåíêî20 ïîëó÷èë ïîäîáíûå
ðåçóëüòàòû äëÿ îäíîñâÿçíîé çâåçäîîáðàçíîé îáëàñòè â C, ñîäåðæàùåé 0. Í.
Óèãëè17, ïðåäïîëàãàÿ çâåçäíîñòü Ω ⊂ C îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, óñòàíîâèë
êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ýëåìåíòà â àëãåáðå (H(Ω), ∗).

Â äàííîé äèññåðòàöèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ∗�îáðàòèìîñòè ôóíêöèè èç
H(Ω), êàê è â17, ïðèâëåêàåòñÿ ðÿä Íåéìàíà. Åãî èñïîëüçîâàíèå îêàçàëîñü
âîçìîæíûì âñëåäñòâèå óñòàíîâëåííîãî â ëåììå 2.5.1 ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèç-
âåäåíèÿ f ∗ g â âèäå ñóììû, ñîäåðæàùåé îäíî âíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå
g(0)f è ñëàãàåìûå ñ èíòåãðàëàìè õîòÿ áû ïî îäíîé ïåðåìåííîé îò ôóíêöèè,
íå çàâèñÿùåé îò ïðîèçâîäíûõ f . Ýòî ïîçâîëèëî è â ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèè

20Êèðþòåíêî, Þ.À. Îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà Âîëüòåððà â ïðîñòðàíñòâå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé /

Þ.À. Êèðþòåíêî // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. � 1984. � Ò. 35, �6. Ñ. 795�-802.
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ïîëó÷èòü îöåíêè, îáû÷íî ïðèìåíÿåìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå êâàçèíèëüïî-
òåíòíîñòè îïåðàòîðà Âîëüòåððà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îòìåòèì
Ñëåäñòâèå 2.5.3. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0. Àëãåáðà (H(Ω), ∗) ëîêàëüíà. Åå åäèíñòâåííûì ìàêñè-

ìàëüíûì èäåàëîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ∗�íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ

â íåé.

Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò äëÿ ïðîñòðàíñòâà Õàðäè â ïîëèäèñêå ïîëó÷åí äðó-
ãèì ìåòîäîì â ñòàòüå21 � ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â òàêîì æå áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ
÷èñëîì ïåðåìåííûõ, ìåíüøåì íà åäèíèöó, è ïîñëåäóþùåãî ñâåäåíèÿ ê îä-
íîìåðíîé ñèòóàöèè.

Òàêæå ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ äëÿ äâîéñòâåííîé ñèòóàöèè â ñëó÷àå, êîãäà
îáëàñòü Ω äîïîëíèòåëüíî âûïóêëàÿ (1 � ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ
1).
Òåîðåìà 2.5.5. Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0, φ ∈ E ′
Ω. Îïåðàòîð Bφ îáðàòèì â EΩ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà φ(1) ̸= 0.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê ïðîáëåìå, èñ-
õîäíûì ïóíêòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ ôóíê-
öèé îäíîé ïåðåìåííîé. Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì â òî÷êå 0, ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Äþàìåëÿ ïðàâîé ÷àñòè è òàêîãî ðåøå-
íèÿ äëÿ ïðàâîé ÷àñòè, òîæäåñòâåííî ðàâíîé 1. Îíà îáîñíîâûâàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ îïåðàöèîííîãî èëè îïåðàòîðíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Â ñòàòüå È.Ë. Êîãàíà22

(â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè) ýòà ôîðìóëà ðàñïðîñòðàíåíà íà áîëåå øèðîêèå
êëàññû ïðàâûõ ÷àñòåé, à äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâåðòî÷-
íûõ àëãåáð îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Â ðàáîòå23 äàííîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî
äëÿ êëàññîâ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ è óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé íà îòðåçêå èëè èíòåðâàëå â R, ñîäåðæàùåì òî÷êó 0. Òàì èñïîëü-
çîâàëñÿ äðóãîé ìåòîä: äîêàçûâàëàñü âîçìîæíîñòü äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåí â

21Merry�eld, K. A local algebra structure for H of the polydisc / K. Merry�eld, S. Watson // Colloquium

Mathematicum. � 1991. � Vol. 61. Ð. 73�79.
22Êîãàí, È.Ë. Ìåòîä èíòåãðàëà Äþàìåëÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòî-

ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé / È.Ë. Êîãàí // Âåñòí. Ñàì.

ãîñ. òåõí. óí-òà. Ñåð. Ôèç.-ìàò. íàóêè. � 2010. � Ò.20, �1. Ñ. 37�45.
23Èâàíîâà, Î.À. Îá îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà Äþàìåëÿ â ïðîñòðàíñòâàõ óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ

ôóíêöèé / Î.À. Èâàíîâà, Ñ.Í. Ìåëèõîâ // Óôèìñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. � 2023. � Ò. 15, � 4.

Ñ. 61�74.
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ïðîñòðàíñòâå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ òàê, ÷òî ÷àñòíîå îáðàùàåòñÿ
â íóëü íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîíîìàõ è âûðàæàåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
⊛ â ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ. Çàòåì ïîëó-
÷åííîå ðàâåíñòâî ïîñðåäñòâîì ñîïðÿæåííîãî ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà
ïåðåâîäèëîñü â íóæíîå ïðîñòðàíñòâî. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î
ìíîãîìåðíûõ àíàëîãàõ îïèñàííûõ ðåçóëüòàòîâ. Íåêîòîðûé ìíîãîìåðíûé
ïîäõîä ïðåäïðèíÿò â äàííîé ãëàâå. Òåðìèí ¾ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèîíàëîâ¿ â êîíòåêñòå äàííîé äèññåðòàöèè âîñõîäèò ê ðàáîòàì Â.À.
Òêà÷åíêî, êîòîðûé ïðîâåë öèêë èññëåäîâàíèé â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèîíàëîâ êàê ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ñ÷åòíîì
èíäóêòèâíîì ïðåäåëå âåñîâûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ öåëûõ ôóíêöèé îä-
íîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, çàäàâàåìûõ ρ�òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëû-
ìè ôóíêöèÿìè (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüè24,25,26).

Ïóñòü E(V ) � ñ÷åòíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë âåñîâûõ áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ öåëûõ ôóíêöèé â CN , êàê â ãëàâå 2. Çàôèêñèðóåì íåíóëåâûå
ìíîãî÷ëåíû qj ∈ C[tj] ïåðåìåííîé tj ñòåïåíè mj ≥ 1 ñî ñòàðøèìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, ðàâíûìè 1, è ïîëîæèì Q(t) := q1(t1) · · · qN(tN), Q1(t) := 1,
Qj(t) := q1(t1) · · · qj−1(tj−1), 2 ≤ j ≤ N , t ∈ CN . Ââåäåì óìíîæåíèå ôóíê-
öèîíàëîâ èç E(V )′ íà ìíîãî÷ëåí p ∈ C[t1, ..., tN ]:

(pφ)(f) := φ(pf), f ∈ E(V ), φ ∈ E(V )′.

Òàê êàê îïåðàòîð f 7→ pf óìíîæåíèÿ íà p ëèíååí è íåïðåðûâåí â E(V ) è
E(V ) ðåôëåêñèâíî, òî ñîïðÿæåííîå ê íåìó îòîáðàæåíèå φ 7→ pφ ëèíåéíî
è íåïðåðûâíî â ñèëüíîì ñîïðÿæåííîì E(V )′.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà öåëûõ â CN−1 ôóíêöèé òà-
êîãî æå âèäà, êàê è E(V ). Îíè çàäàþòñÿ ñóæåíèÿìè èñõîäíûõ ôóíêöèé
vn, n ∈ N, íà êîîðäèíàòíûå ãèïåðïëîñêîñòè. Äëÿ j ∈ PN , n ∈ N îïðåäå-
ëèì ôóíêöèè vn,j(z1, ..., zN−1) := vn(z1, ..., zj−1, 0, zj, ..., zN−1), z ∈ CN−1 è
ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (vn,j)n∈N çàäàäèì ïðîñòðàíñòâî E(V (j)):

En(V
(j)) :=

{
f ∈ H(CN−1)

∣∣ sup
t∈CN−1

|f(t)|
exp(vn,j(t))

< +∞
}
, n ∈ N;

24Òêà÷åíêî, Â.À. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà è îäíîêëåòî÷íîñòü îïåðàòîðîâ îáîáùåííîãî èíòå-

ãðèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ / Â.À. Òêà÷åíêî // Ìàòåì. çàìåòêè � 1977.

� Ò. 22, � 2. Ñ. 221-�230.
25Òêà÷åíêî, Â.À. Îá îïåðàòîðàõ, êîììóòèðóþùèõ ñ îáîáùåííûì èíòåãðèðîâàíèåì â ïðîñòðàíñòâàõ

àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ / Â.À. Òêà÷åíêî // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1979. � Ò. 2, � 2. Ñ. 271�282.
26Òêà÷åíêî, Â.À. Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ äëÿ îïåðàòî-

ðîâ, ïîðîæäàåìûõ óìíîæåíèåì íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ / Â.À. Òêà÷åíêî // Ìàòåì. ñá. � 1980. �

Ò. 154, � 3. Ñ. 421�466.

17



E(V (j)) := indn→En(V
(j)). Äëÿ âñåõ j ∈ PN ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (vn,j)n∈N

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1) è (2) â CN−1.
Äëÿ j ∈ PN , t ∈ CN ïîëîæèì t(j) := (t1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN). Äëÿ ëþ-

áûõ n ∈ N, j ∈ PN , g ∈ E(V (j)), ìíîãî÷ëåíà p ∈ C[t1, ..., tN ] ôóíêöèÿ
p(t1, ..., tN)g(t

(j)) ïðèíàäëåæèò E(V ). Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äîêàçàíà îäíî-
çíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è äåëåíèÿ â E(V )′ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-
âèÿõ íà ÷àñòíîå.
Òåîðåìà 3.1.1. Äëÿ ëþáûõ ψ ∈ E(V )′, νj,k ∈ E(V (j))′, 0 ≤ k < mj, j ∈ PN ,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ôóíêöèîíàë φ ∈ E(V )′ òàêîé, ÷òî Qφ = ψ è

äëÿ ëþáûõ gj ∈ E(V (j)), 0 ≤ k < mj, j ∈ PN

φt(t
k
jQj(t)gj(t

(j))) = νj,k(gj).

Îñíîâíûì çâåíîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1.1 ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
¾äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì¿ íà ìíîãî÷ëåí Q â ïðîñòðàíñòâå E(V ). Ðàíåå òàêîé
ïîäõîä â èäåéíî áëèçêîé ñèòóàöèè èñïîëüçîâàëñÿ Â.Ì. Òðóòíåâûì. Äåëå-
íèå ñ îñòàòêîì ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ìíîãî÷ëåí Âåéåðøòðàññà â îá-
ëàñòè Ω â CN ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äëÿ ôóíêöèî-
íàëîâ áûëî èì ïðèìåíåíî ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ îïåðàòîðà ñâåðòêè
â ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Ïîñëåäíåå èçî-
ìîðôíî ñèëüíîìó ñîïðÿæåííîìó ê ïðîñòðàíñòâó âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðô-
íûõ â Ω. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì ïðîâîäèòñÿ â27 ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà ïî âûäåëåííîé ïåðåìåííîé. Òàêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà èñïîëüçóåòñÿ è â ýòîé ðàáîòå. Îòìåòèì è
äðóãèå ïîäõîäû ê äîêàçàòåëüñòâó ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ î äåëåíèè ñ îñòàò-
êîì â êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ëåììà î äåëåíèè ñ îñòàò-
êîì íà ìíîãî÷ëåí Âåéåðøòðàññà â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ðîñòêîâ ôóíêöèé,
ãîëîìîðôíûõ â òî÷êå 0, â ìîíîãðàôèè Ã. Ãðàóýðòà, Ê. Ôðèòöøå28 óñòàíîâ-
ëåíà ñ ïîìîùüþ òåîðèè áàíàõîâûõ àëãåáð.

Ïðèâåäåì âòîðîé îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû î ïðåäñòàâëåíèè ðåøå-
íèÿ èñõîäíîé çàäà÷è äåëåíèÿ ñ íóëåâûìè óñëîâèÿìè â âèäå îáîáùåííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ Äþàìåëÿ ⊛ ïðàâîé ÷àñòè è òàêîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïðàâîé ÷à-
ñòè, ñîâïàäàþùåé ñ ôóíêöèîíàëîì δ0(f) := f(0), ëèíåéíûì è íåïðåðûâ-
íûì íà E(V ).

27Òðóòíåâ, Â.Ì. Óðàâíåíèÿ ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà /

Â.Ì. Òðóòíåâ // Èòîãè íàóêè è òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ìàòåì. è åå ïðèë. Òåìàò. îáç. � 2006. � Ò. 108. Ñ.

158�180.
28Grauert, H. Einfürung in die Funktionentheorie mehrerer Veränderlicher / H. Grauert, K. Fritzsche. �

Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York (1974).
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Òåîðåìà 3.1.2. Åñëè δ0
Q ∈ E(V )′ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Qφ = δ0, äëÿ êî-

òîðîãî(
δ0
Q

)
t

(tkjQj(t)gj(t
(j))) = 0, 0 ≤ k < mj, gj ∈ E(V (j)), j ∈ PN ,

òî äëÿ ëþáîãî ψ ∈ E(V )′ ïðîèçâåäåíèå ψ ⊛ δ0
Q ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ Qφ = ψ òàêèì, ÷òî
(
ψ ⊛ δ0

Q

)
t
(tkjQj(t)gj(t

(j))) = 0 äëÿ ëþáûõ

0 ≤ k < mj, gj ∈ E(V (j)), j ∈ PN .

Òåîðåìû 3.1.1 è 3.1.2 ïðèìåíåíû ê íåêîòîðûì çàäà÷àì Êîøè â ðåàëè-
çàöèÿõ E(V )′ â âèäå êîíêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåííîãî ê
ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà, Ôóðüå�Ëàïëàñà èëè îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ëàïëàñà. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â âû-
ïóêëîé ïîëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 îáëàñòè, è óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ â íåì; ïðîñòðàíñòâî âñåõ öåëûõ â CN ôóíêöèé è óðàâíåíèå
ñ ïðîèçâîäíûìè Ãåëüôîíäà�Ëåîíòüåâà; ïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ è óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â âûïóêëûõ ïîëèöè-
ëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ â RN è óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ýòèõ
ïðîñòðàíñòâàõ.
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