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Ââåäåíèå

Îñíîâíûìè îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ â äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ îïå-

ðàòîðû îáðàòíîãî ñäâèãà â ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ìíîãèõ

êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ è ñâÿçàííûå ñ íèìè ñâåðòêè. Â ñëó÷àå îäíîé

ïåðåìåííîé îïåðàòîð îáðàòíîãî ñäâèãà D0(f)(t) =
f(t)−f(0)

t â ðàçëè÷íûõ

ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé èññëåäîâàí äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî.

Îí åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ îñòàòêîâ ðÿäà

Òåéëîðà ôóíêöèè f , ãîëîìîðôíîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0. Îäíà èç êëþ÷å-

âûõ çàäà÷ äëÿ íèõ � ïîëó÷èòü óñëîâèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû {Dn
0 (f) |n ≥ 0},

ò.å. öèêëè÷íîñòè âåêòîðà f îòíîñèòåëüíî D0, â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðî-

ñòðàíñòâå. Ê íåé íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå èìåþò ïðîáëåìû îïèñà-

íèÿ êîììóòàíòà D0 â àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ,

äåéñòâóþùèõ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, è çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-

ñòðàíñòâ D0.

Ïóñòü H(Ω) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè

Ω ⊂ C, 0 ∈ Ω. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå öèê-

ëè÷åñêèõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà D0 è åãî îäíîìåðíîãî âîçìóùåíèÿ è èõ

çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â H(Ω) (Ì.Ã. Õàïëàíîâ [43],

Þ.À. Êàçüìèí [18], Í.Å. Ëèí÷óê [28], Þ.Ñ. Ëèí÷óê [71], Î.À. Èâàíîâà,

Ñ.Í. Ìåëèõîâ [11], [15], â âåñîâûõ (LF)�ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ â C ôóíê-

öèé (Î.À. Èâàíîâà, Ñ.Í. Ìåëèõîâ [13], [67], [16]). Öèêëè÷åñêèå âåêòîðû

è èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà D0 â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ôóíê-

öèé, ãîëîìîðôíûõ â åäèíè÷íîì êðóãå, èçó÷àëè Ð. Äóãëàñ, Ã. Øàïèðî,

À. Øèëäñ [59], É. Öèìà, Ó. Ðîññ [55], À. Àëåìàí, Ñ. Ðèõòåð, Ê. Ñàíä-

áåðã [50], öèêëè÷åñêèå âåêòîðû îáîáùåííîãî ñäâèãà âëåâî â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå èññëåäîâàëè Ã. Ãîäôðóà è Äæ. Øàïèðî [61]. Çíà÷èòåëüíîå
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÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî è ïðîáëåìàì, ñâÿçàííûì ñ îïèñàíèåì êîììóòàíòà

D0 è ñâîéñòâàì îïåðàòîðîâ èç íåãî. Ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è äëÿ îïåðà-

òîðà D0 è åãî îäíîìåðíîãî âîçìóùåíèÿ â H(Ω) è â ñ÷åòíîì èíäóêòèâíîì

ïðåäåëå âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå öåëûõ â C ôóíêöèé ðåøàëè Í.È.

Íàãíèáèäà [31], Í.Å. Ëèí÷óê [28], È. Äèìîâñêè è Â. Õðèñòîâ [58], Þ.Ñ.

Ëèí÷óê [71], Î.À. Èâàíîâà, Ñ.Í. Ìåëèõîâ [12]. Êîììóòàíò îáîáùåííî-

ãî ñäâèãà âëåâî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå èçó÷àëñÿ Ã. Ãîäôðóà è Äæ.

Øàïèðî [61]. Â ìîíîãðàôèè Þ.Ô. Êîðîáåéíèêà [23, � 9] èññëåäîâàí êîì-

ìóòàíò îïåðàòîðà îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îïå-

ðàòîðà ñäâèãà âëåâî â ïðîñòðàíñòâàõ ÷èñëîâûõ ñåìåéñòâ; åãî ÷àñòíûì

ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ D0.

Ñóùåñòâåííóþ ñòèìóëèðóþùóþ ðîëü â èçó÷åíèè îïåðàòîðà D0 è åãî

îäíîìåðíîãî âîçìóùåíèÿ ñûãðàëà ñòàòüÿ [10], â êîòîðîé îïåðàòîð Ïîì-

ìüå Dz(f)(t) =
f(t)−f(z)

t−z èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ àáñòðàêòíîé âåðñèè

èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè À.Ô. Ëåîíòüåâà, øèðîêî ïðèìåíÿþùåéñÿ â

òåîðèè ðÿäîâ ýêñïîíåíò è îïåðàòîðîâ ñâåðòêè.

Êàê ïîêàçàíî Î.À. Èâàíîâîé è Ñ.Í. Ìåëèõîâûì ïðè N = 1 [12], [14],

ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ D0, â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàí-

ñòâå çàäàåòñÿ óìíîæåíèå ïî ïðàâèëó ñâåðòêè; îíî åñòåñòâåííî ñâÿçàíî

ñ ïðåäñòàâëåíèåì ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, ïåðåñòàíîâî÷íûõ

ñ D0. Ñ íèì ýòî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé è

êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé. Èçó÷åíèå òàêîãî óìíîæåíèÿ àêòóàëüíî. Ýòî

ïîäòâåðæäàåòñÿ, íàïðèìåð, òåì, ÷òî âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ îíî ðåàëèçó-

åòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ, èçó÷àåìîå â çíà÷èòåëüíîì ÷èñëå ðàáîò

è èìåþùåå äîâîëüíî ìíîãî ïðèëîæåíèé. Îíî ïðèìåíÿåòñÿ â îïåðàòîð-

íîì èñ÷èñëåíèè, âîñõîäÿùåì ê ìîíîãðàôèè ß. Ìèêóñèíñêîãî [30], ïðè

ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè â îáîá-

ùåííîì ñìûñëå (â ñìûñëå À. Áèñâàñà, À. Ëàìáåðòà è Ñ. Ïåòðîâè÷à [53]),

â çàäà÷å î ñïåêòðàëüíîé êðàòíîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà [19], â ïðîáëå-

ìå íàêëîííîãî áåðåãà [80], â òåîðèè îïåðàòîðîâ Òåïëèöà ñ âåðòèêàëüíûì

ñèìâîëîì [68]. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíî èçó÷àþò-
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ñÿ àëãåáðû Äþàìåëÿ (Ì.Ò. Êàðàåâ [20], Ð. Òàïäèãîãëó [76], Õ. Ñàäðàîóè,

Ì.Ò. Êàðàåâ, Õ. Ãóåäèðè, Á. Õàëîóàíè [74], Ç. Çàíã, Þ. Ëèó, Ñ. Ïîííó-

ñàìè [81]).

Âî ìíîãèõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ñèòóàöèÿõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ëàïëàñà èëè Ôóðüå�Ëàïëàñà ñîïðÿæåííûì ê D0 îïåðàòîðîì ÿâ-

ëÿåòñÿ îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ J0(f)(t) =
z∫
0

f(t)dt èëè−iJ0. Ýòî ïîçâî-

ëÿåò íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ D0 äâîéñòâåííûì îáðàçîì èíòåðïðå-

òèðîâàòü äëÿ J0 (è íàîáîðîò). Òàêàÿ âçàèìîñâÿçü èñïîëüçîâàëàñü Â.À.

Òêà÷åíêî [38], [39], ïîñòðîèâøèì òåîðèþ îïåðàòîðà îáîáùåííîãî èíòå-

ãðèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ. Â.À. Òêà÷åí-

êî îïðåäåëèë åãî êàê îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê îïåðàòîðó îáîáùåííîãî

îáðàòíîãî ñäâèãà f 7→ f(t)−eP (t)f(0)
t (P � ìíîãî÷ëåí, P (0) = 1), äåéñòâó-

þùåìó â ñ÷åòíîì èíäóêòèâíîì ïðåäåëå âåñîâûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

öåëûõ â C ôóíêöèé, çàäàâàåìûõ ρ�òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëîé ôóíê-

öèåé.

Äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ ðåçóëü-

òàòîâ ïîäîáíîãî ðîäà ïîëó÷åíî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå. Îòìåòèì â ñâÿçè ñ

ýòèì ñòàòüè Ê. Ìåððèôèëäà, Ñ. Óîòñîíà [73], Ñ. Ñàëòàíà, ß. Ýçåëà [75],

Ì.Ò. Êàðàåâà [60], Ð. Òàïäèãîãëó, Í. Àëüòâàéæðè [77], â êîòîðûõ èññëåäî-

âàëîñü è ïðèìåíÿëîñü ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé,

ãîëîìîðôíûõ â ïîëèäèñêå, èëè â åãî ïîäïðîñòðàíñòâàõ. Â ýòîé äèññåðòà-

öèè ïðåäëàãàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîãîìåðíûé ïîäõîä. Â íåé èçó÷à-

åòñÿ ñèñòåìà îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî îáðàòíîãî ñäâèãà ïî ïåðåìåííîé ïðè

ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ è ðåøàåòñÿ ðÿä ñâÿçàííûõ ñ íåé çàäà÷ óæå â

ìíîãîìåðíîé ñèòóàöèè. Â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáîòàíûå çäåñü ìåòîäû ïîçâî-

ëèëè ïîëó÷èòü ïðèëîæåíèÿ ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ òèïîâ çàäà÷ Êîøè â

ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Ïåðåéäåì ê êðàòêîìó èçëîæåíèþ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè,

èõ èñòîðèè è ìîòèâèðîâêå. Äëÿ N ∈ N ïîëàãàåì PN := {1, 2, · · · , N}.
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Äëÿ t, z ∈ CN , σ ⊂ PN îïðåäåëèì òî÷êó tσ,z ∈ CN :

(tσ,z)j :=

tj, j ∈ PN\σ,

zj, j ∈ σ,

tj,z := t{j},z. Ïóñòü N0 := N∪{0}. Äàëåå Ωj, j ∈ PN , � îáëàñòè â C, ñîäåð-
æàùèå 0, Ω := Ω1×· · ·×ΩN ; H(Ω) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãîëîìîðôíûõ â

Ω ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ Ω. Äëÿ

f ∈ H(Ω), j ∈ PN , z, t ∈ Ω ïîëîæèì

Dj,z(f)(t) :=
f(t)− f(tj,z)

tj − zj
, Tj,z(f)(t) :=

tjf(t)− zjf(tj,z)

tj − zj
,

Dα
0 := Dα1

1,0 · · ·D
αN

N,0, α ∈ NN
0 , Tz := T1,z · · ·TN,z.

Îñíîâíîå âíèìàíèå â ïåðâîé ãëàâå óäåëåíî êîììóòàíòó KΩ(D0) ñèñòå-

ìû D0 := {Dj,0 | j ∈ PN} â àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ â H(Ω)

îïåðàòîðîâ. Îí èññëåäîâàí â � 1.2. Ãëàâíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâ-

ëåíèå îïåðàòîðîâ èç ýòîãî êîììóòàíòà, ñîâïàäàþùåãî ñ êîììóòàíòîì

ñèñòåìû {Tz | z ∈ Ω}, â âèäå ñîîòâåòñòâóþùåé ñâåðòêè. Â äàëüíåéøåì â

ãëàâå 1 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ωj, j ∈ PN , � îäíîñâÿçíûå îáëàñòè â C. Äëÿ
ëîêàëüíî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà E ñèìâîë E ′ îáîçíà÷àåò òîïîëîãè÷å-

ñêîå ñîïðÿæåííîå ê E ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 1.2.1. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) B ∈ KΩ(D0).

(ii) B ∈ KΩ(T ).

(iii) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë φ ∈ H(Ω)′ òàêîé, ÷òî

B(f)(z) = φ(Tz(f)), z ∈ Ω, f ∈ H(Ω).

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà B ∈ KΩ(D0) ôóíêöèîíàë φ ∈ H(Ω)′, êàê â

(iii), åäèíñòâåíåí.

Èçâåñòíûå ðàíåå ðåçóëüòàòû îá îïèñàíèè KΩ(D0) îòíîñÿòñÿ òîëüêî ê

ñëó÷àþ N = 1. Í.È. Íàãíèáèäà [31, ñëåäñòâèå 3] ïîêàçàë, ÷òî äëÿ êðóãà

Ω = {z ∈ C : |z| < R} (0 < R ≤ +∞) ìíîæåñòâî KΩ(D0) â òî÷íîñòè
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ñîñòîèò èçD0�îïåðàòîðîâ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè (îí èñïîëüçîâàë ïðåäñòàâëåíèÿ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðà-

òîðîâ ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö). Ïðè N = 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîé

îáëàñòè Ω â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó 0,

Í.Å. Ëèí÷óê [28] äîêàçàëà ðàâíîñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé (i) è (iii) òåîðå-

ìû 1.2.1. Â ñòàòüå [28] èñïîëüçîâàíà òåîðèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ Ã. Êåòå [69]. Ýòîò ìåòîä òåñíî ñâÿçàí

ñî ñïåöèôèêîé ïðîñòðàíñòâàH(Ω). Ðàâíîñèëüíîñòü óòâåðæäåíèé (i)�(iii)

òåîðåìû 1.2.1 äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ⊂ C, ïî ñóòè, äîêàçàíà È. Äè-
ìîâñêèì è Â. Õðèñòîâûì [58]. Â äèñññåðòàöèè ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ

ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñòàòüè [58], áîëåå àëãåáðàè÷åñêèé. Þ.Ñ. Ëèí÷óê

[71] îïèñàë ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû â H(Ω), êîòîðûå ïåðåñòà-

íîâî÷íû ñ îäíîìåðíûì âîçìóùåíèåì îïåðàòîðà Ïîììüå D0, à èìåííî, ñ

îïåðàòîðîì D0 + hδ0, ãäå h � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ, ãîëîìîðôíàÿ â

Ω, à δ0(f) := f(0).

Â ãëàâå 1 ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ ìíîãîìåðíûé àíàëîã äâîé-

ñòâåííîñòè Ñèëâû�Êåòå�Ãðîòåíäèêà, äîêàçàííûé Õ.�Ã. Òèëüìàíîì [79].

Îñíîâíûì àíàëèòè÷åñêèì ñðåäñòâîì ýòîãî ïðèìåíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòå-

ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðîâ èç KΩ(D0), ïîëó÷åííîå â ï. 1.2.2.

Ïîëîæèì

Bφ(f)(z) := φ(Tz(f)), z ∈ Ω, f ∈ H(Ω), φ ∈ H(Ω)′,

φ̃(t) := φz

(
1

(t1 − z1) · · · (tN − zN)

)
,

CΩ := (C\Ω1)× · · · × (C\ΩN).

Â ï. 1.2.3 äîêàçàí êðèòåðèé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà Bφ.

Òåîðåìà 1.2.2. Ïóñòü φ ∈ H(Ω)′. Îïåðàòîð Bφ : H(Ω) → H(Ω) îáðà-

òèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ t1 · · · tN φ̃(t) íå èìååò íóëåé

â CΩ.

Öèêëè÷åñêèå âåêòîðû ñèñòåìû D0 âH(Ω) èçó÷åíû â ï. 1.2.4. Ïðè ýòîì

f ∈ H(Ω) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì ñèñòåìû D0, åñëè ñèñòå-
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ìà {Dα
0 (f) |α ∈ NN

0 } ïîëíà â H(Ω). Óñòàíîâëåí êðèòåðèé öèêëè÷íîñòè

ôóíêöèè ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, àíàëîãè÷íûé îäíîìåðíîìó.

Òåîðåìà 1.2.3. Ïóñòü f(z) = f1(z1) · · · fN(zN), z ∈ Ω, fj ∈ H(Ωj),

j ∈ PN . Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) f ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì ñèñòåìû D0 â H(Ω).

(ii) Êàæäàÿ ôóíêöèÿ fj, j ∈ PN , íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé

ïåðåìåííîé zj.

Ðàíåå öèêëè÷åñêèå âåêòîðû îïåðàòîðà îáðàòíîãî ñäâèãà áûëè èññëå-

äîâàíû äëÿ N = 1. Ì.Ã. Õàïëàíîâ [43] ïîëó÷èë äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

ïîëíîòû ñèñòåìû {Dn
0 (f) |n ∈ N0} â H(Ω) äëÿ êðóãà Ω = {z ∈ C | |z| <

R} (îí ïîëüçîâàëñÿ ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ

îïåðàòîðîâ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå). Þ.À. Êàçüìèí [18] äîêà-

çàë êðèòåðèé ïîëíîòû òàêîé ñèñòåìû â H(Ω) äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω

â C. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2.3, ïðèìåíåííûé â äèññåðòàöèè,

êàê è â [18], îñíîâûâàåòñÿ íà ñïåöèàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíè-

ÿõ. Í.Å. Ëèí÷óê [28] äîêàçàëà óïîìÿíóòûé êðèòåðèé â îáùåì ñëó÷àå

� äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè Ω â ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Þ.Ñ. Ëèí÷óê [71] äëÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω â C äîêàçàë óñëîâèÿ öèê-

ëè÷íîñòè ôóíêöèé â H(Ω) îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà îïåðàòîðà D0 + hδ0,

ãäå h � ôèêñèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ â Ω. Ïðè ýòîì â [71]

ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ 1 − zh(z) íå îáðàùàåòñÿ â 0 â Ω. Îò ýòî-

ãî ïðåäïîëîæåíèÿ óäàëîñü èçáàâèòüñÿ â [11]. Öèêëè÷åñêèå âåêòîðû îïå-

ðàòîðà îáðàòíîãî ñäâèãà â ïðîñòðàíñòâå Õàðäè H2 â åäèíè÷íîì êðóãå

èññëåäîâàíû â [59]; â [61] ïîëó÷åíû îáùèå ðåçóëüòàòû î öèêëè÷åñêèõ

âåêòîðàõ îáîáùåííîãî ñäâèãà âëåâî â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Â � 1.3 èçó÷åíî óìíîæåíèå ⊛ â òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿæåííîì H(Ω)′

ê H(Ω), îïðåäåëÿåìîå ïî ïðàâèëó ñâåðòêè ñ ïîìîùüþ àññîöèèðîâàííûõ

îïåðàòîðîâ ñäâèãà: äëÿ φ, ψ ∈ H(Ω)′

(φ⊛ ψ)(f) := φz(ψ(Tz(f))), f ∈ H(Ω).

Íèæíèé èíäåêñ ó ôóíêöèîíàëà ïîêàçûâàåò, ïî êàêèì ïåðåìåííûì îí
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äåéñòâóåò. Ïîêàçàíî, ÷òî ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå H(Ω)′b ÿâëÿåòñÿ óíèòàëü-

íîé àññîöèàòèâíîé è êîììóòàòèâíîé òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðîé ñ óìíîæå-

íèåì ⊛.

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãåáðû (H(Ω)′,⊛) ïðèâëåêàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Êîøè è Ëàïëàñà. Ïóñòü H0(CΩ) � ïðîñòðàíñòâî ðîñòêîâ âñåõ ãîëîìîðô-

íûõ ôóíêöèé íà CΩ, ðàâíûõ 0 â êàæäîé òî÷êå, õîòÿ áû îäíà êîîðäèíàòà

êîòîðîé ðàâíà ∞.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Êîøè ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì

(H(Ω)′,⊛) íà àëãåáðó H0(CΩ) ñ ïîòî÷å÷íûì óìíîæåíèåì (gh)(t) =

t1g(t)h(t) (åñëè õîòÿ áû îäíà êîîðäèíàòà òî÷êè t ðàâíà∞, òî t1g(t)h(t) :=

0).

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ðåàëèçóåò ⊛ óæå êàê ïðîèçâåäåíèå Äþàìå-

ëÿ. Ïîëîæèì

eλ(z) := e⟨λ,z⟩, ⟨λ, z⟩ =
N∑
j=1

λjzj, λ, z ∈ CN .

Äëÿ φ ∈ H(Ω)′

F(φ)(λ) := φ̂(λ) := φ(eλ), λ ∈ CN , φ ∈ H(Ω)′.

Ïóñòü EΩ := F(H(Ω)′). Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà F � èçîìîðôèçì

H(Ω)′ íà EΩ. Â EΩ ââîäèòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëàÿ òîïîëîãèÿ òàê, ÷òî

F : H(Ω)′b → EΩ ÿâëÿåòñÿ è òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì.

Cëåäóÿ Ê. Ìåððèôèëäó è Ñ. Óîòñîíó [73], ââåäåì ïðîèçâåäåíèå Äþà-

ìåëÿ ∗ : äëÿ g, h ∈ H(CN), t ∈ CN

(g ∗ h)(t) := ∂N

∂tN . . . ∂t1

tN∫
0

· · ·
t1∫
0

g(t− ξ)h(ξ)dξ1 . . . dξN .

Îíî ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì â EΩ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-

ïëàñà F � èçîìîðôèçì àëãåáðû (H(Ω)′,⊛) íà àëãåáðó (EΩ, ∗).
Ïîëó÷åííîå â � 1.2 îïèñàíèå êîììóòàíòà KΩ(D0) èíòåðïðåòèðóåòñÿ

äàëåå â àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ; îíî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå

(H(Ω)′,⊛) â H(Ω). Ñïðàâåäëèâà
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Òåîðåìà 1.3.3. (i) Îòîáðàæåíèå ρ(φ) := Bφ, φ ∈ H(Ω)′, ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì àëãåáðû (H(Ω)′,⊛) íà àëãåáðó KΩ(D0).

(ii) ρ � òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì H(Ω)′b íà KΩ(D0) ñ òîïîëîãèåé

îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [63], [5], [6]�[9].

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà D0 îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî îáðàò-

íîãî ñäâèãà â ñ÷åòíîì èíäóêòèâíîì ïðåäåëå E(V ) âåñîâûõ áàíàõîâûõ

ïðîñòðàíñòâ öåëûõ â CN ôóíêöèé è ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ â H(Ω). Äëÿ

íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé vn : CN → R,
n ∈ N, îïðåäåëèì âåñîâûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà

En(V ) :=

{
f ∈ H(CN)

∣∣ ∥f∥n := sup
z∈CN

|f(z)|
exp(vn(z))

< +∞
}

ñ íîðìîé ∥ · ∥n. Ïîëîæèì E(V ) :=
⋃
n∈N

En(V ). Ââåäåì â E(V ) òîïîëî-

ãèþ èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ En(V ), n ∈ N, îòíîñèòåëüíî èõ
âëîæåíèé â E(V ): E(V ) := ind

n→
En(V ). Ïóñòü |t|∞ := max

1≤j≤N
|tj|, t ∈ CN .

Îòíîñèòåëüíî âåñîâ, çàäàþùèõ E(V ), äåëàåòñÿ äâà îáùèõ ïðåäïîëîæå-

íèÿ:

∀n∃m(n) ≥ n∃C(n) ≥ 0 :

sup
|t−z|∞≤1

vn(t) + log(1 + |z|) ≤ inf
|t−z|∞≤1

vm(n)(t) + C(n), z ∈ CN ,

è

∀n∃k(n) ≥ n∃D(n) ≥ 0 :

vn(tσ,z) ≤ vk(n)(t) + vk(n)(z) +D(n), t, z ∈ CN , σ ⊂ PN .

Âòîðîå óñëîâèå àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ ïðè N = 1, åñëè ôóíêöèÿ v1

îãðàíè÷åíà ñíèçó; îíî ñâÿçàíî ñî ñòðóêòóðîé îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî îáðàò-

íîãî ñäâèãà è äàåò âîçìîæíîñòü (âìåñòå ñ ïåðâûì óñëîâèåì) îïðåäåëèòü

â E(V ) îïåðàòîðû ÷àñòíîãî îáðàòíîãî ñäâèãà. Ñåìåéñòâî ðàññìîòðåííûõ

ïðîñòðàíñòâ E(V ) äîñòàòî÷íî øèðîêîå. Îíî ñîäåðæèò âåñîâûå ïðîñòðàí-

ñòâà, ðåàëèçóþùèå ñîïðÿæåííûå ê ïðîñòðàíñòâàì ãîëîìîðôíûõ, áåñêî-

íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-

öèé.
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Â � 2.2 îïèñàí êîììóòàíò ñèñòåìû D0 = {Dj,0 | j ∈ PN} â àëãåáðå âñåõ
ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ â E(V ) îïåðàòîðîâ (îí ñîâïàäàåò ñ êîììóòàíòîì

ñèñòåìû T := {Tz | z ∈ CN}).
Òåîðåìà 2.2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C[z] ïëîòíî â E(V ). Ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) B ∈ K(D0).

(ii) B ∈ K(T ).

(iii) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë φ ∈ E(V )′ òàêîé, ÷òî B(f)(z) =

φ(Tz(f)), z ∈ CN , f ∈ E(V ).

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà B ∈ K(D0) = K(T ) ôóíêöèîíàë φ ∈ E(V )(′

òàêîé, êàê â (iii), åäèíñòâåíåí.

Â � 2.3 èçó÷àåòñÿ óìíîæåíèå ⊛ â òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿæåííîì E(V )′

ê E(V ), ñâÿçàííîå ñî ñâåðòî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì îïåðàòîðîâ èç K(D0).

Àëãåáðà (E(V )′,⊛) èçîìîðôíà àëãåáðå K(D0), óìíîæåíèåì â êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðåàëè-

çàöèè (E(V )′,⊛). Â ï. 2.3.3 ââîäÿòñÿ è èññëåäóþòñÿ ïîëèçâåçäíûå îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0 ìíîæåñòâà. Äëÿ z ∈ CN ïîëàãàåì

Π(z) := [0, z1]× · · · × [0, zN ].

Ìíîæåñòâî Q â CN íàçîâåì ïîëèçâåçäíûì îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, åñëè

Π(z) ⊂ Q äëÿ ëþáîãî z ∈ Q. Êëàññ îáëàñòåé ñ òàêèì ñâîéñòâîì ñîäåð-

æèò âñå ïðîèçâåäåíèÿ ïëîñêèõ îáëàñòåé, çâåçäíûõ îòíîñèòåëüíî òî÷êè

0, ïîëíûå îáëàñòè Ðåéíõàðòà ñ öåíòðîì â òî÷êå 0. Åñëè îáëàñòü Ω âûïóê-

ëàÿ, ñâîéñòâî ïîëèçâåçäíîñòè ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî îïîðíûå ôóíêöèè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïóêëûõ êîìïàêòîâ, èñ÷åðïûâàþùèõ Ω èçíóòðè,

óäîâëåòâîðÿþò âòîðîìó ïðåäïîëîæåíèþ î âåñàõ (ýòî ïîäòâåðæäàåò åãî

åñòåñòâåííîñòü).

Ïóñòü Ω � îáëàñòü â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Â ï.

2.3.4 â H(Ω) ââåäåíî ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ ∗: äëÿ g, h ∈ H(Ω)

(g ∗ h)(t) := ∂N

∂t1 · · · ∂tN

tN∫
0

· · ·
t1∫
0

g(t− ξ)h(ξ)dξ1 · · · dξN , t ∈ Ω.
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Ïðîñòðàíñòâî H(Ω) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ óìíîæåíèåì ∗. Äëÿ N = 1 â

H(Ω) îíî îïðåäåëåíî è èçó÷åíî Í. Óèãëè [80]. Óìíîæåíèÿ ⊛ è ∗ ñâÿ-

çàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè îáëàñòü Ω äîïîëíèòåëüíî âûïóêëàÿ, òî

îïîðíûå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïóêëûõ êîìïàêòîâ, èñ÷åðïû-

âàþùèõ Ω èçíóòðè, çàäàþò ïðîñòðàíñòâî EΩ := E(V ). Ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà F ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ñèëüíîãî ñîïðÿæåí-

íîãî H(Ω)′b íà EΩ. ×åðåç F ′ îáîçíà÷èì ñîïðÿæåííîå ê F îòîáðàæåíèå

îòíîñèòåëüíî äóàëüíûõ ïàð (H(Ω)′, H(Ω)) è (EΩ, E
′
Ω).

Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ ïîëèçâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷-

êè 0 îáëàñòü â CN . Òîãäà F ′ � èçîìîðôèçì àëãåáðû (E ′
Ω,⊛) íà àëãåáðó

(H(Ω), ∗).
Â � 2.4 ïðîàíàëèçèðîâàíà ñâÿçü îïåðàòîðîâ Ïîììüå

Dz := D1,z · · ·DN,z, z ∈ CN ,

ñ ìíîãîìåðíûì âàðèàíòîì èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè À.Ô. Ëåîíòüåâà,

èñïîëüçîâàííîé Â.Ï. Ãðîìîâûì [3] ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿäû ýêñïîíåíò

àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, Â.Â. Íàïàëêî-

âûì [32, ãë. IV, � 19] äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñâåðòêè â ïîëèîáëàñòÿõ.

Â � 2.5 ïðîäîëæåíî èçó÷åíèå ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ â H(Ω) áåç äî-

ïîëíèòåëüíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î âûïóêëîñòè îáëàñòè Ω, ïîëèçâåçäíîé

îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Äëÿ k ∈ PN ââåäåì îïåðàòîðû ÷àñòíîãî èíòåãðè-

ðîâàíèÿ

Jk(f)(z) :=

zk∫
0

f(z1, ..., zk−1, ξ, zk+1, ..., zN)dξ, z ∈ Ω, f ∈ H(Ω)

(èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî îòðåçêó [0, zk]). Âñå îíè ëèíåéíû è íåïðåðûâíû â

H(Ω) è ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íû. Äëÿ ôóíêöèè g ∈ H(Ω) ââåäåì îïåðà-

òîð Äþàìåëÿ

Sg(f) := f ∗ g, f ∈ H(Ω).

Îí ëèíååí è íåïðåðûâåí â H(Ω).

Ñèìâîëîì K(J ) îáîçíà÷èì êîììóòàíò ìíîæåñòâà J = {Jk | k ∈ PN}
â àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â H(Ω) ñ óìíîæåíèåì
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� êîìïîçèöèåé îïåðàòîðîâ; K(J ) ÿâëÿåòñÿ åå ïîäàëãåáðîé. Â ï. 2.4.1

îïèñàíî ìíîæåñòâî K(J ).

Òåîðåìà 2.5.2. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0.

(i) Åñëè A ∈ K(J ), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ g ∈ H(Ω),

äëÿ êîòîðîé A = Sg.

(ii) Sg ∈ K(J ) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ H(Ω).

Â ï. 2.5.2 äîêàçàíà èçîìîðôíîñòü ïðîñòðàíñòâà H(Ω) è K(J ) â ñëå-

äóþùåì ñìûñëå.

Òåîðåìà 2.5.3. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0. Îòîáðàæåíèå χ(g) := Sg ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì

èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà H(Ω) íà K(J ) ñ òîïîëîãèåé îãðàíè÷åí-

íîé ñõîäèìîñòè è èçîìîðôèçìîì àëãåáðû (H(Ω), ∗) íà àëãåáðó K(J ).

Â ï. 2.5.3 óñòàíîâëåí êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ýëåìåíòà àëãåáðû

(H(Ω), ∗).
Òåîðåìà 2.5.4. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0, g ∈ H(Ω). Ñëåäóùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû

(i) Îïåðàòîð Sg : H(Ω) → H(Ω) îáðàòèì.

(ii) Ýëåìåíò g îáðàòèì â àëãåáðå (H(Ω), ∗).
(iii) g(0) ̸= 0.

Ïðè N = 1 òåîðåìû 2.5.2 è 2.5.4 õîðîøî èçâåñòíû. È. Ðàé÷èíîâ [35]

îïèñàë êîììóòàíò îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå H(Ω) è

óñòàíîâèë óñëîâèå îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà èç êîììóòàíòà äëÿ îáëàñòè

Ω â C, çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Âïîñëåäñòâèè Þ.À. Êèðþòåíêî

[21] ïîëó÷èë ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû äëÿ îäíîñâÿçíîé çâåçäîîáðàçíîé îá-

ëàñòè â C, ñîäåðæàùåé 0. Í. Óèãëè [80], ïðåäïîëàãàÿ çâåçäíîñòü Ω ⊂ C
îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, óñòàíîâèë êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ýëåìåíòà â àë-

ãåáðå (H(Ω), ∗).
Â äàííîé äèññåðòàöèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ∗�îáðàòèìîñòè ôóíêöèè èç

H(Ω), êàê è â [80], ïðèâëåêàåòñÿ ðÿä Íåéìàíà. Åãî èñïîëüçîâàíèå îêàçà-
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ëîñü âîçìîæíûì âñëåäñòâèå óñòàíîâëåííîãî â ëåììå 2.5.1 ïðåäñòàâëåíèÿ

ïðîèçâåäåíèÿ f ∗g â âèäå ñóììû, ñîäåðæàùåé îäíî âíåèíòåãðàëüíîå ñëà-
ãàåìîå g(0)f , è ñëàãàåìûå ñ èíòåãðàëàìè õîòÿ áû ïî îäíîé ïåðåìåííîé îò

ôóíêöèè, íå çàâèñÿùåé îò ïðîèçâîäíûõ f . Ýòî ïîçâîëèëî è â ìíîãîìåð-

íîé ñèòóàöèè ïîëó÷èòü îöåíêè, îáû÷íî ïðèìåíÿåìûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå

êâàçèíèëüïîòåíòíîñòè îïåðàòîðà Âîëüòåððà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Îòìåòèì

Ñëåäñòâèå 2.5.3. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0. Àëãåáðà (H(Ω), ∗) ëîêàëüíà. Åå åäèíñòâåííûì ìàê-

ñèìàëüíûì èäåàëîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ∗�íåîáðàòèìûõ ýëåìåí-
òîâ â íåé.

Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò äëÿ ïðîñòðàíñòâà Õàðäè â ïîëèäèñêå ïîëó÷åí

äðóãèì ìåòîäîì â ñòàòüå [73, ñëåäñòâèå 3]. Â [73] îí äîêàçàí ñ ïîìîùüþ

ðàññìîòðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè

â òàêîì æå áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, ìåíüøåì íà

åäèíèöó, è ïîñëåäóþùåãî ñâåäåíèÿ ê îäíîìåðíîé ñèòóàöèè.

Òàêæå ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ äëÿ äâîéñòâåííîé ñèòóàöèè â ñëó÷àå, êî-

ãäà îáëàñòü Ω äîïîëíèòåëüíî âûïóêëàÿ (1 � ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî

ðàâíàÿ 1).

Òåîðåìà 2.5.5. Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îò-

íîñèòåëüíî òî÷êè 0, φ ∈ E ′
Ω. Îïåðàòîð Bφ îáðàòèì â EΩ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà φ(1) ̸= 0.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [64], [66].

Â òðåòüåé ãëàâå ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê ïðîáëåìå,

èñõîäíûì ïóíêòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ

ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì â

òî÷êå 0, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Äþàìåëÿ ïðàâîé ÷àñòè

è òàêîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïðàâîé ÷àñòè, òîæäåñòâåííî ðàâíîé 1 (ñì, íàïðè-
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ìåð, [25, ãë.VI, ï.ï. 81, 84], [22], [51, ãë. III, � 13; ãë. IV, � 19]). Îíà îáîñíî-

âûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèîííîãî [25] èëè îïåðàòîðíîãî [51] èñ÷èñëå-

íèÿ. Â ñòàòüå È.Ë. Êîãàíà [22] (â îäíîìåðíîé ñèòóàöèè) ýòà ôîðìóëà ðàñ-

ïðîñòðàíåíà íà áîëåå øèðîêèå êëàññû ïðàâûõ ÷àñòåé, à äîêàçàòåëüñòâî

ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâåðòî÷íûõ àëãåáð îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Â ðàáî-

òå [17] äàííîå ðàâåíñòâî äîêàçàíî äëÿ êëàññîâ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-

ðóåìûõ è óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå èëè èíòåðâàëå

â R, ñîäåðæàùåì òî÷êó 0. Â [17] èñïîëüçîâàëñÿ äðóãîé ìåòîä: äîêàçûâà-

ëàñü âîçìîæíîñòü äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåí â ïðîñòðàíñòâå àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèîíàëîâ òàê, ÷òî ÷àñòíîå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ñîîòâåòñòâóþùèõ

ìîíîìàõ è âûðàæàåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ⊛ â ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåá-

ðå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ. Çàòåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïîñðåä-

ñòâîì ñîïðÿæåííîãî ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà ïåðåâîäèëîñü â íóæíîå

ïðîñòðàíñòâî. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ìíîãîìåðíûõ àíàëîãàõ

îïèñàííûõ ðåçóëüòàòîâ. Íåêîòîðûé ìíîãîìåðíûé ïîäõîä ïðåäïðèíÿò â

äàííîé ãëàâå. Òåðìèí ¾ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ¿ â

êîíòåêñòå äàííîãî èññëåäîâàíèÿ âîñõîäèò ê ðàáîòàì Â.À. Òêà÷åíêî, êî-

òîðûé ïðîâåë öèêë èññëåäîâàíèé â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-

öèîíàëîâ êàê ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ñ÷åòíîì èíäóê-

òèâíîì ïðåäåëå âåñîâûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ öåëûõ ôóíêöèé îäíîé

êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, çàäàâàåìûõ ρ�òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëûìè

ôóíêöèÿìè (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüè [38]�[40] è áèáëèîãðàôèþ â íèõ).

Ïóñòü E(V ) � ñ÷åòíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë âåñîâûõ áàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ öåëûõ ôóíêöèé â CN , êàê â ãëàâå 2. Çàôèêñèðóåì íåíóëåâûå

ìíîãî÷ëåíû qj ∈ C[tj] ïåðåìåííîé tj ñòåïåíè mj ≥ 1 ñî ñòàðøèìè êîýô-

ôèöèåíòàìè, ðàâíûìè 1, è ïîëîæèì

Q(t) := q1(t1) · · · qN(tN),

Q1(t) := 1, Qj(t) := q1(t1) · · · qj−1(tj−1), 2 ≤ j ≤ N, t ∈ CN .

Ââåäåì óìíîæåíèå ôóíêöèîíàëîâ èç E(V )′ íà ìíîãî÷ëåí p ∈ C[t1, ..., tN ]:

(pφ)(f) := φ(pf), f ∈ E(V ), φ ∈ E(V )′.
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Òàê êàê îïåðàòîð f 7→ pf óìíîæåíèÿ íà p ëèíååí è íåïðåðûâåí â E(V ) è

E(V ) ðåôëåêñèâíî, òî ñîïðÿæåííîå ê íåìó îòîáðàæåíèå φ 7→ pφ ëèíåéíî

è íåïðåðûâíî â ñèëüíîì ñîïðÿæåííîì E(V )′.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà öåëûõ â CN−1 ôóíêöèé òà-

êîãî æå âèäà, êàê è E(V ). Îíè çàäàþòñÿ ñóæåíèÿìè èñõîäíûõ ôóíê-

öèé vn, n ∈ N, íà êîîðäèíàòíûå ãèïåðïëîñêîñòè. Äëÿ j ∈ PN , n ∈ N
îïðåäåëèì ôóíêöèè vn,j(z1, ..., zN−1) := vn(z1, ..., zj−1, 0, zj, ..., zN−1), z ∈
CN−1 è ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (vn,j)n∈N çàäàäèì ïðîñòðàíñòâî

E(V (j)):

En(V
(j)) :=

{
f ∈ H(CN−1)

∣∣ sup
t∈CN−1

|f(t)|
exp(vn,j(t))

< +∞
}
, n ∈ N;

E(V (j)) := ind
n→

En(V
(j)). Äëÿ âñåõ j ∈ PN ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (vn,j)n∈N

óäîâëåòâîðÿþò èñõîäíûì ïðåäïîëîæåíèÿì î âåñàõ â CN−1.

Äëÿ j ∈ PN , t ∈ CN ïîëîæèì t(j) := (t1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN). Äëÿ ëþ-

áûõ n ∈ N, j ∈ PN , g ∈ E(V (j)), ìíîãî÷ëåíà p ∈ C[t1, ..., tN ] ôóíêöèÿ
p(t1, ..., tN)g(t

(j)) ïðèíàäëåæèò E(V ). Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äîêàçàíà îä-

íîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è äåëåíèÿ â E(V )′ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ

óñëîâèÿõ íà ÷àñòíîå.

Òåîðåìà 3.1.1. Äëÿ ëþáûõ ψ ∈ E(V )′, νj,k ∈ E(V (j))′, 0 ≤ k < mj,

j ∈ PN , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ôóíêöèîíàë φ ∈ E(V )′ òàêîé, ÷òî

Qφ = ψ è äëÿ ëþáûõ gj ∈ E(V (j)), 0 ≤ k < mj, j ∈ PN

φt(t
k
jQj(t)gj(t

(j))) = νj,k(gj).

Îñíîâíûì çâåíîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.1.1 ÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-

íîñòü ¾äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì¿ íà ìíîãî÷ëåí Q â ïðîñòðàíñòâå E(V ). Ðàíåå

òàêîé ïîäõîä â èäåéíî áëèçêîé ñèòóàöèè èñïîëüçîâàëñÿ Â.Ì. Òðóòíå-

âûì [41]. Â [41] äåëåíèå ñ îñòàòêîì ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ìíîãî÷ëåí

Âåéåðøòðàññà â îáëàñòè Ω â CN ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé

çàäà÷è äëÿ ôóíêöèîíàëîâ ïðèìåíåíî ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ îïå-

ðàòîðà ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òè-

ïà. Ïîñëåäíåå èçîìîðôíî ñèëüíîìó ñîïðÿæåííîìó ê ïðîñòðàíñòâó âñåõ
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ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â Ω. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì ïðîâîäèòñÿ â [41] ñ ïî-

ìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà ïî âûäåëåí-

íîé ïåðåìåííîé. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà èñïîëüçóåòñÿ

è â ýòîé ðàáîòå. Îòìåòèì è äðóãèå ïîäõîäû ê äîêàçàòåëüñòâó ïîäîá-

íûõ ðåçóëüòàòîâ î äåëåíèè ñ îñòàòêîì â êëàññàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Íàïðèìåð, ëåììà î äåëåíèè ñ îñòàòêîì íà ìíîãî÷ëåí Âåéåðøòðàññà â

ïðîñòðàíñòâå âñåõ ðîñòêîâ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â òî÷êå 0, â ìîíîãðà-

ôèè Ã. Ãðàóýðòà, Ê. Ôðèòöøå [62, ãë. 3] óñòàíîâëåíà ñ ïîìîùüþ òåîðèè

áàíàõîâûõ àëãåáð.

Ïðèâåäåì âòîðîé îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû î ïðåäñòàâëåíèè ðå-

øåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è äåëåíèÿ ñ íóëåâûìè óñëîâèÿìè â âèäå îáîáùåí-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ Äþàìåëÿ ⊛ ïðàâîé ÷àñòè è òàêîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïðà-

âîé ÷àñòè, ñîâïàäàþùåé ñ äåëüòà-ôóíêöèåé.

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë δ0(f) := f(0), ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé íà

E(V ).

Òåîðåìà 3.1.2. Åñëè δ0
Q ∈ E(V )′ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Qφ = δ0, äëÿ

êîòîðîãî(
δ0
Q

)
t

(tkjQj(t)gj(t
(j))) = 0, 0 ≤ k < mj, gj ∈ E(V (j)), j ∈ PN ,

òî äëÿ ëþáîãî ψ ∈ E(V )′ ïðîèçâåäåíèå ψ⊛ δ0
Q ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ Qφ = ψ òàêèì, ÷òî(
ψ ⊛

δ0
Q

)
t

(tkjQj(t)gj(t
(j))) = 0

äëÿ ëþáûõ 0 ≤ k < mj, gj ∈ E(V (j)), j ∈ PN .

Òåîðåìû 3.1.1 è 3.1.2 ïðèìåíåíû ê íåêîòîðûì çàäà÷àì Êîøè â ðåàëè-

çàöèÿõ E(V )′ â âèäå êîíêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåííîãî

ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà èëè îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Ê íèì îòíîñÿòñÿ ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â âûïóêëîé ïî-

ëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 îáëàñòè, è óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ â íåì; ïðîñòðàíñòâî âñåõ öåëûõ â CN ôóíêöèé è óðàâíåíèå ñ
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ïðîèçâîäíûìè Ãåëüôîíäà�Ëåîíòüåâà; ïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷íî äèôôå-

ðåíöèðóåìûõ è óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â âûïóêëûõ ïîëè-

öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ â RN è óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â

ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [65].

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî âÞæíîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñè-

òåòå ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà

(ïðîåêò � 25-21-00062, https://rscf.ru/project/25-21-00062/).
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Ãëàâà 1

Ñèñòåìà îïåðàòîðîâ îáðàòíîãî ñäâèãà â ïðîñòðàíñòâå

âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â ïîëèîáëàñòè

1.1 Îáîçíà÷åíèÿ. Îñíîâíûå îïåðàòîðû

Äëÿ N ∈ N ñèìâîëîì PN îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {1, 2, · · · , N}. Îïðå-
äåëèì çàìåíó ïåðåìåííûõ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t, z ∈ CN , σ ⊂ PN ââåäåì

òî÷êó tσ,z ∈ CN :

(tσ,z)j :=

tj, j ∈ PN\σ,

zj, j ∈ σ.

Åñëè σ = {k}, òî áóäåì ïèñàòü tk,z âìåñòî tσ,z; t∅,z = t.

Ïîëîæèì ∂j := ∂
∂zj
, j ∈ PN . Ïóñòü N0 := N∪{0}. Äëÿ α = (αj)

N
j=1, β =

(βj)
N
j=1 ∈ NN

0 ñ÷èòàåì, ÷òî α ≤ β, åñëè αj ≤ βj, 1 ≤ j ≤ N . Êàê îáû÷íî,

ïîëàãàåì zα := zα1
1 · · · zαN

N (ñ÷èòàåì, ÷òî c0 = 1 äëÿ ëþáîãî c ∈ C),
|α| := α1 + · · ·+ αN , α! := α1! · · ·αN !, z ∈ CN , α ∈ NN

0 .

Äàëåå, äî êîíöà ýòîãî ïàðàãðàôà, Ω � ïîëèöèëèíäðè÷åñêàÿ îáëàñòü

â CN : Ω = Ω1 × · · · × ΩN , ãäå Ωj, j ∈ PN , � îáëàñòè â C.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà â îáëàñòè Ω. Äëÿ

j ∈ PN , z, t ∈ Ω ïîëîæèì

Dj,z(f)(t) :=


f(t)−f(tj,z)

tj−zj , tj ̸= zj,

∂jf(tj,z), tj = zj.

Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ Dj,z. Äëÿ îáëàñòè Ω ⊂ CN

ñèìâîë H(Ω) îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â
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Ω, ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ Ω. Äëÿ ëîêàëü-

íî âûïóêëîãî ïðîñòðàíñòâà E ÷åðåç L(E) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ

ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â E, ñèìâîëîì E ′ � òîïîëîãè÷åñêîå

ñîïðÿæåííîå ê E, à ÷åðåç E ′
b � ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå ê E ïðîñòðàíñòâî.

Ïóñòü Mj � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà j�óþ ïåðåìåííóþ:

Mj(f)(t) := tjf(t), t ∈ Ω, f ∈ H(Ω);

I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. ßñíî, ÷òî Mj ∈ L(H(Ω)), j ∈ PN . Îïðå-

äåëèì îðòû e(j) ∈ CN : (e(j))k := δjk, j, k ∈ PN .

Äëÿ z ∈ CN , ε > 0 ââåäåì ïîëèêðóãè

U(z, ε) := {t ∈ CN | |tj − zj| < ε, j ∈ PN},

U(z, ε) := {t ∈ CN | |tj − zj| ≤ ε, j ∈ PN}.

Ëåììà 1.1.1. Ïóñòü Ω � ïîëèöèëèíäðè÷åñêàÿ îáëàñòü â CN .

(i) Dj,z ∈ L(H(Ω)) äëÿ ëþáûõ z ∈ Ω, j ∈ PN .

(ii) Äëÿ ëþáûõ z ∈ Ω, j, k ∈ PN â H(Ω) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Dj,zDk,z = Dk,zDj,z.

(iii) Äëÿ âñåõ j ∈ PN , λ, z ∈ Ω â H(Ω) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Dj,z −Dj,λ = (zj − λj)Dj,zDj,λ.

(iv) Äëÿ ëþáûõ j ∈ PN , z ∈ Ω îïåðàòîð Mj − zjI ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-

íûì íåïðåðûâíûì ïðàâûì îáðàòíûì ê Dj,z : H(Ω) → H(Ω) (îòñþäà, â

÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî Dj,z : H(Ω) → H(Ω) ñþðúåêòèâåí).

(v) Äëÿ âñåõ j ∈ PN , z ∈ Ω ñåìåéñòâî Dj,λ ∈ L(H(Ω)), λ ∈ Ω\{z}, ñõî-
äèòñÿ ê Dj,z ïðè λ→ z ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå

â H(Ω).

(vi) Äëÿ ëþáûõ j ∈ PN , z ∈ Ω, f ∈ H(Ω) â H(Ω) ñóùåñòâóåò

lim
t→0

D
j,z+te(j)

(f)−Dj,z(f)

t , ðàâíûé D2
j,z(f).
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Äîêàçàòåëüñòâî. (i): Ôóíêöèÿ f ãîëîìîðôíà íà ìíîæåñòâå M := {t ∈
Ω | tj ̸= zj}. Íàéäåòñÿ ε > 0, äëÿ êîòîðîãî U(z, ε) ⊂ Ω. Ïîñêîëüêó äëÿ

âñåõ t ∈ U(z, ε)\M

f(t)− f(tj,z)

tj − zj
=

1

tj − zj

tj∫
zj

∂j(f)(t1, ..., tj−1, ξ, tj+1, ..., tN)dξ, t ∈ Ω\M

(èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî îòðåçêó [zj, tj]), òî Dj,z(f) ëîêàëüíî îãðàíè÷åíà

â Ω\M . Ïî òåîðåìå î ñòèðàíèè îñîáåííîñòåé [47, ãë. 3, � 7, òåîðåìà 2]

ôóíêöèÿ Dj,z(f) ãîëîìîðôíà â Ω. Ïîêàæåì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð Dj,z

íåïðåðûâåí â H(Ω). Çàôèêñèðóåì êîìïàêò K â Ω. Íàéäåòñÿ îáëàñòü

Q ⊂ Ω òàêàÿ, ÷òî K ⊂ Q, tj,z ∈ Q äëÿ ëþáîãî t ∈ K, è Q � êîìïàêò â

Ω. Ïóñòü δ � ðàññòîÿíèå îò K äî C\Q; δ > 0. Òîãäà

sup
t∈K

|Dj,z(f)(t)| ≤ sup
t∈∂Q

|f(t)− f(tj,z)|
|tj − zj|

≤ 2

δ
sup
w∈Q

|f(w)|.

Çíà÷èò, Dj,z ∈ L(H(Ω)).

(ii): Ïóñòü f ∈ H(Ω). Ðàâåíñòâî Dj,zDk,z(f)(t) = Dk,zDj,z(f)(t) âû-

ïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ t ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ tj ̸= zj è tk ̸= zk. Âñëåäñòâèå

ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèé Dj,zDk,z(f) è Dk,zDj,z(f) â Ω, îíî ñïðàâåäëèâî

âî âñåé îáëàñòè Ω.

Ðàâåíñòâî (iii) ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íîãî îäíîìåðíîãî ðàâåíñòâà, óñòà-

íîâëåííîãî â [10, çàìå÷àíèå 5]. (Îíî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òîæäåñòâà Ãèëü-

áåðòà.)

Óòâåðæäåíèå (iv) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

(v): Âîçüìåì ε > 0 òàêîå, ÷òî U(z, ε) ⊂ Ω. Çàôèêñèðóåì f ∈ H(Ω).

Òàê êàê ôóíêöèÿ (t, z) 7→ Dj,z(f)(t) àíàëèòè÷åñêàÿ ïî êàæäîé ïåðå-

ìåííîé tk è zk ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ, òî ïî òåîðåìå Ãàðòîãñà

îíà àíàëèòè÷åñêàÿ â Ω × Ω (ïî (t, z)). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî

V := {Dj,λ(f) : λ ∈ U(z, ε)} îãðàíè÷åíî â H(Ω). Ñëåäîâàòåëüíî, V îò-

íîñèòåëüíî êîìïàêòíî â H(Ω). Ïîñêîëüêó Dj,λ(f) → Dj,z(f) ïðè λ → z

ïîòî÷å÷íî â Ω, òî Dj,λ(f) → Dj,z(f) ïðè λ → z è â H(Ω). Ïî òåîðå-

ìå Áàíàõà�Øòåéíãàóçà {Dj,λ |λ ∈ U(z, ε)} ïðè λ → z ñõîäèòñÿ ê Dj,z
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ðàâíîìåðíî íà êàæäîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå â H(Ω).

Óòâåðæäåíèå (vi) âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (iii) è (v). ▷

Âñëåäñòâèå ïîïàðíîé ïåðåñòàíîâî÷íîñòè îïåðàòîðîâ Dj,z åñòåñòâåííî

äëÿ α ∈ NN
0 , z ∈ Ω ââåñòè îïåðàòîðû Dα

z , äåéñòâóþùèå â H(Ω):

Dα
z := Dα1

1,zD
α2
2,z · · ·D

αN

N,z.

Èç ëåììû 1.1.1 (i) ñëåäóåò, ÷òî Dα
zD

β
z = Dα+β

z äëÿ ëþáûõ z ∈ Ω, α, β ∈
NN

0 .

Ñëåäóÿ Ç. Áèíäåðìàíó [52], ñ îïåðàòîðàìè Dα
0 , α ∈ NN

0 , êàê è â ñëó÷àå

N = 1, àññîöèèðóåì ñäâèãè Tz, z ∈ Ω. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ òàê, ÷òîáû äëÿ

ìíîãî÷ëåíîâ f âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

Tz(f) =
∑
α∈NN

0

zαDα
0 (f),

åñëè Ω ñîäåðæèò 0.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Äëÿ z ∈ Ω, j ∈ PN , f ∈ H(Ω) ïîëîæèì

Tj,z(f)(t) :=


tjf(t)−zjf(tj,z)

tj−zj , tj ̸= zj,

zj∂jf(tj,z) + f(tj,z), tj = zj.

Ïîñêîëüêó Tj,z = Dj,zMj, òî Tj,z ∈ L(H(Ω)) äëÿ ëþáûõ j ∈ PN , z ∈ Ω.

Ëåììà 1.1.2. Äëÿ ëþáûõ j, k ∈ PN , z, λ ∈ Ω

(i) Tj,z = I + zjDj,z.

(ii) Tj,zTk,z = Tk,zTj,z.

(iii) Dj,zTj,λ = Tj,λDj,z.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i): Âñëåäñòâèå ëåììû 1.1.1 (iv)

Tj,z = Dj,zMj = Dj,z(Mj − zjI + zjI) = I + zjDj,z.

Óòâåðæäåíèÿ (ii) è (iii) âûòåêàþò èç ðàâåíñòâà (i) ýòîé ëåììû è ëåììû

1.1.1 (ii). ▷
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Äëÿ z ∈ Ω ââåäåì îïåðàòîð Tz := T1,z · · ·TN,z. Ïîëîæèì

t1 := t1 · · · tN , ft(z) :=
1

(t− z)1
, z, t ∈ CN , zj ̸= tj, j ∈ PN ;

∂α :=
∂|α|

∂zα1
1 · · · ∂zαN

N

, φα(f) := ∂αf(0), α ∈ NN
0 .

ßñíî, ÷òî φα ∈ H(Ω)′.

Ïóñòü fβ(t) := tβ, t ∈ CN , β ∈ NN
0 . Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà Dα

0 (fβ) =

fβ−α, åñëè α ≤ β, è Dα
0 (fβ) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äëÿ ìíîæåñòâà σ ⊂ PN ÷åðåç |σ| îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ σ;

|∅| = 0. Äàëåå Dz := D1,z · · ·DN,z.

Ëåììà 1.1.3. (i) Dz(f)(t) =
1

(t−z)1
∑
σ⊂PN

(−1)|σ|f(tσ,z), f ∈ H(Ω), t, z ∈

Ω, tj ̸= zj, j ∈ PN .

(ii) Tz(f)(t) = 1
(t−z)1

∑
σ⊂PN

(−1)|σ|t1σ,zf(tσ,z), f ∈ H(Ω), t, z ∈ Ω, tj ̸= zj,

j ∈ PN .

(iii) Dz(f)(t) = Dt(f)(z) è Tz(f)(t) = Tt(f)(z) äëÿ ëþáûõ t, z ∈ Ω, f ∈
H(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâà (i) è (ii) ïðîâåðÿþòñÿ èíäóêöèåé ïî N . Ïðè-

âåäåì äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (ii). Ïðè N = 1 îíî âåðíî. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ N − 1 ïðè N ≥ 2. Òîãäà

Tz(f)(t) = TN,z(T1,z · · ·TN−1,z(f))(t)

=
1

tN − zN

( tN
(t1 − z1) · · · (tN−1 − zN−1)

∑
ν⊆PN−1

(−1)|ν|
( ∏
j∈PN−1\ν

tj

)
·

·
(∏
k∈ν

zk

)
f(tν,z)−

zN
(t1 − z1) · · · (tN−1 − zN−1)

·

·
∑

ν⊆PN−1

(−1)|ν|
( ∏
j∈PN−1\ν

tj

)(∏
k∈ν

zk

)
f(tν∪{N},z)

)
=

1

(t− z)1

∑
σ⊆PN

(−1)|σ|t1σ,zf(tσ,z).

Ðàâåíñòâà â (iii) ñëåäóþò èç (i) è (ii). ▷
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Ëåììà 1.1.4. (i) Ïóñòü 0 ∈ Ω.

(i1) Äëÿ âñåõ α ∈ NN
0 , z ∈ Ω

Tz(fα) =
∑

0≤β≤α

zβfα−β =
∑

0≤β≤α

zβDβ
0 (fα).

(i2) Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíà f , z ∈ Ω

Tz(f) =
∑
β∈NN

0

zβDβ
0 (f),

ãäå ïîñëåäíÿÿ ñóììà ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.

Â ÷àñòíîñòè, Tz(1) = 1, ãäå 1 � ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî 1.

(ii) Ïóñòü îáëàñòè Ωj, j ∈ PN , îäíîñâÿçíû è ñîäåðæàò 0. Òîãäà äëÿ

ëþáûõ α ∈ NN
0 , f ∈ H(Ω), z ∈ Ω ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Dα
0 (f)(z) =

1

α!
φα(Tz(f)).

(iii) Åñëè Ωj ̸= C äëÿ âñåõ j ∈ PN , tj ∈ C\Ωj, j ∈ PN , òî

Tz(ft) =
t1

(t− z)1
ft, z ∈ Ω.

(iv) Äëÿ ëþáûõ φ ∈ H(Ω)′, f ∈ H(Ω) ôóíêöèÿ z 7→ φ(Tz(f)) ãîëîìîðôíà

â Ω ïî z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì (i1). Äëÿ α ∈ NN
0 , z, t ∈ CN

Tz(fα)(t) =

 α1∑
β1=0

zβ11 t
α1−β1
1

 · · ·

 αN∑
βN=0

zβNN tαN−βN
N


=
∑

0≤β≤α

zβtα−β =
∑

0≤β≤α

zβDα−β
0 (fα)(t).

Ðàâåíñòâî (i2) ñëåäóåò èç (i1).

(ii): Äëÿ ëþáûõ γ ∈ NN
0 , z ∈ Ω, ó÷èòûâàÿ ëåììû 1.1.3 (iii) è (i1)

(φα)t(Tz(fγ)(t)) = (φα)t(Tt(fγ)(z))
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= (φα)t

 ∑
0≤β≤γ

tβDβ
0 (fγ)(z)

 = Dα
0 (fγ)(z).

Ïîñêîëüêó âñå îáëàñòè Ωj îäíîñâÿçíû, òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ïëîòíî

â H(Ω). Òàê êàê ëèíåéíûå îïåðàòîðû Tz è Dα
0 íåïðåðûâíû â H(Ω), òî

ðàâåíñòâî â (ii) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ H(Ω).

Ðàâåíñòâà (iii) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

(iv): Âñëåäñòâèå ëåììû 1.1.1 (vi), ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà Tj,z = Dj,zMj,

ôóíêöèÿ Φ(z) := φ(Tz(f)) ãîëîìîðôíà â êàæäîé òî÷êå Ω ïî êàæäîé

ïåðåìåííîé, ïðè÷åì

∂jΦ(z) = φ
(
(T1,z · · ·Tj−1,zD

2
j,zMjTj+1,z · · ·TN,z)(f)

)
, z ∈ Ω.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Φ ãîëîìîðôíà â Ω.

▷

Çàìå÷àíèå 1.1.1. Â ïðèâåäåííûõ êîíñòðóêöèÿõ âàæíóþ ðîëü èãðàþò

îïåðàòîðû ñäâèãà Tz, àññîöèèðîâàííûå ñ Dj,0. Ïî�âèäèìîìó, îäíèì èç

ïåðâûõ îïåðàòîðû ñäâèãà äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ëîêàëüíî âûïóê-

ëîì ïðîñòðàíñòâå ââåë Æ. Äåëüñàðò [56], [57]. Îí, èñïîëüçóÿ îáîáùå-

íèå ðÿäà Òåéëîðà, îïðåäåëèë è ïðèìåíèë èõ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïåðàòîðà Áåññåëÿ. Âàðèàíòû îïåðàòîðîâ

ñäâèãà ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè ïðèáëèæåíèé (ãðóïïû èëè ïîëóãðóïïû

îïåðàòîðîâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå; îïåðàòîðû îáîáùåííîãî ñäâèãà,

òåîðèÿ êîòîðûõ ñîçäàíà è ðàçâèòà Á.Ì. Ëåâèòàíîì [26] äëÿ èçó÷åíèÿ

ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé). Îïåðàòîðû îáîáùåííîãî ñäâèãà èñïîëü-

çóþòñÿ â òåîðèè óðàâíåíèé òèïà ñâåðòêè â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷å-

ñêèõ ôóíêöèîíàëîâ, îäíîé èç ðåàëèçàöèé êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâà ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ρ�âûïóêëûõ îáëàñòÿõ. Îíè îïðåäåëÿþò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ãåëüôîíäà�

Ëåîíòüåâà, çàäàííîãî ôóíêöèåé Ìèòòàã�Ëåôôëåðà (ñì. [37]). Â.Ï. Ãðî-

ìîâ [2] ïðèìåíèë îáîáùåííûå ñäâèãè, çàäàâàåìûå ñèñòåìîé îïåðàòîðîâ

÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, äëÿ èçó÷åíèÿ öèêëè÷åñêèõ âåêòîðîâ â
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ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Ç. Áèíäåðìàí

[52] ââåë è èçó÷èë ôóíêöèîíàëüíûå R�ñäâèãè äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòî-

ðîâ â êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, îáëàäàþùèõ ëèíåéíûì ïðà-

âûì îáðàòíûì. Â îñíîâå èõ îïðåäåëåíèÿ â [52] òîæå ëåæèò îáîáùåíèå

ðÿäà Òåéëîðà. Îäíîìåðíûé îïåðàòîð ñäâèãà Tz ïðè îïèñàíèè ëèíåé-

íûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, ïåðåñòàíîâî÷íûõ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ îïå-

ðàòîðîì îáîáùåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è îïåðàòîðîì Ïîììüå (è ñâÿçàí-

íûì ñ íèì îïåðàòîðîì) èñïîëüçîâàëè Â.À. Òêà÷åíêî [39], Í.Å. Ëèí÷óê

[28], Þ.Ñ. Ëèí÷óê [71], È. Äèìîâñêè, Â. Õðèñòîâ [58]. È.Ô. Êðàñè÷êîâ�

Òåðíîâñêèé [24, � 10] êîíñòðóêöèè ïîäîáíîãî ðîäà â ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ

ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ïðèìåíÿë äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ñèíòåçà. À.Á. Øèøêèí [48] îïðåäåëèë îïåðàòî-

ðû A�ñäâèãà äëÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòðàícòâå

öåëûõ ôóíêöèé H(C) è ââåë è èññëåäîâàë ñ èõ ïîìîùüþ îïåðàòîðû A�

ñâåðòêè.

1.2 Êîììóòàíò ñèñòåìû D0 â àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ

íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â H(Ω)

1.2.1 Îïèñàíèå îïåðàòîðîâ èç êîììóòàíòà â âèäå ñâåðòêè

Ïóñòü Ω � ïîëèöèëèíäðè÷åñêàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ 0. Îáîçíà÷èì

÷åðåç KΩ(D0) ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ B ∈ L(H(Ω)), äëÿ êîòîðûõ

BDj,0 = Dj,0B íàH(Ω) äëÿ ëþáîãî j ∈ PN . ßñíî, ÷òîKΩ(D0) ñîâïàäàåò ñ

ìíîæåñòâîì âñåõ B ∈ L(H(Ω)), ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ êàæäûì îïåðàòîðîì

Dα
0 , α ∈ NN

0 . Ïóñòü KΩ(T ) � ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ B ∈ L(H(Ω))

òàêèõ, ÷òî BTz = TzB íà H(Ω) äëÿ ëþáîãî z ∈ Ω.

Äàëåå C[z] � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ z1, ..., zN

íàä ïîëåì C.

Çàìå÷àíèå 1.2.1. Ïóñòü B : H(Ω) → H(Ω) � ëèíåéíûé (íå îáÿçà-

òåëüíî íåïðåðûâíûé) îïåðàòîð è äëÿ âñåõ f ∈ C[z], j ∈ PN âûïîë-
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íÿåòñÿ ðàâåíñòâî BDj,0(f) = Dj,0B(f). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà

f =
∑

0≤β≤γ
aβfβ, γ ∈ NN

0 , ôóíêöèÿ B(f) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì òàêîãî æå

âèäà: B(f) =
∑

0≤β≤γ
cβfβ. Äåéñòâèòåëüíî, âåäü äëÿ êàæäîãî j ∈ PN

D
γj+1
j,0 (B(f)) =

∑
0≤β≤γ

aβD
γj+1
j,0 (fβ) = 0.

Ëåììà 1.2.1. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K â Ω ñåìåéñòâî {Tz | z ∈ K}
ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî â L(H(Ω)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ f ∈ H(Ω) ôóíêöèÿ (t, z) 7→ Tz(f)(t) = Tt(f)(z)

ãîëîìîðôíà â Ω× Ω (ïî (t, z)). Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà G â Ω

sup
z∈K

sup
t∈G

|Tz(f)(t)| < +∞.

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî {Tz | z ∈ K} ïîòî÷å÷íî îãðàíè÷åííî. Ïî ïðèíöèïó

ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè [36, ãë. IV, òåîðåìà 3] îíî ðàâíîñòåïåííî

íåïðåðûâíî â L(H(Ω)). ▷

Äëÿ z ∈ Ω ââåäåì äåëüòà�ôóíêöèþ

δz(f) := f(z), f ∈ H(Ω).

ßñíî, ÷òî δz ∈ H(Ω)′, z ∈ Ω.

Òåîðåìà 1.2.1. Ïóñòü Ω = Ω1×· · ·×ΩN , ãäå Ωj, j ∈ PN , � îäíîñâÿçíûå

îáëàñòè â C, ñîäåðæàùèå 0. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) B ∈ KΩ(D0).

(ii) B ∈ KΩ(T ).

(iii) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë φ ∈ H(Ω)′ òàêîé, ÷òî

B(f)(z) = φ(Tz(f)), z ∈ Ω, f ∈ H(Ω).

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà B ∈ KΩ(D0) ôóíêöèîíàë φ ∈ H(Ω)′, êàê â

(iii), åäèíñòâåíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i)⇒(ii): Ïóñòü B ∈ KΩ(D0). Ïî ëåììå 1.1.4 (i) è çàìå-

÷àíèþ 1.2.1 äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f (âñå ñóììû êîíå÷íû)

TzB(f) =
∑
α∈NN

0

zαDα
0 (B(f)) = B

(∑
α∈NN

0

zαDα
0 (f)

)
= BTz(f).
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Ïîñêîëüêó C[z] ïëîòíî â H(Ω), òî ðàâåíñòâî TzB = BTz âûïîëíÿåòñÿ è

íà H(Ω).

(ii)⇒(iii): Ïóñòü B ∈ KΩ(T ). Òîãäà äëÿ ëþáûõ f ∈ H(Ω), z, t ∈ Ω

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

BTz(f)(t) = TzB(f)(t) = TtB(f)(z). (1.2.1)

Ïîëàãàÿ t := 0, äëÿ φ := δ0B ∈ H(Ω)′ ïîëó÷èì:

φ(Tz(f)) = B(f)(z), f ∈ H(Ω), z ∈ Ω.

(iii)⇒(i): Ïóñòü φ ∈ H(Ω)′ è B(f)(z) = φ(Tz(f)), f ∈ H(Ω), z ∈ Ω.

Ïî ëåììå 1.1.4 (iv) îïåðàòîð B (ëèíåéíî) äåéñòâóåò â H(Ω). Íàéäóòñÿ

êîìïàêò K â Ω, ïîñòîÿííàÿ C1 > 0, äëÿ êîòîðûõ

|φ(h)| ≤ C1 sup
t∈K

|h(t)|, h ∈ H(Ω).

Çàôèêñèðóåì êîìïàêò G â Ω. Ïî ëåììå 1.2.1 ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ

{Tt | t ∈ K} ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò êîì-
ïàêò Q â Ω è ïîñòîÿííàÿ C2 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ K

sup
z∈G

|Tt(f)(z)| ≤ C2 sup
w∈Q

|f(w)|, f ∈ H(Ω).

Ïîýòîìó

sup
z∈G

|B(f)(z)| = sup
z∈G

|φ(Tz(f))| ≤ C1 sup
z∈G

sup
t∈K

|Tz(f)(t)|

= C1 sup
t∈K

sup
z∈G

|Tt(f)(z)| ≤ C1C2 sup
w∈Q

|f(w)|, f ∈ H(Ω).

Òàêèì îáðàçîì, B íåïðåðûâåí â H(Ω).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îïåðàòîð B ïåðåñòàíîâî÷åí ñ êàæäûì îïåðàòî-

ðîì Dγ
0 , γ ∈ NN

0 . Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (i) â ëåììå 1.1.4

è òåì, ÷òî äëÿ γ, δ ∈ NN
0 âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ Dγ

0(fδ) = fδ−γ ïðè

γ ≤ δ è Dγ
0(fδ) = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Çàôèêñèðóåì α ∈ NN

0 . Åñëè

γ ≤ α, òî

B(Dγ
0(fα))(z) = φ(Tz(D

γ
0(fα)))
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= φ(Tz(fα−γ)) =
∑

0≤β≤α−γ

φ(fα−γ−β)z
β, z ∈ CN ,

è

Dγ
0(B(fα)) = Dγ

0

( ∑
0≤δ≤α

φ(fα−δ)fδ

)

=
∑
γ≤δ≤α

φ(fα−δ)fδ−γ =
∑

0≤β≤α−γ

φ(fα−β−γ)fβ.

Ïóñòü òåïåðü ñîîòíîøåíèå γ ≤ α íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà B(Dγ
0(fα)) =

0. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî β ∈ NN
0 , äëÿ êîòîðîãî β ≤ α, ñîîòíîøåíèå

γ ≤ β òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî (îïåðàòîð Dγ
0 äåéñòâóåò ïî z)

Dγ
0(B(fα)) = (Dγ

0)z

φ
 ∑

0≤β≤α

zβfα−β


=
∑

0≤β≤α

Dγ
0(fβ)φ(fα−β) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî BDγ
0 = Dγ

0B âûïîëíÿåòñÿ íà êàæäîì ìîíîìå,

à çíà÷èò, è â H(Ω).

Íàêîíåö, äëÿ îïåðàòîðà B ∈ KΩ(D0) = KΩ(T ) ôóíêöèîíàë φ ∈ E ′,

äëÿ êîòîðîãî B(f)(z) = φ(Tz(f)), z ∈ CN , f ∈ E, óäîâëåòâîðÿåò ðàâåí-

ñòâó φ = δ0B è ïîýòîìó åäèíñòâåíåí. Òåîðåìà äîêàçàíà.

▷

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé îïåðàòîð èç KΩ(D0) èìååò èíòå-

ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, àíàëîãè÷íîå îäíîìåðíîìó. Ïðèâåäåì ïðèìåðû

íåêîòîðûõ èç íèõ. Äëÿ φ ∈ H(Ω)′ ïîëàãàåì Bφ(f)(z) := φ(Tz(f)), z ∈ Ω,

f ∈ H(Ω).

Ïðèìåð 1.2.1. Åñëè α ∈ NN
0 , φ(f) =

1
α!φα(f) =

1
α!∂

αf(0), òî Bφ = Dα
0 â

ñèëó ëåììû 1.1.4.

Åñëè φ = δz, òî Bφ = Tz. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ f ∈ H(Ω), t ∈ Ω

Bφ(f)(t) = (δz)u(Tt(f)(u)) = Tt(f)(z) = Tz(f)(t)

(ôóíêöèîíàë δz äåéñòâóåò ïî u).
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Ïðèìåð 1.2.2. Âñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà äëÿ φ =
∑
α

cα
α!φα,

cα ∈ C (ñóììà êîíå÷íà) Bφ =
∑
α
cαD

α
0 . Ââåäåì îïåðàòîðû òàêîãî òè-

ïà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü {z ∈ C | |z| < Rj} ⊂ Ωj, Rj ∈ (0,+∞], j ∈ PN . Äëÿ ÷èñåë

bn,α = bn,α,1 · · · bn,α,N , n ∈ N, α ∈ NN
0 , ãäå

bn,α,j :=

R
−αj

j eαj/n, Rj < +∞,

e−αjn, Rj = +∞,

îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî (ìóëüòè)ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ΛR :=

{
c ∈ CNN

0

∣∣∣ ∃n ∈ N : sup
α∈NN

0

|cα|bn,α < +∞

}
.

Åñëè Rj êîíå÷íû äëÿ âñåõ j ∈ PN , òî ΛR ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ

òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (cα)α∈NN
0
, äëÿ êîòîðûõ

lim sup
|α|→∞

(
|cα|

Rα1
1 . . . RαN

N

)1/|α|
< 1.

Ïóñòü c ∈ ΛR. Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä
∑
α∈NN

0

cα
α!φα àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â

H(Ω)′b ê íåêîòîðîìó φ ∈ H(Ω)′ è

Bφ(f) =
∑
α∈NN

0

cαD
α
0 (f), f ∈ H(Ω)

(ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â H(Ω)). Âûáåðåì n ∈ N òàêîå, ÷òî A1 =

sup
α∈NN

0

|cα|bn,α < +∞. Âîçüìåì îãðàíè÷åííîå â H(Ω) ìíîæåñòâî Q. Â ñèëó

íåðàâåíñòâ Êîøè ñóùåñòâóåò A2 > 0, äëÿ êîòîðîãî

|f (α)(0)|
α!

≤ A2bn+1,α, α ∈ NN
0 , f ∈ Q.

Ïîñêîëüêó ∑
α∈NN

0

|cα|
α!

sup
f∈Q

|φα(f)| ≤
∑
α∈NN

0

A1A2
bn+1,α

bn,α
< +∞,

òî ðÿä
∑
α∈NN

0

cαφα àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â H(Ω)′b ê íåêîòîðîìó φ ∈ H(Ω)′.

Ïðè ýòîì äëÿ f ∈ H(Ω), z ∈ Ω

Bφ(f)(z) =
∑
α∈NN

0

cα
α!
φα(Tz(f)) =

∑
α∈NN

0

cαD
α
0 (f)(z),
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ïðè÷åì âñëåäñòâèå ëåììû 1.2.1 ðÿä
∑
α∈NN

0

cαD
α
0 (f) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â

H(Ω).

Åñëè lim
|α|→∞

|cα|
1
|α| = 0, òî ðÿä

∑
α∈NN

0

cαD
α
0 (f) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â H(Ω)

äëÿ ëþáîé îáëàñòè Ω ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà.

Íèæå (ñì. ñëåäñòâèå 1.3.5) áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå Ωj = {z ∈
C | |z| < Rj}, Rj ∈ (0,+∞], j ∈ PN , ëþáîé îïåðàòîð èç KΩ(D0) ÿâëÿåòñÿ

îïåðàòîðîì áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, êàê â ýòîì ïðèìåðå.

1.2.2 Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Bφ â H(Ω)

Äëÿ êðèâûõ Lj, j ∈ PN , â C ââåäåì èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå L :=

L1 × · · · × LN . Åñëè γ � çàìêíóòàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ â C, òî Int γ �

âíóòðåííîñòü γ, à Ext γ � âíåøíîñòü γ â C = C ∪ {∞}. Ñ÷èòàåì âñþäó

äàëåå çàìêíóòûå æîðäàíîâû êðèâûå îðèåíòèðîâàííûìè ïîëîæèòåëüíî.

Äëÿ çàìêíóòûõ æîðäàíîâûõ êðèâûõ Lj, j ∈ PN , â C ïîëàãàåì

IntL := IntL1 × · · · × IntLN , ExtL := ExtL1 × · · · × ExtLN .

Åñëè Lj � ñïðÿìëÿåìûå êðèâûå, òî äëÿ ôóíêöèè f , ãîëîìîðôíîé â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè L = L1 × · · · × LN â CN , ïîëàãàåì∫
L

f(t)dt :=

∫
LN

· · ·
∫
L1

f(t)dt1 · · · dtN

(ýòîò èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ êàê ïîâòîðíûé). Èç ñâîéñòâà ãîëîìîðôíîé

çàâèñèìîñòè èíòåãðàëà îò ïàðàìåòðà (ñì., íàïðèìåð, [47, ÷àñòü II, ãë.

1, � 3, ï. 6, ëåììà] ñëåäóåò, ÷òî îí ñóùåñòâóåò. Èç òåîðåìû Ôóáèíè

âûòåêàåò, ÷òî îí íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ. (Ýòî òàê äëÿ

êóñî÷íî�ãëàäêèõ êðèâûõ, à àïïðîêñèìàöèÿ êóñî÷íî�ãëàäêèìè êðèâûìè

ïîçâîëÿåò ýòî óñòàíîâèòü è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñïðÿìëÿåìûõ êðèâûõ Lj.)

Ïðèâåäåì ñâåäåíèÿ î ðåàëèçàöèè ñîïðÿæåííîãî ê H(Ω) ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Êîøè. Ïóñòü CΩ := (C\Ω1) × · · · × (C\ΩN). Ñèìâîëîì

H0(CΩ) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ â CΩ ôóíêöèé, îáðà-

ùàþùèõñÿ â 0 âî âñåõ òî÷êàõ, õîòÿ áû îäíà êîîðäèíàòà êîòîðûõ ðàâíà
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∞. Åñòåñòâåííàÿ èíäóêòèâíàÿ òîïîëîãèÿ â H0(CΩ) ââîäèòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Äëÿ j ∈ PN çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ

ñïðÿìëÿåìûõ æîðäàíîâûõ êðèâûõ γj,n, n ∈ N, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùè-

ìè ñâîéñòâàìè: 0 ñîäåðæèòñÿ âî âíóòðåííîñòè γj,1, Int γj,n ⊂ Int γj,n+1,

n ∈ N, è
⋃
n∈N Int γj,n = Ωj. Òàêèå êðèâûå ñóùåñòâóþò. (Åñëè îáëàñòü Ωj

îòëè÷íà îò C, òî â êà÷åñòâå ýòèõ êðèâûõ ìîæíî âçÿòü îáðàçû îêðóæíî-

ñòåé {z ∈ C | |z| = e−1/n}, n ∈ N, ïðè îäíîëèñòíîì îòîáðàæåíèè êðóãà

{z ∈ C | |z| < 1} íà Ωj.) Ïîëîæèì γn := γ1,n × · · · × γN,n, Gj,n := Ext γj,n,

Gn := G1,n×· · ·×GN,n, n ∈ N. Ïóñòü H0(Gn), n ∈ N, � ïðîñòðàíñòâî âñåõ

ãîëîìîðôíûõ âGn ôóíêöèé, ðàâíûõ 0 â òî÷êàõ, õîòÿ áû îäíà êîîðäèíàòà

êîòîðûõ ðàâíà ∞. Îíî íàäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

íà êîìïàêòàõ Gn. Òîãäà H0(CΩ) =
⋃
n∈N

H0(Gn) è â H0(CΩ) ââîäèòñÿ òî-

ïîëîãèÿ èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå

H0(Gn), n ∈ N, îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé ρn : H0(Gn) → H0(CΩ), ãäå

ρn(f) äëÿ f ∈ H0(Gn) � ðîñòîê, ñîäåðæàùèé f .

Ïî [79] (ñì. òàêæå [32, � 12]) ïðåîáðàçîâàíèå Êîøè

C(φ)(t) := φ̃(t) := φ(ft), φ ∈ H(Ω)′,

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì H(Ω)′b íà H0(CΩ). Ïðè ýòîì

òî÷êà t ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé îáëàñòè Gn è ôóíêöèÿ ft ãîëîìîðôíà â

Int γn (n çàâèñèò îò φ). Èçîìîðôèçì C : H(Ω)′ → H0(CΩ) èíäóöèðóåò

äâîéñòâåííîñòü ìåæäó H(Ω) è H0(CΩ). Ñîîòâåòñòâóþùåé áèëèíåéíîé

ôîðìîé, çàäàþùåé åå, ÿâëÿåòñÿ

⟨f, g⟩Ω := C−1(g)(f), f ∈ H(Ω), g ∈ H0(CΩ).

Åñëè g ∈ H0(Gn), òî

⟨f, g⟩Ω =
1

(2πi)N

∫
L

f(t)g(t)dt,

äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ ñïðÿìëÿåìûõ æîðäàíîâûõ êðèâûõ Lj â Ωj, j ∈
PN , òàêèõ, ÷òî Int γj,n ⊂ IntLj.
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Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ H0(CΩ), ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè Gn, ôóíê-

öèÿ v1(t) = t1v(t) ãîëîìîðôíà â Gn. Åñëè v â íåêîòîðîé îáëàñòè {t ∈
CN | |tj| > R}, R > 0, ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Ëîðàíà v(t) = 1

t1

∑
α∈NN

0

cα
tα , òî

v1(t) =
∑
α∈NN

0

cα
tα â ýòîé îáëàñòè (ïðè åñòåñòâåííîì äîîïðåäåëåíèè â òî÷êàõ,

èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó êîîðäèíàòó, ðàâíóþ ∞). Äîêàæåì èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðàòîðîâ Bφ.

Ëåììà 1.2.2. Ïóñòü Ω = Ω1×· · ·×ΩN , ãäå Ωj, j ∈ PN , � îäíîñâÿçíûå

îáëàñòè â C, ñîäåðæàùèå òî÷êó 0; φ ∈ H(Ω)′, ôóíêöèÿ φ̃ ãîëîìîðôíà

â îáëàñòè Gn, n ∈ N. Òîãäà äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ ñïðÿìëÿåìûõ æîð-

äàíîâûõ êðèâûõ Lj, j ∈ PN , â Ωj ∩ Gj,n, äëÿ âñåõ f ∈ H(Ω), z ∈ IntL

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Bφ(f)(z) =
1

(2πi)N

∫
L

t1f(t)φ̃(t)

(t− z)1
dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñëåäñòâèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Tz â ëåììå

1.1.3 äëÿ z ∈ IntL

(2πi)NBφ(f)(z) = (2πi)Nφ(Tz(f))

=

∫
L

t1f(t)φ̃(t)

(t− z)1
dt+

∑
σ⊂PN ,σ ̸=∅

(−1)|σ|
∫
L

t1σ,zf(tσ,z)φ̃(t)

(t− z)1
dt.

Äëÿ k ∈ PN , u ∈ CN íèæå u(k) := (u1, ..., uk−1, uk+1, ..., uN). Ïóñòü σ ̸= ∅
è k ∈ σ, L(k) := L1 × · · · × Lk−1 × Lk+1 × · · · × LN . Òîãäà äëÿ z ∈ IntL∫

L

t1σ,zf(tσ,z)φ̃(t)

(t− z)1
dt =

∫
L(k)

(t
(k)
σ,z)1

((t− z)(k))1

∫
Lk

zkf(tσ,z)φ̃(t)

tk − zk
dtk

 dt(k) = 0,

ïîñêîëüêó
∫
Lk

zkf(tσ,z)φ̃(t)
tk−zk dtk = 0 ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè äëÿ

íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,

Bφ(f)(z) =
1

(2πi)N

∫
L

t1f(t)φ̃(t)

(t− z)1
dt, z ∈ IntL.

▷
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Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèíîëîãèÿ òåîðèè äâîéñòâåííîñòè äëÿ ëîêàëü-

íî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ, êàê, íàïðèìåð, â [36, ãëàâà 2].

Ëåììà 1.2.3. Ïóñòü Ω = Ω1 × · · · × ΩN , ãäå Ωj, j ∈ PN , � îäíîñâÿç-

íûå îáëàñòè â C, ñîäåðæàùèå òî÷êó 0. Äëÿ φ ∈ H(Ω)′ ñîïðÿæåííûì

B′
φ : H0(CΩ) → H0(CΩ) ê îïåðàòîðó Bφ : H(Ω) → H(Ω) îòíîñèòåëü-

íî äóàëüíîé ïàðû (H(Ω), H0(CΩ)) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà

ôóíêöèþ t1φ̃(t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåòñÿ m ∈ N, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ g(t) := t1φ̃(t)

ãîëîìîðôíà â Gm. Äëÿ ëþáûõ n ≥ m, f ∈ H(Ω), h ∈ H0(Gn), s > n

⟨Bφ(f), h⟩Ω =
1

(2πi)N

∫
γs

h(z)
1

(2πi)N

 ∫
γs+1

g(t)f(t)

(t− z)1
dt

 dz

=
1

(2πi)N

∫
γs+1

g(t)f(t)

 1

(2πi)N

∫
γs

h(z)

(t− z)1
dz

 dt

=
1

(2πi)N

∫
γs+1

g(t)f(t)h(t)dt = ⟨f, gh⟩Ω.

Òàêèì îáðàçîì, B′
φ(h) = gh. ▷

Ñëåäñòâèå 1.2.1. Ïóñòü Ω = Ω1 × · · · × ΩN , ãäå Ωj, j ∈ PN , � îä-

íîñâÿçíûå îáëàñòè â C, ñîäåðæàùèå òî÷êó 0. Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî

ôóíêöèîíàëà φ ∈ H(Ω)′ îïåðàòîð Bφ : H(Ω) → H(Ω) ñþðúåêòèâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïðÿæåííûé ê Bφ îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà g(t) =

t1φ̃(t) â H0(CΩ) èíúåêòèâåí. Ïîêàæåì, ÷òî åãî îáðàç çàìêíóò â H0(CΩ).

Äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ C ïîëîæèì A−1 :=
{
1
t | t ∈ A

}
(ñ÷èòàåì, ÷òî

1
∞ := 0). Ïðåîáðàçîâàíèå h 7→ h( 1

u1
, ..., 1

uN
) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì

èçîìîðôèçìîì H0(CΩ) íà ïðîñòðàíñòâî H0((CΩ)
−1) ðîñòêîâ âñåõ ôóíê-

öèé, ãîëîìîðôíûõ íà êîìïàêòå (CΩ)−1 := (CΩ1)
−1 × · · · × (CΩN)

−1

â CN , ðàâíûõ íóëþ â òî÷êå, åñëè õîòÿ áû îäíà åå êîîðäèíàòà ðàâíà

0. Ïðè ýòîì H0((CΩ)
−1) íàäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé èíäóêòèâíîãî ïðåäå-

ëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå H0((Gn)
−1), ãäå (Gn)

−1 :=

35



(G1,n)
−1 × · · · × (GN,n)

−1. Ñ íåé îíî ÿâëÿåòñÿ (DFS)�ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü w(u) := g
(

1
u1
, ..., 1

uN

)
, S(f)(u) := w(u)f(u), f ∈ H0((CΩ)

−1).

Íàéäåòñÿ m ∈ N òàêîå, ÷òî w ∈ H0((Gm)
−1). Òàê êàê òîïîëîãèÿ êàæ-

äîãî ïðîñòðàíñòâà H0((Gn)
−1) ìàæîðèðóåò òîïîëîãèþ ïîòî÷å÷íîé ñõî-

äèìîñòè âñåõ ïðîèçâîäíûõ, òî S(H0((CΩ)
−1))

⋂
H0((Gn)

−1) çàìêíóòî â

H0((Gn)
−1) äëÿ ëþáîãî n ≥ m (ñì., íàïðèìåð, [46, ïðåäëîæåíèå 3,

ãë. 1, �1]). Îòñþäà ñëåäóåò [4, �2.9] çàìêíóòîñòü îáðàçà îïåðàòîðà S â

H0((CΩ)
−1). Â ñèëó [49, 8.6.13] è òîãî, ÷òî H(Ω) ÿâëÿåòñÿ ìîíòåëåâñêèì

ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå, îïåðàòîð Bφ : H(Ω) → H(Ω) ñþðúåêòèâåí. ▷

Çàìå÷àíèå 1.2.2. ÏðèN = 1 êàæäûé íåíóëåâîé îïåðàòîð Bφ : H(Ω) →
H(Ω) èìååò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ïðàâûé îáðàòíûé, ïîñêîëüêó â ýòîì

ñëó÷àå ÿäðî ýòîãî îïåðàòîðà êîíå÷íîìåðíî [28].

1.2.3 Îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà Bφ â H(Ω)

Òåîðåìà 1.2.2. Ïóñòü Ω = Ω1 × · · · × ΩN , ãäå Ωj, j ∈ PN , � îäíî-

ñâÿçíûå îáëàñòè â C, ñîäåðæàùèå òî÷êó 0. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ðàâíîñèëüíû:

(i) Îïåðàòîð Bφ : H(Ω) → H(Ω) îáðàòèì.

(ii) Ôóíêöèÿ t1φ̃(t) íå èìååò íóëåé â CΩ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g(t) := t1φ̃(t), w(u) := g
(

1
u1
, ..., 1

uN

)
. Îïåðàòîð

Bφ : H(Ω) → H(Ω) îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàòèì îïå-

ðàòîð S(f)(u) = w(u)f(u) â H0((CΩ)
−1) (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ

1.2.1). Îáðàòèìîñòü S âëå÷åò, ÷òî w íå îáðàùàåòñÿ â 0 â (CΩ)−1. Íàîáî-

ðîò, åñëè w ̸= 0 â (CΩ)−1, òî íàéäåòñÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü (CΩ)−1, â

êîòîðîé ôóíêöèÿ w ãîëîìîðôíà è íå ðàâíà 0. Îòñþäà ñëåäóåò îáðàòè-

ìîñòü S.

▷
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1.2.4 Öèêëè÷åñêèå âåêòîðû îïåðàòîðà Bφ â H(Ω)

Ôóíêöèÿ f ∈ H(Ω) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì ñèñòåìû îïå-

ðàòîðîâ D0 (D0�öèêëè÷åñêèì), åñëè ìíîæåñòâî {Dα
0 (f) |α ∈ NN

0 } ïîëíî
â H(Ω), òî åñòü ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà ïëîòíà â H(Ω).

Ëåììà 1.2.4. Ïóñòü Ω = Ω1×· · ·×ΩN , ãäå Ωj, j ∈ PN , � îäíîñâÿçíûå

îáëàñòè â C, ñîäåðæàùèå òî÷êó 0. Åñëè ñåòü Φµ ∈ H(Ω)′, µ ∈ M,

ñõîäèòñÿ ê íóëåâîìó ôóíêöèîíàëó â H(Ω)′b, òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈
H(Ω) ñåòü

{
(Φµ)t (Tt(f)(z))

}
µ∈M ñõîäèòñÿ ê 0 â H(Ω) (ïî z ∈ Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî z ∈ Ω ôóíêöèÿ t 7→ Tt(f)(z) = Tz(f)(t)

ãîëîìîðôíà â Ω ïî t. Ïî ëåììå 1.1.4 (iv) ôóíêöèè (Φµ)t(Tt(f)(z)) =

Φµ(Tz(f)), µ ∈ M, ãîëîìîðôíû â Ω (ïî z). Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Ω

âñëåäñòâèå ëåììû 1.2.1 ìíîæåñòâî S(f,K) := {Tz(f) | z ∈ K} îãðàíè-

÷åííî â H(Ω). Ïîýòîìó

lim
µ∈M

sup
z∈K

∣∣(Φµ)t (Tt(f)(z))
∣∣ = lim

µ∈M
sup
z∈K

|Φµ(Tz(f))|

= lim
µ∈M

sup
h∈S(f,K)

|Φµ(h)| = 0.

▷

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñâîäèò çàäà÷ó î D0�öèêëè÷íîñòè ôóíêöèè f ∈
H(Ω) ê ïðîáëåìå ïîëíîòû ñèñòåìû ñâÿçàííûõ ñ D0 ñäâèãîâ.

Ëåììà 1.2.5. Ïóñòü Ω = Ω1 × · · · × ΩN ; Ωj, j ∈ PN , � îäíîñâÿçíûå

îáëàñòè â C, ñîäåðæàùèå 0. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) f ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì ñèñòåìû D0 â H(Ω).

(ii) Ñèñòåìà {Tz(f) | z ∈ Ω} ïîëíà â H(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. (i)⇒(ii): Ïóñòü f � öèêëè÷åñêèé âåêòîð ñèñòåìû D0 â

H(Ω). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà {Tz(f | z ∈ Ω} íå ïîëíà â H(Ω). Òîãäà

ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ôóíêöèîíàë φ ∈ H(Ω)′ òàêîé, ÷òî φ(Tz(f)) = 0

äëÿ ëþáîãî z ∈ Ω. Ïîëîæèì B(h)(z) := φ(Tz(h)), h ∈ H(Ω), z ∈ Ω.

Ïî òåîðåìå 1.2.1 B ∈ KΩ(D0). Ïðè ýòîì B(h)(0) = φ(h), h ∈ H(Ω).
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Çíà÷èò, B � íåíóëåâîé îïåðàòîð. Ïîñêîëüêó f ∈ KerB è KerB � çà-

ìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâîH(Ω), èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìûD0,

KerB ̸= H(Ω), òî f íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì ñèñòåìû D0 â

H(Ω). Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

(ii)⇒(i): Ïóñòü χ ∈ H(Ω)′ è χ(Dα
0 (f)) = 0 äëÿ ëþáîãî α ∈ NN

0 . Ïî

ëåììå 1.1.4 Dα
0 (f)(t) =

1
α!φα(Tt(f)), α ∈ NN

0 , t ∈ Ω. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà

{φα | α ∈ NN
0 } ïîëíà â H(Ω)′b, òî ñóùåñòâóåò ñåòü (è äàæå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü) χµ ∈ span{φα |α ∈ NN
0 }, µ ∈ M, ñõîäÿùàÿñÿ ê χ â H(Ω)′b.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

(φγ)z((φδ)t(Tt(f)(z))) = (φδ)t((φγ)z(Tt(f)(z)))

äëÿ ëþáûõ γ, δ ∈ NN
0 , ïîëó÷èì äëÿ âñåõ α ∈ NN

0 :

0 = χ(Dα
0 (f)) =

1

α!

(
lim
µ∈M

χµ

)
t

((φα)z(Tt(f)(z)))

=
1

α!
lim
µ∈M

(
(χµ)t ((φα)z(Tt(f)(z))

)
)

=
1

α!
lim
µ∈M

(
(φα)z

(
(χµ)t (Tt(f)(z)

))
).

Ïî ëåììå 1.2.4 â H(Ω) ïî z

lim
µ∈M

(χµ)t (Tt(f)(z)) = χt(Tt(f)(z)).

Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî α ∈ NN
0

0 =
1

α!
(φα)z (χt(Tt(f)(z))) =

1

α!
(φα)z (χ(Tz(f))) .

Çíà÷èò, χ(Tz(f)) = 0 äëÿ êàæäîãî z ∈ Ω. Ïîýòîìó, â ñèëó (ii), ôóíêöèî-

íàë χ íóëåâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå (i). ▷

Ñëåäñòâèå 1.2.2. Ïóñòü Ω = Ω1 × · · · × ΩN , ãäå Ωj, j ∈ PN , � îäíî-

ñâÿçíûå îáëàñòè â C, ñîäåðæàùèå òî÷êó 0. Ôóíêöèÿ f ∈ H(Ω) ÿâëÿ-

åòñÿ D0�öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì â H(Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f /∈ KerBφ äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ôóíêöèîíàëà φ ∈ H(Ω)′.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñîäåðæèò, â ÷àñòíîñòè, îïîñðåäîâàííûé êðèòåðèé

D0� íåöèêëè÷íîñòè.

38



Ëåììà 1.2.6. Ïóñòü Ω = Ω1×· · ·×ΩN , ãäå Ωj, j ∈ PN , � îäíîñâÿçíûå

îáëàñòè â C, ñîäåðæàùèå òî÷êó 0.

(i) Åñëè f ∈ H(Ω), g ∈ H0(CΩ), òî äëÿ âñåõ z ∈ Ω∫
L

g(t)Tz(f)(t)dt =

∫
L

t1g(t)f(t)

(t− z)1
dt

äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ ñïðÿìëÿåìûõ æîðäàíîâûõ êðèâûõ Lj â Ωj, j ∈
PN , òàêèõ, ÷òî g ãîëîìîðôíà íà ExtL1 × · · · × ExtLN è z ∈ IntL.

(ii) Ôóíêöèÿ f ∈ H(Ω) íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì ñèñòå-

ìû D0 â H(Ω) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ

ôóíêöèÿ g ∈ H0(CΩ) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ ñïðÿìëÿåìûõ

æîðäàíîâûõ êðèâûõ Lj â Ωj, j ∈ PN , äëÿ êîòîðûõ g ãîëîìîðôíà íà

ExtL1 × · · · × ExtLN , äëÿ êàæäîãî z ∈ IntL âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
L

t1f(t)g(t)

(t− z)1
dt = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i): Âñëåäñòâèå ëåììû 1.1.3∫
L

g(t)Tz(f)(t)dt =
∑
σ⊂PN

(−1)|σ|
∫
L

t1σ,zg(t)
f(tσ,z)

(t− z)1
dt =

∑
σ⊂PN ,σ ̸=∅

(−1)|σ|
∫
L

t1σ,zg(t)
f(tσ,z)

(t− z)1
dt+

∫
L

t1g(t)
f(t)

(t− z)1
dt.

Ïî (îäíîìåðíîé) èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè äëÿ íåîãðàíè÷åííîé îá-

ëàñòè êàæäûé èç èíòåãðàëîâ
∫
L

t1σ,zg(t)
f(tσ,z)
(t−z)1dt, σ ⊂ PN , σ ̸= ∅, ðàâåí 0.

Óòâåðæäåíèå (ii) ñëåäóåò èç (i), ëåììû 1.2.5 è äâîéñòâåííîãî êðèòåðèÿ

ïîëíîòû.

▷

Òåîðåìà 1.2.3. Ïóñòü Ω = Ω1×· · ·×ΩN , ãäå Ωj, j ∈ PN , � îäíîñâÿçíûå

îáëàñòè â C, ñîäåðæàùèå òî÷êó 0; f(z) = f1(z1) · · · fN(zN), z ∈ Ω,

fj ∈ H(Ωj), j ∈ PN . Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) f ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì ñèñòåìû D0 â H(Ω).

(ii) Êàæäàÿ ôóíêöèÿ fj, j ∈ PN , íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé

ïåðåìåííîé zj.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (i)⇒(ii): Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ fj ðà-

öèîíàëüíà (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè j = 1). Ïóñòü f1 = p1
q1
, ãäå p1,

q1 � ìíîãî÷ëåíû ïåðåìåííîé t1 ∈ C, q1 ̸= 0; m1 ∈ N0 � (ôîðìàëü-

íàÿ) ñòåïåíü p1. Âûáåðåì ε > 0 òàêîå, ÷òî U(0, ε) ⊂ Ω. Äëÿ ôóíêöèè

g(t) := q1(t1)

t
m1+1
1 t2···tN

∈ H0(CΩ), êðèâûõ Lj := {tj ∈ C | |tj| = ε}, j ∈ PN ,

z ∈ U(0, ε) ∫
L

t1g(t)f(t)

(t− z)1
dt

=

∫
L2×···×LN

f2(t2) · · · fN(tN)
(t2 − z2) · · · (tN − zN)

 ∫
|t1|=ε

p1(t1)

tm1
1 (t1 − z1)

dt1

 dt2 · · · dtN = 0,

òàê êàê èíòåãðàë â ñêîáêàõ ðàâåí 0. Ïóñòü φ := C−1(g). Òîãäà Bφ(f)(z) =

0 äëÿ âñåõ z ∈ U(0, ε), à çíà÷èò, Bφ(f) = 0 â H(Ω). Ïðè ýòîì φ � íåíó-

ëåâîé ôóíêöèîíàë èç H(Ω)′. Ïî ñëåäñòâèþ 1.2.2 ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ

D0�öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì â H(Ω).

(ii)⇒(i): Äëÿ N = 1 ýòà èìïëèêàöèÿ äîêàçàíà â [18, òåîðåìà 1]. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãîM ≥ 2 îíà âåðíà äëÿ âñåõ 1 ≤ N ≤M −1.

Ïóñòü f íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåêòîðîì ñèñòåìû D0 â H(Ω) ïðè

N =M . Ïî ëåììå 1.2.6 (ii) ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ g ∈ H0(CΩ),

îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè, êàê â óòâåðæäåíèè (ii) ýòîé ëåììû, ïðèíàäëå-

æàùàÿ H0(Gm) äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N (çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ïîñòðîåíèÿ

èç � 1.2.2). Ââåäåì ôóíêöèþ h : G1,m × Ω2 × · · · × ΩM → C:

h(t1, z2, ..., zM) :=

∫
γ2,n×···×γM,n

t2 · · · tMf(t2) · · · f(tM)g(t)

(t2 − z2) · · · (tM − zM)
dt2 · · · dtM ,

ãäå äëÿ ëþáûõ t1 ∈ G1,m, (z2, ..., zM) ∈ Ω2×· · ·×ΩM ÷èñëî n ∈ N âûáðàíî

òàê, ÷òî (z2, ..., zM) ∈ Int(γ2,n × · · · × γM,n) è n ≥ m. Îò âûáîðà òàêîãî n

çíà÷åíèå h(t1, z2, ..., zM) íå çàâèñèò. Ôóíêöèÿ h(t1, ·) ãîëîìîðôíà â Ω2 ×
· · · × ΩM äëÿ ëþáîãî t1 ∈ G1,m è h(·, z2, ..., zM) ∈ H0(G1,m) äëÿ ëþáûõ

zj ∈ Ωj, 2 ≤ j ≤M . Åñëè z ∈ Ω, z1 ∈ Int γ1,k è k ≥ m, òî∫
γ1,k

t1f1(t1)h(t1, z2, ..., zM)

t1 − z1
dt1 = 0.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò z0j ∈ Ωj, 2 ≤ j ≤M , äëÿ êîòîðûõ h íå

ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íóëåì ïî t1. Ïîñêîëüêó h(·, z02, ..., z0M) ∈ H0(Ω1),

òî ïî [18, òåîðåìà 1] ýòî âëå÷åò, ÷òî ôóíêöèÿ f1 ðàöèîíàëüíàÿ. Ïðåäïî-

ëîæèì òåïåðü, ÷òî h(·, z2, ..., zM) ≡ 0 äëÿ ëþáûõ zj ∈ Ωj, 2 ≤ j ≤ M .

Òàê êàê äëÿ íåêîòîðîãî t01 ∈ G1,m ôóíêöèÿ g(t01, t2, ..., tM) íå ÿâëÿåò-

ñÿ òîæäåñòâåííûì íóëåì ïî ïåðåìåííûì t2, ..., tM , òî ïî èíäóêöèîííîìó

ïðåäïîëîæåíèþ íàéäåòñÿ j ∈ {2, ...,M}, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ fj ðàöè-
îíàëüíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

▷

Ñëåäñòâèå 1.2.3. Ïóñòü f(z) = f1(z1) · · · fN(zn), ãäå fj(zj), j ∈ PN , �

öåëàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé zj. Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì âåê-

òîðîì ñèñòåìû D0 â H(CN) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ôóíê-

öèÿ fj îòëè÷íà îò ìíîãî÷ëåíà.

1.3 Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî H(Ω)′ êàê àëãåáðà

Äàëåå èññëåäóåòñÿ óìíîæåíèå ⊛ â òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿæåííîì

H(Ω)′ ê H(Ω), çàäàâàåìîå ïî ïðàâèëó ñâåðòêè ñ ïîìîùüþ àññîöèèðîâàí-

íûõ îïåðàòîðîâ ñäâèãà. Êàê è ðàíåå, â ýòîì ïàðàãðàôå Ω = Ω1×· · ·×ΩN ,

ãäå Ωj, j ∈ PN , � îäíîñâÿçíûå îáëàñòè â C, ñîäåðæàùèå 0.

1.3.1 Óìíîæåíèå ⊛ â H(Ω)′

Ââåäåì áèíàðíóþ îïåðàöèþ ⊛: äëÿ φ, ψ ∈ H(Ω)′

(φ⊛ ψ)(f) := φz(ψ(Tz(f))), f ∈ H(Ω). (1.3.1)

Íèæíèé èíäåêñ ó ôóíêöèîíàëà ïîêàçûâàåò, ïî êàêèì ïåðåìåííûì îí

äåéñòâóåò. Äëÿ çàìêíóòûõ ñïðÿìëÿåìûõ æîðäàíîâûõ êðèâûõ γj,n, j ∈
PN , n ∈ N, êàê â � 1.2.2, ïîëàãàåì Qn := Int γn. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íîðì

pn(f) := max
z∈Qn

|f(z)|, f ∈ H(Ω),
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çàäàåò òîïîëîãèþ H(Ω). Ïî îäíîìåðíîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ

ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

pn(f) = max
z∈γn

|f(z)|, f ∈ H(Ω), n ∈ N

(ñì. [47, ÷. II, ãë. 1, � 3]). Ïóñòü

p∗n(φ) := sup
pn(f)≤1

|φ(f)|, φ ∈ H(Ω)′, n ∈ N.

(âåëè÷èíà p∗n(φ) ìîæåò ðàâíÿòüñÿ è +∞). Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî

Hn(Ω)
′ := {φ ∈ H(Ω)′ | p∗n(φ) < +∞} , n ∈ N.

Îíî áàíàõîâî ñ íîðìîé p∗n. Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî H(Ω)′ =
⋃
n∈N

Hn(Ω)
′.

ÏîñêîëüêóH(Ω) ðåôëåêñèâíî, òî ïî [49, ïðåäëîæåíèå 8.4.18]H(Ω)′b ÿâëÿ-

åòñÿ èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

Hn(Ω)
′, n ∈ N, îòíîñèòåëüíî èõ âëîæåíèé â H(Ω)′. Ïîýòîìó òîïîëîãè÷å-

ñêîå ïðîèçâåäåíèå H(Ω)′b × H(Ω)′b ÿâëÿåòñÿ èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé Hn(Ω)
′×Hn(Ω)

′, n ∈ N,
îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèé âëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1. (i) ⊛ � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ â H(Ω)′.

(ii) (H(Ω)′b,⊛) � óíèòàëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i): Ïîñêîëüêó (φ ⊛ ψ)(f) = φ(Bψ(f)), f ∈ H(Ω), òî

èç òåîðåìû 1.2.1 ñëåäóåò, ÷òî φ⊛ ψ ∈ H(Ω)′ äëÿ âñåõ φ, ψ ∈ H(Ω)′.

(ii): Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü äîêàçàíî è ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Êîøè (ñì. òåîðåìó 1.3.1). Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî áåç åãî ïðèâëå-

÷åíèÿ. Çàôèêñèðóåì n ∈ N. Òàê êàê äëÿ ëþáûõ z ∈ γn, t ∈ γn+1, σ ⊆ PN

òî÷êà tσ,z ïðèíàäëåæèò êîìïàêòó Qn+1, òî ïî ëåììå 1.1.3 (ii) íàéäåòñÿ

Cn > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ H(Ω)

sup
z∈γn

sup
t∈γn+1

|Tz(f)(t)| ≤ Cnpn+1(f).

Äëÿ φ, ψ ∈ Hn(Ω)
′, f ∈ H(Ω)

|(φ⊛ ψ)(f)| = |φz(ψ(Tz(f)))| ≤ p∗n(φ) sup
z∈γn

|ψ(Tz(f))|
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≤ p∗n(φ)p
∗
n(ψ) sup

z∈γn
sup
t∈γn+1

|Tz(f)(t)|

≤ Cnp
∗
n(φ)p

∗
n(ψ)pn+1(f).

Ïîýòîìó

p∗n+1(φ⊛ ψ) ≤ Cnp
∗
n(φ)p

∗
n(ψ), φ, ψ ∈ Hn(Ω)

′.

Âñëåäñòâèå ýòîãî íåðàâåíñòâà îòîáðàæåíèå (φ, ψ) 7→ φ⊛ψ íåïðåðûâíî èç

Hn(Ω)
′×Hn(Ω)

′ âHn+1(Ω)
′ äëÿ ëþáîãî n ∈ N, à çíà÷èò, èçH(Ω)′b×H(Ω)′b

âH(Ω)′b. Òàêèì îáðàçîì, (H(Ω)′b,⊛) � òîïîëîãè÷åñêàÿ àëãåáðà. Åäèíèöåé

â íåé ÿâëÿåòñÿ äåëüòà�ôóíêöèÿ δ0(f) := f(0). ▷

1.3.2 Ðåàëèçàöèÿ àëãåáðû (H(Ω)′,⊛) ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâà-

íèé Êîøè è Ëàïëàñà

Òåîðåìà 1.3.1. Äëÿ φ, ψ ∈ H(Ω)′ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

C(φ⊛ ψ)(t) = t1C(φ)(t)C(ψ)(t), t ∈ CΩ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ψ ∈ H(Ω)′ ââåäåì ëèíåéíûé îïåðàòîð B∗
ψ(φ) :=

φ ⊛ ψ, φ ∈ H(Ω)′. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1.3.1 îí íåïðåðûâåí â H(Ω)′b. Ïî-

ñêîëüêó

B∗
ψ(φ)(f) = φ(Bψ(f)), φ ∈ H(Ω)′, f ∈ H(Ω),

òî B∗
ψ � ñîïðÿæåííûé ê Bψ îïåðàòîð îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé äóàëü-

íîé ïàðû (H(Ω), H(Ω)′). Ïîýòîìó B∗
ψ = C−1B′

ψC, à çíà÷èò,

C(φ⊛ ψ) = B′
ψC, φ, ψ ∈ H(Ω)′,

ãäå B′
ψ : H0(CΩ) → H0(CΩ) � ñîïðÿæåííûé ê Bψ îïåðàòîð îòíîñèòåëü-

íî äóàëüíîé ïàðû (H(Ω), H0(CΩ)). Âñëåäñòâèå ëåììû 1.2.3 ïîñëåäíåå

ñîîòíîøåíèå âëå÷åò äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî. ▷

Ñëåäñòâèå 1.3.1. Àëãåáðà (H(Ω)′,⊛) àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà.

Èññëåäóåì ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïîëîæèì

eλ(z) := e⟨λ,z⟩, ⟨λ, z⟩ =
N∑
j=1

λjzj, λ, z ∈ CN .
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Äëÿ φ ∈ H(Ω)′

F(φ)(λ) := φ̂(λ) := φ(eλ), λ ∈ CN , φ ∈ H(Ω)′.

Ïóñòü EΩ := F(H(Ω)′). Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà F : H(Ω)′ → EΩ ÿâ-

ëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ¾íà¿ [41, � 1]. Â EΩ ââåäåì ëîêàëüíóþ âûïóêëóþ

òîïîëîãèþ òàê, ÷òî F : H(Ω)′ → EΩ ÿâëÿåòñÿ è òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîð-

ôèçìîì.

Äëÿ ôóíêöèîíàëîâ δλ(f) = f(λ), f ∈ H(Ω), âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

δ̂λ = eλ, λ ∈ Ω. Ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ â H(CN) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì [80], [73]: äëÿ g, h ∈ H(CN), t ∈ CN

(g ∗ h)(t) := ∂N

∂t1 . . . ∂tN

tN∫
0

· · ·
t1∫
0

g(t− ξ)h(ξ)dξ1 . . . dξN

(ïðè ýòîì ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ êàê ïîâòîðíûé, îí íå çàâè-

ñèò îò ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ). ßñíî, ÷òî g ∗ h ∈ H(CN) äëÿ ëþáûõ

ôóíêöèé g, h ∈ H(CN). Îòîáðàæåíèå (g, h) 7→ g ∗ h íåïðåðûâíî èç òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ H(CN)×H(CN) â H(CN). Íèæå ìû ïîêàæåì,

÷òî g ∗ h ∈ EΩ äëÿ ëþáûõ g, h ∈ EΩ.

Òåîðåìà 1.3.2. Äëÿ âñåõ φ, ψ ∈ H(Ω)′ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

φ̂⊛ ψ = φ̂ ∗ ψ̂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ̂(δλ ⊛ δµ)(t) äëÿ λ, µ ∈ Ω òàêèõ, ÷òî λj ̸= µj,

j ∈ PN , t ∈ CN . Ó÷èòûâàÿ ëåììó 1.1.3, ïîëó÷èì:

̂(δλ ⊛ δµ)(t) = (δλ ⊛ δµ)(et) = (δλ)z(δµ(Tz(et)))

= (δλ)z

(
(δµ)u

(
1

(u− z)1

∑
σ⊆PN

(−1)|σ|u1σ,ze
⟨t,uσ,z⟩

))

=
1

(µ− λ)1

∑
σ⊆PN

(−1)|σ|µ1σ,λe
⟨t,µσ,λ⟩. (1.3.2)

Íàéäåì (eλ ∗ eµ)(t), ãäå λ, µ ∈ Ω, λj ̸= µj, j ∈ PN , t ∈ CN :

(eλ ∗ eµ)(t) :=
∂N

∂t1 . . . ∂tN

tN∫
0

· · ·
t1∫
0

e⟨λ,t−ξ⟩e⟨µ,ξ⟩dξ1 · · · dξN
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=
∂N

∂t1 . . . ∂tN

e⟨λ,t⟩ tN∫
0

· · ·
t1∫
0

e⟨µ−λ,ξ⟩dξ1 · · · dξN


=

∂N

∂t1 . . . ∂tN

(
e⟨λ,t⟩

N∏
j=1

e(µj−λj)tj − 1

µj − λj

)

=
∂N

∂t1 . . . ∂tN

(
1

(µ− λ)1

∑
σ⊂PN

(−1)|σ|e⟨t,µσ,λ⟩

)

=
1

(µ− λ)1

∑
σ⊂PN

(−1)|σ|µ1σ,λe
⟨µσ,λ,t⟩. (1.3.3)

Èç (1.3.2) è (1.3.3) ñëåäóåò, ÷òî

̂(δλ ⊛ δµ) = eλ ∗ eµ, λ, µ ∈ Ω, λj ̸= µj, j ∈ PN . (1.3.4)

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå λ 7→ δλ íåïðåðûâíî èç Ω âH(Ω)′b è ïðîñòðàíñòâî

EΩ íåïðåðûâíî âëîæåíî â H(CN), òî âñëåäñòâèå òåîðåìû 1.3.1 ðàâåíñòâî

(1.3.4) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ λ, µ ∈ Ω. Òàê êàê ìíîæåñòâî {δλ |λ ∈ Ω}
ïîëíî â H(Ω)′b, òî φ̂⊛ ψ = φ̂ ∗ ψ̂ äëÿ ëþáûõ φ, ψ ∈ H(Ω)′. Òåîðåìà

äîêàçàíà. ▷

Ñëåäñòâèå 1.3.2. g ∗ h ∈ EΩ äëÿ ëþáûõ g, h ∈ EΩ.

1.3.3 Ïðåäñòàâëåíèå (H(Ω)′,⊛) â H(Ω)

Ïî òåîðåìå 1.2.1 ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

ρ : H(Ω)′ → KΩ(D0), ρ(φ) = Bφ,

áèåêòèâíî. Ïîëîæèì

S(M,K) := {Tz(f) | f ∈M, z ∈ K}

äëÿ M ⊂ H(Ω), K ⊂ Ω.

Äàëåå B(H(Ω)) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíî-

æåñòâ H(Ω). Ïóñòü KΩ(D0)b � ïðîñòðàíñòâî KΩ(D0) ñ òîïîëîãèåé, èíäó-

öèðîâàííîé òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà îãðàíè÷åííûõ ïîä-

ìíîæåñòâàõ H(Ω) â L(H(Ω)). Îíà çàäàåòñÿ ñåìåéñòâîì ïðåäíîðì

sup
f∈M

pn(B(f)), M ∈ B(H(Ω)), n ∈ N.
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Òåîðåìà 1.3.3. (i) Îòîáðàæåíèå ρ(φ) = Bφ, φ ∈ H(Ω)′, ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì àëãåáðû (H(Ω)′,⊛) íà àëãåáðó KΩ(D0).

(ii) ρ � òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì H(Ω)′b íà KΩ(D0)b.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i): Âñëåäñòâèå òåîðåìû 1.2.1 BψTz = TzBψ äëÿ ëþáûõ

z ∈ CN , ψ ∈ H(Ω)′. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ φ, ψ ∈ H(Ω)′, z ∈ Ω, f ∈ H(Ω)

ρ(φ⊛ ψ)(f)(z) = Bφ⊛ψ(f)(z) = (φ⊛ ψ)(Tz(f)) =

= φ(Bψ(Tz(f))) = φ(Tz(Bψ(f))) =

= BφBψ(f)(z).

Çíà÷èò, ρ(φ⊛ ψ) = ρ(φ)ρ(ψ) äëÿ ëþáûõ φ, ψ ∈ H(Ω)′.

(ii): Äîêàæåì, ÷òî íåïðåðûâíî îòîáðàæåíèå ρ : H(Ω)′b → K(D0)b. Äëÿ

ëþáûõ M ∈ B(H(Ω)), n ∈ N, φ ∈ H(Ω)′

sup
f∈M

pn(Bφ(f)) = sup
f∈M

max
z∈Qn

|φ(Tz(f))| ≤ sup
g∈S(M,Qn)

|φ(g)|.

Òàê êàê âñëåäñòâèå ëåììû 1.2.1 ìíîæåñòâî S(M,Qn) îãðàíè÷åííî â

H(Ω), òî ρ íåïðåðûâíî.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îòîáðàæåíèå ρ−1 : K(D0)b → H(Ω)′b íåïðåðûâíî.

Äëÿ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà M â H(Ω), âñëåäñòâèå 0 ∈ Q1 è φ(f) =

Bφ(f)(0), ïîëó÷èì:

sup
f∈M

|φ(f)| = sup
f∈M

|Bφ(f)(0)| ≤ sup
f∈M

max
z∈Q1

|Bφ(f)(z)|, φ ∈ H(Ω)′.

Ïîýòîìó ρ−1 íåïðåðûâíî èç K(D0)b â H(Ω)′b. Òåîðåìà äîêàçàíà. ▷

Ïðèâåäåì ñëåäñòâèÿ èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ. Ñèìâîë 1 îáîçíà-

÷àåò ìóëüòèèíäåêñ α ∈ NN
0 , äëÿ êîòîðîãî αj = 1, j ∈ PN .

Çàìå÷àíèå 1.3.1. (i) Âñëåäñòâèå ïðèìåðà 1.2.1 ρ(φα) = 1
α!D

α
0 äëÿ ëþ-

áîãî α ∈ NN
0 .

(ii) Äëÿ êàæäîãî α ∈ NN
0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî φ̃α(t) = α!

tα+1 , tj ̸= 0,

j ∈ PN .

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà p(z) =
∑
α
cαz

α ∈ C[z] ïîëîæèì p(D0) :=
∑
α
cαD

α
0 .

Ïóñòü C[D0] := {p(D0) | p ∈ C[z]}. ßñíî, ÷òî C[D0] ⊂ KΩ(D0).
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Ñëåäñòâèå 1.3.3. Ìíîæåñòâî C[D0] ïëîòíî â KΩ(D0)b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà Φ := {φα |α ∈ NN
0 } ïîëíà â H(Ω)′b. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè f ∈ H(Ω) è ∂αf(0) = 0 äëÿ âñåõ α ∈ NN
0 , òî f = 0. Âñëåä-

ñòâèå òåîðåìû 1.3.3 ìíîæåñòâî span(ρ(Φ)) ïëîòíî â KΩ(D0)b. Â ñèëó çà-

ìå÷àíèÿ 1.3.1 span(ρ(Φ)) = C[D0]. ▷

Òåîðåìà 1.3.3 âëå÷åò òàêæå ðåçóëüòàò î ôàêòîðèçàöèè íåíóëåâîãî îïå-

ðàòîðà Bφ.

Ñëåäñòâèå 1.3.4. Ïóñòü φ ∈ H(Ω)′, φ ̸= 0, φ̃(t) = h1(t1) · · ·hN(tN),
ãäå hj ∈ H0(C\Ωj), j ∈ PN . Òîãäà ñóùåñòâóþò íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí

q ∈ C[z], ψ ∈ H(Ω)′ òàêèå, ÷òî Bφ = q(D0)Bψ è Bψ � èçîìîðôèçì

H(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî j ∈ PN ôóíêöèÿ hj íåíóëåâàÿ, à çíà-

÷èò, èìååò â C\Ωj íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ íóëåé. Ïîýòîìó

ñóùåñòâóþò íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí pj ∈ C[zj], ôóíêöèÿ vj ∈ H(C\Ωj),

îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

hj(tj) = pj

(
1

tj

)
vj(tj), vj ̸= 0 íà C\Ωj, pj(0) = 0.

Ïóñòü

p(z) := p1(z1) · · · pN(zN), v(t) :=
1

t1
v1(t1) · · · vN(tN),

ν := C−1(p), ψ := C−1(v).

Òîãäà φ̃(t) = t1p
(

1
t1
, ..., 1

tN

)
v(t). Ïî òåîðåìå 1.3.1 φ̃ = ν̃ ⊛ ψ. Ñëåäîâà-

òåëüíî, φ = ν ⊛ ψ, ÷òî ïî òåîðåìå 1.3.3 âëå÷åò Bφ = BνBψ. Ïî òåîðåìå

1.2.2 Bψ � èçîìîðôèçì H(Ω), à ïî çàìå÷àíèþ 1.3.1 Bν ∈ C[D0]. ▷

Ñëåäñòâèå 1.3.5. Ïóñòü Ωj = {z ∈ C | |zj| < Rj}, Rj ∈ (0,+∞],

j ∈ PN ; ΛR � (LB)�ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êàê â ïðè-

ìåðå 1.2.2. Òîãäà êàæäûé îïåðàòîð Bφ, φ ∈ H(Ω)′, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå Bφ =
∑
α∈NN

0

cαD
α
0 , ãäå c ∈ ΛR è ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â KΩ(D0)b.

Ïðè ýòîì cα = φ(fα) äëÿ âñåõ α ∈ NN
0 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÷èñëà bn,α, n ∈ N, α ∈ NN
0 , òàêèå, êàê â ïðèìåðå

1.2.2. Äëÿ φ ∈ H(Ω)′ íàéäóòñÿ n ∈ N è C > 0, äëÿ êîòîðûõ

|φ(fα)| ≤
C

bn,α
, α ∈ NN

0 .

Ïî äîêàçàòåëüñòâó â ïðèìåðå 1.2.2 äëÿ cα = φ(fα) ðÿä
∑
α∈NN

0

cα
α!φα àáñî-

ëþòíî ñõîäèòñÿ â H(Ω)′b ê íåêîòîðîìó ôóíêöèîíàëó ψ. Ïî òåîðåìå 1.3.3

Bψ = ρ(ψ) =
∑
α∈NN

0

cαD
α
0

è ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â KΩ(D0)b. Ïðè ýòîì

ψ(f) =
∑
α∈NN

0

φ(fα)
∂αf(0)

α!
= φ(f), f ∈ H(Ω),

à çíà÷èò, ψ = φ. ▷

48



Ãëàâà 2

Ñèñòåìà îïåðàòîðîâ îáðàòíîãî ñäâèãà â âåñîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé

2.1 Âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà E(V ) è îïåðàòîðû îáðàò-

íîãî ñäâèãà â íèõ

Çàôèêñèðóåì N ∈ N. Äëÿ íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé vn : CN → R, n ∈ N, îïðåäåëèì âåñîâûå áàíàõîâû

ïðîñòðàíñòâà

En(V ) :=

{
f ∈ H(CN)

∣∣ ∥f∥n := sup
z∈CN

|f(z)|
exp(vn(z))

< +∞
}

ñ íîðìîé ∥ · ∥n. Ïðè ýòîì H(CN) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ öåëûõ â CN ôóíê-

öèé. Îòìåòèì, ÷òî En íåïðåðûâíî âëîæåíî â En+1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N.
Ïîëîæèì E(V ) :=

⋃
n∈N

En(V ). Ââåäåì â E(V ) òîïîëîãèþ èíäóêòèâíîãî

ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ En(V ), n ∈ N, îòíîñèòåëüíî èõ âëîæåíèé â E(V ):

E(V ) := ind
n→

En(V ).

Äëÿ z ∈ CN ïîëîæèì |z| :=

(
N∑
j=1

|zj|2
)1/2

è |z|∞ := max
1≤j≤N

|zj|. Íè-

æå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (vn)n∈N óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

∀n∃m(n) ≥ n∃C(n) ≥ 0 :

sup
|t−z|∞≤1

vn(t) + log(1 + |z|) ≤ inf
|t−z|∞≤1

vm(n)(t) + C(n), z ∈ CN , (2.1.1)
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è

∀n∃k(n) ≥ n∃D(n) ≥ 0 :

vn(tσ,z) ≤ vk(n)(t) + vk(n)(z) +D(n), t, z ∈ CN , σ ⊂ PN . (2.1.2)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

(m(n))n∈N â (2.1.1) è (k(n))n∈N â (2.1.2) íå óáûâàþò.

Èç óñëîâèÿ (2.1.1) ñëåäóåò, ÷òî lim
|z|→∞

(vn(z)− vm(n)(z)) = −∞ äëÿ ëþ-

áîãî n ∈ N. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïðîñòðàíñòâî En(V ) êîìïàêòíî

âëîæåíî â Em(n)(V ). Ïîýòîìó E(V ) ÿâëÿåòñÿ ìîíòåëåâñêèì ïðîñòðàí-

ñòâîì (ñì. [4, � 2.9, ñâîéñòâî (å)]) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåôëåêñèâíî. Óñëîâèå

(2.1.1) îáåñïå÷èâàåò òàêæå èíâàðèàíòíîñòü ïðîñòðàíñòâà E(V ) îòíîñè-

òåëüíî êàæäîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∂j := ∂
∂zj
, j ∈ PN , îáû÷íûõ ñäâè-

ãîâ, îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ Mj íà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ zj, j ∈ PN .

Èç óñëîâèÿ (2.1.2) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ f ∈ E(V ), z ∈ CN , σ ⊂ PN

ôóíêöèÿ f(tσ,z) ïðèíàäëåæèò (ïî t) ïðîñòðàíñòâó E(V ). Èç (2.1.2) ñëåäó-

åò òàêæå, ÷òî inf
z∈CN

vk(1)(z) > −∞, à çíà÷èò, 1 ∈ E(V ), ãäå 1 � ôóíêöèÿ,

òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ 1. Êðîìå òîãî, óñëîâèÿ (2.1.1) è (2.1.2) âëåêóò, ÷òî

E(V ) ñîäåðæèò C[z].
Íèæå áóäóò ïðèâåäåíû ïðèìåðû ôóíêöèé vn, n ∈ N, óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ óñëîâèÿì (2.1.1) è (2.1.2) (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.3.2, � 3.2).

Äàëåå â ýòîé ãëàâå âìåñòî E(V ) áóäåì ïèñàòü E. Îïåðàòîðû Dj,z, Tj,z,

Dz, Tz, j ∈ PN , z ∈ CN , ââîäÿòñÿ, êàê è ðàíåå. Âñëåäñòâèå óñëîâèé (2.1.1)

è (2.1.2) âñå îíè ëèíåéíû è íåïðåðûâíû â E.

2.2 Îïèñàíèå êîììóòàíòà ñèñòåìû îïåðàòîðîâ ÷àñò-

íîãî îáðàòíîãî ñäâèãà â E(V )

Ïóñòü L(E) � àëãåáðà âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â E;

K(D0) := {B ∈ L(E) |BDj,0 = Dj,0B â E äëÿ ëþáîãî j ∈ PN},
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K(T ) := {B ∈ L(E) |BTz = TzB â E äëÿ ëþáîãî z ∈ CN}.

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëû δλ(f) := f(λ). ßñíî, ÷òî δλ ∈ E ′ äëÿ ëþáîãî

λ ∈ CN . Äëÿ n ∈ N, φ ∈ E ′ ââåäåì íîðìû

∥φ∥∗n := sup
∥f∥n≤1

|φ(f)|.

Îòìåòèì, ÷òî ñ÷åòíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë E ðåãóëÿðíûé, ò.å. âñÿêîå

îãðàíè÷åííîå â E ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ è îãðàíè÷åíî â íåêîòîðîì ïðî-

ñòðàíñòâå Es (ñì. [4, � 2.9, ñâîéñòâî (â)]). Ïîýòîìó ñèëüíîå ñîïðÿæåííîå

ê E ïðîñòðàíñòâî E ′
b ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå ñ ôóíäàìåíòàëüíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåïðåðûâíûõ ïðåäíîðì ∥ · ∥∗n, n ∈ N.

Òåîðåìà 2.2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.1.1),

(2.1.2) è C[z] ïëîòíî â E. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

(i) B ∈ K(D0).

(ii) B ∈ K(T ).

(iii) Ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë φ ∈ E ′ òàêîé, ÷òî B(f)(z) = φ(Tz(f)),

z ∈ CN , f ∈ E.

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà B ∈ K(D0) = K(T ) ôóíêöèîíàë φ ∈ E ′ òàêîé,

êàê â (iii), åäèíñòâåíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i)⇒(ii): Çàôèêñèðóåì B ∈ K(D0). Ïî ëåììå 1.1.4 (i) è

çàìå÷àíèþ 1.2.1 äëÿ ëþáîãî z ∈ CN è âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà f âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî BTz(f) = TzB(f). Âñëåäñòâèå ïëîòíîñòè C[z] â E ðàâåíñòâî

BTz = TzB, z ∈ CN , ñïðàâåäëèâî íà âñåì ïðîñòðàíñòâå E.

(ii)⇒(iii): Ïóñòü B ∈ K(T ). Äëÿ ëþáûõ z ∈ CN , f ∈ E, ó÷èòûâàÿ

ëåììó 1.1.3 (iii), ïîëó÷èì:

BTz(f)(0) = TzB(f)(0) = T0B(f)(z) = B(f)(z).

Çíà÷èò, äëÿ ôóíêöèîíàëà φ := δ0B ∈ E ′ äëÿ ëþáûõ z ∈ CN , f ∈ E

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî B(f)(z) = φ(Tz(f)).

(iii)⇒(i): Ïî ëåììå 1.1.4 (iv) äëÿ f ∈ E ôóíêöèÿ B(f)(z) = φ(Tz(f))

ÿâëÿåòñÿ öåëîé â CN . ßñíî, ÷òî îïåðàòîð B ëèíååí èç E â H(CN). Ïîêà-

æåì, ÷òî îí íåïðåðûâíî äåéñòâóåò â E. Çàôèêñèðóåì s ∈ N. Èç óñëîâèÿ
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(2.1.1) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò A0 ≥ 0, n ∈ N, äëÿ êîòîðûõ

∥(M1 · · ·MN)(f)∥n ≤ A0∥f∥s, f ∈ Es. (2.2.1)

Îïðåäåëèìm(n) ∈ N, C(n) ïî óñëîâèþ (2.1.1) è k(n), k(m(n)) ∈ N,D(n),

D(m(n)) ïî óñëîâèþ (2.1.2). Âîçüìåì g ∈ En. Ïóñòü äëÿ òî÷åê t, z ∈ CN

äëÿ ëþáîãî j ∈ PN âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |tj − zj| ≥ 1/2. Òîãäà ïî

ëåììå 1.1.3 (i)

|Dz(g)(t)| ≤ 2N
∑
σ⊂PN

|g(tσ,z)| ≤ 2N∥g∥n
∑
σ⊂PN

evn(tσ,z)

≤ 4N∥g∥neD(n)evk(n)(t)evk(n)(z) ≤ 4N∥g∥neD(n)evk(m(n))(t)evk(m(n))(z). (2.2.2)

Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî ∆ âñåõ j ∈ PN òàêèõ, ÷òî |tj − zj| < 1/2,

íåïóñòî. Íàéäóòñÿ uj ∈ C, j ∈ ∆, òàêèå, ÷òî |uj − zj| = 1/2 è äëÿ òî÷êè

u ∈ CN , äëÿ êîòîðîé uj = tj, åñëè j ∈ PN\∆, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|Dz(g)(t)| ≤ |Dz(g)(u)|. Ïîýòîìó

|Dz(g)(t)| ≤

∣∣∣∣∣ 1

(u− z)1

∑
σ⊂PN

(−1)|σ|g(uσ,z)

∣∣∣∣∣
≤ 2N

∑
σ⊂PN

|g(uσ,z)| ≤ 2N∥g∥n
∑
σ⊂PN

evn(uσ,z)

≤ 2N∥g∥neC(n)
∑
σ⊂PN

evm(n)(tσ,z)

≤ 4N∥g∥neC(n)+D(m(n))evk(m(n))(t)evk(m(n))(z). (2.2.3)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.2.1)�(2.2.3) è ðàâåíñòâà Tz = DzM1 · · ·MN , z ∈ CN ,

âëåêóò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ L, äëÿ êîòîðîé

∥Tz(f)∥k(m(n)) ≤ Levk(m(n))(z)∥f∥s, f ∈ Es, z ∈ CN .

Ïîýòîìó

∥B(f)∥k(m(n)) ≤ ∥φ∥∗k(m(n))L∥f∥s, f ∈ Es. (2.2.4)

Çíà÷èò, îïåðàòîð B íåïðåðûâåí èç Es â Ek(m(n)). Ñëåäîâàòåëüíî, îí

íåïðåðûâåí â E.
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Òî, ÷òî îïåðàòîð B ïåðåñòàíîâî÷åí ñ êàæäûì îïåðàòîðîì Dγ
0 , γ ∈

NN
0 , ïîêàçûâàåòñÿ òàê, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå èìïëèêàöèè (iii)⇒(i) â

òåîðåìå 1.2.1.

Òàê êàê äëÿ îïåðàòîðà B ∈ K(D0) = K(T ), ôóíêöèîíàëà φ ∈ E ′, äëÿ

êîòîðîãî B(f)(z) = φ(Tz(f)), z ∈ CN , f ∈ E, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

φ = δ0B, òî òàêîé ôóíêöèîíàë φ åäèíñòâåíåí. Òåîðåìà äîêàçàíà.

▷

Èç íåðàâåíñòâà (2.2.4) è ðåãóëÿðíîñòè E âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.2.1. Äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî â E ìíîæåñòâà M , ëþ-

áîãî îãðàíè÷åííîãî â E ′
b ìíîæåñòâà Λ ìíîæåñòâî {Bψ(f) | f ∈M, ψ ∈

Λ} îãðàíè÷åíî â E.

Îòìåòèì åùå íåêîòîðûå ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ òåîðåìîé 2.2.1.

Çàìå÷àíèå 2.2.1. (i) Ìíîæåñòâî C[z] ïëîòíî â E, íàïðèìåð, åñëè âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ (2.1.1), (2.1.2) è âñå ôóíêöèè vn âûïóêëû â CN [78,

òåîðåìà 2].

(ii) Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2.1 óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî

ôóíêöèîíàëà φ ∈ E ′ ëèíåéíûé îïåðàòîð B(f)(z) = φ(Tz(f)) íåïðåðûâåí

â E, óñòàíîâëåíî áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ïëîòíîñòè C[z] â E.
(iii) Âûäåëèì óòâåðæäåíèå, óñòàíîâëåííîå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû

2.2.1 (îíî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ (2.2), (2.2.3)):

Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóþò p(n) ≥ n è ïîñòîÿííàÿK(n) ≥ 0 òàêèå,

÷òî äëÿ ëþáûõ g ∈ En, t, z ∈ CN âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Dz(g)(t)| ≤ K(n)∥g∥nevp(n)(t)+vp(n)(z), t, z ∈ CN .

(iv) Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåîðåìû áëèçêà ê ñõåìå äîêàçà-

òåëüñòâà àíàëîãè÷íîãî ðåçóëüòàòà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíûõ íåïðåðûâ-

íûõ îïåðàòîðîâ, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ îïåðàòîðîì îáðàòíîãî ñäâèãà (îïå-

ðàòîðîì Ïîììüå) â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â îäíîñâÿçíîé

îáëàñòè â C, â ñòàòüå È. Äèìîâñêîãî è Â. Õðèñòîâà [58, òåîðåìà 1.8].
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2.3 Óìíîæåíèå â E ′ è åãî ðåàëèçàöèÿ

2.3.1 Óìíîæåíèå â E ′ â îáùåé ñèòóàöèè

Äëÿ ψ ∈ E ′ îïåðàòîð Bψ îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì Bψ(f)(z) := ψ(Tz(f)),

z ∈ CN , f ∈ E. Ïî òåîðåìå 2.2.1 Bψ ∈ L(E). Äëÿ φ, ψ ∈ E ′, f ∈ E

ïîëàãàåì

(φ⊛ ψ)(f) := φz(ψ(Tz(f)))

(íèæíèé èíäåêñ ó ôóíêöèîíàëà ïîêàçûâàåò, ïî êàêèì ïåðåìåííûì îí

äåéñòâóåò). Ïîñêîëüêó φ⊛ψ = φBψ, òî φ⊛ψ ∈ E ′ äëÿ ëþáûõ φ, ψ ∈ E ′.

Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå (φ, ψ) 7→ φ⊛ψ èç E ′×E ′ â E ′ áèëèíåéíî. Çíà÷èò,

E ′ � àëãåáðà ñ óìíîæåíèåì ⊛. Îïåðàöèþ ⊛, ñ ó÷åòîì åå ðåàëèçàöèé,

åñòåñòâåííî íàçûâàòü îáîáùåííûì ïðîèçâåäåíèåì Äþàìåëÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå φ⊛ψ íà ìîíîìàõ ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ñâåðò-

êîé ìóëüòèïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîìåíòîâ ôóíêöèîíàëîâ φ è ψ.

Ëåììà 2.3.1. Äëÿ ëþáûõ φ, ψ ∈ E ′, α ∈ NN
0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(φ⊛ ψ)(fα) =
∑

0≤β≤α

φ(fβ)ψ(fα−β).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñëåäñòâèå ëåììû 1.1.4 (i)

(φ⊛ ψ)(fα) = φz(ψ(Tz(fα))) = φz

 ∑
0≤β≤α

ψ(fα−β)z
β


=
∑

0≤β≤α

φ(fβ)ψ(fα−β).

▷

Òåîðåìà 2.3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.1.1),

(2.1.2) è ìíîæåñòâî C[z] ïëîòíî â E.
(i) Àëãåáðà (E ′,⊛) àññîöèàòèâíà è êîììóòàòèâíà, è ôóíêöèîíàë δ0

ÿâëÿåòñÿ â íåé åäèíèöåé.

(ii) Àëãåáðà (E ′,⊛) íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

(iii) Îòîáðàæåíèå κ(φ) = Bφ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àëãåáðû (E ′,⊛)

íà àëãåáðó K(D0).
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Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Àññîöèàòèâíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü îïåðàöèè ⊛

ñëåäóåò èç ëåììû 2.3.1 è ïëîòíîñòè C[z] â E. Ïîñêîëüêó T0 � òîæäå-

ñòâåííûé îïåðàòîð, òî äëÿ ëþáûõ φ ∈ E ′, f ∈ E

(δ0 ⊛ φ)(f) = (δ0)z(φ(Tz(f))) = φ(T0(f)) = φ(f).

Çíà÷èò, δ0 � åäèíèöà àëãåáðû (E ′,⊛).

(ii): Ðàâåíñòâî φ ⊛ ψ = 0 äëÿ ôóíêöèîíàëîâ φ, ψ ∈ E ′ âëå÷åò, â ñè-

ëó ëåììû 2.3.1, ÷òî îäíà èç ìóëüòèïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (φ(fα))α∈NN
0
è

(ψ(fα))α∈NN
0
íóëåâàÿ. Âñëåäñòâèå ïëîòíîñòè C[z] â E ñîîòâåòñòâóþùèé

ôóíêöèîíàë òîæå íóëåâîé.

(iii): Ïî òåîðåìå 2.2.1 ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå κ : E ′ → K(D0) áèåê-

òèâíî. Çàôèêñèðóåì ôóíêöèîíàëû φ, ψ ∈ E ′. Ðàâåíñòâî Bφ⊛ψ = BφBψ

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü íà ìîíîìàõ. Äëÿ α ∈ NN
0 , ïîëüçóÿñü ëåììîé 1.1.4 (i)

è ëåììîé 2.3.1, ïîëó÷èì:

Bφ⊛ψ(fα) =
∑

0≤β≤α

(φ⊛ ψ)(fα−β)fβ =

=
∑

0≤β≤α

 ∑
0≤γ≤α−β

φ(fγ)ψ(fα−β−γ)

 fβ

=
∑

0≤β≤α

 ∑
β≤µ≤α

φ(fµ−β)ψ(fα−µ)

 fβ

=
∑

0≤µ≤α
ψ(fα−µ)

∑
0≤β≤µ

φ(fµ−β))fβ

è

(BφBψ)(fα) = Bφ

 ∑
0≤β≤α

ψ(fα−β)fβ

 =
∑

0≤β≤α

ψ(fα−β)
∑

0≤γ≤β

φ(fβ−γ)fγ.

Òàêèì îáðàçîì, Bφ⊛ψ(fα) = (BφBψ)(fα). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

▷
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2.3.2 Òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì è ïëîòíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ

îò îïåðàòîðîâ îáðàòíîãî ñäâèãà â êîììóòàíòå

Â ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.1.1),

(2.1.2) è ìíîæåñòâî C[z] ïëîòíî â E. Ïóñòü B(E) è B(E ′
b) � ñåìåéñòâà

âñåõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâ E è E ′
b ñîîòâåòñòâåííî. ×å-

ðåç K(D0)b îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî K(D0) ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàí-

íîé òîïîëîãèåé îãðàíè÷åííîé ñõîäèìîñòè â L(E). Ôóíäàìåíòàëüíîé ñè-
ñòåìîé íåïðåðûâíûõ ïðåäíîðì â K(D0)b ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïðåäíîðì

pM,Λ(B) = sup
f∈M,ψ∈Λ

|ψ(B(f))|, B ∈ K(D0), M ∈ B(E), Λ ∈ B(E ′
b).

Ïðåäíîðìû

qM(φ) = sup
f∈M

|φ(f)|, φ ∈ E ′, M ∈ B(E),

îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó íåïðåðûâíûõ ïðåäíîðì â E ′
b.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.1. Îòîáðàæåíèå κ(φ) = Bφ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-

ñêèì èçîìîðôèçìîì E ′
b íà K(D0)b .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå κ : E ′
b → K(D0)b íåïðåðûâíî, òàê êàê

äëÿ ëþáûõ M ∈ B(E), Λ ∈ B(E ′
b), φ ∈ E ′ âñëåäñòâèå êîììóòàòèâíîñòè

óìíîæåíèÿ ⊛ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

pM,Λ(Bφ) = sup
f∈M,ψ∈Λ

|ψ(Bφ(f))| = sup
f∈M,ψ∈Λ

|φ(Bψ(f))| = qR(φ),

ãäå R := {Bψ (f)| f ∈ τ, ψ ∈ Λ} � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî E ïî

ñëåäñòâèþ 2.2.1.

Îòîáðàæåíèå κ−1 : K(D0)b → E ′
b òàêæå íåïðåðûâíî, ïîñêîëüêó äëÿ

ëþáûõ M ∈ B(E), φ ∈ E ′ â ñèëó ðàâåíñòâà φ = δ0Bφ ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ

qM(φ) = sup
f∈M

|φ(f)| = sup
f∈M

|δ0(Bφ(f))| = pM,{δ0}(Bφ).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

▷
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Ââåäåì ôóíêöèîíàëû φα(f) := ∂αf(0), f ∈ E, α ∈ NN
0 , ëèíåéíûå

è íåïðåðûâíûå íà E. Ïóñòü C[D0] � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò

îïåðàòîðîâ Dj,0, j ∈ PN , ò.å. îïåðàòîðîâ
∑

|α|≤n
bαD

α
0 , n ∈ N0, bα ∈ C.

Ñëåäñòâèå 2.3.1. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà B ∈ K(D0) ñóùåñòâóåò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ èç C[D0], ñõîäÿùàÿñÿ ê B ðàâíîìåðíî íà

êàæäîì îãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, κ(φα) = α!Dα
0 äëÿ ëþáîãî α ∈ NN

0 (ýòî

ïîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.1.4 (ii)). Ïî-

ñêîëüêó ðàâåíñòâà φα(f) = 0, α ∈ NN
0 , äëÿ f ∈ E âëåêóò, ÷òî f = 0, è E

ðåôëåêñèâíî, òî ìíîæåñòâî Φ = {φα |α ∈ NN
0 } ïîëíî â E ′

b. Çàôèêñèðóåì

îïåðàòîð B = Bψ ∈ K(D0), ãäå φ ∈ E ′. Òàê êàê E ′
b ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâîì Ôðåøå, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ψn)n∈N ëèíåéíûõ êîì-

áèíàöèé ýëåìåíòîâ Φ, ñõîäÿùàÿñÿ ê ψ â E ′
b. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.3.1

κ(ψn) → Bψ â K(D0)b.

▷

2.3.3 Ïîëèçâåçäíûå ìíîæåñòâà

Ââåäåì è èññëåäóåì ìíîæåñòâà, åñòåñòâåííî âîçíèêàþùèå ïðè îïðåäå-

ëåíèè ìíîãîìåðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Äþàìåëÿ. Âûïóêëàÿ îáëàñòü èç ýòîãî

êëàññà ìíîæåñòâ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïîðíûõ

ôóíêöèé âûïóêëûõ êîìïàêòîâ, èñ÷åðïûâàþùàÿ åå èçíóòðè, îáëàäàåò

ñâîéñòâîì (2.1.2) (ñì. äàëåå ïðåäëîæåíèå 2.3.2). Äëÿ z ∈ CN ïîëàãàåì

Π(z) := [0, z1]× · · · × [0, zN ].

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Ìíîæåñòâî Q â CN íàçîâåì ïîëèçâåçäíûì îò-

íîñèòåëüíî òî÷êè 0, åñëè Π(z) ⊂ Q äëÿ ëþáîãî z ∈ Q.

ßñíî, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî Q â CN , ïîëèçâåçäíîå îòíîñèòåëüíî òî÷-

êè 0, ÿâëÿåòñÿ çâåçäíûì îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, ò.å. äëÿ ëþáîãî z ∈ Q

ìíîæåñòâî Q ñîäåðæèò îòðåçîê [0, z]. Ìíîæåñòâî Q ⊂ CN ïîëèçâåçäíî
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îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ z ∈ Q,

k ∈ PN , ξ ∈ [0, zk] òî÷êà (z1, ..., zk−1, ξ, zk+1, ..., zN) ïðèíàäëåæèò Q.

Ïðèìåð 2.3.1. (i) Åñëè Ω = Ω1×· · ·×ΩN , ãäå Ωk, 1 ≤ k ≤ N , � îáëàñòè

â C, òî Ω ïîëèçâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 â òîì è òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, êîãäà êàæäàÿ îáëàñòü Ωk çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî íóëÿ.

(ii) Âñÿêàÿ ïîëíàÿ îáëàñòü Ðåéíõàðòà ñ öåíòðîì â òî÷êå 0 â CN (ñì.

[47, ÷àñòü 2, ãë. 1, � 1]) ÿâëÿåòñÿ ïîëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè

0.

(iii) Ïðè N ≥ 2 cóùåñòâóþò âûïóêëûå îáëàñòè â CN , ñîäåðæàùèå

òî÷êó 0, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïîëèçâåçäíûìè îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Òàêîé

îáëàñòüþ ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ëþáîå âåùåñòâåííîå ïîëóïðîñòðàíñòâî

{z ∈ CN |Re⟨z, a⟩ < γ}, a ∈ CN , a ̸= 0, γ > 0, åñëè íå ìåíåå äâóõ

êîîðäèíàò âåêòîðà a îòëè÷íû îò íóëÿ.

Äëÿ ìíîæåñòâà Q ⊂ CN ÷åðåç intQ îáîçíà÷èì âíóòðåííîñòü Q â CN .

Ëåììà 2.3.2. Äëÿ ëþáîé ïîëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 îáëàñòè

Ω â CN ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèçâåçäíûõ îòíîñèòåëüíî

òî÷êè 0 êîìïàêòîâ (Qn)n∈N òàêèõ, ÷òî Qn ⊂ intQn+1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N
è Ω =

⋃
n∈N

Qn.

Åñëè îáëàñòü Ω âûïóêëàÿ, òî Qn, n ∈ N, òîæå ìîæíî âûáðàòü

âûïóêëûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòîâ Uk, k ∈
N, â Ω òàêèõ, ÷òî Uk ⊂ intUk+1 äëÿ ëþáîãî k ∈ N è Ω =

⋃
k∈N

Uk. Ïîëî-

æèì Q1 :=
⋃
a∈Q1

Π(a). Òîãäà Q1 ⊂ Ω. Ïîñêîëüêó Π(t) ⊂ Π(a) äëÿ ëþáûõ

a ∈ CN , t ∈ Π(a), òî ìíîæåñòâî Q1 ïîëèçâåçäíî îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0.

Êîìïàêòíîñòü U1 âëå÷åò êîìïàêòíîñòü Q1. Âûáåðåì äàëåå k2 > 1 òàêîå,

÷òî Q1 ⊂ intUk2, è ïîëîæèì Q2 :=
⋃

a∈Uk2

Π(a). Ìíîæåñòâî Q2 ïîëèçâåçäíî

îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 è êîìïàêòíî, ïðè÷åì Q1 ⊂ intQ2. Çàòåì âûáåðåì

k3 > k2, äëÿ êîòîðîãî Q2 ⊂ intUk3, è îïðåäåëèì Q3 :=
⋃

a∈Uk3

Π(a). Ïî-
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ñòóïàÿ òàê è äàëåå, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèçâåçäíûõ îòíîñè-

òåëüíî òî÷êè 0 êîìïàêòîâ Qn, n ∈ N, ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè.
Ïóñòü îáëàñòü Ω âûïóêëàÿ. Òîãäà êîìïàêòû Uk, êàê âûøå, òîæå ìîæ-

íî âûáðàòü âûïóêëûìè. Èç ðàâåíñòâ

Π((1− γ)a+ γb) = (1− γ)Π(a) + γΠ(b), a, b ∈ CN , γ ∈ [0, 1],

ñëåäóåò, ÷òî âñå êîìïàêòû Qn, n ∈ N, ïîñòðîåííûå âûøå, òîæå âûïóê-
ëûå. Ëåììà äîêàçàíà. ▷

Äàëåå äëÿ ìíîæåñòâà Q ⊂ CN ñèìâîëîì convQ îáîçíà÷èì âûïóêëóþ

îáîëî÷êó Q â CN . Åñëè Q îãðàíè÷åííî, òî HQ � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ Q:

HQ(z) := sup
t∈Q

Re⟨t, z⟩, z ∈ CN . Îõàðàêòåðèçóåì âûïóêëûå îáëàñòè â

CN , ïîëèçâåçäíûå îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, ïîñðåäñòâîì óñëîâèÿ (2.1.2) äëÿ

îïîðíûõ ôóíêöèé èõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 2.3.2. (I) Ïóñòü Q � âûïóêëûé êîìïàêò â CN , ïî-

ëèçâåçäíûé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ a, b ∈ CN , σ ⊂ PN

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

HQ(aσ,b) ≤ HQ(a) +HQ(b).

(II) Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü â CN , ñîäåðæàùàÿ òî÷êó 0;

(Qn)n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ êîìïàêòîâ â Ω òàêèõ, ÷òî

Qn ⊂ intQn+1 äëÿ ëþáîãî n ∈ N è Ω =
⋃
n∈N

Qn. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ðàâíîñèëüíû:

(i) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn := HQn
, n ∈ N, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(2.1.2).

(ii) Îáëàñòü Ω ïîëèçâåçäíà îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. (I): Âîçüìåì a, b ∈ CN , σ ⊂ PN . Íàéäåòñÿ t ∈ Q, äëÿ

êîòîðîãî HQ(aσ,b) = Re⟨t, aσ,b⟩. Òîãäà

HQ(aσ,b) = Re⟨tσ,0 + tPN\σ,0, aσ,b⟩

= Re⟨tσ,0, aσ,b⟩+Re⟨tPN\σ,0, aσ,b⟩ = Re⟨tσ,0, a⟩+Re⟨tPN\σ,0, b⟩
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≤ HQ(a) +HQ(b).

(i)⇒(ii): Çàôèêñèðóåì z ∈ Ω è n, äëÿ êîòîðîãî z ∈ Qn. Îòìåòèì, ÷òî

Π(z) = conv{zσ,0 |σ ⊂ PN}.

Âîçüìåì òî÷êó u ∈ Π(z). Íàéäóòñÿ βσ ≥ 0, σ ⊂ PN , äëÿ êîòîðûõ∑
σ⊂PN

βσ = 1 è u =
∑
σ⊂PN

βσzσ,0. Äëÿ ëþáîãî a ∈ CN , äëÿ k := k(n),

D := D(n), ãäå k(n) è D(n) âûáðàíû ïî óñëîâèþ (2.1.2),

Re⟨u, a⟩ =
∑
σ⊂PN

βσRe⟨zσ,0, a⟩ =
∑
σ⊂PN

βσRe⟨z, aσ,0⟩ ≤
∑
σ⊂PN

βσvn(aσ,0)

≤
∑
σ⊂PN

βσ(vk(a) +D) = vk(a) +D.

Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ a ∈ CN , r > 0

Re⟨u, ra⟩ ≤ vk(ra) +D = rvk(a) +D.

Ïîäåëèâ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà r è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè r → +∞,

ïîëó÷èì, ÷òî Re⟨u, a⟩ ≤ vk(a) äëÿ ëþáîãî a ∈ CN . Ïîýòîìó u ∈ Qk ⊂ Ω.

(ii)⇒(i): Ïóñòü îáëàñòü Ω ïîëèçâåçäíà îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Çàôèê-

ñèðóåì n ∈ N. Íàéäåòñÿ ïîëèçâåçäíûé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 âûïóêëûé
êîìïàêò Q â Ω, ñîäåðæàùèé Qn. Âûáåðåì k ≥ n òàêîå, ÷òî Q ⊂ Qk.

Çàôèêñèðóåì a, b ∈ CN , σ ⊂ PN . Ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèå (I), ïîëó÷èì:

HQn
(aσ,b) ≤ HQ(aσ,b) ≤ HQ(a) +HQ(b) ≤ HQk

(a) +HQk
(b).

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. ▷

2.3.4 Ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ è îïåðàòîð Äþàìåëÿ

Â ýòîì ïóíêòå ïîéäåò ðå÷ü î ïðîèçâåäåíèè Äþàìåëÿ âH(Ω). Í. Óèãëè

[80] îïðåäåëèë è èññëåäîâàë ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ â ïðîñòðàíñòâå âñåõ

ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè â C, çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0.

Ê. Ìåððèôèëäîì è Ñ. Óîòñîíîì [73] îíî áûëî ââåäåíî â ïðîñòðàíñòâå

Õàðäè â îòêðûòîì åäèíè÷íîì ïîëèäèñêå â CN ïðè N ≥ 1.
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Ïóñòü Ω � îáëàñòü â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Êàê è

â H(CN), îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ â H(Ω): äëÿ g, h ∈ H(Ω)

(g ∗ h)(t) := ∂N

∂t1 · · · ∂tN

∫
Π(t)

g(t− ξ)h(ξ)dξ, t ∈ Ω.

Ïðè ýòîì èíòåãðàë ñïðàâà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîâòîðíûé:∫
Π(t)

f(ξ)dξ :=

tN∫
0

· · ·
t1∫
0

f(ξ)dξ1 · · · dξN , f ∈ H(Ω).

ßñíî, ÷òî g∗h ∈ H(Ω) äëÿ ëþáûõ g, h ∈ H(Ω) è H(Ω) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé

ñ óìíîæåíèåì ∗.
Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî, åñëè îáëàñòü Ω äîïîëíèòåëüíî âûïóêëàÿ, ïðî-

èçâåäåíèå Äþàìåëÿ â H(Ω) ðåàëèçóåò óìíîæåíèå ⊛ â ñîîòâåòñòâóþùåì

ïðîñòðàíñòâå. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ ïîëèçâåçäíûõ îò-

íîñèòåëüíî òî÷êè 0 êîìïàêòîâ Qn, n ∈ N, òàêèõ, ÷òî Qn ⊂ intQn+1 äëÿ

ëþáîãî n ∈ N è Ω =
⋃
n∈N

Qn. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî 0 ∈ intQ1. Ïðîñòðàíñòâî E çàäàäèì âåñîâûìè ôóíêöèÿìè vn = HQn
,

n ∈ N. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (vn)n∈N óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.1.1) è (ïî

ïðåäëîæåíèþ 2.3.2) óñëîâèþ (2.1.2); âñå ôóíêöèè vn, n ∈ N, âûïóêëûå è
ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíûå ñòåïåíè 1. Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî E ñèìâî-

ëîì EΩ. Îíî ñîäåðæèò âñå ìíîãî÷ëåíû, è C[z] ïëîòíî â EΩ. Ïîñëåäíåå

ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç îáùåãî ðåçóëüòàòà Á.À. Òåéëîðà [78], óïîìÿíóòîãî

â çàìå÷àíèè 2.2.1, èëè èç ðåàëèçàöèè H ′
Ω â âèäå H(Ω), êàê íèæå.

Çàìå÷àíèå 2.3.1. (i) Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ðàçäå-

ëåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (HQn
)n∈N: äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò

δn > 0, äëÿ êîòîðîãî

HQn
(t) + δn|t| ≤ HQn+1

(t), t ∈ CN .

(ii) Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî n ∈ N

sup
|t−z|∞≤1

HQn
(t) ≤ inf

|t−z|∞≤1
HQn

(t) + S(n), z ∈ CN ,
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ãäå S(n) := sup
|t|∞≤2

HQn
(t) < +∞. Ýòî ïîçâîëÿåò â ýòîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå

óòî÷íèòü íåêîòîðûå îöåíêè, óñòàíîâëåííûå âûøå. Íàïðèìåð, íåðàâåí-

ñòâó â çàìå÷àíèè 2.2.1 (iii) óäîâëåòâîðÿåò p(n) = n. Íèæå íàì äîñòàòî÷íî

èñïîëüçîâàòü îöåíêè, ïîëó÷åííûå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.

Ñîãëàñíî [44, òåîðåìà 4.5.3] ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

F(φ)(z) := φ(ez), φ ∈ H(Ω)′, z ∈ CN ,

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ñèëüíîãî ñîïðÿæåííîãî ê H(Ω)

íà EΩ. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà

⟨f, h⟩ := F−1(f)(h), f ∈ EΩ, h ∈ H(Ω),

óñòàíàâëèâàåò äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè EΩ è H(Ω). Ïðè

ýòîì äëÿ ëþáûõ f ∈ EΩ, h ∈ H(Ω), λ ∈ Ω, µ ∈ CN âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâà

f(µ) = ⟨f, eµ⟩, h(λ) = ⟨eλ, h⟩.

×åðåç F ′ îáîçíà÷èì îòîáðàæåíèå èç E ′
Ω â H(Ω), ñîïðÿæåííîå ê ïðå-

îáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà F : H(Ω)′ → EΩ îòíîñèòåëüíî äóàëüíûõ ïàð

(H(Ω)′, H(Ω)) è (EΩ, E
′
Ω). Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâà H(Ω) è EΩ ðåôëåê-

ñèâíû, òî F ′ � òîïîëîãè÷åñêèé èçîìîðôèçì ñèëüíîãî ñîïðÿæåííîãî ê

EΩ íà H(Ω).

Ëåììà 2.3.3. Äëÿ ëþáîãî z ∈ CN ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó Dz :

EΩ → EΩ îòíîñèòåëüíî äóàëüíîé ïàðû (EΩ, H(Ω)) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

D′
z(g)(t) =

∫
Π(t)

e⟨t−ξ,z⟩g(ξ)dξ, t ∈ Ω, g ∈ H(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì z ∈ CN . Äëÿ λ ∈ Ω, g ∈ H(Ω)

D′
z(g)(λ) = ⟨eλ, D′

z(g)⟩ = ⟨Dz(eλ), g⟩.

Åñëè λ ∈ Ω, µ ∈ CN , µj ̸= zj, j ∈ PN , òî

⟨Dz(eλ), eµ⟩ = Dz(eλ)(µ) =
N∏
j=1

eλjµj − eλjzj

µj − zj
.
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Äëÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî â H(Ω) îïåðàòîðà L(g)(t) :=∫
Π(t)

e⟨t−ξ,z⟩g(ξ)dξ âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ L(eµ)(λ) äëÿ λ ∈ Ω, µ ∈ CN ,

µj ̸= zj, j ∈ PN :

L(eµ)(λ) =

∫
Π(λ)

e⟨λ−ξ,z⟩e⟨µ,ξ⟩dξ = e⟨λ,z⟩
N∏
j=1

e(µj−zj)λj − 1

µj − zj

=
N∏
j=1

eλjµj − eλjzj

µj − zj
= D′

z(eµ)(λ).

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî {eµ |µ ∈ CN , µj ̸= zj, j ∈ PN} ïîëíî â H(Ω), òî

D′
z = L. Ëåììà äîêàçàíà. ▷

Äëÿ φ ∈ E ′
Ω ïîëàãàåì φ̂(λ) := F ′(φ)(λ), λ ∈ Ω. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ

ëþáûõ ψ ∈ E ′
Ω, f ∈ EΩ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

⟨f, ψ̂⟩ = ψ(f). (2.3.1)

Äåéñòâèòåëüíî,

⟨f, ψ̂⟩ = F−1(f)(F ′(ψ)) = ψ(F(F−1(f))) = ψ(f).

Â ÷àñòíîñòè, ψ̂(λ) = ⟨eλ, ψ̂⟩ = ψ(eλ), ψ ∈ E ′
Ω, λ ∈ Ω.

Ëåììà 2.3.4. (i) Äëÿ ëþáûõ n ∈ N, λ ∈ Qn, k ∈ PN â En+1 ñóùåñòâóåò

ïðåäåë lim
ξ→0

e
λ+ξu(k)

−eλ
ξ , ðàâíûé Mk(eλ).

(ii) Äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëà φ ∈ E ′
Ω, ëþáûõ h ∈ H(Ω), λ ∈ Ω ôóíêöèÿ∫

Π(λ)

e⟨ξ,z⟩h(ξ)dξ (ïî z) ïðèíàäëåæèò EΩ è

φz

 ∫
Π(λ)

e⟨ξ,z⟩h(ξ)dξ

 =

∫
Π(λ)

φ̂(ξ)h(ξ)dξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i): Äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C, äëÿ êîòîðîãî |ξ| ∈ (0, δn), òî÷êà

λ+ ξu(k) ïðèíàäëåæèò Qn+1 (ñì. çàìå÷àíèå 2.3.1). Äëÿ òàêèõ ξ ïîëó÷èì:∥∥∥∥1ξ (eλ+ξu(k) − eλ
)
−Mk(eλ)

∥∥∥∥
n+1

= sup
t∈CN

∣∣∣1ξ (e⟨λ+ξu(k),t⟩ − e⟨λ,t⟩
)
− tke

⟨λ,t⟩
∣∣∣

exp
(
HQn+1

(t)
)
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≤ sup
t∈CN

∣∣e⟨λ,t⟩∣∣
exp (HQn

(t))
sup
t∈CN

∣∣∣1ξ (eξtk − 1
)
− tk

∣∣∣
exp(δn|t|)

≤ |ξ| sup
x≥0

∞∑
s=2

δs−2
n xs

s!

exp(δnx)
≤ |ξ|
δ2n
.

Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå (i).

(ii): Ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè z 7→
∫

Π(λ)

e⟨ξ,z⟩h(ξ)dξ ïðîñòðàíñòâó EΩ

î÷åâèäíà. Ñïðàâåäëèâîñòü ïåðåìåíû ïîðÿäêà äåéñòâèÿ ôóíêöèîíàëà φ

è èíòåãðèðîâàíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, íàïðèìåð, ñ

ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåãðàëüíûõ ñóìì, ñõîäÿùåéñÿ â EΩ ïî

z ê
∫

Π(λ)

e⟨ξ,z⟩h(ξ)dξ.

▷

Äëÿ óäîáñòâà (÷òîáû ÿâíî ñëåäèòü çà ïåðåìåííûìè) áóäåì èñïîëüçî-

âàòü îáîçíà÷åíèå w(λ, z, t) := Dz(eλ)(t), λ ∈ Ω, z, t ∈ CN . Îòìåòèì, ÷òî

ôóíêöèÿ w ãîëîìîðôíà â Ω× CN × CN .

Ëåììà 2.3.5. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèîíàëîâ φ, ψ ∈ E ′
Ω, γ ∈

NN
0 â Ω ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ∂|γ|

∂λ
γ1
1 ···∂λγNN

(φz (ψ(Dz(eλ))), ðàâíàÿ

φz

(
ψt

(
∂|γ|w

∂λ
γ1
1 ···∂λγNN

(λ, z, t)
))

â òî÷êå λ ∈ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ïðîèçâîä-

íûõ ∂
∂λk

, k ∈ PN . Çàôèêñèðóåì k ∈ PN , λ ∈ Ω è âîçüìåì n ∈ N òàêîå,

÷òî λ ∈ Ωn. Äëÿ ξ ∈ C, äëÿ êîòîðîãî |ξ| ∈ (0, δn) (ñì. çàìå÷àíèå 2.3.1),

ïîëó÷èì:

∆(ξ) :=
1

ξ

(
φz(ψ(Dz(eλ+ξu(k))))− φz(ψ(Dz(eλ)))

)
−φz

(
ψt

(
∂w

∂λk
(λ, z, t)

))
= φz

(
ψt

(
Dz

(
1

ξ

(
eλ+ξu(k) − eλ

))
(t)− ∂w

∂λk
(λ, z, t)

))
.

Îòìåòèì, ÷òî ∂w
∂λk

(λ, z, t) = Dz(Mk(eλ))(t), λ ∈ Ω, z, t ∈ CN . Â ñèëó

íåðàâåíñòâà â çàìå÷àíèè 2.2.1 (iii), â êîòîðîì ìîæíî áðàòü p(n) = n+1,

äëÿ ëþáîãî ξ ∈ C, äëÿ êîòîðîãî |ξ| ∈ (0, δn), âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

|∆(ξ)| ≤ ∥φ∥∗n+1∥ψ∥∗n+1 sup
z∈CN

sup
t∈CN

∣∣∣Dz

(
1
ξ (eλ+ξu(k) − eλ)−Mk(eλ)

)
(t)
∣∣∣

exp(HQ(z) +HQn+1
(t))
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≤ K(n+ 1)∥φ∥∗n+1∥ψ∥∗n+1

∥∥∥∥1ξ (eλ+ξu(k) − eλ
)
−Mk(eλ)

∥∥∥∥
n+1

.

Èç ëåììû 2.3.4 ñëåäóåò, ÷òî ∆(ξ) → 0 ïðè ξ → 0. Ëåììà äîêàçàíà.

▷

Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ ïîëèçâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷-

êè 0 îáëàñòü â CN . Òîãäà F ′ � èçîìîðôèçì àëãåáðû (E ′
Ω,⊛) íà àëãåáðó

(H(Ω), ∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì φ, ψ ∈ E ′
Ω. Ïîêàæåì, ÷òî φ̂⊛ ψ = φ̂ ∗ ψ̂.

Ïîñêîëüêó äëÿ λ ∈ Ω, z, t ∈ CN , zj ̸= tj, j ∈ PN ,

Tz(eλ)(t) =
∏
j∈PN

tje
λjtj − zje

λjzj

tj − zj
, Dz(eλ)(t) =

∏
j∈PN

eλjtj − eλjzj

tj − zj
,

òî

Tz(eλ)(t) =
∂Nw

∂λ1 · · · ∂λN
(λ, z, t), λ ∈ Ω, z, t ∈ CN .

Âñëåäñòâèå ëåììû 2.3.5 è (2.3.1) äëÿ λ ∈ Ω

φ̂⊛ ψ(λ) = (φ⊛ ψ)(eλ) = φz

(
ψt

(
∂Nw

∂λ1 · · · ∂λN
(λ, z, t)

))

=
∂N

∂λ1 · · · ∂λN
(φz (ψ (Dz(eλ)))) . (2.3.2)

Ó÷èòûâàÿ (2.3.1), ïîëó÷èì, ÷òî

ψ(Dz(eλ)) = ⟨Dz(eλ), ψ̂⟩ = ⟨eλ, D′
z(ψ̂)⟩ = D′

z(ψ̂)(λ).

Ïîýòîìó â ñèëó ðàâåíñòâà (2.3.2) è ëåìì 2.3.3, 2.3.4

φ̂⊛ ψ(λ) =
∂N

∂λ1 · · · ∂λN

(
φz

(
D′
z(ψ̂)(λ)

))

=
∂N

∂λ1 · · · ∂λN

φz
 ∫
Π(λ)

e⟨ξ,z⟩ψ̂(λ− ξ)dξ




=
∂N

∂λ1 · · · ∂λN

 ∫
Π(λ)

φ̂(ξ)ψ̂(λ− ξ)dξ

 = (φ̂ ∗ ψ̂)(λ).
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Òåîðåìà äîêàçàíà. ▷

Äëÿ g ∈ H(Ω) îïðåäåëèì îïåðàòîð Äþàìåëÿ Sg(h) := g ∗h, h ∈ H(Ω).

ßñíî, ÷òî îí ëèíååí è íåïðåðûâåí â H(Ω). Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð B′
φ,

ñîïðÿæåííûé ê Bφ îòíîñèòåëüíî äóàëüíîé ïàðû (EΩ, H(Ω)), ñîâïàäàåò

c Sφ̂.

Ñëåäñòâèå 2.3.2. Äëÿ ëþáîãî φ ∈ E ′
Ω âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî B′

φ = Sφ̂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ ψ ∈ E ′
Ω, λ ∈ Ω, ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 2.3.2 è

ðàâåíñòâî (2.3.1), ïîëó÷èì:

B′
φ(ψ̂)(λ) = ⟨eλ, B′

φ(ψ̂)⟩ = ⟨Bφ(eλ), ψ̂⟩ = ψ(Bφ(eλ))

= (ψ ⊛ φ)(eλ) = (φ⊛ ψ)(eλ) = φ̂⊛ ψ(λ) = (φ̂ ∗ ψ̂)(λ) = Sφ̂(ψ̂)(λ).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. ▷

2.4 Ñâÿçü ñ èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèåé À.Ô. Ëåîí-

òüåâà

Îòìåòèì ñâÿçü îïåðàòîðîâ Dz ñ ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì èíòåðïîëè-

ðóþùåé ôóíêöèè À.Ô. Ëåîíòüåâà. Ïóñòü Kj, j ∈ PN , � âûïóêëûå êîì-

ïàêòû â C, ñîäåðæàùèå 0; K := K1 × · · · × KN ; H(K) � ïðîñòðàíñòâî

ðîñòêîâ âñåõ àíàëèòè÷åñêèõ íà K ôóíêöèé ñ åãî åñòåñòâåííîé òîïîëî-

ãèåé ñ÷åòíîãî èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîëîæèì

K(1/n) := K+U(0, 1/n), n ∈ N. Êàæäûé âûïóêëûé êîìïàêòK(1/n) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëèçâåçäíûì îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Ïóñòü un = HK(1/n), n ∈ N.
Äëÿ âñåõ n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

un(t) =
N∑
j=1

(HKj
(tj) + |tj|/n), z ∈ CN .

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî

EK :=

{
f ∈ CN

∣∣∣ ∀n ∈ N rn(f) = sup
z∈CN

|f(t)|
exp(un(t)

< +∞
}
.
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Ñ òîïîëîãèåé, çàäàâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íîðì rn, n ∈ N, îíî
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå. Ïîñêîëüêó (ñì. çàìå÷àíèÿ 2.2.1 (iii) è

2.3.1) äëÿ âñÿêîãî n ∈ N íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0, äëÿ êîòîðîé äëÿ

âñåõ f ∈ EK , z ∈ CN

rn(Dz(f)) ≤ Ceun(z)rn(f),

òî âñå (ëèíåéíûå) îïåðàòîðû Dz íåïðåðûâíû â EK .

Ñîãëàñíî [44, òåîðåìà 4.5.3] ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà F(φ)(z) :=

φ(ez), z ∈ CN , φ ∈ H(K)′, ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì

H(K)′b íà EK := E. Åñòåñòâåííàÿ äâîéñòâåííîñòü ìåæäó H(K)′ è H(K)

èíäóöèðóåò äâîéñòâåííîñòü ìåæäó EK è H(K), çàäàâàåìóþ áèëèíåéíîé

ôîðìîé ⟨f, h⟩ := F−1(f)(h), f ∈ EK , h ∈ H(K). Äëÿ f ∈ EK , h ∈ H(K),

z ∈ CN ïîëîæèì

ωf(z, h) := ⟨Dz(f), h⟩. (2.4.1)

Îòîáðàæåíèå ωf : CN × H(K) → C ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì âàðèàíòîì

èíòåðïîëèðóþùåé ôóíêöèè À.Ô. Ëåîíòüåâà [27], îïðåäåëÿåìîé f . Â [10]

èññëåäîâàí åå àáñòðàêòíûé àíàëîã ïðè N = 1 è ïîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâî

(2.4.1) äåéñòâèòåëüíî çàäàåò èíòåðïîëèðóþùóþ ôóíêöèþ À.Ô. Ëåîíòüå-

âà. Îáîñíîâàíèåì ýòîãî ïðè N > 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå.

Çàôèêñèðóåì z ∈ CN . Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.3.3, ïî-

êàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì D′
z : H(K) → H(K) ê

Dz : EK → EK îòíîñèòåëüíî äóàëüíîé ïàðû (EK , H(K)) ÿâëÿåòñÿ îïå-

ðàòîð

Jz(h)(t) =

∫
Π(t)

e⟨t−ξ,z⟩h(ξ)dξ, h ∈ H(K).

Òàêèì îáðàçîì,

ωf(z, h) = F−1(f) (Jz(h)) , f ∈ EK , h ∈ H(K), z ∈ CN .

Ýòî ðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàâåíñòâîì ïðè N = 1 (ñì.

[27, ãë. IV, � 2, (2.7)]). Îíî îáîñíîâûâàåò ïðàâîìåðíîñòü îïðåäåëåíèÿ ωf

ïîñðåäñòâîì (2.4.1).
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Îòìåòèì, ÷òî ωf â ñèòóàöèè, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñ ðàçäåëÿ-

þùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ò. å. f(z) =
N∏
j=1

fj(zj), ïðèìåíÿëàñü Â.Ï. Ãðîìî-

âûì [3] ïðè ðàçëîæåíèè â ðÿäû ýêñïîíåíò àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé äâóõ

êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ, Â.Â. Íàïàëêîâûì [32, ãë. IV, � 19] ïðè ðàçëî-

æåíèè â ðÿäû ýêñïîíåíò ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â ïîëèîáëàñòÿõ â CN ,

äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñâåðòêè â ïîëèîáëàñòÿõ.

2.5 Êîììóòàíò ñèñòåìû îïåðàòîðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ

è ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ â H(Ω)

Â ýòîé ÷àñòè äëÿ ïîëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 îáëàñòè Ω â

CN èññëåäóþòñÿ ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû â H(Ω), ïåðåñòàíî-

âî÷íûå ñ êàæäûì îïåðàòîðîì ÷àñòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, è ïðîäîëæàåòñÿ

èçó÷åíèå çàäàþùåãî èõ ïðîèçâåäåíèÿ Äþàìåëÿ ∗.

2.5.1 Îïèñàíèå îïåðàòîðîâ, ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ ñèñòåìîé îïå-

ðàòîðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü Ω â CN , N ∈ N, ÿâëÿþùàÿñÿ ïî-

ëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Äëÿ k ∈ PN ââåäåì îïåðàòîðû ÷àñò-

íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Jk(f)(z) :=

zk∫
0

f(z1, ..., zk−1, ξ, zk+1, ..., zN)dξ, z ∈ Ω, f ∈ H(Ω)

(èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî îòðåçêó [0, zk]). Âñå îíè ëèíåéíû è íåïðåðûâíû â

H(Ω) è ïîïàðíî ïåðåñòàíîâî÷íû.

Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, f ∗ g � ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ ôóíêöèé f, g ∈
H(Ω). Ïðè N = 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(f ∗ g)(z) = g(0)f(z) +

z∫
0

g′(z − t)f(t)dt, z ∈ Ω. (2.5.1)
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Äîêàæåì åãî àíàëîã äëÿ N ≥ 1. Äëÿ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà τ ⊂ PN è

z ∈ CN ñèìâîë z(τ) îáîçíà÷àåò òî÷êó â Ccard τ , ïîëó÷åííóþ èç z îòáðàñû-

âàíèåì êîîðäèíàò zj, j ∈ PN\τ , ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà îñòàëüíûõ. Åñëè

τ = PN , òî z(τ) = z. Äëÿ ìóëüòèèíäåêñà 1 = (1, ..., 1) ∈ NN
0 , τ ⊂ PN ,

τ ̸= ∅, ÷åðåç 1[τ ] îáîçíà÷àåì ìóëüòèèíäåêñ èç NN
0 òàêîé, ÷òî 1[τ ]k = 1

ïðè k ∈ τ , è 1[τ ]k = 0 ïðè k ∈ PN\τ ; z′ := (z1, ..., zN−1); N0 := N ∪ {0}.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîëèäèñêîâ ñ öåíòðîì â òî÷êå 0:

UN(ε) := {z ∈ CN | |zk| < ε, k ∈ PN}, ε > 0.

UN(ε) := {z ∈ CN | |zk| ≤ ε, k ∈ PN}.

Ëåììà 2.5.1. Äëÿ ëþáîé îáëàñòè Ω â CN , ïîëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî

òî÷êè 0, âñåõ f, g ∈ H(Ω), z ∈ Ω âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(f ∗ g)(z) = g(0)f(z)

+
∑
σ⫋PN

∫
Π(z(PN\σ))

∂1[PN\σ]g(z − tσ,z)f(tσ,z)dt(PN\σ). (2.5.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ ïîëèäèñêîì

UN(ε), ε > 0. Äîêàæåì ðàâåíñòâî (2.5.2) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èíäóêöèåé

ïî N . Ïðè N = 1 îíî âûïîëíÿåòñÿ (ñì. (2.5.1)). Ïóñòü îíî âåðíî äëÿ

N −1 ïðè N ≥ 2. Äèôôåðåíöèðóÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (ýòî âîçìîæíî,

íàïðèìåð, ïî [29, ãë. 4, � 1, 1.2]), ïîëó÷èì äëÿ z ∈ UN(ε):

(f ∗g)(z) = ∂

∂zN

zN∫
0

 ∂N−1

∂z1 · · · ∂zN−1

∫
Π(z′)

g(z′ − t′, zN − tN)f(t
′, tN)dt

′

 dtN .

Çàôèêñèðóåì zN ∈ C, äëÿ êîòîðîãî |zN | < ε, è tN ∈ [0, zN ]. Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïðèìåíåííîìó ê ôóíêöèÿì f(·, tN) è
g(·, zN − tN), äëÿ z′ ∈ UN−1(ε)

∂N−1

∂z1 · · · ∂zN−1

∫
Π(z′)

g(z′ − t′, zN − tN)f(t
′, tN)dt

′

= g(0′, zN − tN)f(z
′, tN)
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+
∑

ν⫋PN−1

∫
Π(z′(PN−1\ν))

∂1
′[PN−1\ν]g(z′ − t′ν,z′, zN − tN)f(t

′
ν,z′, tN)dt

′(PN−1\ν).

Ó÷èòûâàÿ îäíîìåðíîå ðàâåíñòâî (2.5.1), ïîëó÷èì äëÿ z ∈ UN(ε):

(f ∗ g)(z) = g(0)f(z) +

zN∫
0

∂Ng(0
′, zN − tN)f(z

′, tN)dtN

+
∑

ν⫋PN−1

∫
Π(z′(PN−1\ν))

( ∂

∂zN

zN∫
0

∂1
′[PN−1\ν]g(z′ − t′ν,z′, zN − tN)·

·f(t′ν,z′, tN)dtN
)
dt′(PN−1\ν)

= g(0)f(z) +

zN∫
0

∂Ng(0
′, zN − tN)f(z

′, tN)dtN

+
∑

ν⫋PN−1

∫
Π(z′(PN−1\ν))

(
∂1

′[PN−1\ν]g(z′ − t′ν,z′, 0)f(t
′
ν,z′, zN)

+

zN∫
0

∂N(∂
1′[PN−1\ν]g)(z′ − t′ν,z′, zN − tN)f(t

′
ν,z′, tN)dtN

)
dt′(PN−1\ν)

= g(0)f(z) +
∑
σ⫋PN

∫
Π(z(PN\σ))

∂1[PN\σ]g(z − tσ,z)f(tσ,z)dt(PN\σ).

Ïóñòü òåïåðü Ω � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíîñè-

òåëüíî òî÷êè 0. Íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî UN(ε) ⊂ Ω. Ïî äîêàçàííîìó

âûøå ðàâåíñòâî (2.5.2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî z ∈ UN(ε). Ïîñêîëüêó

ôóíêöèÿ f ∗ g è êàæäîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.5.2) ãîëîìîðôíû â

Ω, òî ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ z ∈ Ω. ▷

Äëÿ êîìïàêòà Q ⊂ Ω ïîëàãàåì

pQ(f) := sup
z∈Q

|f(z)|, f ∈ H(Ω).

Èç ëåììû 2.5.1 âûòåêàåò ðåçóëüòàò î õàðàêòåðå íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâå-

äåíèÿ ∗.
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Ëåììà 2.5.2. Ïóñòü Ω � îáëàñòü â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî

òî÷êè 0. Äëÿ ëþáîãî ïîëèçâåçäíîãî îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 êîìïàêòà

Q â Ω, ëþáîãî ε > 0, äëÿ êîòîðîãî Q(ε) := Q+UN(ε) ⊂ Ω, ñóùåñòâóåò

ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f, g ∈ H(Ω)

pQ(f ∗ g) ≤ CpQ(f)pQ(ε)(g).

Äëÿ ôóíêöèé ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè èõ ïðîèçâåäåíèå Äþà-

ìåëÿ ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíûì â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Îïðåäåëèì äëÿ ôóíê-

öèé u è v ïåðåìåííîé zk, k ∈ PN , îäíîìåðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïî zk:

(u ∗k v)(zk) :=
∂

∂zk

zk∫
0

u(zk − tk)v(tk)dtk.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 2.5.3. Ïóñòü f(z) = f1(z1) · · · fN(zN), g(z) = g1(z1) · · · gN(zN),
ãäå ôóíêöèè fk è gk ãîëîìîðôíû â çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 îá-

ëàñòè Gk ⊂ C, k ∈ PN . Òîãäà äëÿ ëþáîãî z ∈ G1 × · · · ×GN

(f ∗ g)(z) = (f1 ∗1 g1)(z1) · · · (fN ∗N gN)(zN).

Ïîëîæèì

gα(z) :=
1

α!
zα1
1 · · · zαN

N , Jα := Jα1
1 · · · JαN

N , z ∈ CN , α ∈ NN
0 .

Íèæå 1 � ôóíêöèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ 1, C[z] � ìíîæåñòâî âñåõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ z1, ..., zN íàä C.
Ïðè N = 1 ðàâåíñòâà â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè èçâåñòíû (ñì., íà-

ïðèìåð, [80], [20]).

Ëåììà 2.5.4. (i) Äëÿ ëþáûõ α, β ∈ NN
0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî gα∗gβ =

gα+β.

(ii) Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè

0. Äëÿ ëþáûõ α ∈ NN
0 , f, g ∈ H(Ω) â Ω âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

Jα(f ∗ g) = Jα(f) ∗ g = f ∗ Jα(g), Jα(f) = f ∗ gα.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü (i) âëåêóò òàêèå ðàâåíñòâà äëÿ N = 1

è ëåììà 2.5.3.

Â ñèëó (i) ïåðâûå ñîîòíîøåíèÿ â (ii) ñïðàâåäëèâû, åñëè ôóíêöèè f è

g ÿâëÿþòñÿ ìîíîìàìè, à çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 2.5.2 è ïëîòíîñòè C[z] â
H(Ω) è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f, g ∈ H(Ω). Âòîðîå ðàâåíñòâî â (ii)

� ÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðâîãî äëÿ g = 1.

▷

Òåîðåìà 2.5.1. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0.

(i) Ñ óìíîæåíèåì ∗ ïðîñòðàíñòâî H(Ω) ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé è

êîììóòàòèâíîé òîïîëîãè÷åñêîé àëãåáðîé.

(ii) Àëãåáðà (H(Ω), ∗) íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i): Îòîáðàæåíèå (f, g) 7→ f ∗g èç H(Ω)×H(Ω) â H(Ω)

áèëèíåéíî. Ëåììà 2.5.2 âëå÷åò åãî íåïðåðûâíîñòü. ßñíî, ÷òî óìíîæåíèå

∗ êîììóòàòèâíî. Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ∗ ñëåäóåò èç ëåììû 2.5.4,

åãî íåïðåðûâíîñòè è ïëîòíîñòè C[z] â H(Ω).

(ii): Âûáåðåì r > 0, äëÿ êîòîðîãî UN(r) ⊂ Ω. Ïóñòü f, g ∈ H(Ω),

f =
∑
α∈NN

0

bαgα, g =
∑
α∈NN

0

cαgα â DN(r). Ïî ëåììå 2.5.4 f ∗ g =
∑
γ∈NN

0

aγgγ,

ãäå aγ =
∑

0≤α≤γ
bαcγ−α, γ ∈ NN

0 , ïðè÷åì ðÿä äëÿ f ∗g ñõîäèòñÿ â H(UN(r)).

Åñëè f ∗g = 0 â H(Ω), òî âñå êîýôôèöèåíòû aγ ðàâíû 0. Ýòî âëå÷åò, ÷òî

îäíà èç ìóëüòèïîñëåäîâàòåëüíîñòåé b è c íóëåâàÿ.

▷

Äëÿ ôóíêöèè g ∈ H(Ω) ââåäåì îïåðàòîð Sg(f) := f ∗ g, f ∈ H(Ω). Îí

ëèíååí è, âñëåäñòâèå ëåììû 2.5.2, íåïðåðûâåí â H(Ω).

Ñëåäñòâèå 2.5.1. Äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé ôóíêöèè g ∈ H(Ω) îïåðàòîð

Sg : H(Ω) → H(Ω) èíúåêòèâåí.

Ñèìâîëîì K(J ) îáîçíà÷èì êîììóòàíò ìíîæåñòâà J = {Jk | k ∈ PN}
â àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â H(Ω) ñ óìíîæåíèåì

� êîìïîçèöèåé îïåðàòîðîâ; K(J ) ÿâëÿåòñÿ åå ïîäàëãåáðîé.
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Òåîðåìà 2.5.2. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0.

(i) Åñëè A ∈ K(J ), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ g ∈ H(Ω),

äëÿ êîòîðîé A = Sg.

(ii) Sg ∈ K(J ) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ H(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç ëåìì 2.5.2 è 2.5.4.

(i): Ïóñòü A ∈ K(J ). Ïîëîæèì g := A(1). Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

A(gα) = gα ∗ g äëÿ êàæäîãî α ∈ NN
0 . Òàê êàê gα = Jα(1), òî

A(gα) = A(Jα(1)) = Jα(A(1)) = Jα(1 ∗ g) = gα ∗ g.

Åäèíñòâåííîñòü ôóíêöèè g âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî 1 ∗ h = h äëÿ âñåõ

h ∈ H(Ω). ▷

Çàìå÷àíèå 2.5.1. Âñÿêàÿ îáëàñòü G = G1×· · ·×GN , ãäå Gk, 1 ≤ k ≤ N ,

� îäíîñâÿçíûå îáëàñòè â C, ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ Ðóíãå [42, ãë. 1, � 3].

Îáëàñòÿìè Ðóíãå ÿâëÿþòñÿ ëþáàÿ ïîëíàÿ îáëàñòü Ðåéíõàðòà è âñÿêàÿ

âûïóêëàÿ îáëàñòü â CN [1, ãë. IV, � 24, ï.ï. 8, 9].

2.5.2 Èçîìîðôíîñòü ïðîñòðàíñòâà H(Ω) è êîììóòàíòà

Ïóñòü Co(Ω) � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Ω, B(H(Ω))

� ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ H(Ω). ×åðåç K(J )b îáî-

çíà÷èì ïðîñòðàíñòâî K(J ), íàäåëåííîå òîïîëîãèåé îãðàíè÷åííîé ñõîäè-

ìîñòè. Îíà çàäàåòñÿ ñåìåéñòâîì ïðåäíîðì

pQ,B(A) := sup
f∈B

sup
z∈Q

|A(f)(z)|, A ∈ K(J ), Q ∈ Co(Ω), B ∈ B(H(Ω)).

Òåîðåìà 2.5.3. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0. Îòîáðàæåíèå χ(g) := Sg ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì

èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà H(Ω) íà K(J )b è èçîìîðôèçìîì àëãåáðû

(H(Ω), ∗) íà àëãåáðó K(J ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.5.2 χ : H(Ω) → K(J ) áèåêòèâíî. ßñíî,

÷òî χ ëèíåéíî. Äëÿ Q ∈ Co(Ω) âûáåðåì ε > 0, äëÿ êîòîðîãî Q(ε) =
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Q+ UN(ε) ⊂ Ω, è C > 0 ïî ëåììå 2.5.2. Äëÿ B ∈ B(H(Ω)), g ∈ H(Ω)

pQ,B(Sg) = sup
f∈B

sup
z∈Q

|(f ∗ g)(z)| ≤ C sup
f∈B

(pQ(f)pQ(ε)(g)) = C1pQ(ε)(g),

ãäå C1 := C sup
f∈B

pQ(f) < +∞. Çíà÷èò, (ëèíåéíîå) îòîáðàæåíèå χ íåïðå-

ðûâíî èç H(Ω) â K(J )b.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà Q â Ω, äëÿ âñåõ g ∈ H(Ω)

pQ(g) = sup
z∈Q

|g(z)| = sup
z∈Q

|(1 ∗ g)(z)| = pQ,B(Sg),

ãäå B = {1} ∈ B(H(Ω)), òî îòîáðàæåíèå χ−1 íåïðåðûâíî èç K(J )b â

H(Ω).

Òàê êàê χ(gα) = Jα äëÿ ëþáîãî α ∈ NN
0 , òî äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ

g, h âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî χ(g ∗ h) = SgSh. Âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè

óìíîæåíèÿ ∗ èçH(Ω)×H(Ω) âH(Ω), íåïðåðûâíîñòè χ è χ−1 è ïëîòíîñòè

C[z] âH(Ω) ðàâåíñòâî χ(g∗h) = SgSh ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé

g, h ∈ H(Ω).

▷

Ïóñòü C[J ] � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò îïåðàòîðîâ Jk, k ∈ PN ,

ò.å. îïåðàòîðîâ âèäà
∑

|α|≤n
bαJ

α, bα ∈ C, n ∈ N0.

Ñëåäñòâèå 2.5.2. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îò-

íîñèòåëüíî òî÷êè 0. Ìíîæåñòâî C[J ] ïëîòíî â K(J )b.

Â òåðìèíîëîãèè ñòàòüè [70] ñëåäñòâèå 2.5.2 îçíà÷àåò, ÷òî êîììóòàíò

K(J ) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.

2.5.3 Êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ýëåìåíòà â àëãåáðå (H(Ω), ∗) è

îïåðàòîðà Äþàìåëÿ

Äëÿ z ∈ CN , τ ⊂ PN , τ ̸= ∅, è z ∈ CN ÷åðåç |z|(τ) îáîçíà÷èì òî÷êó â

[0,+∞)card τ , ïîëó÷åííóþ èç (|z1|, ..., |zN |) îòáðàñûâàíèåì êîîðäèíàò |zj|,
j ∈ PN\τ , ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà îñòàëüíûõ.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì [80, òåîðåìà].
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Ëåììà 2.5.5. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíîñè-

òåëüíî òî÷êè 0. Åñëè h ∈ H(Ω), h(0) = 0, òî ôóíêöèÿ 1−h îáðàòèìà

â àëãåáðå (H(Ω), ∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

h[0] := 1. h[n] := h[n−1] ∗ h, n ∈ N.

Çàôèêñèðóåì ïîëèçâåçäíûé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 êîìïàêòQ ⊂ Ω. Ïóñòü

M := max

{
sup
z∈Q

|∂αh(z)|
∣∣∣ 0 ≤ αk ≤ 1, k ∈ PN , α ∈ NN

0

}
.

Ïî ëåììå 2.5.1 äëÿ z ∈ Q

|h[2](z)| ≤M 2
∑
σ⫋PN

∏
k∈PN\σ

|zk| ≤M 2(2N − 1)
∏
k∈PN

(1 + |zk|).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ 2, z ∈ Q âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|h[n](z)| ≤ Mn(2N − 1)n−1

(n− 1)!

∏
k∈PN

(1 + |zk|)n−1. (2.5.3)

Äëÿ n = 2 ýòà îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü îíà èìååò ìåñòî äëÿ íåêîòî-

ðîãî n ≥ 2. Òîãäà âñëåäñòâèå ëåììû 2.5.1

|h[n+1](z)| ≤
∑
σ⫋PN

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Π(z(PN\σ))

∂1(PN\σ)h(z − tσ,z)h
[n](tσ,z)dt(PN\σ)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ Mn+1(2N − 1)n−1

(n− 1)!

∑
σ⫋PN

∫
Π(|z|(PN\σ))

∏
k∈PN

(1 + rk)
n−1dr(PN\σ)

≤ Mn+1(2N − 1)n

n!

∏
k∈PN

(1 + |zk|)n.

Ïîëîæèì d := sup
{
|zk|

∣∣∣ z ∈ Q, k ∈ PN

}
. Èç îöåíîê (2.5.3) ñëåäóåò,

÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ 2

sup
z∈Q

|h[n](z)| ≤ Mn(2N − 1)n−1(1 + d)Nn

(n− 1)!
.
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Ïî [64, ëåììà 3] ñåìåéñòâî âñåõ ïîëèçâåçäíûõ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 êîì-

ïàêòîâ â Ω îáðàçóåò ôóíäàìåíòàëüíîå ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ ïîäìíî-

æåñòâ Ω. Çíà÷èò, ðÿä
∞∑
n=0

h[n] (àáñîëþòíî) ñõîäèòñÿ â H(Ω) ê íåêîòîðîé

ôóíêöèè v ∈ H(Ω). Ïðè ýòîì (1− h) ∗ v = 1.

▷

Òåîðåìà 2.5.4. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0, g ∈ H(Ω). Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû

(i) Îïåðàòîð Sg : H(Ω) → H(Ω) îáðàòèì.

(ii) Ýëåìåíò g îáðàòèì â àëãåáðå (H(Ω), ∗).
(iii) g(0) ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ (iii)⇒(ii) âåðíà ïî ëåììå 2.5.5.

(ii)⇒(i): Ïóñòü g ∗ h = h ∗ g = 1, h ∈ H(Ω). Ïî òåîðåìå 2.5.3

S1 = SgSh = ShSg. Ïîñêîëüêó S1 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, òî Sh

� îïåðàòîð, îáðàòíûé ê Sg.

(i)⇒(iii): Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(0) = 0. Âñëåäñòâèå ëåììû 2.5.1

Sg(f)(0) = 0 äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ H(Ω). Çíà÷èò, Sg : H(Ω) → H(Ω)

íå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, à òåì áîëåå îáðàòèìûì.

▷

Ñëåäñòâèå 2.5.3. Ïóñòü Ω � îáëàñòü Ðóíãå â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0. Àëãåáðà (H(Ω), ∗) ëîêàëüíà. Åå åäèíñòâåííûì ìàê-

ñèìàëüíûì èäåàëîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ∗�íåîáðàòèìûõ ýëåìåí-
òîâ â íåé.

Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò äëÿ ïðîñòðàíñòâà Õàðäè â ïîëèäèñêå ïîëó÷åí

äðóãèì ìåòîäîì â ñòàòüå [73, ñëåäñòâèå 3]. Â [73] îí äîêàçàí ñ ïîìîùüþ

ðàññìîòðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè

â òàêîì æå áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, ìåíüøåì íà

åäèíèöó, è ïîñëåäóþùåãî ñâåäåíèÿ ê îäíîìåðíîé ñèòóàöèè.

Âîçâðàòèìñÿ ê äâîéñòâåííîé ñèòóàöèè, ðàñìîòðåííîé ðàíåå, êîãäà Ω

äîïîëíèòåëüíî âûïóêëàÿ. Äâîéñòâåííîñòü äóàëüíîé ïàðû (H(Ω), EΩ) çà-
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äàåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé

⟨h, f⟩ := F−1(f)(h), h ∈ H(Ω) , f ∈ EΩ

Ëåììà 2.5.6. Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îòíî-

ñèòåëüíî òî÷êè 0.

(i) Äëÿ g ∈ H(Ω) ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó Sg îòíîñèòåëüíî äóàëüíîé

ïàðû (H(Ω), EΩ) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð Bφ äëÿ φ = (F ′)−1(g).

(ii) Äëÿ k ∈ PN ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó Jk : H(Ω) → H(Ω) îòíîñè-

òåëüíî äóàëüíîé ïàðû (H(Ω), EΩ) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð Dk,0 : EΩ → EΩ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) ñïðàâåäëèâî ïî ñëåäñòâèþ 2.3.2, à (ii)

� ÷àñòíûé ñëó÷àé (i) äëÿ g(t) = tk (òîãäà (F ′)−1(g)(f) = ∂f
∂zk

(0)). ▷

Òåîðåìà 2.5.5. Ïóñòü Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü â CN , ïîëèçâåçäíàÿ îò-

íîñèòåëüíî òî÷êè 0, φ ∈ E ′
Ω. Îïåðàòîð Bφ îáðàòèì â EΩ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà φ(1) ̸= 0.
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Ãëàâà 3

Äåëåíèå íà ìíîãî÷ëåí â ïðîñòðàíñòâàõ

àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ

Îñíîâíàÿ öåëü â ýòîé ãëàâå �äîêàçàòåëüñòâî îäíîçíà÷íîé ðàçðåøè-

ìîñòè çàäà÷è äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåí ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè è

ïðåäñòàâëåíèå åå ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî íóëåâûì óñëîâèÿì, â âè-

äå îáîáùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ Äþàìåëÿ â ïðîñòðàíñòâå àíàëèòè÷åñêèõ

ôóíêöèîíàëîâ, ÿâëÿþùåìñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ñîïðÿæåííûì ê âåñîâîìó

ïðîñòðàíñòâó öåëûõ ôóíêöèé â CN , êàê â ãëàâå 2.

3.1 Çàäà÷à äåëåíèÿ è îáîáùåííîå ïðîèçâåäåíèå Äþ-

àìåëÿ

Äàëåå E(V ) � ñ÷åòíûé èíäóêòèâíûé ïðåäåë âåñîâûõ áàíàõîâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ öåëûõ â CN ôóíêöèé, ââåäåííûé â ãëàâå 2.

Çàìå÷àíèå 3.1.1. Ïóñòü j ∈ PN , p ∈ C[tj] � ìíîãî÷ëåí ïåðåìåííîé

tj ñòåïåíè íå ìåíüøå 1. Åñëè f ∈ E(V ) è äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ

tk ∈ C, k ∈ PN , k ̸= j, ôóíêöèÿ f(t)/p(tj) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïî tj, òî

f/p ∈ E(V ). Ìíîæåñòâî pE(V ) := {pg | g ∈ E(V )} � çàìêíóòîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî E(V ). Íàäåëèì pE(V ) èíäóöèðîâàííîé èç E(V ) òîïîëîãèåé.

Îòîáðàæåíèå äåëåíèÿ f 7→ f
p ëèíåéíî è íåïðåðûâíî èç pE(V ) â E(V ).

Îòìåòèì îäíî ðàâåíñòâî, ïîëåçíîå ïðè èññëåäîâàíèè äåéñòâèÿ Tj,z íà

ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé.
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Çàìå÷àíèå 3.1.2. Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé g, h ∈ E(V ), j ∈ PN , t, z ∈ CN

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Tj,z(gh)(t) = h(tj,z)Tj,z(g)(t) + tjg(t)Dj,z(h)(t).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ h íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé tj, òî Tj,z(gh)(t) =

h(t)Tj,z(g)(t), t ∈ CN .

Íèæå áóäåì èñïîëüçîâàòü âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà öåëûõ â CN−1 ôóíê-

öèé òàêîãî æå âèäà, êàê è E(V ). Îíè çàäàþòñÿ ñóæåíèÿìè èñõîäíûõ

ôóíêöèé vn, n ∈ N, íà êîîðäèíàòíûå ãèïåðïëîñêîñòè. Äëÿ j ∈ PN , n ∈ N
îïðåäåëèì ôóíêöèè

vn,j(z1, ..., zN−1) := vn(z1, ..., zj−1, 0, zj, ..., zN−1), z ∈ CN−1,

è ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (vn,j)n∈N çàäàäèì áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî

En(V
(j)) :=

{
f ∈ H(CN−1)

∣∣ sup
t∈CN−1

|f(t)|
exp(vn,j(t))

< +∞
}
, n ∈ N,

ñ ñîîòâåòñòâóþùåé âåñîâîé sup�íîðìîé; E(V (j)) := ind
n→

En(V
(j)). Äëÿ

âñåõ j ∈ PN ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (vn,j)n∈N óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

(2.1.1) è (2.1.2) â CN−1.

Äëÿ j ∈ PN , t ∈ CN ïîëîæèì t(j) := (t1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN). Âñëåä-

ñòâèå óñëîâèÿ (2.1.2) äëÿ ëþáûõ n ∈ N, j ∈ PN , t ∈ CN ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

vn,j(t
(j)) ≤ vk(n)(t) + vk(n)(0) +D(n).

Ýòî è ïðåäïîëîæåíèå (2.1.1) âëåêóò, ÷òî äëÿ ëþáûõ n ∈ N, j ∈ PN ,

g ∈ E(V (j)), ìíîãî÷ëåíà p ∈ C[t1, ..., tN ] ôóíêöèÿ p(t1, ..., tN)g(t
(j))

ïðèíàäëåæèò E(V ). Âñå ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ f → fj, j ∈ PN , ãäå

fj(z1, ..., zN−1) := f(z1, ..., zj−1, 0, zj, ..., zN−1), z ∈ CN−1, íåïðåðûâíû èç

E(V ) â E(V (j)).

Çàôèêñèðóåì íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû qj ∈ C[tj] ïåðåìåííîé tj ñòåïåíè
mj ≥ 1 ñî ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàâíûìè 1, è ïîëîæèì

Q(t) := q1(t1) · · · qN(tN),
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Q1(t) := 1, Qj(t) := q1(t1) · · · qj−1(tj−1), 2 ≤ j ≤ N, t ∈ CN .

Ñïåöèàëüíûé âèä ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãî÷ëåíà Q ïîçâîëÿåò äîêà-

çàòü ñëåäóþùèé âàðèàíò ëåììû î äåëåíèè ñ îñòàòêîì. Åå äîêàçàòåëüñòâî

ñâîäèòñÿ ê N ïîñëåäîâàòåëüíûì äåëåíèÿì íà ìíîãî÷ëåíû qj ñ èñïîëüçî-

âàíèåì èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà ïî ïåðåìåííîé tj. Òàêèå

ìíîãî÷ëåíû äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïðè äåëåíèè ñ îñòàòêîì

ïðèìåíÿëèñü Â.Ì. Òðóòíåâûì [41, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9].

Ëåììà 3.1.1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ E(V ) ñóùåñòâóþò åäèíñòâåí-

íûå ôóíêöèè h ∈ E(V ) è gj,k ∈ E(V (j)), j ∈ PN , 0 ≤ k < mj, äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(t) = Q(t)h(t) +
N∑
j=1

Qj(t)

mj−1∑
k=0

tkjgj,k(t
(j)), t ∈ CN . (3.1.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ÷èñëî ρ1 > 0, äëÿ êîòîðîãî |λ| < ρ1 äëÿ ëþ-

áîãî êîðíÿ λ ∈ C ìíîãî÷ëåíà q1. Ðàññìîòðèì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî-

÷ëåí Ýðìèòà ïî ïåðåìåííîé t1

r1(t) =
1

2πi

∫
|ξ|=ρ1

q1(ξ)− q1(t1)

q1(ξ)(ξ − t1)
f(ξ, t2, ..., tN)dξ, t ∈ CN .

Ôóíêöèÿ q1(ξ)−q1(t1)
ξ−t1 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíèm1−1 ïåðåìåííîé t1, êîýôôèöè-

åíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû ïåðåìåííîé ξ ∈ C. Ñòàíäàðòíàÿ
îöåíêà èíòåãðàëà ïîêàçûâàåò, ÷òî r1 ∈ E(V ). Ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíêöèÿ

h1 â CN , äëÿ êîòîðîé f(t) − r1(t) = q1(t1)h1(t) äëÿ ëþáîãî t ∈ CN , ïðè-

÷åì h1 ∈ E(V ) (ñì. çàìå÷àíèå 3.1.1). Ôóíêöèÿ r1 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

r1(t) =
m1−1∑
k=0

tk1g1,k(t
(1)), ãäå âñå ôóíêöèè g1,k ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó

E(V (1)).

Âîçüìåì ÷èñëî ρ2 > 0 òàêîå, ÷òî |λ| < ρ2 äëÿ ëþáîãî êîðíÿ λ ∈ C
ìíîãî÷ëåíà q2. Ïîäåëèì òåïåðü h1(t) íà q2(t2):

f(t) = q1(t1)(q2(t2)h2(t)+r2(t))+r1(t) = q1(t)q2(t2)h2(t)+q1(t1)r2(t)+r1(t).
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Çäåñü

r2(t) =
1

2πi

∫
|ξ|=ρ2

q2(ξ)− q2(t2)

q2(ξ)(ξ − t2)
h1(t1, ξ, t2, ..., tN)dξ, t ∈ CN .

Ïîñòóïàÿ òàê è äàëåå, ïîëó÷èì:

f(t) = Q(t)hN(t) + q1(t1)q2(t2) · · · qN−1(tN−1)rN(t)

+q1(t1)q2(t2) · · · qN−2(tN−2)rN−1(t)+· · ·+q1(t1)q2(t2)r3(t)+q1(t1)r2(t)+r1(t),

ãäå ôóíêöèè rj ∈ E(V ) èìåþò òàêîé âèä: rj(t) =
mj−1∑
k=0

tkjgj,k(t
(j)), gj,k ∈

E(V (j)) (ôóíêöèè gj,k îïðåäåëÿòñÿ ïî rj îäíîçíà÷íî). Îòìåòèì, ÷òî âñå

îòîáðàæåíèÿ f 7→ rj, j ∈ PN , ëèíåéíû è íåïðåðûâíû â E(V ).

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (3.1.1). Ïóñòü

0 = Q(t)h(t) +
N∑
j=1

Qj(t)rj(t), t ∈ CN , (3.1.2)

ãäå h ∈ E(V ), rj � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå mj − 1 ïåðå-

ìåííîé tj ñ êîýôôèöèåíòàìè èç E(V (j)), çàâèñÿùèìè îò ïåðåìåííûõ

t1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN . Åñëè h � íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ, òî òåéëîðîâñêîå ðàç-

ëîæåíèå Q(t)h(t) ñîäåðæèò ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì ñòåïåíü tα ñ

αj ≥ mj äëÿ âñåõ j ∈ PN . Ïîñêîëüêó òåéëîðîâñêîå ðàçëîæåíèå âòîðîãî

ñëàãàåìîãî â (3.1.2) òàêèõ ìîíîìîâ íå ñîäåðæèò, òî h ≡ 0. Ñëåäîâàòåëü-

íî,

r1(t) = −q1(t)(r2(t) + q2(t)r3(t) + · · ·+ q2(t) · · · qN−1(t)rN(t)), t ∈ CN .

Òàê êàê ñòåïåíü r1(t) ïî t1 íå âûøå m1 − 1, à ñòåïåíü q1 ïî t1 ðàâíà m1,

òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ, à çíà÷èò, è r1 � íóëåâûå ôóíêöèè. Àíàëîãè÷íî

óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî âñå îñòàëüíûå ôóíêöèè rj òîæå íóëåâûå. ▷

Ââåäåì óìíîæåíèå ôóíêöèîíàëîâ èç E(V )′ íà ìíîãî÷ëåí p ∈
C[t1, ..., tN ]:

(pφ)(f) := φ(pf), f ∈ E(V ), φ ∈ E(V )′.
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Òàê êàê îïåðàòîð f 7→ pf óìíîæåíèÿ íà p ëèíååí è íåïðåðûâåí â E(V ) è

E(V ) ðåôëåêñèâíî, òî ñîïðÿæåííîå ê íåìó îòîáðàæåíèå φ 7→ pφ ëèíåéíî

è íåïðåðûâíî â ñèëüíîì ñîïðÿæåííîì E(V )′.

Äàëåå ïîéäåò ðå÷ü î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è äåëåíèÿ â E(V )′ ïðè äî-

ïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ÷àñòíîå.

Òåîðåìà 3.1.1. Äëÿ ëþáûõ ψ ∈ E(V )′, νj,k ∈ E(V (j))′, 0 ≤ k < mj,

j ∈ PN , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ôóíêöèîíàë φ ∈ E(V )′ òàêîé, ÷òî

Qφ = ψ è äëÿ ëþáûõ gj ∈ E(V (j)), 0 ≤ k < mj, j ∈ PN

φt(t
k
jQj(t)gj(t

(j))) = νj,k(gj). (3.1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå, ïðåäëîæåííîé

Â.Ì. Òðóòíåâûì [41, � 7] ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñâåðò-

êè â ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé â CN ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà è ñó-

ùåñòâåííî èñïîëüçóþùåé äåëåíèå ñ îñòàòêîì â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé,

ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè Ðóíãå â CN . Îïðåäåëèì (ëèíåéíûå) îïåðàòîðû

A(f) := h, Aj,k(f) := gj,k, f ∈ E(V ), j ∈ PN , 0 ≤ k < mj.

ãäå ôóíêöèè h, gj,k óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó (3.1.1). Ïî äîêàçàòåëüñòâó

ëåììû 3.1.1 è çàìå÷àíèþ 3.1.1 îïåðàòîð A ëèíååí è íåïðåðûâåí â E(V ).

Ïîñêîëüêó ëèíåéíûå îïåðàòîðû f 7→ rj(t) =
mj−1∑
k=0

tkjgj,k(t
(j)) íåïðåðûâíû

â E(V ) è

gj,k(t
(j)) =

1

k!

∂krj
∂tkj

(t1, ..., tj−1, 0, tj+1, ..., tN),

t ∈ CN , j ∈ PN , 0 ≤ k < mj − 1,

òî âñå ëèíåéíûå îïåðàòîðû Aj,k èç E(V ) â E(V (j)) íåïðåðûâíû.

Ïîëîæèì

φ := ψA+
N∑
j=1

mj−1∑
k=0

νj,kAj,k.

Òîãäà φ ∈ E(V )′. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ E(V ) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

φ(Qf) = ψ, òàê êàê A(Qf) = f è Aj,k(Qf) = 0 äëÿ âñåõ 0 ≤ k < mj,

j ∈ PN . Ïîýòîìó Qφ = ψ. Êðîìå òîãî, φt(tkjQj(t)gj(t
(j))) = νj,k(gj) äëÿ
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ëþáûõ 0 ≤ k < mj, j ∈ PN , gj ∈ E(V (j)), ïîñêîëüêó At(t
k
jQj(t)gj(t

(j))) =

0, (Aj,k)t(t
k
jQj(t)gj(t

(j))) = gj è (As,m)t(t
k
jQj(t)gj(t

(j))) = 0, åñëè s ̸= j

èëè m ̸= k. Çíà÷èò, φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3.1.3).

Âñëåäñòâèå ëåììû 3.1.1 òàêîå ðåøåíèå φ ∈ E(V ) åäèíñòâåííî. ▷

Íèæå ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è â òåîðåìå 3.1.1, óäîâëåòâîðÿþùåå

íóëåâûì óñëîâèÿì, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå, àíàëîãè÷íîì îäíîìåðíî-

ìó. Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü Hj,

j ∈ PN , � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f ∈ E(V ), èìåþùèõ ïðåäñòàâëåíèå

f(t) = Qj(t)gj(t
(j)), ãäå gj ∈ E(V (j)). ßñíî, ÷òî Hj � ïîäïðîñòðàíñòâî

E(V ). Äëÿ ìíîæåñòâ R, S ⊂ E(V ) ïîëîæèì

R + S := {g + h | g ∈ R, h ∈ S}, RS := {gh | g ∈ R, h ∈ S}.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ j, s ∈ PN , j ̸= s, ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå

C[ts]Hj ⊂ Hj. Ñèìâîë C[ts]n, s ∈ PN , n ∈ N0, îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî

ìíîãî÷ëåíîâ ïåðåìåííîé ts ñòåïåíè íå áîëüøå n.

Ëåììà 3.1.2. Ïóñòü j, s ∈ PN .

(i) Åñëè s ≥ j, òî äëÿ ëþáîãî z ∈ CN , ëþáîé ôóíêöèè h ∈ E(V (j))

ôóíêöèÿ (Ts,z)t(Qj(t)h(t
(j))) ïðèíàäëåæèò Hj.

(ii) Åñëè s < j, òî äëÿ ëþáîãî z ∈ CN , ëþáîé ôóíêöèè h ∈ E(V (j))

ôóíêöèÿ (Ts,z)t(Qj(t)h(t
(j))) ïðèíàäëåæèò Hj + C[ts]ms−1Hs.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (i) èìååò ìåñòî, ïîñêîëüêó

(Ts,z)t(Qj(t)h(t1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN))(t)

= Qj(t)(Ts,z)t(h(t1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN))(t
(j))

è ôóíêöèÿ (Ts,z)t(h(t1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN))(t
(j)) (ïî ïåðåìåííûì

t1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN) ïðèíàäëåæèò E(V (j)).

(ii): Ïî çàìå÷àíèþ 3.1.2 äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà r ∈ C[ts]ms−1

(Ts,z)t(Qj(t)h(t
(j)))(t)

= h(t1, ..., ts−1, zs, ts+1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN)Ts,z(Qj)(t)
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+tsQj(t)(Ds,z)t(h(t
(j)))(t) = h(t1, ..., ts−1, zs, ts+1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN)Qj(t)

+tsQj(t)(Ds,z)t(h(t
(j)))(t)

+h(t1, ..., ts−1, zs, ts+1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN)r(t)·

·q1(t1) · · · qs−1(ts−1)qs+1(ts+1) · · · qj(tj).

Êàæäîå èç ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ (ïîñëå ïîñëåäíåãî çíàêà ðàâåíñòâà)

ïðèíàäëåæèò Hj, à òðåòüå ñëàãàåìîå ñîäåðæèòñÿ â C[ts]ms−1Hs. ▷

Èñïîëüçóåì îáîáùåííîå ïðîèçâåäåíèå Äþàìåëÿ ⊛ â E(V )′, ââåäåííîå

è èçó÷åííîå â ãëàâå 2, � 2.3.1. Êàê è ðàíåå, δ0(f) := f(0), f ∈ E(V ).

Òåîðåìà 3.1.2. Åñëè δ0
Q ∈ E(V )′ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Qφ = δ0, äëÿ

êîòîðîãî(
δ0
Q

)
t

(tkjQj(t)gj(t
(j))) = 0, 0 ≤ k < mj, gj ∈ E(V (j)), j ∈ PN , (3.1.4)

òî äëÿ ëþáîãî ψ ∈ E(V )′ ïðîèçâåäåíèå ψ⊛ δ0
Q ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-

íåíèÿ Qφ = ψ òàêèì, ÷òî
(
ψ ⊛ δ0

Q

)
t
(tkjQj(t)gj(t

(j))) = 0 äëÿ ëþáûõ

0 ≤ k < mj, gj ∈ E(V (j)), j ∈ PN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ âñåõ j ∈ PN , z ∈ CN

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Tj,z · · ·T1,z(Qf)(t)

= f(z1, ..., zj, tj+1, ..., tN)Q(t) +Q(t)

j∑
s=1

tsaj,s(t) + bj(t), t ∈ CN , (3.1.5)

ãäå aj,s, bj ∈ E(V ), ïðè÷åì δ0
Q (TN,z · · ·Tj+1,z(bj)) = 0.

Çàôèêñèðóåì f ∈ E(V ), z ∈ CN . Âñëåäñòâèå çàìå÷àíèÿ 3.1.2

T1,z(Qf)(t) = f(z1, t2, ..., tN)T1,z(Q)(t) + t1Q(t)D1,z(f)(t), t ∈ CN .

Îòìåòèì, ÷òî T1,z(Q)(t) = (q1(t1) + u1(t1))q2(t2) · · · qN(tN), ãäå u1 � ìíî-

ãî÷ëåí ïåðåìåííîé t1 ñòåïåíè íå âûøåm1−1, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû, çàâèñÿùèå îò z1 (è íå çàâèñÿùèå îò t2, ..., tN). Ïî-

ýòîìó

T1,z(Qf)(t) = f(z1, t2, ..., tN)Q(t) + t1Q(t)D1,z(f)(t) + b1(t),
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ãäå b1(t) = f(z1, t2, ..., tN)u1(t1)q2(t2) · · · qN(tN). Â ñèëó óñëîâèé (3.1.4)

ôóíêöèÿ TN,z · · ·T2,z(b1) ïðèíàäëåæèò ÿäðó ôóíêöèîíàëà δ0
Q . Òàêèì îá-

ðàçîì, ïðè j = 1 ðàâåíñòâî (3.1.5) âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî

ñïðàâåäëèâî äëÿ j ∈ PN , j < N . Òîãäà, ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå 3.1.2, ïîëó-

÷èì:

Tj+1,zTj,z · · ·T1,z(Qf)(t)

= f(z1, ..., zj, zj+1, tj+2, ..., tN)Tj+1,z(Q)(t)

+tj+1Q(t)(Dj+1,z)t(f(z1, ..., zj, tj+1, ..., tN))(t)

+

j∑
s=1

ts

(
aj,s(t1, ..., tj, zj+1, tj+2, ..., tN)Tj+1,z(Q)(t)

+tj+1Q(t)Dj+1,z(aj,s)(t)
)
+ Tj+1,z(bj)(t).

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Tj+1,z(Q)(t) = Q(t) +Qj+1(t)wj+1(tj+1)qj+2(tj+2) · · · qN(tN),

ãäå wj+1(tj+1) � ìíîãî÷ëåí ïåðåìåííîé tj+1 ñòåïåíè íå âûøåmj+1−1, êî-

ýôôèöèåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ

çàâèñÿò îò zj+1. Òàêèì îáðàçîì,

Tj+1,zTj,z · · ·T1,z(Qf)(t)

= f(z1, ..., zj, zj+1, tj+2, ..., tN)Q(t) +Q(t)

j+1∑
s=1

tsaj+1,s(t) + bj+1(t), t ∈ CN ,

ãäå äëÿ t ∈ CN

aj+1,s(t) = aj,s(t1, ..., tj, zj+1, tj+2, ..., tN) + tj+1Dj+1,z(aj,s)(t), 1 ≤ s ≤ j,

aj+1,j+1(t) = (Dj+1,z)t(f(z1, ..., zj, tj+1, ..., tN))(t),

bj+1(t) = f(z1, ..., zj, zj+1, tj+2, ..., tNQj+1(t)wj+1(tj+1)qj+2(tj+2) · · · qN(tN)

+

j∑
s=1

tsaj,s(t1, ..., tj, zj+1, tj+2, ..., tN)Qj+1(t)wj+1(tj+1)qj+2(tj+2) · · · qN(tN)

+Tj+1,z(bj)(t).
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Âñå ôóíêöèè aj+1,s ïðèíàäëåæàò E(V ) è δ0
Q (TN,z · · ·Tj+2,z(bj+1)) = 0. Çíà-

÷èò, (3.1.5) âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ j + 1. Íà N�îì øàãå ïîëó÷èì, ÷òî

Tz(Qf) = TN,z · · ·T1,z(Qf)(t)

= f(z)Q(t) +Q(t)
N∑
s=1

tsaN,s(t) + bN(t), t ∈ CN ,

ñ ôóíêöèåé bN ∈ E(V ), äëÿ êîòîðîé δ0
Q (bN) = 0. Ïîýòîìó(

ψ ⊛
δ0
Q

)
(Qf) = ψz

((
δ0
Q

)
t

(
f(z)Q(t) +Q(t)

N∑
s=1

tsaN,s(t) + bN(t)

))
= ψ(f), f ∈ E(V ),

è Q
(
ψ ⊛ δ0

Q

)
= ψ.

Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíèìîñòü óñëîâèé (3.1.4) äëÿ ψ ⊛ δ0
Q . Çàôèêñè-

ðóåì j ∈ PN , gj ∈ E(V (j)) è k òàêîå, ÷òî 0 ≤ k ≤ mj − 1. Äëÿ z ∈ CN

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

δ0
Q
((Tz)t(t

k
jQj(t)gj(t1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN)))

=
δ0
Q
((Tj,z)t(t

k
j )(TN,z · · ·Tj+1,zTj−1,z · · ·T1,z)t(Qj(t)gj(t

(j))).

Ôóíêöèÿ (Tj,z)t(tkj ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì j�îé ïåðåìåííîé ñòåïåíè k, êî-

ýôôèöèåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû, çàâèñÿùèå îò zj. Ëåììà

3.1.2, â ñèëó (3.1.4), âëå÷åò, ÷òî â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðàâîå âûðàæåíèå

ðàâíî 0. Çíà÷èò,
(
ψ ⊛ δ0

Q

)
t
(tkjQj(t)gj(t

(j))) = 0 äëÿ ëþáûõ 0 ≤ k < mj,

gj ∈ E(V (j)), j ∈ PN . ▷

3.2 Ïðèìåíåíèÿ ê êîíêðåòíûì ïðîñòðàíñòâàì

3.2.1 Ïðèìåíåíèå ê ïðîñòðàíñòâó ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â

âûïóêëîé ïîëèçâåçäíîé îáëàñòè.

Äàëåå Ω � âûïóêëàÿ îáëàñòü â CN , ñîäåðæàùàÿ òî÷êó 0. Ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ ïîëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0.
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Äëÿ j ∈ PN îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ω(j) := {(t1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN) ∈ CN−1 | (t1, ..., tj−1, 0, tj+1, ..., tN) ∈ Ω}.

Åãî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïåðåñå÷åíèåì Ω è ãèïåðïëîñêîñòè {t ∈
CN | tj = 0}. Ìíîæåñòâî Ω(j) ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ â CN−1, ïîëèçâåçä-

íîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0. Çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ

êîìïàêòîâ Ωn, n ∈ N, ïîëèçâåçäíûõ îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0, äëÿ êîòî-

ðûõ Ωn ⊂ int Ωn+1, n ∈ N, Ω =
⋃
n∈N

Ωn. Â äàííîé ñèòóàöèè ïîëàãàåì

vn := HΩn
, n ∈ N. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (vn)n∈N óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèì

(2.1.1) è (2.1.2). Â ýòîì ñëó÷àå vn,j = H
Ω

(j)
n
, n ∈ N, j ∈ PN , ãäå

Ω(j)
n := {(t1, ..., tj−1, tj+1, ..., tN) ∈ CN−1 | (t1, ..., tj−1, 0, tj+1, ..., tN) ∈ Ωn}.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

Q(∂)(u) = v,

∂k

∂zkj
(Qj(∂)(u)) (z1, ..., zj−1, 0, zj+1, ..., zN)

= uj,k(z1, ..., zj−1, zj+1, ..., zN), z ∈ Ω, 0 ≤ k < mj, j ∈ PN . (3.2.1)

ãäå u, v ∈ H(Ω), uj,k ∈ H(Ω(j)), 0 ≤ k < mj, j ∈ PN . Ïîñêîëüêó ìíî-

æåñòâî {ez | z ∈ CN−1} ïîëíî â H(Ω(j)) è äëÿ ëþáûõ p ∈ C[t1, ..., tN ],
φ ∈ E(V )′ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F ′(pφ) = p(∂)(F ′(φ)),

òî óñëîâèÿ (3.1.3) â òåîðåìå 3.1.1 ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî

φt(t
k
jQj(t)e(z1,...,zj−1,0,zj ,...,zN−1)(t)) = νj,k(ez)

äëÿ ëþáûõ z ∈ Ω(j), 0 ≤ k < mj, j ∈ PN .

Òåîðåìà 2.3.2 âëå÷åò

Ñëåäñòâèå 3.2.1. (i) Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé v ∈ H(Ω), uj,k ∈ H(Ω(j)),

0 ≤ k < mj, j ∈ PN , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ H(Ω)

çàäà÷è (3.2.1).
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(ii) Ïóñòü u1 � ðåøåíèå çàäà÷è (3.2.1) äëÿ ïðàâîé ÷àñòè v ≡ 1 ñ íó-

ëåâûìè óñëîâèÿìè. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ H(Ω) ïðîèçâåäåíèå

v ∗ u1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.2.1) c íóëåâûìè óñëîâèÿìè.

Çàìå÷àíèå 3.2.1. Ïðè N = 1

(g ∗ h)(z) = g(0)h(z) +

z∫
0

g′(ξ)h(z − ξ)dξ. (3.2.2)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî, åñëè g(k)(0) = 0, 0 ≤ k ≤ n − 1, n ∈ N,
òî â H(Ω)

(g ∗ h)(k) = g(k) ∗ h, 0 ≤ k ≤ n. (3.2.3)

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà p îäíîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè íå âûøå n

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

p(∂)(g ∗ h) = p(∂)(g) ∗ h. (3.2.4)

Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ÷àñòü (ii) ñëåäñòâèÿ 3.2.1 äîêàçàòü íåïîñðåä-

ñòâåííî.

Âñëåäñòâèå (3.2.4)

q1(∂)(v ∗ u1)

=
∂

∂zN

 zN∫
0

∂

∂zN−1

· · · ∂

∂z1

 z1∫
0

v(z − ξ)q1(∂)(u1)(ξ)dξ1

 · · ·

 dξN

 .

Äàëåå, äåéñòâóÿ íà ýòî ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîðàìè q2(∂),...,

qN(∂), ïîëó÷èì:

Q(∂)(v ∗ u1)(z) =
∂N

∂z1 · · · ∂zN

∫
Π(z)

v(z − ξ)Q(∂)(u1)(ξ)dξ

=
∂N

∂z1 · · · ∂zN

∫
Π(z)

v(ξ)dξ = v(z), z ∈ Ω.

Ñîîòíîøåíèå (3.2.2) âëå÷åò âûïîëíèìîñòü íóëåâûõ óñëîâèé äëÿ v ∗ u1.
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3.2.2 Ïðèìåíåíèå ê ïðîñòðàíñòâó öåëûõ ôóíêöèé ïîñðåä-

ñòâîì îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

Çàôèêñèðóåì ρ ∈ (1,+∞). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

vn(z) := n|z|ρ, z ∈ CN , n ∈ N.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (vn)n∈N óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.1.1). Óñëîâèå

(2.1.2) äëÿ íåå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáûõ t, z ∈ CN ,

σ ⊂ PN

|tσ,z|ρ ≤ (|t|+ |z|)ρ ≤ 2ρ−1(|t|ρ + |z|ρ).

Â äàííîì ñëó÷àå E(V ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì öåëûõ ôóíêöèé â CN íå

âûøå ïîðÿäêà ρ è êîíå÷íîãî òèïà. Ñîãëàñíî [33, òåîðåìà 1] îáîáùåííîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

F(ν)(λ) := νz (Eρ(⟨λ, z⟩)) , λ ∈ CN , ν ∈ H(CN)′,

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì H(CN)′ íà E(V ). Ñîïðÿæåí-

íîå ê F (îòíîñèòåëüíî äóàëüíûõ ïàð (H(CN)′, H(CN)) è (E(V ), E(V )′))

îòîáðàæåíèå F ′ : E(V )′ → H(CN) îñóùåñòâëÿåò òîïîëîãè÷åñêèé èçî-

ìîðôèçì E(V )′ íà H(CN).

Ïóñòü Mν � çàäàííûé ôóíêöèîíàëîì ν ∈ H(CN)′ îïåðàòîð ρ�

ñâåðòêè â H(CN), èçó÷åííûé Â.Â. Íàïàëêîâûì è È.Õ. Ìóñèíûì [34].

Ïîëîæèì eλ(t) := Eρ(⟨λ, t⟩), λ, t ∈ CN . Äëÿ ëþáîãî λ ∈ CN âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî Mν(eλ) = ν(eλ)eλ.

Äëÿ fα(t) := tα, α ∈ NN
0 , ðåàëèçàöèåé îïåðàòîðà Sfα óìíîæåíèÿ

íà fα â E(V )′ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð ∂αρ := F ′SfαF ′−1. Îòìåòèì, ÷òî îí

ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ρ-ñâåðòêè, çàäàííûì ôóíêöèîíàëîì δ0,α(f) :=
Γ( |α|

ρ +1)
(|α|)! ∂αf(0), f ∈ H(CN). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

Eρ(⟨λ, z⟩) =
∞∑
k=0

k!

Γ
(
k
ρ + 1

) ∑
|α|=k

λαzα

α!
, λ, z ∈ CN ,

òî

(δ0,α)z(Eρ(⟨λ, z⟩)) = λα, α ∈ NN
0 .
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Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî µ ∈ H(CN)′

µ(F ′(fαδλ)) = (fαδλ)(F(µ)) = δλ(fαF(µ)) = λαµ(eλ) = µ(λαeλ),

à çíà÷èò, F ′(fαδλ) = λαeλ, λ ∈ CN . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî F ′(δλ) = eλ, ïîëó÷èì:

∂αρ (eλ) = F ′(fαδλ) = λαeλ = δ0,α(eλ)eλ.

Îòìåòèì ïðåäñòàâëåíèå ∂αρ íà ìîíîìàõ. Íèæå èñïîëüçóåì îáîçíà÷å-

íèå èç [34]: äëÿ ôóíêöèè h ∈ H(CN) åå ρ�ñäâèã çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

h̃(z, u) := (F ′)−1(h)t(ez(t)eu(t)), z, u ∈ CN .

Ïîñêîëüêó F ′(δ0,β)(z) = zβ, òî

f̃β(z, u) = (δ0,β)t(ez(t)eu(t))

=
Γ
(
|β|
ρ + 1

)
(|β|)!

∑
0≤γ≤β

Cγ
α∂

γ(ez)(0)∂
β−γ(eu)(0)

=
Γ
(
|β|
ρ + 1

)
(|β|)!

∑
0≤γ≤β

Cγ
β

(|γ|)!

Γ
(
|γ|
ρ + 1

)zγ (|β| − |γ|)!

Γ
(
|β|−|γ|
ρ + 1

)uβ−γ.
Åñëè β ≥ α, òî

∂αρ (fβ)(z) =
Γ
(
|α|
ρ + 1

)
(|α|)!

(δ0,α)u(f̃β(z, u))

=
Γ
(
|α|
ρ + 1

)
(|α|)!

Γ
(
|β|
ρ + 1

)
(|β|)!

Cβ−α
β

(|β| − |α|)!

Γ
(
|β|−|α|

ρ + 1
) (|α|)!

Γ
(
|α|
ρ + 1

)α!zβ−α

=
Γ
(
|β|
ρ + 1

)
Γ
(
|β|−|α|

ρ + 1
) β!

(|β|)!
(|β| − |α|)!
(β − α)!

zβ−α.

Â ñëó÷àå β ̸≥ α âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∂αρ (fβ) = 0.

Åñëè N = 1, òî ∂αρ � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ãåëüôîíäà�

Ëåîíòüåâà. Îòîáðàæåíèå SQ(φ) = Qφ, äåéñòâóþùåå â E(V )′, ðåàëèçó-

åòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí Q îò îïåðàòîðîâ Ãåëüôîíäà�Ëåîíòüåâà â H(CN).
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Äëÿ ôóíêöèè f(z) =
∑
β≥0

aβz
β ∈ H(CN)

∂αρ (f)(z) =
∑
β≥α

aβ
β!(|β| − |α|)!
(|β|)!(β − α)!

Γρ

(
|β|
ρ + 1

)
Γρ

(
|β|−|α|

ρ + 1
)zβ−α, z ∈ CN .

Åñëè ρ = 1, òî ∂αρ � îáû÷íûé îïåðàòîð ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

∂α.

Èíäóöèðóåì ïîñðåäñòâîì F ′ óìíîæåíèå ∗ â H(CN):

g ∗ h := (F ′)−1(g)⊛ (F ′)−1(h), g, h ∈ H(CN).

Ñîãëàñíî ëåììå 2.3.1 äëÿ ëþáûõ φ, ψ ∈ E(V )′, β ∈ NN
0 âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

(φ⊛ ψ)(fβ) =
∑

0≤γ≤β

φ(fγ)ψ(fβ−γ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

F ′(δ0,α ⊛ δ0,β)(z)

=
(|α|+ |β|)!

Γ
(
|α|+|β|

ρ + 1
)Γ
(
|α|
ρ + 1

)
(|α|)!

Γ
(
(|β|
ρ + 1

)
|β|)!

α!β!

(α + β)!
zα+β, α, β ∈ NN

0 , z ∈ CN .

Äëÿ öåëûõ ôóíêöèé g(z) =
∑
α≥0

aαz
α è h(z) =

∑
β≥0

bβz
β

(g ∗ h)(z)

=
∑
α,β≥0

aαbβ
(|α|+ |β|)!

Γ
(
|α|+|β|

ρ + 1
)Γ
(
|α|
ρ + 1

)
(|α|)!

Γ
(
(|β|
ρ + 1

)
|β|)!

α!β!

(α + β)!
zα+β.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ â ýòîì ïóíêòå çàäà÷à Êîøè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Q(∂ρ)(u) = v,

∂k

∂zkj
(Qj(∂ρ)(u)) (z1, ..., zj−1, 0, zj+1, ..., zN)

= uj,k(z1, ..., zj−1, zj+1, ..., zN), z ∈ CN , 0 ≤ k < mj, j ∈ PN . (3.2.5)

ãäå u, v ∈ H(CN), uj,k ∈ H(CN−1), 0 ≤ k < mj, j ∈ PN .
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Ñëåäñòâèå 3.2.2. (i) Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé v ∈ H(CN), uj,k ∈ H(CN−1),

1 ≤ k < mj, j ∈ PN , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ H(CN)

çàäà÷è (3.2.5).

(ii) Ïóñòü u1 � ðåøåíèå çàäà÷è (3.2.5) äëÿ ïðàâîé ÷àñòè v ≡ 1 ñ íó-

ëåâûìè óñëîâèÿìè. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ H(CN) ïðîèçâåäåíèå

v ∗ u1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.2.5) c íóëåâûìè óñëîâèÿìè.

3.2.3 Ïðèìåíåíèå ê ïðîñòðàíñòâàì áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-

ðóåìûõ è óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

Ïðè îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâ óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ ïîäõîäà â ñòàòüå Ð. Áðàóíà, Ð. Ìàéçå è Á.À. Òåé-

ëîðà [54]. Íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ω : [0,+∞) → [0,+∞)

íàçûâàåòñÿ âåñîâîé ôóíêöèåé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëî-

âèÿì:

(a) ω(2t) = O(ω(t)), t→ +∞.

(b) log t = o(ω(t)), t→ +∞.

(c) Ôóíêöèÿ φ = ω ◦ exp âûïóêëà íà R.
Ñèìâîëîì φ∗ îáîçíà÷èì ñîïðÿæåííóþ ïî Þíãó ê φ ôóíêöèþ, ò. å.

φ∗(x) := sup
y≥0

(xy − φ(y)),x ≥ 0.

Äàëåå â ýòîì ïóíêòå Ωj, j ∈ PN , � âûïóêëûå îòêðûòûå ïîäìíî-

æåñòâà R, ñîäåðæàùèå òî÷êó 0; Ω := Ω1 × · · · × ΩN . Äëÿ êàæäîãî

j ∈ PN çàôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ (Kj,n)n∈N, äëÿ êîòî-

ðûõ Kj,n ⊂ intKj,n+1, n ∈ N, è Ωj =
⋃
n∈N

Kj,n (intQ � âíóòðåííîñòü

ìíîæåñòâà Q ⊂ R â R); intKj,1 ̸= ∅; Kn := K1,n × · · · ×KN,n, n ∈ N.
Ïóñòü ω � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîñòðàíñòâî óëüòðàäèôôåðåíöèðóåìûõ

ôóíêöèé íà Ω òèïà Áåðëèíãà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Eω(Ω) :=

{
f ∈ C∞(Ω) | sup

α∈NN
0

sup
x∈Kn

|∂αf(x)|
exp(mφ∗(|α|/m))

< +∞, ∀m,n ∈ N

}
.

Îíî ñíàáæàåòñÿ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâà Ôðåøå. Äëÿ

ôóíêöèè ω(t) = log(1 + t) ñ÷èòàåì, ÷òî Eω(Ω) := C∞(Ω).
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Äëÿ îãðàíè÷åííîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà M ⊂ RN ñèìâîë HM îáî-

çíà÷àåò åãî (âåùåñòâåííóþ) îïîðíóþ ôóíêöèþ, ò. å. HM(y) := sup
x∈M

⟨x, y⟩,

y ∈ RN . Ïóñòü eλ(x) := exp(−i⟨λ, x⟩), x ∈ RN , λ ∈ CN . Ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå�Ëàïëàñà ôóíêöèîíàëà µ èç Eω(Ω)′ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

F(µ)(λ) := µ̂(λ) := µ(eλ), λ ∈ CN .

Ïðîäîëæèì ôóíêöèþ ω íà CN , ïîëàãàÿ ω(z) := ω(|z|), z ∈ CN . Â

äàííîì ñëó÷àå vn(z) := HKn
(Im z) + nω(z), z ∈ CN , n ∈ N. Ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü (vn)n∈N óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.1.1) è (2.1.2).

Ïðèâåäåì òåîðåìó Ïýëè�Âèíåðà�Øâàðöà äëÿ óëüòðàðàñïðåäåëåíèé

[54, ïðåäëîæåíèå 3.5, òåîðåìà 7.4], [72, ïðåäëîæåíèå 3.6] è îáû÷íûõ ðàñ-

ïðåäåëåíèé [45, òåîðåìà 7.3.1] .

Ëåììà 3.2.1. Ïóñòü ω � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ èëè ω(t) := log(1+t). Ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà F ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì

Eω(Ω)′ íà E(V ).

Êàê è â ãîëîìîðôíîì ñëó÷àå, ñîïðÿæåííîå îòîáðàæåíèå F ′ : E(V )′ →
Eω(Ω) ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå�Ëàïëàñà ïåðåâîäèò óìíîæåíèå ⊛ â ïðî-

èçâåäåíèå Äþàìåëÿ ∗ â Eω(Ω):

(g ∗ h)(x) := ∂N

∂x1 · · · ∂xN

∫
Π(x)

g(x− ξ)h(ξ)dξ, x ∈ Ω.

Ïðè ýòîì Π(x) � âåùåñòâåííûé ïàðàëëåëåïèïåä:

Π(x) := [0, x1]× · · · × [0, xN ], x ∈ RN .

(Ïðè N = 1 ýòî ïîêàçàíî â [16, � 4], [17, ï. 4.3]; äëÿ N ≥ 2 äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íî). Äëÿ j ∈ PN ââåäåì ìíîæåñòâà Ω(j) := Ω1 × · · · × Ωj−1 ×
Ωj+1 × · · · × ΩN ⊂ CN−1.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè ñëåäóþùåãî âèäà:

Q(∂)(u) = v,
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∂k

∂xkj
(Qj(∂)(u)) (x1, ..., xj−1, 0, xj+1, ..., xN)

= uj,k(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xN), x ∈ Ω, j ∈ PN , 0 ≤ k < mj, (3.2.6)

ãäå u, v ∈ Eω(Ω), uj,k ∈ Eω(Ω(j)), 0 ≤ k < mj, j ∈ PN . Äëÿ ìíîãî÷ëåíà

p(t) =
∑

|α|≤m
cαt

α îïåðàòîð p(∂) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì p(∂) :=
∑

|α|≤m
cαi

|α|∂α.

Îòìåòèì ðàâåíñòâî

F ′(Qφ) = Q(∂)(F ′(φ)), φ ∈ E(V )′.

Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ëåììó 3.2.1 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (vn)n∈N

è (vn,j)n∈N, j ∈ PN , ïîëó÷èì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.2.3. Ïóñòü ω � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ èëè ω(t) := log(1 + t).

(i) Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé v ∈ Eω(Ω), uj,k ∈ Eω(Ω(j)), 0 ≤ k < mj, j ∈ PN ,

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ Eω(Ω) çàäà÷è (3.2.6).

(ii) Ïóñòü u1 � ðåøåíèå çàäà÷è (3.2.6) äëÿ ïðàâîé ÷àñòè v ≡ 1 ñ íó-

ëåâûìè óñëîâèÿìè. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈ Eω(Ω) ïðîèçâåäåíèå
v ∗ u1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.2.6) c íóëåâûìè óñëîâèÿìè.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþ-

ùèå:

1) Îïðåäåëåíû îïåðàòîðû ÷àñòíîãî îáðàòíîãî ñäâèãà, äåéñòâóþùèå â

ïðîñòðàíñòâå H(Ω) âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â ïîëèöèëèíäðè÷åñêîé

îáëàñòè Ω â CN , ñîäåðæàùåé òî÷êó 0, è â ñ÷åòíûõ èíäóêòèâíûõ ïðåäåëàõ

âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå öåëûõ â CN ôóíêöèé; èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà.

2) Îïèñàí êîììóòàíò KΩ(D0) ñèñòåìû D0 ýòèõ îïåðàòîðîâ â àëãåáðå

âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â H(Ω), ïîëó÷åíî èíòåãðàëü-

íîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðîâ èç KΩ(D0).

3) Äîêàçàí êðèòåðèé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà èç KΩ(D0).

4) Óñòàíîâëåí êðèòåðèé öèêëè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû D0 â H(Ω)

ôóíêöèè c ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ãîëîìîðôíîé â Ω.

5) Èññëåäîâàíî óìíîæåíèå ⊛ â òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿæåííîì H(Ω)′, çà-

äàâàåìîå ïî ïðàâèëó ñâåðòêè ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ, àññîöèèðîâàííûõ ñ

ñèñòåìîé D0. Ïîëó÷åíû ðåàëèçàöèè àëãåáðû (H(Ω)′,⊛) â âèäå ïðîñòðàí-

ñòâà ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ñ îïåðàöèåé ïîòî÷å÷íîãî óìíîæå-

íèÿ è ïðîñòðàíñòâà öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà ñ ìíîãîìåð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì Äþàìåëÿ.

6) Îïèñàí êîììóòàíò ñèñòåìû D0 â âåñîâîì (LF)�ïðîñòðàíñòâå E(V )

öåëûõ â CN ôóíêöèé è èçó÷åíî óìíîæåíèå ⊛ â òîïîëîãè÷åñêîì ñîïðÿ-

æåííîì E(V )′ ê E(V ).

7) Ââåäåí è èçó÷åí êëàññ îáëàñòåé â CN , ïîëèçâåçäíûõ îòíîñèòåëüíî

òî÷êè 0. Äëÿ âûïóêëîé ïîëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 îáëàñòè ïî-

ëó÷åíû ðåàëèçàöèÿ ⊛ â H(Ω) â âèäå ìíîãîìåðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ Äþà-

ìåëÿ.
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8) Äëÿ ïîëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 îáëàñòè Ω îïèñàí êîììóòàíò

ñèñòåìû îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â àëãåáðå âñåõ ëèíåéíûõ

íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â H(Ω). Âñå îíè (è òîëüêî îíè) ÿâëÿþòñÿ îïå-

ðàòîðàìè Äþàìåëÿ.

9) Äîêàçàíû êðèòåðèè îáðàòèìîñòè ýëåìåíòà â àëãåáðå H(Ω) ñ ïðîèçâå-

äåíèåì Äþàìåëÿ è îïåðàòîðà Äþàìåëÿ â H(Ω). Ïîêàçàíî, ÷òî àëãåáðà

(H(Ω), ∗) ëîêàëüíà.
10) Ðåøåíà ïðîáëåìà äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåí ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-

íûìè â ñîïðÿæåííîì E(V )′. Äîêàçàíû åå îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è

ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿùåãî íóëåâûì óñëîâè-

ÿì, â âèäå îáîáùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ Äþàìåëÿ â E(V )′.

11) Ïîëó÷åíû ïðèìåíåíèÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðî-

ñòðàíñòâå H(Ω) äëÿ âûïóêëîé ïîëèçâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè 0 îáëà-

ñòè Ω è â ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ è óëüòðàäèôôå-

ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â âûïóêëîé ïîëèöèëèíäðè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî

òî÷êè 0 îáëàñòè â RN , à òàêæå ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïðîèç-

âîäíûìè Ãåëüôîíäà�Ëåîíòüåâà â H(CN).

Èññëåäîâàíèÿ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû â äèññåðòàöèè, ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè è äðóãèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ, â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè â ðàñøèðåííîì ñìûñëå, â àïïðîêñè-

ìàöèîííûõ çàäà÷àõ. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðåøåíèå ïðîáëåìû ñèíòåçà

â ÿäðå îïåðàòîðà èç KΩ(D0) â H(Ω) è â ïðîèçâîëüíîì ñîáñòâåííîì çà-

ìêíóòîì ïîäïðîñòðàíñòâå H(Ω), èíâàðèàíòíîì îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû

D0, ïîëó÷åíèå óñëîâèé D0�öèêëè÷íîñòè ôóíêöèé èç H(Ω), íå ÿâëÿþ-

ùèõñÿ ôóíêöèÿìè ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ðåøåíèå ïîäîáíûõ

ïðîáëåì äëÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé èç H(Ω) c äîïîëíèòåëüíûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè (íàïðèìåð, çàäàííîãî ãðàíè÷íîãî ðîñòà èëè ñ îïðåäåëåííîé

ãðàíè÷íîé ãëàäêîñòüþ).
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