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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû Ä. Äæåêñîíà [1] è Ñ. Í. Áåðíøòåéíà [2], ïîëó÷åí-

íûå â íà÷àëå XX âåêà, â îáúåäèíåíèè äàþò êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå êëàññà

ã¼ëüäåðîâûõ ôóíêöèé â òåðìèíàõ ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè

ìíîãî÷ëåíàìè. Â 1956 ãîäó àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-

íîâ áûëà ðåøåíà Â. Ê. Äçÿäûêîì [5], êîòîðûé èñïîëüçîâàë îöåíêè, ïîëó÷åííûå

Ñ. Ì. Íèêîëüñêèì [3] è À. Ô. Òèìàíîì [4].

Ñ êîíöà ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ XX âåêà àêòèâíî èçó÷àëñÿ âîïðîñ êîíñòðóêòèâ-

íîãî îïèñàíèÿ êëàññîâ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îáëàñòÿõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Â. Ê. Äçÿäûê [6�8] ââ¼ë â ðàññìîòðåíèå òàêóþ ôóíêöèþ ρ1+1/n íà ãðàíèöå Γ îá-

ëàñòèG (å¼ êîíñòðóêöèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ êîíôìîðíûì îòîáðàæåíèåì

äîïîëíåíèÿ G íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà), ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà

Γ óñëîâèå ã¼ëüäåðîâîñòè f ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1) ðàâíîñèëüíî âîçìîæíîñòè

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ïîäîáðàòü òàêîé ìíîãî÷ëåí Pn ñòåïåíè íå âûøå n,

÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(z)− Pn(z)| ⩽ Cfρ
α
1+1/n(z), z ∈ Γ. (⋆)

Äàëåå èçó÷àëñÿ âîïðîñ îá îñëàáëåíèè óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà Γ. Ñíà÷àëà

ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé (ñ äîïîëíèòåëü-

íûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ óãëîâûìè òî÷êàìè) êðèâîé [9, 10], çàòåì

äëÿ êðèâîé, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì ñîèçìåðèìîñòè äóãè è õîðäû [11], è, íàêî-

íåö, äëÿ êâàçèêîíôîðìíîé êðèâîé [12].

Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ìíîãî÷ëåíàìè Pn

ñòåïåíè íå âûøå n, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (⋆), òî f àíàëèòè÷íà âî âíóòðåííîñòè G

è ÿâëÿåòñÿ ã¼ëüäåðîâîé ñ ïîêàçàòåëåì α äëÿ ëþáîé æîðäàíîâîé îáëàñòè G [13,

14]. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà Γ èìååò çàîñòðåíèÿ, òî åñòü òî÷êè, â êîòîðûõ óãîë

ìåæäó îäíîñòîðîííèìè êàñàòåëüíûìè íóëåâîé, ïðèáëèæåíèå ìíîãî÷ëåíàìè ñî

ñêîðîñòüþ Cρα1+1/n(z) âîçìîæíî íå äëÿ âñåõ ã¼ëüäåðîâûõ ôóíêöèé [15,16].

Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ìíîãî÷ëåíàìè Pn

ñòåïåíè íå âûøå n, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (⋆), òî f àíàëèòè÷íà âî âíóòðåííî-
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ñòè G è ÿâëÿåòñÿ ã¼ëüäåðîâîé ñ ïîêàçàòåëåì α äëÿ ëþáîé æîðäàíîâîé îáëàñòè

G [13, 14]. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà Γ èìååò çàîñòðåíèÿ, òî åñòü òî÷êè, â êî-

òîðûõ óãîë ìåæäó îäíîñòîðîííèìè êàñàòåëüíûìè íóëåâîé, ïðèáëèæíèå ìíî-

ãî÷ëåíàìè ñî ñêîðîñòüþ Cρα1+1/n(z) âîçìîæíî íå äëÿ âñåõ ã¼ëüäåðîâûõ ôóíê-

öèé [15, 16]. Â ñâÿçè ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì áûëà ââåäåíà ìîäèôèöèðîâàííàÿ

¾øêàëà¿ ρ⋆1+1/n, êîòîðàÿ îêàçàëîñü ïðèìåíèìîé äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ

êëàññà ã¼ëüäåðîâûõ ôóíêöèé íà æîðäàíîâûõ îáëàñòÿõ ñ íåïóñòîé âíóòðåííî-

ñòüþ. Â ñëó÷àå, êîãäà âíóòðåííîñòü G ïóñòà, òî åñòü G = Γ, çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ

êóäà áîëåå çàïóòàííîé. Íàïðèìåð, äëÿG = Γβ = [−1, 0]∪[0, eiβ], β ∈ (0, π) ïðî-

ñòûå êîìáèíàöèè óïîìÿíóòûõ ¾øêàë¿ íå äàþò íóæíîãî ðåçóëüòàòà [17]. Äàæå

äëÿ ñëó÷àÿ Γβ ïîòðåáîâàëèñü ñîäåðæàòåëüíûå äîïîëíèòåëüíûå êîíñòðóêöèè.

Â 1994 ãîäó Â. Â. Àíäðèåâñêèé [18] íàø¼ë äðóãîé ïîäõîä ê çàäà÷å êîíñòðóê-

òèâíîãî îïèñàíèÿ êëàññîâ ôóíêöèé íà æîðäàíîâûõ äóãàõ. Îí èñïîëüçîâàë ðàâ-

íîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ìíîãî÷ëåíàìè âìåñòå ñ ðàâíîìåðíûìè îöåí-

êàìè íà èõ ïðîèçâîäíûå â îêðåñòíîñòè äóãè. Òàêæå â åãî ðàáîòàõ ïîêàçàíî [19],

÷òî äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ ã¼ëüäåðîâûõ êëàññîâ íà êîíòèíóóìàõ â C
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãàðìîíè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.

Çàìåòèì, ÷òî âûøåóïîìÿíóòûå êîíñòðóêöèè ñî ¾øêàëàìè¿ ρ1+1/n è ρ⋆1+1/n

ïðèãîäíû äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ êëàññîâ Ã¼ëüäåðà òîëüêî äëÿ ïëîñêèõ

êðèâûõ, ïîñêîëüêó ýòè ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçóþò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå äî-

ïîëíåíèÿ îáëàñòè íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà. Òåì íå ìåíåå äàííûé âîïðîñ

ìîæíî èññëåäîâàòü è äëÿ ã¼ëüäåðîâûõ êëàññîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ.

Â ðàáîòå Ò. À. Àëåêñååâîé è Í. À. Øèðîêîâà [20], îïóáëèêîâàííîé â 2020 ãî-

äó, äàíî êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå êëàññà ã¼ëüäåðîâûõ ôóíêöèé íà íåçàìêíóòîé

ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, äóãà êîòîðîé ñîèçìåðèìà ñ õîðäîé, â òåðìèíàõ ñêîðî-

ñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèÿìè, ãàðìîíè÷åñêèìè â îêðåñòíîñòè êðèâîé. Ïîìèìî

ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ äàíû ðàâíîìåðíûå îöåíêè íà ãðàäèåíò ïðèáëèæàþùåé

ôóíêöèè. Ðàçìåð îêðåñòíîñòè íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñî ñêîðîñòüþ ïðèáëèæåíèÿ:

÷åì òî÷íåå ïðèáëèæåíèå, òåì �óæå îêðåñòíîñòü.

Ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò ïîäðîáíåå. Ïóñòü ω � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè,
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óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

x∫
0

ω(t)

t
dt+ x

∞∫
x

ω(t)

t2
dt ⩽ Cω(x), x ∈ (0, +∞). (♢)

×åðåç Hω(L) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé f : L → R, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ |f(x) − f(y)| ⩽ Cfω(∥x − y∥). Ôóíêöèè èç Hω(L) ðàçóìíî íà-

çûâàòü ã¼ëüäåðîâûìè íà L, âåäü ω(t) = tα óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (♢) ïðè

C = 1/α + 1/(1 − α). Îáîçíà÷èì åù¼ ÷åðåç Λε(L) îêðåñòíîñòü L ðàäèóñà ε.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà A. Ïóñòü L � êðèâàÿ â R3, äóãà êîòîðîé ñîèçìåðèìà ñ õîðäîé,

f : L → R. Òîãäà f ïðèíàäëåæèò êëàññó Hω(L), åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî

δ > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λδ(L) ôóíêöèÿ uδ, ÷òî

|f(x)− uδ(x)| ⩽ C1(f, L)ω(δ), x ∈ L;

∥graduδ(x)∥ ⩽ C2(f, L)
ω(δ)

δ
, x ∈ Λδ/2(L).

Â ñòàòüå 2022 ãîäà òåõ æå àâòîðîâ [21] ïðèâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò

äëÿ ïðèáëèæåíèÿ â Lp-íîðìå. Ïóñòü L � ñíîâà ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ, îáëà-

äàþùàÿ ñâîéñòâîì ñîèçìåðèìîñòè äóãè è õîðäû. Äëÿ f : L → R, x ∈ L è r > 0

ïîëîæèì

∆∗f(x, r) = sup
y∈L, ∥y−x∥⩽r

|f(y)− f(x)|.

×åðåç Hα
p (L) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîò-

íîøåíèþ  ∫
L

(∆∗f(t, r))p dt

1/p

⩽ Cfr
α

ãäå α ∈ (0, 1). ×åðåç H̃α
p (L) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî Hα

p (L) ôóíêöèé f ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

∆∗f(x, r) ⩽ Cf

( r

R

)ε

∆∗f(y, R)

ïðè ε = ε(f) > 0, r ∈ (0, R], ∥x− y∥ ⩽ R, x, y ∈ L. Äëÿ ôóíêöèè v, äèôôåðåí-

öèðóåìîé â Λδ(L), ïîëîæèì

gradδ v(x) = sup
∥y−x∥⩽δ/2

∥grad v(y)∥,
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à äëÿ F , çàäàííîé íà L, ïîëîæèì

maxδ F (x) = sup
y∈L,∥y−x∥⩽δ

|F (y)|.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà B. Ïóñòü f ∈ H̃α
p (L), α ∈ (0, 1), p > 1/α. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

δ ∈ (0, |L|) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λδ(L) ôóíêöèÿ uδ, ÷òî∫
L

(maxδ (f(t)− uδ(t)))
p dt

1/p

⩽ C1(f, L)δ
α, (∗1)

∫
L

(gradδ uδ(t))
p dt

1/p

⩽ C2(f, L)δ
α−1. (∗2)

Òåîðåìà C. Ïóñòü ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 2|L|) ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λδ(L) ôóíêöèÿ uδ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(∗1) è (∗2). Òîãäà f ∈ Hα
p (L).

Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè (êàê â ðàâíîìåðíîì ñëó÷àå, òàê è â

ñëó÷àå Lp-íîðìû) îïèðàåòñÿ íà êîíñòðóêöèþ òàê íàçûâàåìîãî ïñåâäîãàðìîíè-

÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ, çàêëþ÷àþùóþñÿ â íåïðåðûâíîì ïðîäîëæåíèè ã¼ëüäåðî-

âîé ôóíêöèè íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî, îáëàäàþùåì íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè

ñâîéñòâàìè. Èìåííî, â [20] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà D. Ïóñòü f ∈ Hω(L). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f0 ∈
∈ C(R3) ∩ C2(R3 \ L), ÷òî f0|L = f ,

∥grad f0(x)∥ ⩽ C1
ω(dist (x, L))

dist (x, L)
,

f0(x) = 0 ïðè ∥x∥ ⩾ R0, L ⊂ B(O, R0),

|∆f0(x)| ⩽ C2
ω(dist (x, L))

(dist (x, L))2
,

ãäå B(O, R0) � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà R0 ñ öåíòðîì â íóëå.

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà îáîáùåíèþ òåîðåì A, B, C è D íà ìíîãîìåðíûé

ñëó÷àé.
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Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ

Êëàññû Ã¼ëüäåðà, çàäàííûå íà ñïåöèàëüíûõ ìíîãîìåðíûõ êîìïàêòàõ. Ðàâ-

íîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ã¼ëüäåðîâûõ ôóíêöèé ãàðìîíè÷åñêèìè â ñóæàþùèõñÿ

îêðåñòíîñòÿõ ýòèõ êîìïàêòîâ ôóíêöèÿìè. Êëàññû Ã¼ëüäåðà â ñìûñëå Lp-íîðìû.

Ïðèáëèæåíèå â Lp íîðìå ã¼ëüäåðîâûõ ôóíêöèé ãàðìîíè÷åñêèìè.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû

Äî ñèõ ïîð âîïðîñû î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè èëè ïðèáëèæåíèè â Lp-

íîðìå ã¼ëüäåðîâûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìíîãîìåðíûõ êîìïàêòàõ, ãàðìîíè-

÷åñêèìè â îêðåñòíîñòÿõ ýòèõ êîìïàêòîâ ôóíêöèÿìè, ïî âñåé âèäèìîñòè, íå

ðàññìàòðèâàëèñü.

Öåëü ðàáîòû

Ïîñòðîèòü ìíîãîìåðíûé àíàëîã òàê íàçûâàåìîãî ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñ-

øèðåíèÿ ã¼ëüäåðîâîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà êîìïàêòå, ïðåäñòàâëÿþùåì ñî-

áîé îáîáùåíèå òð¼õìåðíîé íåçàìêíóòîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, îáëàäàþ-

ùåé ñâîéñòâîì ñîèçìåðèìîñòè äóãè è õîðäû. Ïîëó÷èòü êîíñòðóêòèâíîå îïè-

ñàíèå êëàññîâ Ã¼ëüäåðà, çàäàííûõ íà òàêèõ êîìïàêòàõ, â òåðìèíàõ ñêîðîñòè

ïðèáëèæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèìè â ñóæàþùèõñÿ îêðåñòíîñòÿõ êîìïàêòà ôóíêöèÿ-

ìè. Äîêàçàòü ïðÿìóþ è îáðàòíóþ òåîðåìû ïðèáëèæåíèÿ ã¼ëüäåðîâûõ ôóíêöèé

ãàðìîíè÷åñêèìè â Lp-íîðìå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ

Â ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç è ìåòîäû òåîðèè àïïðîêñèìà-

öèè.
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Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû ïðè äàëüíåéøåì èçó÷åíèè êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ ã¼ëüäåðî-

âûõ ôóíêöèé íà ìíîæåñòâàõ â Rn.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Ïîñòðîåíèå ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ â Rn (n ⩾ 3) ôóíêöèè

èç êëàññà Ã¼ëüäåðà, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé îáîáùåíèå

ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì ñîèçìåðèìîñòè äóãè è õîðäû

(òàê íàçûâàåìîì õîðîøåì êîìïàêòå).

2. Ââåäåíèå ã¼ëüäåðîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà â Lp-íîðìå íà õîðîøåì êîìïàêòå

â Rn.

3. Ïîñòðîåíèå ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùåé

êëàññó, óïîìÿíóòîìó â ï. 2.

4. Òåîðåìà î âîçìîæíîñòè ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè èç êëàññà

Ã¼ëüäåðà, çàäàííîé íà õîðîøåì êîìïàêòå, ôóíêöèÿìè, ãàðìîíè÷åñêèìè â ñóæà-

þùèõñÿ îêðåñòíîñòÿõ êîìïàêòà.

5. Îáðàòíàÿ òåîðåìà ïðèáëèæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè â ñóæàþ-

ùèõñÿ îêðåñòíîñòÿõ õîðîøåãî êîìïàêòà â ðàâíîìåðíîé íîðìå.

6. Òåîðåìà î âîçìîæíîñòè ïðèáëèæåíèÿ â Lp-íîðìå ôóíêöèè èç êëàññà, óïî-

ìÿíóòîãî â ï. 2., ôóíêöèÿìè, ãàðìîíè÷åñêèìè â ñóæàþùèõñÿ îêðåñòíîñòÿõ êîì-

ïàêòà.

7. Îáðàòíàÿ òåîðåìà ïðèáëèæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè â ñóæàþ-

ùèõñÿ îêðåñòíîñòÿõ õîðîøåãî êîìïàêòà â Lp-íîðìå.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà êîíôåðåíöèè

¾Ãåðöåíîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2021, 2023 ãã.), Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì

ñåìèíàðå ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ è òåîðèè ôóíêöèé (2023 ã.) è íà ñåìèíàðå Èí-

ñòèòóòà ìàòåìàòèêè ñ âû÷èñëèòåëüíûì öåíòðîì ÓÔÈÖ ÐÀÍ ¾Êîìïëåêñíûé è

ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç¿ (Óôà, 2023 ã.).
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Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè èçëîæåíû â òð¼õ ñòàòüÿõ [27�29] â ðåöåíçè-

ðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê, ðåêîìåíäîâàííûé ÂÀÊ. Ñòàòüè

íàïèñàíû áåç ñîàâòîðîâ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ëè÷íî ñîèñêàòåëåì.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, à òàê-

æå çàêëþ÷åíèÿ è áèáëèîãðàôèè. Îáùèé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 66 ñòðà-

íèö. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 29 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Îáçîð ïåðâîé ãëàâû

Â ðàáîòàõ [20, 21] ïîñòðîåíèå ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè (êàê â ðàâíîìåðíîì

ñëó÷àå, òàê è â ñëó÷àå Lp-íîðìû) îïèðàåòñÿ íà êîíñòðóêöèþ òàê íàçûâàåìîãî

ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ, âîñõîäÿùóþ ê èäåÿì Å. Ì. Äûíüêèíà [24,

25]. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ â

ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå.

Ïðåæäå âñåãî ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, äóãà êîòî-

ðîé ñîèçìåðèìà ñ õîðäîé, íà ñëó÷àé áîëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî L ⊂ Rm, m ⩾ 3 íàçîâ¼ì õîðîøèì êîìïàêòîì,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå φ : [0, 1]m−2 → Rm, ÷òî

C̃1∥x1 − x2∥ ⩽ ∥φ(x1)− φ(x2)∥ ⩽ C̃2∥x1 − x2∥

è φ([0, 1]m−2) = L.

Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

d(x) ðàññòîÿíèå îò x äî K, à ÷åðåç ν(x) � êàêóþ-íèáóäü òî÷êó èç K, ðåàëèçóþ-
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ùóþ ýòî ðàññòîÿíèå. Ïóñòü òàêæå ∆∗f(x, r) îçíà÷àåò òî æå, ÷òî âûøå. Òåïåðü

ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f îãðàíè÷åíà íà K (â ÷àñòíîñòè ∆∗f(x, r) ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíà). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå f , òî åñòü

òàêàÿ ôóíêöèÿ f0 ∈ C2(Rm \K), ÷òî

f0(x) = 0 ïðè ∥x∥ ⩾ R0, K ⊂ B(O, R0),

∥grad f0(x)∥ ⩽ C1
∆∗f(ν(x), C3d(x))

d(x)
, x ∈ Rm \K,

|∆f0(x)| ⩽ C2
∆∗f(ν(x), C3d(x))

d2(x)
, x ∈ Rm \K,

ãäå Ci = Ci(f, K). Êðîìå òîãî, åñëè x0 ∈ K � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè f , à

òî÷êè xn ̸∈ K òàêîâû, ÷òî xn → x0, òî f0(xn) → f(x0). Â ÷àñòíîñòè, åñëè

f íåïðåðûâíà íà K, òî f0 íåïðåðûâíà íà Rm, è f0|K = f .

Ïîñòðîåíèå f0, åñëè ãîâîðèòü ñîâñåì êðàòêî, ïðîèçâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íûì âçÿòèåì ñðåäíèõ çíà÷åíèé íåêîòîðûõ ôóíêöèé ïî øàðàì ñ ïåðåìåííûìè

öåíòðîì è ðàäèóñîì. ×åðåç B(x, r) îáîçíà÷èì îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì x è ðà-

äèóñîì r, ÷åðåç B(x, r) � çàìêíóòûé, S(x, r) � ñôåðó, åãî îãðàíè÷èâàþùóþ.

Ïóñòü λ îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà íà Rm, à σ � (m−1)-ìåðíóþ ìåðó Õàóñäîðôà,

íîðìèðîâàííóþ òàê, ÷òîáû ìåðà åäèíè÷íîé ñôåðû èìåëà ïðèâû÷íîå çíà÷åíèå.

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà íóæíûõ îöåíîê èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû.

Ôóíêöèÿ f íèæå (êàê è âñå ôóíêöèè, ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå) ïðåäïîëàãà-

åòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé.

Ëåììà 1. Ïóñòü B(x, r) ñîäåðæèòñÿ âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ â

íåêîòîðîì êîìïàêòå F ⊂ Rm, f ∈ C1(F ), v ∈ Rm, ∥v∥ = 1. Òîãäà ôóíêöèÿ g,

îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

g(x) =

∫
B(x, r)

f(y) dλ(y),

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ v, è

g′v(x) =

∫
B(x, r)

f ′
v(y) dλ(y).
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Ëåììà 2. Ïóñòü B(x, r(x)) ñîäåðæèòñÿ âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ

â íåêîòîðîì êîìïàêòå F ⊂ Rm, ãäå r ∈ C1(F ), f ∈ C(F ); v ∈ Rm, ∥v∥ = 1.

Òîãäà ôóíêöèÿ g, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

g(x) =

∫
B(x, r(x))

f(y) dλ(y),

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ v, è

g′v(x) =

∫
S(x, r(x))

(n(y) · v + r′v(x))f(y) dσ(y),

ãäå n(y) � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ñôåðå â òî÷êå y, x · y � ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ x, y ∈ Rm.

Ëåììà 3. Ïóñòü S(x, r(x)) ñîäåðæèòñÿ âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ

â íåêîòîðîì êîìïàêòå F ⊂ Rm, ãäå r ∈ C1(F ), f ∈ C1(F ); v ∈ Rm, ∥v∥ = 1.

Òîãäà ôóíêöèÿ g, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

g(x) =

∫
S(x, r(x))

f(y) dσ(y),

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ v, è

g′v(x) =

∫
S(x, r(x))

r′v(x)f
′
n(y)(y) dσ(y)+

+ (m− 1)

∫
S(x, r(x))

r′v(x)

r(x)
f(y) dσ(y) +

∫
S(x, r(x))

f ′
v(y) dσ(y).

Îáçîð âòîðîé ãëàâû

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ñëó÷àþ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïóñòü K � êîì-

ïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî õîðîøåãî êîìïàêòà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû ÿâëÿ-

åòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû f : K → R ïðèíàäëåæàëà êëàññó Hω(K),

ãäå ω � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (♢), íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâîâàëà òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â

Λδ(K) ôóíêöèÿ uδ, ÷òî

|f(x)− uδ(x)| ⩽ C1(f, K)ω(δ), x ∈ K;
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∥graduδ(x)∥ ⩽ C2(f, K)
ω(δ)

δ
, x ∈ Λδ/2(K).

Òàêæå âî âòîðîé ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî ïðèâåä¼ííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàñ-

ïðîñòðàíèòü íà êîìïàêòû ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé, à èìåííî íà êîìïàêòû êî-

ðàçìåðíîñòè ℓ â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî L ⊂ Rm íàçîâ¼ì õîðîøèì êîìïàêòîì êî-

ðàçìåðíîñòè ℓ (ℓ = 2, 3, . . . , m − 1), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå

φ : [0, 1]m−ℓ → Rm, ÷òî

C̃5∥x1 − x2∥ ⩽ ∥φ(x1)− φ(x2)∥ ⩽ C̃6∥x1 − x2∥

è φ([0, 1]m−ℓ) = L.

Îáçîð òðåòüåé ãëàâû

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ñëó÷àþ ïðèáëèæåíèÿ â Lp-íîðìå. Ïóñòü L � õîðîøèé

êîìïàêò, µ � (m− 2)-ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà íà Rm. ×åðåç Hα
p (L) îáîçíà÷èì

ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

∥∆∗f(·, r)∥p ⩽ Cfr
α

äëÿ âñåõ r > 0, ãäå α ∈ (0, 1), à íîðìà âçÿòà â ïðîñòðàíñòâå Lp(L, µ). ×åðåç

H̃α
p (L) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâîHα

p (L) ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîë-

íèòåëüíîìó óñëîâèþ

∆∗f(x, r) ⩽ Cf

( r

R

)ε

∆∗f(y, R)

ïðè ε = ε(f) > 0, r ∈ (0, R], ∥x− y∥ ⩽ R, x, y ∈ L. Äëÿ ôóíêöèè v, äèôôåðåí-

öèðóåìîé â Λδ(L), ïîëîæèì

gradδ v(x) = sup
y∈B(x, δ/2)

∥grad v(y)∥,

à äëÿ F , çàäàííîé íà L, ïîëîæèì

maxδ F (x) = sup
y∈B(x, δ)∩L

|F (y)|.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.
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Ïðÿìàÿ òåîðåìà äëÿ êëàññà H̃α
p (L). Ïóñòü f ∈ H̃α

p (L), p ⩾ 1. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1/2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λδ(L) ôóíêöèÿ

uδ, ÷òî

∥maxδ (f(·)− uδ(·))∥p ⩽ C1(f, L)δ
α, (∗3)

∥gradδ uδ(·)∥p ⩽ C2(f, L)δ
α−1. (∗4)

Îáðàòíàÿ òåîðåìà äëÿ êëàññà Hα
p (L). Ïóñòü ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî

äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1/2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λδ(L) ôóíêöèÿ

uδ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (∗3) è (∗4). Òîãäà f ∈ Hα
p (L).

Îòìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå p > 1/α, óêàçàííîå â òåîðåìå B, îêàçàëîñü èçëèø-

íèì.

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Ïîñòðîåí ìíîãîìåðíûé àíàëîã ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ ôóíê-

öèè èç êëàññà Ã¼ëüäåðà, çàäàííîé íà êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå õîðîøåãî êîì-

ïàêòà � ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïðîñòðàíñòâåí-

íîé êðèâîé, äóãà êîòîðîé ñîèçìåðèìà ñ õîðäîé, íà á�îëüøèå ðàçìåðíîñòè.

2. Ââåäåíû êëàññû Ã¼ëüäåðà â Lp-íîðìå íà õîðîøåì êîìïàêòå, ïîñòðîåíî

ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèè èç ýòîãî êëàññà.

3. Äîêàçàíà òåîðåìà î âîçìîæíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùåé

êëàññó Ã¼ëüäåðà íà êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå õîðîøåãî êîìïàêòà, ôóíêöèÿìè,

ãàðìîíè÷åñêèìè â ñóæàþùèõñÿ îêðåñòíîñòÿõ êîìïàêòà. Òàêæå äîêàçàíà ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ åé îáðàòíàÿ òåîðåìà.

4. Äëÿ áîëåå óçêîãî êëàññà, ÷åì êëàññ, óïîìÿíóòûé â ï. 2, äîêàçàíà ïðÿìàÿ

òåîðåìà ïðèáëèæåíèÿ Lp-íîðìå ôóíêöèÿìè, ãàðìîíè÷åñêèìè â ñóæàþùèõñÿ

îêðåñòíîñòÿõ êîìïàêòà. Îáðàòíàÿ òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ âñåãî êëàññà.
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