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Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ êëàññà ã¼ëüäåðîâûõ ôóíêöèé â

òåðìèíàõ ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèÿìè, âçÿòûìè èç íåêîòîðîãî ñïåöè-

àëüíîãî êëàññà (àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû,

ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè è ò. ï.) íà÷àëîñü ñ êëàññè÷åñêèõ ðàáîò Ä. Äæåêñîíà [1]

è Ñ. Í. Áåðíøòåéíà [2], îïóáëèêîâàííûõ â íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà. Íåðàâåí-

ñòâî Äæåêñîíà è òåîðåìà Áåðíøòåéíà âìåñòå äàþò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ã¼ëüäåðîâîé ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò òàêîé òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Tn ñòåïåíè íå âûøå n, ÷òî

max
0⩽x⩽2π

|f(x)− Tn(x)| ⩽
Cf

nα
,

ãäå êîíñòàíòà Cf çàâèñèò ëèøü îò ôóíêöèè f .

Êàæóùàÿñÿ åñòåñòâåííî âûòåêàþùåé îòñþäà çàäà÷à êîíñòðóêòèâíîãî îïèñà-

íèÿ êëàññà ã¼ëüäåðîâûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé â òåðìèíàõ ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ

àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè áûëà ðåøåíà òîëüêî â 1956 ãîäó. Äåëî â òîì,

÷òî îáðàòíûå òåîðåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâó Äæåêñîíà â ýòîì ñëó÷àå,

íå óäàâàëîñü äîêàçàòü. Âûÿñíèëîñü, ÷òî èìåþò ìåñòî áîëåå ñèëüíûå îöåíêè,

çàâèñÿùèå îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè íà îòðåçêå. Â èòîãå, îïèðàÿñü íà îöåíêè, ïîëó-

÷åííûå Ñ. Ì. Íèêîëüñêèì [3] è À. Ô. Òèìàíîì [4], Â. Ê. Äçÿäûê [5] ïîëó÷èë

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ íà îòðåçêå [−1, 1], ÿâëÿåòñÿ ã¼ëü-

äåðîâîé ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò òàêîé àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Pn ñòåïåíè íå âûøå n,

÷òî ïðè âñåõ x ∈ [−1, 1] âûïîëíåíî

|f(x)− Pn(x)| ⩽
Cf

nα

(
(1− x2)α/2 +

1

nα

)
.

Â äàëüíåéøåì çàäà÷è êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ êëàññîâ ôóíêöèé, çàäàí-

íûõ íà îáëàñòÿõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñûãðàëè âåñüìà ñóùåñòâåííóþ ðîëü
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â òåîðèè àïïðîêñèìàöèè. Ñ êîíöà ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ XX âåêà ìíîãèå àâòîðû

èññëåäîâàëè ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ïóñòü G � çàìêíóòàÿ æîðäàíîâà îáëàñòü íà

êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü êàêóþ-òî ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ

¾øêàëîé ïðèáëèæåíèÿ¿ (êàê ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà)

ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ âî âíóòðåííîñòè G è íåïðåðûâíûõ íà å¼ çàìûêàíèè,

àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè, ÷òîáû èç âîçìîæíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî

áûëî ñäåëàòü âûâîä î ãëàäêîñòè (èëè ã¼ëüäåðîâîñòè) ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè?

Â. Ê. Äçÿäûê [6�8] ââ¼ë â ðàññìîòðåíèå òàêóþ ôóíêöèþ ρ1+1/n íà ãðàíèöå Γ îá-

ëàñòèG (å¼ êîíñòðóêöèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ êîíôìîðíûì îòîáðàæåíèåì

äîïîëíåíèÿ G íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà), ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà

Γ óñëîâèå ã¼ëüäåðîâîñòè f ñ ïîêàçàòåëåì α ∈ (0, 1) ðàâíîñèëüíî âîçìîæíîñòè

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ïîäîáðàòü òàêîé ìíîãî÷ëåí Pn ñòåïåíè íå âûøå n,

÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(z)− Pn(z)| ⩽ Cfρ
α
1+1/n(z), z ∈ Γ. (⋆)

Òî åñòü äëÿ íåêîòîðûõ îáëàñòåé ôóíêöèÿ ρ1+1/n ÿâèëà ñîáîé óñïåøíóþ ¾øêà-

ëó¿ äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ âûøåóïîìÿíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé. Ñëå-

äóþùåé öåëüþ â ýòîì íàïðàâëåíèè ñòàëî îñëàáëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé,

íàêëàäûâàåìûõ íà Γ. Ñíà÷àëà ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí äëÿ

êóñî÷íî-ãëàäêîé (ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ óãëîâûìè

òî÷êàìè) êðèâîé [9,10], çàòåì äëÿ êðèâîé, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì ñîèçìåðèìî-

ñòè äóãè è õîðäû [11], è, íàêîíåö, äëÿ êâàçèêîíôîðìíîé êðèâîé [12].

Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ìíîãî÷ëåíàìè Pn

ñòåïåíè íå âûøå n, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (⋆), òî f àíàëèòè÷íà âî âíóòðåííî-

ñòè G è ÿâëÿåòñÿ ã¼ëüäåðîâîé ñ ïîêàçàòåëåì α äëÿ ëþáîé æîðäàíîâîé îáëàñòè

G [13, 14]. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà Γ èìååò çàîñòðåíèÿ, òî åñòü òî÷êè, â êî-

òîðûõ óãîë ìåæäó îäíîñòîðîííèìè êàñàòåëüíûìè íóëåâîé, ïðèáëèæíèå ìíî-

ãî÷ëåíàìè ñî ñêîðîñòüþ Cρα1+1/n(z) âîçìîæíî íå äëÿ âñåõ ã¼ëüäåðîâûõ ôóíê-

öèé [15, 16]. Â ñâÿçè ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì áûëà ââåäåíà ìîäèôèöèðîâàííàÿ

¾øêàëà¿ ρ⋆1+1/n, êîòîðàÿ îêàçàëîñü ïðèìåíèìîé äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ

êëàññà ã¼ëüäåðîâûõ ôóíêöèé íà æîðäàíîâûõ îáëàñòÿõ ñ íåïóñòîé âíóòðåííî-

ñòüþ. Â ñëó÷àå, êîãäà âíóòðåííîñòü G ïóñòà, òî åñòü G = Γ, çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ

êóäà áîëåå çàïóòàííîé. Íàïðèìåð, äëÿ G = Γβ = [−1, 0] ∪ [0, eiβ], β ∈ (0, π)
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ïðîñòûå êîìáèíàöèè óïîìÿíóòûõ ¾øêàë¿ íå äàþò íóæíîãî ðåçóëüòàòà, êàê ïî-

êàçàë â ñâîåé ðàáîòå Í. À. Øèðîêîâ [17]. Äàæå äëÿ ñëó÷àÿ Γβ ïîòðåáîâàëèñü

ñîäåðæàòåëüíûå äîïîëíèòåëüíûå êîíñòðóêöèè.

Â 1994 ãîäó Â. Â. Àíäðèåâñêèé [18] íàø¼ë äðóãîé ïîäõîä ê çàäà÷å êîíñòðóê-

òèâíîãî îïèñàíèÿ êëàññîâ ôóíêöèé íà æîðäàíîâûõ äóãàõ. Îí èñïîëüçîâàë ðàâ-

íîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ìíîãî÷ëåíàìè âìåñòå ñ ðàâíîìåðíûìè îöåí-

êàìè íà èõ ïðîèçâîäíûå â îêðåñòíîñòè äóãè. Òàêæå â åãî ðàáîòàõ ïîêàçàíî [19],

÷òî äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ ã¼ëüäåðîâûõ êëàññîâ íà êîíòèíóóìàõ â C
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãàðìîíè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.

Çàìåòèì, ÷òî âûøåóïîìÿíóòûå êîíñòðóêöèè ñî ¾øêàëàìè¿ ρ1+1/n è ρ⋆1+1/n

ïðèãîäíû äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ êëàññîâ Ã¼ëüäåðà òîëüêî äëÿ ïëîñêèõ

êðèâûõ, ïîñêîëüêó ýòè ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçóþò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå äî-

ïîëíåíèÿ îáëàñòè íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà. Òåì íå ìåíåå äàííûé âîïðîñ

ìîæíî èññëåäîâàòü è äëÿ ã¼ëüäåðîâûõ êëàññîâ íà ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ.

Â ðàáîòå Ò. À. Àëåêñååâîé è Í. À. Øèðîêîâà [20], îïóáëèêîâàííîé â 2020 ãî-

äó, äàíî êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå êëàññà ã¼ëüäåðîâûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà

ïðîñòðàíñòâåííîé íåçàìêíóòîé êðèâîé, äóãà êîòîðîé ñîèçìåðèìà ñ õîðäîé, â

òåðìèíàõ ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèÿìè, ãàðìîíè÷åñêèìè â îêðåñòíîñòè

êðèâîé. Ïîìèìî ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ äàíû ðàâíîìåðíûå îöåíêè íà ãðàäèåíò

ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè. Ðàçìåð îêðåñòíîñòè íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñî ñêîðîñòüþ

ïðèáëèæåíèÿ: ÷åì òî÷íåå ïðèáëèæåíèå, òåì �óæå îêðåñòíîñòü.

Ñôîðìóëèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò ïîäðîáíåå. Ïóñòü ω � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè,

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

x∫
0

ω(t)

t
dt+ x

∞∫
x

ω(t)

t2
dt ⩽ Cω(x), x ∈ (0, +∞). (♢)

×åðåç Hω(L) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé f : L → R, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ |f(x)− f(y)| ⩽ Cfω(∥x− y∥), ãäå ∥x− y∥ � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êàìè x, y ∈ R3. Ôóíêöèè èç Hω(L) ðàçóìíî íàçûâàòü ã¼ëüäåðîâûìè

íà L, âåäü ω(t) = tα óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (♢) ïðè C = 1/α+ 1/(1− α). Îáî-

çíà÷èì åù¼ ÷åðåç Λε(L) îêðåñòíîñòü L ðàäèóñà ε. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà A. Ïóñòü L � êðèâàÿ â R3, äóãà êîòîðîé ñîèçìåðèìà ñ õîðäîé,
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f : L→ R. Òîãäà f ïðèíàäëåæèò êëàññó Hω(L), åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî

δ > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λδ(L) ôóíêöèÿ uδ, ÷òî

|f(x)− uδ(x)| ⩽ C1(f, L)ω(δ), x ∈ L;

∥graduδ(x)∥ ⩽ C2(f, L)
ω(δ)

δ
, x ∈ Λδ/2(L).

Â ñòàòüå 2022 ãîäà òåõ æå àâòîðîâ [21] ïðèâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò

äëÿ ïðèáëèæåíèÿ â Lp-íîðìå. Ïóñòü L � ñíîâà ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ, îáëà-

äàþùàÿ ñâîéñòâîì ñîèçìåðèìîñòè äóãè è õîðäû. Äëÿ f : L→ R, x ∈ L è r > 0

ïîëîæèì

∆∗f(x, r) = sup
y∈L, ∥y−x∥⩽r

|f(y)− f(x)|.

×åðåç Hα
p (L) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîò-

íîøåíèþ  ∫
L

(∆∗f(t, r))p dt

1/p

⩽ Cfr
α

ãäå α ∈ (0, 1). ×åðåç H̃α
p (L) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî Hα

p (L) ôóíêöèé f ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ

∆∗f(x, r) ⩽ Cf

( r
R

)ε
∆∗f(y, R)

ïðè ε = ε(f) > 0, r ∈ (0, R], ∥x− y∥ ⩽ R, x, y ∈ L. Äëÿ ôóíêöèè v, äèôôåðåí-

öèðóåìîé â Λδ(L), ïîëîæèì

gradδ v(x) = sup
∥y−x∥⩽δ/2

∥grad v(y)∥,

à äëÿ F , çàäàííîé íà L, ïîëîæèì

maxδ F (x) = sup
y∈L,∥y−x∥⩽δ

|F (y)|.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
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Òåîðåìà B. Ïóñòü f ∈ H̃α
p (L), α ∈ (0, 1), p > 1/α. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

δ ∈ (0, |L|) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λδ(L) ôóíêöèÿ uδ, ÷òî∫
L

(maxδ (f(t)− uδ(t)))
p dt

1/p

⩽ C1(f, L)δ
α, (∗1)

∫
L

(gradδ uδ(t))
p dt

1/p

⩽ C2(f, L)δ
α−1. (∗2)

Òåîðåìà C. Ïóñòü ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 2|L|) ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λδ(L) ôóíêöèÿ uδ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(∗1) è (∗2). Òîãäà f ∈ Hα
p (L).

Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè (êàê â ðàâíîìåðíîì ñëó÷àå, òàê è â

ñëó÷àå Lp-íîðìû) îïèðàåòñÿ íà êîíñòðóêöèþ òàê íàçûâàåìîãî ïñåâäîãàðìîíè-

÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ, çàêëþ÷àþùóþñÿ â íåïðåðûâíîì ïðîäîëæåíèè ã¼ëüäåðî-

âîé ôóíêöèè íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî, îáëàäàþùåì íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè

ñâîéñòâàìè. Èìåííî, â [20] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà D. Ïóñòü f ∈ Hω(L). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ f0 ∈
∈ C(R3) ∩ C2(R3 \ L), ÷òî f0|L = f ,

∥grad f0(x)∥ ⩽ C1
ω(dist (x, L))

dist (x, L)
,

f0(x) = 0 ïðè ∥x∥ ⩾ R0, L ⊂ B(O, R0),

|∆f0(x)| ⩽ C2
ω(dist (x, L))

(dist (x, L))2
,

ãäå B(O, R0) � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà R0 ñ öåíòðîì â íóëå.

Â ðàáîòå [21] â óñëîâèÿõ òåîðåìû B äîêàçàíà ã¼ëüäåðîâîñòü ôóíêöèè f ñ

ïîêàçàòåëåì α − 1/p è ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ f

â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé

7



Ôàêò. Ðàçîáú¼ì êðèâóþ L íà n ðàâíûõ äóã äëèíû ℓn. Ïóñòü x0 ∈ L. Òîãäà

äëÿ x ∈ B(x0, 2ℓn) âåðíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∥grad f0(x)∥ ⩽ C1ℓ
−1
n ∆∗f(x0, C3dist (x, L)),

|∆f0(x)| ⩽ C2ℓ
−2
n ∆∗f(x0, C3dist (x, L)).

Òåðìèí ¾ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå¿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïåðåâîäîì òåð-

ìèíà �pseudoharmonic extension�, ââåä¼ííîãî â ðàáîòå [20]. Âíåøíå ïîõîæèé, íî

ñîâñåì èíîé ïî ñìûñëó òåðìèí �pseudo-harmonic extension� ââåëè Ó. Äæ. Ãîðäîí

è Äæ. À. Óèêñîì â ñâîåé ðàáîòå [22], îïóáëèêîâàííîé â 1974 ãîäó. Äëÿ âûïóêëîé

îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé è ôóíêöèè f , çàäàííîé íà

∂Ω, àâòîðû òàê íàçâàëè ôóíêöèþ, ïðîäîëæàþùóþ f íà Ω è çàäàííóþ ôîðìó-

ëîé

u(x, y) =
1

2π

2π∫
0

(
d2(θ)

d1(θ) + d2(θ)
f(Q1(θ)) +

d1(θ)

d1(θ) + d2(θ)
f(Q2(θ))

)
dθ,

ãäå Q1(θ) è Q2(θ) � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû Ω ñ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷å-

ðåç (x, y) ñ íàêëîíîì θ, à d1(θ) è d2(θ) � ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè (x, y) äî òî÷åê

Q1(θ) è Q2(θ). Â ñòàòüå [22] äîêàçàíî, ÷òî åñëè Ω � êðóã, à f êóñî÷íî íåïðå-

ðûâíà, òî ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Äèðèõëå,

÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ íàçâàíèå òåðìèíà. Òàêæå òåðìèí �pseudoharmonic extension�

íå ñâÿçàí ñ èçó÷àâøèìñÿ, íàïðèìåð, Ì. Ìîðñîì è Ì. Õåéíñîì [23] òåðìèíîì

�pseudoharmonic function�.

Êîíñòðóêöèÿ ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ âîñõîäèò ê èäåÿì Å. Ì.

Äûíüêèíà, êîòîðûé ðàññìàòðèâàë ïñåâäîàíàëèòè÷åñêîå ðàñøèðåíèå (èëè ïðî-

äîëæåíèå) ôóíêöèé, çàäàííûõ íà îáëàñòÿõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè [24, 25], â

âîïðîñàõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàâíîìåðíûì ïðèáëèæåíèåì àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî-

÷ëåíàìè ñòåïåíè n ñî ñêîðîñòüþ Cn−α. Ñôîðìóëèðóåì îäèí èç åãî ðåçóëüòàòîâ.

Ïóñòü G � äîñòàòî÷íî õîðîøàÿ (íå áóäåì óòî÷íÿòü, äàáû íå ïåðåãðóæàòü

ââåäåíèå îïðåäåëåíèÿìè èç êîìïëåêñíîãî àíàëèçà) îáëàñòü íà êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, φ � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âíåøíîñòè çàìûêàíèÿ G íà âíåø-

íîñòü çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî êðóãà ñ îáû÷íîé íîðìèðîâêîé

φ(∞) = ∞, φ′(∞) > 0.
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Ïóñòü åù¼
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
. Òîãäà èìååò ìåñòî

Òåîðåìà E. Ïóñòü ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â G è íåïðåðûâíà â G. Òîãäà

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. Ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû Pn ñòåïåíè n, òàêèå, ÷òî

|f(z)− Pn(z)| ⩽
C

nα
, z ∈ G.

2. Ôóíêöèÿ f äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå F íà C, íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîå â C \G è òàêîå, ÷òî∣∣∣∣∂F∂z

∣∣∣∣ ⩽ C|φ′(z)|(|φ(z)| − 1)α−1, z ∈ C \G.

Êîíå÷íî, â òåîðåìå E èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèé äëÿ êîìïëåêñíîãî àíàëè-

çà àïïàðàò � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå � òåì íå ìåíåå îïðåäåë¼ííóþ àíàëîãèþ

ìåæäó òåîðåìàìè D è E ìîæíî ïðîñëåäèòü. Òåîðåìà D ãîâîðèò íàì, ÷òî ã¼ëü-

äåðîâó ôóíêöèþ ìîæíî íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî òàê, ÷òî

âåëè÷èíà ¾íåãàðìîíè÷íîñòè¿ ïðîäîëæåíèÿ áóäåò îöåíèâàòüñÿ ÷åðåç ðàññòîÿ-

íèå äî êîìïàêòà è ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè. Êàê ìû óïîìèíàëè ðàíåå, óñëîâèå

1 òåîðåìû E âëå÷¼ò ã¼ëüäåðîâîñòü f ñ ïîêàçàòåëåì α, ïîýòîìó ôàêòè÷åñêè ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî ã¼ëüäåðîâîñòü âëå÷¼ò âîçìîæíîñòü ïðîäîëæåíèÿ, âåëè÷èíó ¾íåà-

íàëèòè÷íîñòè¿ êîòîðîãî ìîæíî îöåíèòü ÷åðåç α. Åñëè ïîëîæèòü ω(t) = tα â

òåîðåìå D, òî ïîõîæåñòü îöåíîê ñòàíåò åù¼ áîëåå ÿâíîé.

Îäíàêî ýòà âíåøíÿÿ ïîõîæåñòü íå äîëæíà ââåñòè â çàáëóæäåíèå: èäåè, íà

êîòîðûõ îñíîâàíû ýòè ïîñòðîåíèÿ, äîâîëüíî äàëåêè äðóã îò äðóãà. Êàê óæå

íåîäíîêðàòíî óïîìèíàëîñü, êîìïëåêñíî-àíàëèòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ íåëüçÿ ïå-

ðåíåñòè íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà.

Ïåðåéä¼ì ê îáçîðó îñíîâíîé ÷àñòè òåêñòà. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà îáîáùå-

íèþ òåîðåì A, B, C è D íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Îáçîð ïåðâîé ãëàâû

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ â

ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå.
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Ïðåæäå âñåãî ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, äóãà êîòî-

ðîé ñîèçìåðèìà ñ õîðäîé, íà ñëó÷àé áîëüøåãî ÷èñëà èçìåðåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî L ⊂ Rm, m ⩾ 3 íàçîâ¼ì õîðîøèì êîìïàêòîì,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå φ : [0, 1]m−2 → Rm, ÷òî

C̃1∥x1 − x2∥ ⩽ ∥φ(x1)− φ(x2)∥ ⩽ C̃2∥x1 − x2∥

è φ([0, 1]m−2) = L.

Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî L. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

d(x) ðàññòîÿíèå îò x äî K, à ÷åðåç ν(x) � êàêóþ-íèáóäü òî÷êó èç K, ðåàëèçó-

þùóþ ýòî ðàññòîÿíèå. Ïóñòü òàêæå, êàê è âûøå,

∆∗f(x, r) = sup
y∈L, ∥y−x∥⩽r

|f(y)− f(x)|.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà è îãðàíè÷åíà íà K. Òîãäà ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ ôóíêöèÿ f0 ∈ C2(Rm \K), ÷òî

f0(x) = 0 ïðè ∥x∥ ⩾ R0, K ⊂ B(O, R0),

∥grad f0(x)∥ ⩽ C1
∆∗f(ν(x), C3d(x))

d(x)
, x ∈ Rm \K,

|∆f0(x)| ⩽ C2
∆∗f(ν(x), C3d(x))

d2(x)
, x ∈ Rm \K,

ãäå Ci = Ci(f, K). Êðîìå òîãî, åñëè x0 ∈ K � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè f , à

òî÷êè xn ̸∈ K òàêîâû, ÷òî xn → x0, òî f0(xn) → f(x0). Â ÷àñòíîñòè, åñëè

f íåïðåðûâíà íà K, òî f0 íåïðåðûâíà íà Rm, è f0|K = f .

Ôóíêöèþ f0, îáëàäàþùóþ âñåìè ñâîéñòâàìè, ïåðå÷èñëåííûìè â òåîðåìå 1,

áóäåì íàçûâàòü ïñåâäîãàðìîíè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ôóíêöèè f .

Ïîñòðîåíèå f0, åñëè ãîâîðèòü ñîâñåì êðàòêî, ïðîèçâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íûì âçÿòèåì ñðåäíèõ çíà÷åíèé íåêîòîðûõ ôóíêöèé ïî øàðàì ñ ïåðåìåííûìè

öåíòðîì è ðàäèóñîì. ×åðåç B(x, r) îáîçíà÷èì îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì x è ðà-

äèóñîì r, ÷åðåç B(x, r) � çàìêíóòûé, S(x, r) � ñôåðó, åãî îãðàíè÷èâàþùóþ.
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Ïóñòü λ îáîçíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà íà Rm, à σ � (m−1)-ìåðíóþ ìåðó Õàóñäîðôà,

íîðìèðîâàííóþ òàê, ÷òîáû ìåðà åäèíè÷íîé ñôåðû èìåëà ïðèâû÷íîå çíà÷åíèå.

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà íóæíûõ îöåíîê èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû.

Ôóíêöèÿ f íèæå (êàê è âñå ôóíêöèè, ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå) ïðåäïîëàãà-

åòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé.

Ëåììà 1. Ïóñòü B(x, r) ñîäåðæèòñÿ âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ â

íåêîòîðîì êîìïàêòå F ⊂ Rm, f ∈ C1(F ), v ∈ Rm, ∥v∥ = 1. Òîãäà ôóíêöèÿ g,

îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

g(x) =

∫
B(x, r)

f(y) dλ(y),

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ v, è

g′v(x) =

∫
B(x, r)

f ′v(y) dλ(y).

Ëåììà 2. Ïóñòü B(x, r(x)) ñîäåðæèòñÿ âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ

â íåêîòîðîì êîìïàêòå F ⊂ Rm, ãäå r ∈ C1(F ), f ∈ C(F ); v ∈ Rm, ∥v∥ = 1.

Òîãäà ôóíêöèÿ g, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

g(x) =

∫
B(x, r(x))

f(y) dλ(y),

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ v, è

g′v(x) =

∫
S(x, r(x))

(n(y) · v + r′v(x))f(y) dσ(y),

ãäå n(y) � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ñôåðå â òî÷êå y, x · y � ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ x, y ∈ Rm.

Ëåììà 3. Ïóñòü S(x, r(x)) ñîäåðæèòñÿ âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ

â íåêîòîðîì êîìïàêòå F ⊂ Rm, ãäå r ∈ C1(F ), f ∈ C1(F ); v ∈ Rm, ∥v∥ = 1.
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Òîãäà ôóíêöèÿ g, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

g(x) =

∫
S(x, r(x))

f(y) dσ(y),

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ v, è

g′v(x) =

∫
S(x, r(x))

r′v(x)f
′
n(y)(y) dσ(y)+

+ (m− 1)

∫
S(x, r(x))

r′v(x)

r(x)
f(y) dσ(y) +

∫
S(x, r(x))

f ′v(y) dσ(y).

Îáçîð âòîðîé ãëàâû

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ñëó÷àþ ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïóñòü K � êîì-

ïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî õîðîøåãî êîìïàêòà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ãëàâû ÿâëÿ-

åòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû f : K → R ïðèíàäëåæàëà êëàññó Hω(K),

ãäå ω � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (♢), íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâîâàëà òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â

Λδ(K) ôóíêöèÿ uδ, ÷òî

|f(x)− uδ(x)| ⩽ C1(f, K)ω(δ), x ∈ K;

∥graduδ(x)∥ ⩽ C2(f, K)
ω(δ)

δ
, x ∈ Λδ/2(K).

Òàêæå âî âòîðîé ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî ïðèâåä¼ííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàñ-

ïðîñòðàíèòü íà êîìïàêòû ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé, à èìåííî íà êîìïàêòû êî-

ðàçìåðíîñòè ℓ â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî L ⊂ Rm íàçîâ¼ì õîðîøèì êîìïàêòîì êî-

ðàçìåðíîñòè ℓ (ℓ = 2, 3, . . . , m − 1), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå

φ : [0, 1]m−ℓ → Rm, ÷òî

C̃5∥x1 − x2∥ ⩽ ∥φ(x1)− φ(x2)∥ ⩽ C̃6∥x1 − x2∥
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è φ([0, 1]m−ℓ) = L.

Îáçîð òðåòüåé ãëàâû

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ñëó÷àþ ïðèáëèæåíèÿ â Lp-íîðìå. Ïóñòü L � õîðîøèé

êîìïàêò, µ � (m− 2)-ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà íà Rm. ×åðåç Hα
p (L) îáîçíà÷èì

ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

∥∆∗f(·, r)∥p ⩽ Cfr
α

äëÿ âñåõ r > 0, ãäå α ∈ (0, 1), à íîðìà âçÿòà â ïðîñòðàíñòâå Lp(L, µ). ×åðåç

H̃α
p (L) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâîHα

p (L) ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîë-

íèòåëüíîìó óñëîâèþ

∆∗f(x, r) ⩽ Cf

( r
R

)ε
∆∗f(y, R)

ïðè ε = ε(f) > 0, r ∈ (0, R], ∥x− y∥ ⩽ R, x, y ∈ L. Äëÿ ôóíêöèè v, äèôôåðåí-

öèðóåìîé â Λδ(L), ïîëîæèì

gradδ v(x) = sup
y∈B(x, δ/2)

∥grad v(y)∥,

à äëÿ F , çàäàííîé íà L, ïîëîæèì

maxδ F (x) = sup
y∈B(x, δ)∩L

|F (y)|.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Ïðÿìàÿ òåîðåìà äëÿ êëàññà H̃α
p (L). Ïóñòü f ∈ H̃α

p (L), p ⩾ 1. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1/2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λδ(L) ôóíêöèÿ

uδ, ÷òî

∥maxδ (f(·)− uδ(·))∥p ⩽ C1(f, L)δ
α, (∗3)

∥gradδ uδ(·)∥p ⩽ C2(f, L)δ
α−1. (∗4)

Îáðàòíàÿ òåîðåìà äëÿ êëàññà Hα
p (L). Ïóñòü ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî

äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1/2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λδ(L) ôóíêöèÿ
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uδ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (∗3) è (∗4). Òîãäà f ∈ Hα
p (L).

Îòìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå p > 1/α, óêàçàííîå â òåîðåìå B, îêàçàëîñü èçëèø-

íèì.

Àâòîð ñåðäå÷íî áëàãîäàðèò ñâîåãî ðóêîâîäèòåëÿ Íèêîëàÿ Àëåêñååâè÷à Øè-

ðîêîâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ðóêîâîäñòâî ðàáîòîé, öåííûå çàìå÷àíèÿ è èíòå-

ðåñíûå áåñåäû.

14



Ãëàâà 1. Ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå

1.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû m ⩾ 3 � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

×åðåç λ áóäåì îáîçíà÷àòü ìåðó Ëåáåãà íà Rm, σ � (m− 1)-ìåðíóþ Õàóñäîðôà

íà Rm, B(x, r) � îòêðûòûé øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå x ∈ Rm, B(x, r)

� çàìêíóòûé øàð ñ òåìè æå ðàäèóñîì è öåíòðîì, S(x, r) � ñôåðó, îãðàíè-

÷èâàþùóþ ýòîò øàð. Ìåðó σ íîðìèðóåì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ïðèâû÷íîå

ðàâåíñòâî

σ(S(O, 1)) =
mπm/2

Γ(m/2 + 1)
,

ãäå O = (0, . . . , 0) ∈ Rm. Ïîä ∥x∥ ìû áóäåì ïîíèìàòü ñòàíäàðòíóþ åâêëèäî-

âó íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Rm−2 èëè Rm. Ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò

ðàññìàòðèâàåìûé âåêòîð, áóäåò ïîíÿòíî èç êîíòåêñòà.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî L ⊂ Rm íàçîâ¼ì õîðîøèì êîìïàêòîì, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå φ : [0, 1]m−2 → Rm, ÷òî

C̃1∥x1 − x2∥ ⩽ ∥φ(x1)− φ(x2)∥ ⩽ C̃2∥x1 − x2∥

è φ([0, 1]m−2) = L.

Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå m = 3 ìíîæåñòâî L ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì êîìïàê-

òîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L � íåçàìêíóòàÿ êðèâàÿ, îáëàäàþùàÿ ñâîé-

ñòâîì ñîèçìåðèìîñòè äóãè è õîðäû. Ïóñòü L � õîðîøèé êîìïàêò â R3, A =

φ(x1), B = φ(xn), x1 < xn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ äóãè AB òî÷êàìè

φ(x2), . . . , φ(xn−1) (x1 < x2 < . . . < xn) áóäåò

n−1∑
k=1

∥φ(xk+1)−φ(xk)∥ ⩽ C̃2

n−1∑
k=1

|xk+1−xk| = C̃2|xn−x1| ⩽ C̃2C̃
−1
1 ∥φ(xn)−φ(x1)∥
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Ïåðåõîäÿ ê ñóïðåìóìó ïî âñåì ðàçáèåíèÿì, ïîëó÷èì

ℓ(A, B) ⩽ C̃2C̃
−1
1 ∥φ(xn)− φ(x1)∥ = C̃2C̃

−1
1 |AB|,

ãäå ℓ(A, B) � äëèíà äóãè AB. Îáðàòíî, ïóñòü L � êðèâàÿ, äóãà êîòîðîé ñîèç-

ìåðèìà ñ õîðäîé, γ : [0, |L|] → R3 � å¼ åñòåñòâåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Ïîëîæèì

φ(x) = γ(|L|x). Òîãäà φ : [0, 1] → R3 è

∥φ(x1)− φ(x2)∥ ≍ ℓ(φ(x1), φ(x2)) = ℓ(γ(x1/|L|), γ(x2/|L|)) =
1

|L|
|x1 − x2|.

Ïåðâîå ñðàâíåíèå ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ñîèçìåðèìîñòè äóãè è õîðäû, à ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî èç îïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿ-

òèå õîðîøåãî êîìïàêòà äåéñòâèòåëüíî ðàñïðîñòðàíÿåò ïîíÿòèå êðèâîé, äóãà

êîòîðîé ñîèçìåðèìà ñ õîðäîé, íà á�îëüøèå ðàçìåðíîñòè.

Äëÿ f : L→ R, x ∈ L è r > 0 ïîëîæèì

∆∗f(x, r) = sup
y∈B(x, r)∩L

|f(y)− f(x)|.

Ïðîâåðèì ëåãêî äîêàçûâàåìîå ñâîéñòâî ∆∗f , êîòîðûì ìû ÷àñòî áóäåì ìîë÷à-

ëèâî ïîëüçîâàòüñÿ:

∆∗f(y, r) ⩽ 2∆∗f(x, r + ∥y − x∥).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè t ∈ B(y, r), òî t ∈ B(x, r + ∥y − x∥), è

|f(t)− f(y)| ⩽ |f(t)− f(x)|+ |f(x)− f(y)| ⩽

⩽ ∆∗f(x, r + ∥y − x∥) + ∆∗f(x, ∥y − x∥) ⩽ 2∆∗f(x, r + ∥y − x∥)

Îñòà¼òñÿ ïåðåéòè ê ñóïðåìóìó ïî âñåì t.

×åðåç C ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò

óêàçàííûõ â ôîðìóëèðîâêàõ óòâåðæäåíèé àðãóìåíòîâ (èëè âîîáùå àáñîëþò-

íûå). C ìîæåò îçíà÷àòü ðàçíûå êîíñòàíòû äàæå â îäíîé öåïî÷êå ðàâåíñòâ èëè

íåðàâåíñòâ. Íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå êîíñòàíòû ìû áóäåì âûäåëÿòü îòäåëü-

íî (íàïðèìåð, C̃1, C̃2, C1, C2, . . .) ñ ñîáñòâåííîé íóìåðàöèåé â êàæäîé ãëàâå.

Ëåììû è òåîðåìû òàêæå èìåþò ñîáñòâåííóþ íóìåðàöèþ â êàæäîé ãëàâå.

Ïóñòü K � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî L. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç

d(x) áóäåì îáîçíà÷àòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà K, à ÷åðåç ν(x) �
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êàêóþ-íèáóäü òî÷êó èç K, ðåàëèçóþùóþ ýòî ðàññòîÿíèå. Îñíîâíûì ðåçóëüòà-

òîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çàäàíà è îãðàíè÷åíà íà K. Òîãäà ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ ôóíêöèÿ f0 ∈ C2(Rm \K), ÷òî

f0(x) = 0 ïðè ∥x∥ ⩾ R0, K ⊂ B(O, R0),

∥grad f0(x)∥ ⩽ C1
∆∗f(ν(x), C3d(x))

d(x)
, x ∈ Rm \K,

|∆f0(x)| ⩽ C2
∆∗f(ν(x), C3d(x))

d2(x)
, x ∈ Rm \K,

ãäå Ci = Ci(f, K). Êðîìå òîãî, åñëè x0 ∈ K � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè f , à

òî÷êè xn ̸∈ K òàêîâû, ÷òî xn → x0, òî f0(xn) → f(x0). Â ÷àñòíîñòè, åñëè

f íåïðåðûâíà íà K, òî f0 íåïðåðûâíà íà Rm, è f0|K = f .

Ôóíêöèþ f0, îáëàäàþùóþ âñåìè ñâîéñòâàìè, ïåðå÷èñëåííûìè â òåîðåìå 1,

áóäåì íàçûâàòü ïñåâäîãàðìîíè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ôóíêöèè f .

Èç îïðåäåëåíèÿ õîðîøåãî êîìïàêòà è ïîñòðîåíèÿ ìåðû Õàóñäîðôà ìîæíî

ïîëó÷èòü (è ýòî áóäåò ñäåëàíî â òðåòüåé ãëàâå), ÷òî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü

L ðàâíàm−2, ïîýòîìó ê ëþáîé òî÷êå èç L (è òåì áîëåå èç K) ìîæíî óñòðåìèòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç äîïîëíåíèÿ L (èëè K). Ïîýòîìó ïîñëåäíÿÿ ÷àñòü

ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû êîððåêòíà.

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 ïîñâÿù¼í òðåòèé ðàçäåë ãëàâû. Âî âòîðîì ðàç-

äåëå äîêàçûâàþòñÿ âàæíûå äëÿ ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà ëåììû.

1.2. Ëåììû î äèôôåðåíöèðîâàíèè

Â ïîñòðîåíèè ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ôóíê-

öèè, çàäàííûå êàê èíòåãðàëû ïî øàðàì êàê ñ ïîñòîÿííûì, òàê è ïåðåìåííûì

ðàäèóñîì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàÿâëåííûõ îöåíîê íàì íóæíî óìåòü ðàáîòàòü

ñ ïåðâûìè è âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè òàêèõ ôóíêöèé. Â ýòîì íàì ïîìîãóò ñëå-

äóþùèå òðè ëåììû. Ôóíêöèÿ f â èõ ôîðìóëèðîâêàõ (êàê è âñå ôóíêöèè, ðàñ-

ñìàòðèâàåìûå â ðàáîòå) ïðåäïîëàãàåòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé.
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Ëåììà 1. Ïóñòü B(x, r) ñîäåðæèòñÿ âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ â

íåêîòîðîì êîìïàêòå K ⊂ Rm, f ∈ C1(K), v ∈ Rm, ∥v∥ = 1. Òîãäà ôóíêöèÿ g,

îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

g(x) =

∫
B(x, r)

f(y) dλ(y),

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ v, è

g′v(x) =

∫
B(x, r)

f ′v(y) dλ(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü hn → 0. Çàìåíÿÿ ïîä èíòåãðàëîì y íà y + hnv,

çàïèøåì ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå

g(x+ hnv)− g(x)

hn
=

∫
B(x, r)

f(y + hnv)− f(y)

hn
dλ(y) =

∫
B(x, r)

φn(y) dλ(y). (1)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà ê ôóíêöèè ψ(h) = f(y+hv), ïîëó÷èì, ÷òî φn(y) =

= f ′v(cn(y)), òî åñòü ÷òî ôóíêöèè φn ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Òîãäà ïî òåîðå-

ìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè ìîæíî ñîâåðøèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è ïîëó÷èòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1) ñòðåìèòñÿ ê

ïðàâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè {hn} ëåììà 1

äîêàçàíà. □

Ëåììà 2. Ïóñòü B(x, r(x)) ñîäåðæèòñÿ âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ

â íåêîòîðîì êîìïàêòå K ⊂ Rm, ãäå r ∈ C1(K), f ∈ C(K); v ∈ Rm, ∥v∥ = 1.

Òîãäà ôóíêöèÿ g, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

g(x) =

∫
B(x, r(x))

f(y) dλ(y),

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ v, è

g′v(x) =

∫
S(x, r(x))

(n(y) · v + r′v(x))f(y) dσ(y),
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ãäå n(y) � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ñôåðå â òî÷êå y, x · y � ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ x, y ∈ Rm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì è ïðåîáðàçóåì ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå

g(x+ hv)− g(x)

h
=

1

h

∫
B(x+hv, r(x+hv))

f(y) dλ(y)− 1

h

∫
B(x, r(x))

f(y) dλ(y) =

=
1

h

∫
B(x+hv, r(x+hv))

f(y) dλ(y)− 1

h

∫
B(x+hv, r(x))

f(y) dλ(y)+

+
1

h

∫
B(x+hv, r(x))

f(y) dλ(y)− 1

h

∫
B(x, r(x))

f(y) dλ(y) =

1

h

 ∫
B(x+hv, r(x+hv))

f(y) dλ(y)−
∫

B(x+hv, r(x))

f(y) dλ(y)

+

+
1

h

∫
B(x+hv, r(x))\B(x, r(x))

f(y) dλ(y)− 1

h

∫
B(x, r(x))\B(x+hv, r(x))

f(y) dλ(y) =

= A(h) +D1(h)−D2(h).

Ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ â A(h) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë ïî ìíîãîìåðíîìó

ñôåðè÷åñêîìó ñëîþ òîëùèíû |r(x+hv)− r(x)|. Ðàñïèñûâàÿ èíòåãðàëüíûå ñóì-
ìû, êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñÿ ïðè ñâåäåíèè êðàòíîãî èíòåãðàëà ê ïîâòîðíîìó,

ìû ïîëó÷èì, ÷òî

A(h) =
1

h

∫
S(x+hv, r(x))

r(x+hv)−r(x)∫
0

f(y + tn(y)) dt dσ(y).

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì ê âíóòðåííåìó èíòåãðàëó, ïîëó÷èì

A(h) =

∫
S(x+hv, r(x))

r(x+ hv)− r(x)

h
f(y + tyn(y)) dσ(y),

ãäå ty ∈ [0, |r(x+ hv)− r(x)|]. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, íàõîäèì, ÷òî

A(h) →
∫

S(x, r(x))

r′v(x)f(y) dσ(y).
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Çàêîííîñòü ïåðåõîäà ê ïðåäåëó ìîæíî îáîñíîâàòü ñäåëàâ çàìåíó x + hv íà x,

÷òîáû èíòåãðèðîâàíèå âåëîñü ïî ñôåðå ñ ôèêñèðîâàííûì öåíòðîì (îòíîñèòåëü-

íî h), è àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1 ïîëó÷èâ îãðàíè÷åííîñòü ïîäûíòå-

ãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî ïðè ìàëûõ h ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå

D1(h)−D2(h) =
1

h

∫
S(x, r(x))

ly∫
0

f(y + tn(y)) dt dσ(y),

ãäå ly � îðèåíòèðîâàííàÿ äëèíà îòðåçêà íîðìàëè â òî÷êå y, çàêëþ÷¼ííîãî â

ðàçíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ øàðîâ. Äëèíà áåð¼òñÿ ñ ïëþñîì, åñëè îòðåçîê ëå-

æèò íà âíåøíåé íîðìàëè, è ñ ìèíóñîì � åñëè íà âíóòðåííåé. Çà ñ÷¼ò ýòîãî

óíè÷òîæàåòñÿ ìèíóñ ïåðåä D2.

Âû÷èñëèì ly. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà y+ lyn(y) ëåæèò íà ñôåðå S(x+hv, r(x)),

ïîýòîìó ∥(y + lyn(y)) − (x + hv)∥ = r(x). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî y − x = r(x)n(y).

Òîãäà ìû èìååì ñîîòíîøåíèå

r(x) = ∥(r(x) + ly)n(y)− hv∥.

Âîçâîäÿ åãî â êâàäðàò, ìû ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ly, äèñ-

êðèìèíàíò êîòîðîãî ïîëîæèòåëåí è îòäåë¼í îò íóëÿ ïðè ìàëûõ h. Òîãäà

ly = h(n(y) · v)− r(x) +
√
r2(x) + h2(n(y) · v)2 − h2,

ïîñêîëüêó |ly| ⩽ h, à äëÿ äðóãîãî êîðíÿ ïðè h → 0 áóäåò ly → −2r(x). Çíà÷èò,

ly/h→ n(y) · v, òîãäà ïî òåîðåìå î ñðåäíåì

D1(h)−D2(h) →
∫

S(x, r(x))

(n(y) · v)f(y) dσ(y).

Ñêëàäûâàÿ íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ A(h) è D1(h)−D2(h), ïîëó÷èì òðåáó-

åìóþ ôîðìóëó. □

Ëåììà 3. Ïóñòü S(x, r(x)) ñîäåðæèòñÿ âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ

â íåêîòîðîì êîìïàêòå K ⊂ Rm, ãäå r ∈ C1(K), f ∈ C1(K); v ∈ Rm, ∥v∥ = 1.

Òîãäà ôóíêöèÿ g, îïðåäåë¼ííàÿ ðàâåíñòâîì

g(x) =

∫
S(x, r(x))

f(y) dσ(y),
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äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ v, è

g′v(x) =

∫
S(x, r(x))

r′v(x)f
′
n(y)(y) dσ(y)+

+ (m− 1)

∫
S(x, r(x))

r′v(x)

r(x)
f(y) dσ(y) +

∫
S(x, r(x))

f ′v(y) dσ(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì è ïðåîáðàçóåì ðàçíîñòíîå îòíîøåíèå

g(x+ h)− g(x)

h
=

1

h

∫
S(x+hv, r(x+hv))

f(y) dσ(y)− 1

h

∫
S(x, r(x))

f(y) dσ(y) =

=
1

h

∫
S(x+hv, r(x+hv))

f(y) dσ(y)− 1

h

∫
S(x+hv, r(x))

f(y) dσ(y)+

+
1

h

 ∫
S(x+hv, r(x))

f(y) dσ(y)−
∫

S(x, r(x))

f(y) dσ(y)

 =

=
1

h

∫
S(x, r(x))

rm−1(x+ hv)

rm−1(x)
f(t(y)) dσ(y)− 1

h

∫
S(x, r(x))

f(y + hv) dσ(y) + E(h),

ãäå

t(y) = x+ hv +
r(x+ hv)

r(x)
(y − x).

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1, ïîëó÷èì, ÷òî

E(h) →
∫

S(x, r(x))

f ′v(y) dσ(y).

Äàëåå, îáîçíà÷èì

1

h

∫
S(x, r(x))

rm−1(x+ hv)

rm−1(x)
f(t(y)) dσ(y)− 1

h

∫
S(x, r(x))

f(y + hv) dσ(y) =

=
1

h

∫
S(x, r(x))

rm−1(x+ hv)

rm−1(x)
(f(t(y))− f(y + hv)) dσ(y)+
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+
1

h

∫
S(x, r(x))

(
rm−1(x+ hv)

rm−1(x)
− 1

)
f(y + hv) dσ(y) = A(h) +D(h).

Çàìåòèì, ÷òî ∥y − x∥ = r(x), ïîýòîìó

t(y)− (y + hv) =
r(x+ hv)− r(x)

r(x)
(y − x) = (r(x+ hv)− r(x))n(y).

Çíà÷èò, ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòüþ f , ìîæåì íàïèñàòü

f(t(y))− f(y + hv)

h
= f ′n(y)(y + hv)

r(x+ hv)− r(x)

h
+

+
o(r(x+ hv)− r(x))

h
→ f ′n(y)(y)r

′
v(x).

Âòîðîå ñëàãàåìîå áåñêîíå÷íî ìàëî, ïîñêîëüêó r(x + hv) − r(x) = O(h). Òàêèì

îáðàçîì,

A(h) →
∫

S(x, r(x))

r′v(x)f
′
n(y)(y) dσ(y).

Íàêîíåö,

rm−1(x+ hv)− rm−1(x)

h
· 1

rm−1(x)
→ (rm−1(x))′v

rm−1(x)
= (m− 1)

r′v(x)

r(x)
,

îòêóäà

D(h) → (m− 1)

∫
S(x, r(x))

r′v(x)

r(x)
f(y) dσ(y).

Ñêëàäûâàÿ íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ A(h),D(h) è E(h), ïîëó÷èì òðåáóåìóþ

ôîðìóëó. □

1.3. Ïîñòðîåíèå ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ

Äîêàæåì ñíà÷àëà ïðîñòóþ, íî âàæíóþ ëåììó, êîòîðîé ìû íåîäíîêðàòíî

âîñïîëüçóåìñÿ â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 4. Ïóñòü â k-ìåðíîì êóáå ñî ñòîðîíîé a âûáðàíû íåñêîëüêî òî÷åê,

ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè íå ìåíüøå b, ïðè÷¼ì a
√
k ⩾ b. Òîãäà

êîëè÷åñòâî ýòèõ òî÷åê íå ïðåâîñõîäèò (3a
√
k/b)k.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçîáü¼ì êóá íà (⌈2a
√
k/b⌉)k îäèíàêîâûõ êóáîâ. Òîãäà

äëèíà äèàãîíàëè ìàëåíüêîãî êóáà íå ïðåâîñõîäèò b/2, çíà÷èò, â îäíîì òàêîì

êóáå ëåæèò íå áîëüøå îäíîé âûáðàííîé òî÷êè. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî â óñëî-

âèÿõ ëåììû ⌈2a
√
k/b⌉ ⩽ 2a

√
k/b+ 1 ⩽ 3a

√
k/b. □

Ïóñòü n ∈ N. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0n ∈ K. Äàëåå, åñëè òî÷êè

x0n, . . . , x(k−1)n óæå âûáðàíû, òî âîçüì¼ì â êà÷åñòâå xkn îäíó èç áëèæàéøèõ ê

ìíîæåñòâó
k−1⋃
i=0

B(xin, 2
−n) òî÷åê ìíîæåñòâà K \

k−1⋃
i=0

B(xin, 2
−n), åñëè ïîñëåäíåå

ìíîæåñòâî íåïóñòî. Ïóñòü xkn = φ(tkn). Ïîñêîëüêó ∥xkn − xk′n∥ ⩾ 2−n ïðè

k ̸= k′, òî ∥tkn − tk′n∥ ⩾ C̃−1
2 2−n. Ýòè òî÷êè ñîäåðæàòñÿ â åäèíè÷íîì (m − 2)-

ìåðíîì êóáå, òàê ÷òî ïî ëåììå 4 ìû âûáåðåì cn ⩽ C2(m−2)n òî÷åê (åñëè ëåììà

íåïðèìåíèìà, òî åñòü C̃−1
2 2−n >

√
m− 2, òî ìû âûáðàëè ëèøü îäíó òî÷êó, à

òîãäà çàÿâëåííàÿ îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ ïðè C = 1). Ïðîöåññ îêîí÷åí, ïîýòîìó

K ⊂
cn−1⋃
k=0

B(xkn, 2
−n).

Ïîëîæèì Ω∗
n =

cn−1⋃
k=0

B(xkn, 2
−n+1), Ωn = Ω∗

n \ Ω∗
n+1. Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî,

÷òî d(x) ⩽ 2−n+1 äëÿ x ∈ Ω∗
n. Â òî æå âðåìÿ äëÿ íåêîòîðîãî k0 âûïîëíÿåòñÿ

∥ν(x)− xk0(n+1)∥ ⩽ 2−n−1, ïîýòîìó åñëè d(x) ⩽ 2−n−1, òî

∥x− xk0(n+1)∥ ⩽ ∥x− ν(x)∥+ ∥ν(x)− xk0(n+1)∥ ⩽ 2−n−1 + 2−n−1 = 2−n,

òî åñòü x ∈ B(xk0(n+1), 2
−n) ⊂ Ω∗

n+1. Òàêèì îáðàçîì,

2−n−1 < d(x) ⩽ 2−n+1, x ∈ Ωn. (2)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Ωn ñ íîìåðàìè, îòëè÷àþùèìèñÿ áîëüøå, ÷åì

íà 2, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ; ìíîæåñòâà æå Ωn è Ωn+1 íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïî-

ñêîëüêó Ωn+1 ⊂ Ω∗
n+1. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà Ωn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Îïðåäåëèì òåïåðü ìíîæåñòâà ωkn: ω0n = B(x0n, 2
−n+1) ∩ Ωn,

ωkn = (B(xkn, 2
−n+1) ∩ Ωn) \

k−1⋃
i=0

B(xin, 2
−n+1) ïðè k = 1, . . . , cn − 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåòñâà ωkn ïîïàðíî (ïî âñåì k è n) íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïîëîæèì g1(x) = f(xkn) ïðè x ∈ ωkn è g1(x) = 0 ïðè x, íå ïðèíàäëåæàùåì

íè îäíîìó ωkn. Îáîçíà÷èì B1(x) = B(x, 2−1d(x)). Îöåíèì ∥xkn−xk′n′∥ â ñëó÷àå,
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êîãäà x ∈ ωkn, y ∈ B1(x) ∩ ωk′n′. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà |d(x)− d(y)| ⩽ ∥x− y∥
è (2), ïîëó÷èì

2−n′−1 ⩽ d(y) ⩽ d(x) + ∥x− y∥ ⩽ 2−n+1 + 2−1d(x) ⩽ 2−n+2,

òî åñòü −n′ ⩽ −n+ 3. Äàëåå,

∥ν(x)− xkn∥ ⩽ ∥ν(x)− x∥+ ∥x− xkn∥ ⩽ d(x) + 2−n+1 ⩽ 2−n+2,

∥ν(y)− xk′n′∥ ⩽ ∥ν(y)− y∥+ ∥y − xk′n′∥ ⩽ 2−n′+1 + 2−n′+1 = 2−n′+2 ⩽ 2−n+5,

∥ν(x)− ν(y)∥ ⩽ ∥ν(x)− x∥+ ∥x− y∥+ ∥y − ν(y)∥ ⩽ 19 · 2−n. (3)

Èç òð¼õ ïîñëåäíèõ îöåíîê ïîëó÷àåì, ÷òî

∥xkn − xk′n′∥ ⩽ ∥xkn − ν(x)∥+ ∥ν(x)− ν(y)∥+ ∥ν(y)− xk′n′∥ ⩽ 55 · 2−n.

Çíà÷èò, äëÿ y ∈ B1(x), x ∈ ωkn âûïîëíåíî

|g1(y)−g1(x)| = |f(xk′n′)−f(xkn)| ⩽ ∆∗f(xkn, ∥xkn−xk′n′∥) ⩽ ∆∗f(xkn, 55 ·2−n).

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ îöåíêó íà ∥ν(x)− xkn∥, ïîëó÷àåì

|g1(y)− g1(x)| ⩽ ∆∗f(ν(x), C12
−n), y ∈ B1(x). (4)

Îïðåäåëèì íà Rm \K íîâóþ ôóíêöèþ

g2(x) =
1

λ(B1(x))

∫
B1(x)

g1(y) dλ(y).

Çàìåòèì, ÷òî g2 ∈ C(Rm \ K). Äåéñòâèòåëüíî, 1/λ(B1(x)) = C(d(x))−m, ÷òî

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, à äëÿ t áëèçêèõ ê x∣∣∣∣∣∣∣
∫

B1(x)

g1(y) dλ(y)−
∫

B1(t)

g1(y) dλ(y)

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫

B1(x)△B1(t)

|g1(y)|dλ(y),

÷òî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîñêîëüêó ìåðà ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ, à g1 îãðàíè÷åíà (âåäü òàêîâà f). Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ (4), ïîëó÷èì äëÿ

x ∈ ωkn
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|g2(x)− f(xkn)| = |g2(x)− g1(x)| =

=

∣∣∣∣∣∣∣
1

λ(B1(x))

∫
B1(x)

g1(y) dλ(y)−
1

λ(B1(x))

∫
B1(x)

g1(x) dλ(y)

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
⩽

1

λ(B1(x))

∫
B1(x)

|g1(y)− g1(x)| dλ(y) ⩽ ∆∗f(ν(x), C12
−n). (5)

Ïóñòü x0 � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè f , x ̸∈ K. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà

|g2(x)− f(x0)| ⩽ |g2(x)− f(xkn)|+ |f(xkn)− f(x0)| ⩽

⩽ ∆∗f(ν(x), C12
−n) + ∆∗f(x0, ∥x0 − xkn∥)

ñëåäóåò, ÷òî g2(x) → f(x0) ïðè x → x0, ïîñêîëüêó êàæäîå èç äâóõ ñëàãàåìûõ

ìû ìîæåì îöåíèòü ÷åðåç ∆∗f(x0, C2
−n).

Ïîñòðîèì òåïåðü ôóíêöèþ d0 ∈ C2(Rm\K), d0 ≍ d. Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî

q ∈ Z ìíîæåñòâî Σq = {x ∈ Rm | 2q−1 < d(x) ⩽ 2q}. Ïîëîæèì d1(x) = 2q−1 äëÿ

x ∈ Σq è d1(x) = 0 äëÿ x ∈ K. Î÷åâèäíî,

1

2
d(x) ⩽ d1(x) ⩽ d(x). (6)

Äàëåå, îïðåäåëèì ôóíêöèè

d2(x) =
1

λ(B(x, 2q−5))

∫
B(x, 2q−5)

d1(y) dλ(y), 2q−0,5 < d(x) ⩽ 2q+0,5;

d3(x) =
1

λ(B(x, 2q−5))

∫
B(x, 2q−5)

d2(y) dλ(y), 2q−0,5 < d(x) ⩽ 2q+0,5.

Çàìåòèì, ÷òî ¾ãðàíèöà ñìåíû¿ ðàäèóñà øàðà, ïî êîòîðîìó áåðóòñÿ èíòåãðàëû,

òî åñòü ìíîæåñòâî Fq = {x ∈ Rm | d(x) = 2q−0,5}, âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ
ðàäèóñà 2q−3 ëåæèò âî âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà Σq, ïîñêîëüêó

2q−0,5 + 2q−3 = 2q−3(22,5 + 1) < 2q, 2q−0,5 − 2q−3 > 2q−1.

Ïîýòîìó â Λ2q−3(Fq) âûïîëíåíî d1 = const, îòêóäà d2 = const â Λ2q−3−2q−5(Fq).

Îòñþäà íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî d2 íåïðåðûâíà. Êðîìå òîãî, â Λ2q−4(Fq) èìååì
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d3 = const. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íà ýòîì ìíîæåñòâå grad d3 = O. Åñëè æå x ëåæèò

âíå óêàçàííîé îêðåñòíîñòè, òî âáëèçè x ðàäèóñ øàðà íå èçìåíÿåòñÿ, òîãäà ïî

ëåììå 2

d′3u(x) =
1

λ(B(x, 2q−5))

∫
S(x, 2q−5)

(n(y) · u)d2(y) dσ(y)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî åäèíè÷íîãî u ∈ Rm. Ïîñêîëüêó ìû áðàëè ñðåäíèå ïî øàðàì

ôóíêöèè d1, äëÿ ôóíêöèé d2 è d3 âåðíû îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (6). Òàêæå ÿñíî,

÷òî |n(y) · u| ⩽ 1, âåäü îáà âåêòîðà åäèíè÷íûå. Çíà÷èò,

|d′3u(x)| ⩽ C
1

2m(q−5)
· 2(m−1)(q−5) · 2q+0,5 ⩽ C. (7)

Ïîëîæèì

d0(x) =
1

λ(B(x, 2q−5))

∫
B(x, 2q−5)

d3(y) dλ(y), 2q−0,5 < d(x) ⩽ 2q+0,5.

ßñíî, ÷òî
1

2
d(x) ⩽ d0(x) ⩽ d(x). (8)

Âîçüì¼ì äâà ïðîèçâîëüíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðà u, v ∈ Rm è äîêàæåì îöåíêè

|d′0u(x)| ⩽ C, |d′′0uv(x)| ⩽
C

d(x)
. (9)

Ïîñêîëüêó d3 = const â Λ2q−4(Fq), ïîëó÷àåì, ÷òî d0 = const â Λ2q−5(Fq). Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî óêàçàííûå îöåíêè äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü äëÿ x, îòäåë¼ííûõ îò Fq.

Ïî ëåììå 1

d′0u(x) =
1

λ(B(x, 2q−5))

∫
B(x, 2q−5)

d′3u(y) dλ(y),

îòêóäà ñ ïîìîùüþ (7) ñðàçó ñëåäóåò ïåðâàÿ îöåíêà. Ñíîâà èç ðàññóæäåíèé ïðî

îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Fq ïîëó÷èì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè d′3u, à òîãäà ïî

ëåììå 2

d′′3uv(x) =
1

λ(B(x, 2q−5))

∫
S(x, 2q−5)

(n(y) · v)d′3u(y) dσ(y).

Òàê êàê äëÿ x ∈ Σq âûïîëíåíî d(x) ≍ 2q, è

σ(S(x, r))

λ(B(x, r))
=
C

r
, (10)
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îòñþäà ñëåäóåò âòîðàÿ èç äîêàçûâàåìûõ îöåíîê.

Âåðí¼ìñÿ ê ïîñòðîåíèþ. Ïîëîæèì r(x) = 2−1d0(x), B(x) = B(x, r(x)),

S(x) = ∂B(x) è îïðåäåëèì íà Rm \K ôóíêöèè

g3(x) =
1

λ(B(x))

∫
B(x)

g2(y) dλ(y), f0(x) =
1

λ(B(x))

∫
B(x)

g3(y) dλ(y).

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (2), (4), (5) è (8), ïîëó÷èì

|g1(y)− g1(x)| ⩽ ∆∗f(ν(x), C2d(x)), y ∈ B(x),

|g2(x)− g1(x)| ⩽ ∆∗f(ν(x), C2d(x)). (11)

Òîãäà äëÿ y ∈ B(x) íàïèøåì

|g2(y)− g2(x)| ⩽ |g2(y)− g1(y)|+ |g1(y)− g1(x)|+ |g1(x)− g2(x)| ⩽

⩽ 2∆∗f(ν(x), C2d(x)) + ∆∗f(ν(y), C2d(y)) ⩽ C∆∗f(ν(x), C3d(x)). (12)

Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì (3).

Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî g3 íåïðåðûâíà íà Rm \K. Êðîìå òîãî, ïî ëåììå

2 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà u âûïîëíåíî

g′3u(x) = (g3(t)− g2(x))
′
u|t=x =

(
1

λ(B(x))

)′

u

∫
B(x)

(g2(y)− g2(x)) dλ(y)+

+
1

λ(B(x))

∫
S(x)

(n(y) · u+ r′u(x))(g2(y)− g2(x)) dσ(y).

Ïåðâàÿ èç îöåíîê (9) âëå÷¼ò íåðàâåíñòâî∣∣∣∣( 1

λ(B(x))

)′

u

λ(B(x))

∣∣∣∣ = C

∣∣∣∣ r′u(x)rm+1(x)
rm(x)

∣∣∣∣ ⩽ C

d(x)
. (13)

Òîãäà ïðèìåíÿÿ òó æå îöåíêó, ñîîòíîøåíèå (10) è íåðàâåíñòâî (12), ïîëó÷èì,

÷òî

|g′3u(x)| ⩽ C
∆∗f(ν(x), C3d(x))

d(x)
. (14)

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ïðîäåëàíî äëÿ ôóíêöèè g2 ñ ïîìîùüþ g1,

äëÿ ôóíêöèé g3 è g2, à òàêæå f0 è g3 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå îöåíêè:

|g3(x)− g2(x)| ⩽ C∆∗f(ν(x), C4d(x)), |f0(x)− g3(x)| ⩽ C∆∗f(ν(x), C4d(x)),

(15)
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|g3(y)− g3(x)| ⩽ C∆∗f(ν(x), C4d(x)), y ∈ B(x). (16)

Åñëè x0 � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè f , òî ìû ìîæåì íàïèñàòü

|f0(x)− f(x0)| ⩽ |f0(x)− g2(x)|+ |g2(x)− f(x0)|

è çàìåòèòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x→ x0 ïî äîêàçàííîìó

âûøå, à ïåðâîå � ïîòîìó ÷òî åãî ìîæíî îöåíèòü ÷åðåç C∆∗f(x0, Cd(x)).

Çàìåòèì, ÷òî âñå ïîñòðîåííûå íàìè ôóíêöèè îáíóëÿþòñÿ âíå íåêîòîðîãî

øàðà. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ g1 òàêîâà, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Ω =
∞⋃
n=1

Ωn

îãðàíè÷åíî, à g1 íå ðàâíà 0 ëèøü íà åãî ïîäìíîæåñòâàõ. g2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñðåäíåå ôóíêöèè g1 ïî øàðó ðàäèóñà 2
−1d(x), ïîýòîìó åñëè d(x) > 2R, ãäå R �

ðàäèóñ øàðà, ñîäåðæàùåãî Ω, òî îêàæåòñÿ, ÷òî ýòî ñðåäíåå ðàâíî 0. Ïîëó÷àåì,

÷òî g2 îáíóëÿåòñÿ âíå íåêîòîðîãî øàðà. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî ýòèì ñâîé-

ñòâîì îáëàäàþò g3 è f0. Îñòàëîñü äîêàçàòü îöåíêè íà ïðîèçâîäíûå è ëàïëàñèàí

f0.

Ïî ëåììå 2

f ′0u(x) = (f0(t)− g3(x))
′
u|t=x =

(
1

λ(B(x))

)′

u

∫
B(x)

(g3(y)− g3(x)) dλ(y)+

+
1

λ(B(x))

∫
S(x)

(n(y) · u+ r′u(x))(g3(y)− g3(x)) dσ(y).

Ïðèìåíÿÿ (13), (16) è ïåðâóþ èç îöåíîê (9), ïîëó÷èì

|f ′0u(x)| ⩽ C
∆∗f(ν(x), C4d(x))

d(x)
.

Äàëåå,

f ′′0uv(x) = (f0(t)− g3(x))
′′
uv|t=x =

(
1

λ(B(x))

)′′

uv

∫
B(x)

(g3(y)− g3(x)) dλ(y)+

+

(
1

λ(B(x))

)′

u

∫
S(x)

(n(y) · v + r′v(x))(g3(y)− g3(x)) dσ(y)+

+

(
1

λ(B(x))

)′

v

∫
S(x)

(n(y) · u+ r′u(x))(g3(y)− g3(x)) dσ(y)+
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+
1

λ(B(x))

 ∫
S(t)

(n(y) · u+ r′u(t))(g3(y)− g3(x)) dσ(y)


′

v

∣∣∣
t=x
. (17)

Àíàëîãè÷íî íåðàâåíñòâó (13) ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî∣∣∣∣( 1

λ(B(x))

)′′

uv

λ(B(x))

∣∣∣∣ ⩽ C

d2(x)
.

Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ∣∣∣∣( 1

λ(B(x))

)′

u

σ(S(x))

∣∣∣∣ ⩽ C

d2(x)
.

Èñïîëüçóÿ äâà ýòè îáñòîÿòåëüñòâà, ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (9) è (16), ïîëó÷èì

îöåíêó íà ñóììó ìîäóëåé ïåðâûõ òð¼õ ñëàãàåìûõ â (17) âûðàæåíèåì

C
∆∗f(ν(x), C4d(x))

d2(x)
.

Ïîñëåäíèì øàãîì â äîêàçàòåëüñòâå ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé â

÷åòâ¼ðòîì ñëàãàåìîì (17). Ïåðåïèøåì ýòîò èíòåãðàë â âèäå ñóììû

r′u(t)

∫
S(t)

(g3(y)− g3(x)) dσ(y) +

∫
S(t)

(n(y) · u)(g3(y)− g3(x)) dσ(y) = a(t) + b(t)

è íàéä¼ì ïðîèçâîäíóþ êàæäîãî ñëàãàåìîãî ïî îòäåëüíîñòè, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.

a′v(t) = r′′uv(t)

∫
S(t)

(g3(y)− g3(x)) dσ(y) + r′u(t)

∫
S(t)

r′v(t)g
′
3n(y)(y) dσ(y)+

+ (m− 1)r′u(t)

∫
S(t)

r′v(t)

r(t)
(g3(y)− g3(x)) dσ(y) + r′u(t)

∫
S(t)

g′3v(y) dσ(y).

Òîãäà èç (9), (10), (14) ñ çàìåíîé C3 íà C4 (C4 ⩾ C3, òàê ÷òî îò òàêîé çàìåíû

íåðàâåíñòâî ðàçâå ëèøü îñëàáèòñÿ) è (16) ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∣ a′v(x)

λ(B(x))

∣∣∣∣ ⩽ C
∆∗f(ν(x), C4d(x))

d2(x)
.

Äëÿ íåáîëüøîãî óïðîùåíèÿ è áåç òîãî âåñüìà ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê îöåíèì

ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ (îòíîñèòåëüíî y) ïî ïðîèçâîëüíîìó íàïðàâëåíèþ ïîäûí-

òåãðàëüíîé ôóíêöèè â b(t). Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç h(y) è âîçì¼ì ïðî-

èçâîëüíûé åäèíè÷íûé âåêòîð w. Òîãäà

h′w(y) = (n(y) · u)′w(g3(y)− g3(x)) + (n(y) · u)g′3w(y).
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Ïóñòü x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym), u = (u1, . . . , um). Òîãäà

∥grad (n(y) · u)∥ =

∥∥∥∥∥grad
(

m∑
i=1

yi − xi
r(x)

ui

)∥∥∥∥∥ =
∥u∥
r(x)

=
1

r(x)
.

Çíà÷èò, |(n(y) · u)′w| ⩽ 1/r(x). Âòîðîå æå ñëàãàåìîå ìîìåíòàëüíî îöåíèâàåòñÿ

ïðè ïîìîùè (14). Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ (16), ïîëó÷èì

|h′w(y)| ⩽ C
∆∗f(ν(x), C4d(x))

d(x)
.

Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ ëåììó 3, íàïèøåì

b′v(t) =

∫
S(t)

r′v(t)h
′
n(y)(y) dσ(y) + (m− 1)

∫
S(t)

r′v(t)

r(t)
h(y) dσ(y) +

∫
S(t)

h′v(y) dσ(y).

Ïðèìåíÿÿ (9), (10), (16) è íàéäåííóþ îöåíêó íà ïðîèçâîäíóþ h, ïîëó÷èì, ÷òî∣∣∣∣ b′v(x)

λ(B(x))

∣∣∣∣ ⩽ C
∆∗f(ν(x), C4d(x))

d2(x)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî

|f ′′0uv(x)| ⩽ C
∆∗f(ν(x), C4d(x))

d2(x)
.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè u è v îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

|∆f0(x)| ⩽ C
∆∗f(ν(x), C4d(x))

d2(x)
.
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Ãëàâà 2. Ïðèáëèæåíèå â ðàâíîìåðíîé íîðìå

2.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî õîðîøèé êîìïàêò � ýòî ìíîæåñòâî L = φ([0, 1]m−2) â Rm,

ãäå φ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

C̃1∥x1 − x2∥ ⩽ ∥φ(x1)− φ(x2)∥ ⩽ C̃2∥x1 − x2∥.

Ïóñòü K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî L, à ω � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè, óäîâëå-

òâîðÿþùèé óñëîâèþ

x∫
0

ω(t)

t
dt+ x

∞∫
x

ω(t)

t2
dt ⩽ C0ω(x). (18)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ÷àñòî ìîë÷àëèâî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì õîðîøî

èçâåñòíûì ñâîéñòâîì ìîäóëåé íåïðåðûâíîñòè: äëÿ ëþáîãî ÷èñëà s > 0 ñóùå-

ñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû s1, s2 > 0, çàâèñÿùèå ëèøü îò ω, ÷òî äëÿ ëþáîãî t > 0

âûïîëíåíî

s1ω(t) ⩽ ω(st) ⩽ s2ω(t).

×åðåç Hω(K) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : K → R òàêèõ, ÷òî

|f(x)− f(y)| ⩽ Cfω(∥x− y∥). (19)

Òàêæå íàïîìíèì, ÷òî

∆∗f(x, r) = sup
y∈B(x, r)∩L

|f(y)− f(x)|.

Òîãäà óñëîâèå (19) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

∆∗f(x, r) ⩽ Cfω(r). (20)
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (19) âûïîëíåíî, òî

∆∗f(x, r) = sup
y∈B(x, r)∩L

|f(x)− f(y)| ⩽ Cf sup
y∈B(x, r)∩L

ω(∥x− y∥) ⩽ Cfω(r),

ïîñêîëüêó ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé. È îáðàòíî,

ïîëàãàÿ r = ∥x− y∥, ïîëó÷èì

|f(x)− f(y)| ⩽ ∆∗f(x, r) ⩽ Cfω(r) = Cfω(∥x− y∥).

Ôóíêöèè èçHω(K) áóäåì íàçûâàòü ã¼ëüäåðîâûìè. Äàííîå ñîãëàøåíèå âïîëíå

åñòåñòâåííî, âåäü ω(t) = tα ïðè α ∈ (0, 1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (18) ñ êîí-

ñòàíòîé C0 = 1/α + 1/(1− α).

Êàê è ðàíåå Λε(K) îáîçíà÷àåò ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà K. Îñíîâíûì ðå-

çóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû f : K → R ïðèíàäëåæàëà êëàññó Hω(K)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâîâàëà òàêàÿ ãàð-

ìîíè÷åñêàÿ â Λδ(K) ôóíêöèÿ uδ, ÷òî

|f(x)− uδ(x)| ⩽ C1(f, K)ω(δ), x ∈ K; (21)

∥graduδ(x)∥ ⩽ C2(f, K)
ω(δ)

δ
, x ∈ Λδ/2(K). (22)

Äîñòàòî÷íîñòü óêàçàííûõ óñëîâèé óñòàíîâèòü íåñëîæíî. Ïóñòü x, y ∈ K.

Âîçüì¼ì δ, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì 2∥x− y∥ < δ < 3∥x− y∥, ïîñòðîèì
ïðèáëèæàþùóþ ôóíêöèþ uδ è íàïèøåì

|f(x)− f(y)| ⩽ |f(x)− uδ(x)|+ |uδ(x)− uδ(y)|+ |uδ(y)− f(y)|.

Ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå îöåíèâàþòñÿ ÷åðåç Cω(δ) ⩽ Cω(∥x−y∥) èç óñëîâèÿ
è âûáîðà δ. Îñòà¼òñÿ îöåíèòü âòîðîå ñëàãàåìîå. ßñíî, ÷òî îòðåçîê ñîåäèíÿþùèé

x è y ñîäåðæèòñÿ â Λδ/2(K), ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

uδ(x)− uδ(y) = u′δv(y + cv)∥x− y∥,
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ãäå v � åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ x− y, c ∈ (0, ∥x− y∥). Ïîëüçóÿñü
âòîðûì íåðàâåíñòâîì èç óñëîâèÿ òåîðåìû è îöåíêîé íà δ, ïîëó÷èì, ÷òî è ýòî

ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç Cω(∥x− y∥).
Áîëåå ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòüþ ãëàâû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìî-

ñòè, òî åñòü ïîñòðîåíèå ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè. Ïîêàæåì, ÷òî äîñòàòî÷íî

íàó÷èòüñÿ ñòðîèòü ïðèáëèæàþùóþ ôóíêöèþ íå äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ δ, à

ëèøü äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ. Ïðåäïîëîæèì, íàøëèñü òàêèå êîíñòàíòû C1 è C2,

÷òî äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, δ0) ñóùåñòâóåò ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λδ(K) ôóíêöèÿ uδ, äëÿ

êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè (21) è (22). Äëÿ δ ⩾ δ0 ïîëîæèì uδ = 0. Ðàçóìååò-

ñÿ, ýòà ôóíêöèÿ ãàðìîíè÷íà â ëþáîé îêðåñòíîñòèK, è îöåíêà (22) âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ ëþáîãî C2 ⩾ 0. Ïóñòü |f(x)| ⩽ C íà K (f íåïðåðûâíà). Òîãäà äëÿ x ∈ K

|f(x)− uδ(x)| = |f(x)| ⩽ C =
C

ω(δ0)
ω(δ0) ⩽

C

ω(δ0)
ω(δ) = C ′

1ω(δ).

Çíà÷èò, çàìåíÿÿ C1 íà íàèáîëüøåå èç ÷èñåë C1 è C
′
1, ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå

êîíñòàíò, äëÿ êîòîðûõ òðåáóåìûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ ïîëîæèòåëü-

íûõ δ.

Ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè ïîñâÿù¼í òðåòèé ðàçäåë ãëàâû. Âî

âòîðîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ ã¼ëüäå-

ðîâîé ôóíêöèè, â ÷àñòíîñòè äîêàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

f(x) = − 1

qm

∫
Rm

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y),

íà êîòîðîì îñíîâûâàåòñÿ ïîñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè. Â

÷åòâ¼ðòîì ðàçäåëå îáñóæäàåòñÿ îáîáùåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà êîìïàê-

òû ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé.

2.2. Ñâîéñòâà ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ

Ïóñòü íàì äàíà ã¼ëüäåðîâà ôóíêöèÿ f . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó èç ïðåäûäóùåé

ãëàâû, ïîñòðîèì å¼ ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå f0. Ïîëüçóÿñü (20), ìîæåì

íàïèñàòü

∆∗f(ν(x), C4d(x)) ⩽ Cω(C4d(x)) ⩽ Cω(d(x)).
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Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå äëÿ f0 âåðíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

∥grad f0(x)∥ ⩽ C
ω(d(x))

d(x)
, x ∈ Rm \K, (23)

|∆f0(x)| ⩽ C
ω(d(x))

d2(x)
, x ∈ Rm \K. (24)

Ïîñêîëüêó f íåïðåðûâíà íà K, f0 íåïðåðûâíà íà Rm, è f0|K = f . Íàïîìíèì

òàêæå, ÷òî f0 îáíóëÿåòñÿ âíå øàðà B0 = B(O, R0).

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ïîñòðîèëè ñèñòåìó èç

cn ⩽ C2(m−2)n òî÷åê xkn ∈ K, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ïîïàðíûå

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè xkn íå ìåíüøå 2
−n, à îòêðûòûå øàðû ñ öåíòðàìè â

òî÷êàõ xkn ðàäèóñà 2−n ïîêðûâàþò K. Çàòåì ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå ìíîæå-

ñòâà Ω∗
n =

cn−1⋃
k=0

B(xkn, 2
−n+1) è Ωn = Ω∗

n \ Ω∗
n+1 è ïîëó÷èëè îöåíêó (2):

2−n−1 < d(x) ⩽ 2−n+1, x ∈ Ωn.

Âîçüì¼ì òî÷êó x ∈ B0 \K è ïîäáåð¼ì òàêîå n, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì íåîò-

ðèöàòåëüíîì k áóäåò âûïîëíåíî x ̸∈ Ω∗
n+k (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 2−n

áûëî äîñòàòî÷íî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ d(x)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn êîìïîíåí-

òó ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà B0 \ Ω∗
n, ñîäåðæàùóþ òî÷êó x. Ïðèìåíèì èçâåñòíóþ

ôîðìóëó [26, ãë. 11, ñ. 229]:

f0(x) =
1

(m− 2)sm

∫
∂Tn

f ′0n(y)(y)
1

rm−2
x (y)

dσ(y)−

− 1

(m− 2)sm

∫
∂Tn

f0(y)

(
1

rm−2
x (y)

)′

n(y)

dσ(y)− 1

(m− 2)sm

∫
Tn

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y), (25)

ãäå sm = σ(S(O, 1)), rx(y) = ∥x − y∥, n(y) � âíåøíÿÿ åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê

ãèïåðïîâåðõíîñòè Tn â òî÷êå y.

Ïîñêîëüêó f0 è f
′
0n(y) ðàâíû íóëþ íà ∂B0, ïåðâûå äâà èíòåãðàëà â (25) áåðóò-

ñÿ ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùåéñÿ â ∂Ω∗
n, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ïîäìíîæåñòâ

cn ñôåð ðàäèóñà 2−n+1, ñóììàðíàÿ ìåðà êîòîðûõ ðàâíà

cnsm(2
−n+1)m−1 ⩽ sm2

(m−2)n+(m−1)(−n+1) = C2−n,
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ïîñêîëüêó cn ⩽ C2(m−2)n. Òî÷êà x íå ïðèíàäëåæèò êîìïàêòó Ω∗
n, òàê ÷òî rx(y)

îòäåëåíî îò íóëÿ, ïðè÷¼ì äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ n îäíèì è òåì æå ÷èñëîì.

Çíà÷èò, ïðèìåíÿÿ (23) è ó÷èòûâàÿ (2), ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣
∫
∂Tn

f ′0n(y)(y)
1

rm−2
x (y)

dσ(y)

∣∣∣∣∣∣ ⩽ C2−n sup
y∈∂Ω∗

n

ω(d(y))

d(y)
⩽ Cω(2−n),

÷òî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì n. Äàëåå, îöåíèâ ìîäóëü íîðìàëüíîé ïðîèçâîä-

íîé íîðìîé ãðàäèåíòà è èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííîñòü f0, ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣ 1

(m− 2)sm

∫
∂Tn

f0(y)

(
1

rm−2
x (y)

)′

n(y)

dσ(y)

∣∣∣∣∣∣ ⩽ C

∫
∂Tn

|f0(y)|
1

rm−1
x (y)

dσ(y) ⩽ C2−n,

÷òî òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (25), ïîëó-

÷àåì âàæíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå f0:

f0(x) = − 1

(m− 2)sm

∫
B0

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) = − 1

qm

∫
Rm

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y), x ∈ Rm \K,

(26)

ãäå ìû äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èëè qm = (m− 2)sm.

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (26) âåðíî íà âñ¼ì Rm. Äëÿ ýòîãî

ìû óñòàíîâèì íåïðåðûâíîñòü íà Rm èíòåãðàëà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí-

ñòâà, êàê ôóíêöèè îò x. Â ýòîì íàì ïîìîãóò ñëåäóþùèå ëåììû. Äëÿ A ⊂ Rm

îáîçíà÷èì A′ = A ∩B0.

Ëåììà 1. Ïóñòü x ∈ K. Òîãäà∫
B′(x,R)

ω(d(y))

d2(y)
dλ(y) ⩽ CRm−2ω(R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ω0 = B0 \
∞⋃
n=1

Ωn. Ïîëîæèì σn = B′(x, R) ∩ Ωn.

Òîãäà ∫
B′(x,R)

ω(d(y))

d2(y)
dλ(y) =

∞∑
n=0

∫
σn

ω(d(y))

d2(y)
dλ(y) =

∞∑
n=n(R)

∫
σn

ω(d(y))

d2(y)
dλ(y),
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ãäå n(R) îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå n, äëÿ êîòîðîãî σn ̸= ∅. Çàìåòèì, ÷òî èç

(2) ñëåäóåò, ÷òî 2−n(R) ⩽ 2R. Ðàññìîòðèì äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n ⩾ n(R) âñå

òî÷êè xkn = φ(tkn), äëÿ êîòîðûõ B(xkn, 2
−n+1) ∩ B(x, R) ̸= ∅ (ìíîæåñòâî σn

ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç ïîäìíîæåñòâ òàêèõ øàðîâ). Ïîñêîëüêó äëÿ ðàññìàò-

ðèâàåìûõ n âûïîëíåíî 2−n ⩽ 2−n(R) ⩽ 2R, âñå ýòè òî÷êè ïðèíàäëåæàò øàðó

B(x, 3R). Ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè tkn íå ìåíüøå C̃
−1
2 2−n, âñå îíè

ëåæàò â (m − 2)-ìåðíîì øàðå ðàäèóñà 3C̃−1
1 R è òåì áîëåå â (m − 2)-ìåðíîì

êóáå ñî ñòîðîíîé 6C̃−1
1 R. Ïî ëåììå 4 ïåðâîé ãëàâû, ýòèõ òî÷åê (êàê è òî÷åê

xkn) íå áîëüøå, ÷åì CRm−22(m−2)n (ëåììà ïðèìåíèìà, âåäü äëÿ ðàññìàòðèâàå-

ìûõ n âûïîëíåíî C̃−1
2 2−n ⩽ 6

√
m− 2C̃−1

1 R, ïîñêîëüêó C̃1 ⩽ C̃2) . Ìíîæåñòâî

Ωn ñîñòîèò èç ïîäìíîæåñòâ øàðîâ ñ öåíòðàìè xkn ðàäèóñà 2−n+1, ïîýòîìó

λ(σn) ⩽ CRm−22(m−2)n+m(−n+1) = CRm−22−2n.

Ó÷èòûâàÿ ýòî è îöåíèâàÿ ñíèçó d(y) ñ ïîìîùüþ (2), ïîëó÷èì

∞∑
n=n(R)

∫
σn

ω(d(y))

d2(y)
dλ(y) ⩽ C

∞∑
n=n(R)

22nω(2−n)λ(σn) ⩽ CRm−2
∞∑

n=n(R)

ω(2−n).

Ïðèìåíèì òåïåðü óñëîâèå (18):

∞∑
n=n0

ω(2−n) = 2
∞∑

n=n0

2−n+1∫
2−n

ω(2−n)

2−n+1
dt ⩽ 2

∞∑
n=n0

2−n+1∫
2−n

ω(t)

t
dt = 2

2−n0+1∫
0

ω(t)

t
dt ⩽

⩽ Cω(2−n0+1) ⩽ Cω(2−n0). (27)

Çíà÷èò, ïîäñòàâëÿÿ ñþäà n0 = n(R) è ñíîâà ïðèìåíÿÿ îöåíêó 2−n(R) ⩽ 2R,

ïîëó÷èì ∫
B′(x,R)

ω(d(y))

d2(y)
⩽ CRm−2

∞∑
n=n(R)

ω(2−n) ⩽ CRm−2ω(R),

÷òî è òðåáîâàëîñü. □

Ëåììà 2. Ïóñòü x ∈ K. Òîãäà∫
B′(x,R)

ω(d(y))

d2(y)rm−2
x (y)

dλ(y) ⩽ Cω(R).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë èç ëåâîé ÷àñòè è ïðèìåíèì ëåììó

1: ∫
B′(x,R)

ω(d(y))

d2(y)rm−2
x (y)

dλ(y) =
∞∑
n=0

∫
B′(x, 2−nR)\B′(x, 2−(n+1)R)

ω(d(y))

d2(y)rm−2
x (y)

dλ(x) ⩽

⩽
∞∑
n=0

2(m−2)(n+1)

Rm−2

∫
B′(x, 2−nR)\B′(x, 2−(n+1)R)

ω(d(y))

d2(y)
dλ(y) ⩽

⩽
∞∑
n=0

2(m−2)(n+1)

Rm−2

∫
B′(x, 2−nR)

ω(d(y))

d2(y)
dλ(y) ⩽

⩽ C

∞∑
n=0

2(m−2)n

Rm−2
2−(m−2)nRm−2ω(2−nR) = C

∞∑
n=0

ω(2−nR) ⩽ Cω(R).

Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü (27). □

Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå èç ïðàâîé ÷àñòè (26) ÷åðåç g(x). Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó

íåðàâåíñòâà (24), ëåììû 2 è òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ∆f0 = 0 âíå B0, èìååì

qm|g(x)| ⩽
∫
Rm

|∆f0(y)|
rm−2
x (y)

dλ(y) =

∫
B(x, 1)

|∆f0(y)|
rm−2
x (y)

dλ(y)+

∫
Rm\B(x, 1)

|∆f0(y)|
rm−2
x (y)

dλ(y) =

=

∫
B′(x, 1)

|∆f0(y)|
rm−2
x (y)

dλ(y)+

∫
B0\B(x, 1)

|∆f0(y)|
rm−2
x (y)

dλ(y) ⩽
∫

B′(x, 1)

ω(d(y))

d2(y)rm−2
x (y)

dλ(y)+C ⩽

⩽ Cω(1) + C,

òî åñòü g(x) êîððåêòíî îïðåäåëåíî äëÿ x ∈ K. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî

|g(x1)− g(x2)| ⩽ Cω(∥x1 − x2∥), x1, x2 ∈ K. (28)

Ïóñòü x1, x2 ∈ K. Òîãäà

g(x2)− g(x1) =
1

qm

∫
Rm

∆f0(y)

rm−2
x1

(y)
dλ(y)− 1

qm

∫
Rm

∆f0(y)

rm−2
x2

(y)
dλ(y) =
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=
1

qm

∫
B(x1, 2∥x1−x2∥)

∆f0(y)

rm−2
x1

(y)
dλ(y)− 1

qm

∫
B(x1, 2∥x1−x2∥)

∆f0(y)

rm−2
x2

(y)
dλ(y)+

+
1

qm

∫
Rm\B(x1, 2∥x1−x2∥)

∆f0(y)

(
1

rm−2
x1

(y)
− 1

rm−2
x2

(y)

)
dλ(y) = I1 − I2 + I3. (29)

Íåðàâåíñòâî (24) è ëåììà 2 ñðàçó äàþò íàì, ÷òî

|I1| ⩽
1

qm

∫
B(x1, 2∥x1−x2∥)

|∆f0(y)|
rm−2
x1

(y)
dλ(y) =

1

qm

∫
B′(x1, 2∥x1−x2∥)

|∆f0(y)|
rm−2
x1

(y)
dλ(y) ⩽

⩽
1

qm

∫
B′(x1, 2∥x1−x2∥)

ω(d(y))

d2(y)rm−2
x1

(y)
dλ(y) ⩽ Cω(2∥x1 − x2∥) ⩽ Cω(∥x1 − x2∥).

Àíàëîãè÷íî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî B(x1, 2∥x1 − x2∥) ⊂ B(x2, 3∥x1 − x2∥), ïîëó÷èì

|I2| ⩽
1

qm

∫
B′(x2, 3∥x1−x2∥)

ω(d(y))

d2(y)rm−2
x2

(y)
dλ(y) ⩽ Cω(3∥x1 − x2∥) ⩽ Cω(∥x1 − x2∥).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ y ̸∈ B(x1, 2∥x1 − x2∥) âûïîëíåíî

∥y − x2∥ ⩾ ∥y − x1∥ − ∥x1 − x2∥ ⩾
1

2
∥y − x1∥, ∥y − x2∥ ⩽ 2∥y − x1∥,

òî åñòü rx2
(y) ≍ rx1

(y). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ a, b ⩾ 0 âûïîëíåíî

|aj − bj| ⩽ |a− b|
j−1∑
i=0

aj−ibi ⩽ |a− b| · j(max(a, b))j−1 ⩽ j|a− b|(aj−1 + bj−1),

ïîýòîìó äëÿ òàêèõ y ñïðàâåäëèâî∣∣∣∣ 1

rm−2
x1

(y)
− 1

rm−2
x2

(y)

∣∣∣∣ = |rm−2
x1

(y)− rm−2
x2

(y)|
rm−2
x1

(y)rm−2
x2

(y)
⩽

⩽ C
|rx1

(y)− rx2
(y)|(rm−3

x1
(y) + rm−3

x2
(y))

r2m−4
x1

(y)
⩽

⩽ C
|rx1

(y)− rx2
(y)|rm−3

x1
(y)

r2m−4
x1

(y)
⩽ C

∥x1 − x2∥
rm−1
x1

(y)
.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (24), ëåììó 1 è óñëîâèå (18), ïîëó÷èì

|I3| ⩽ C
∞∑
k=1

∫
B′(x1, 2k+1∥x1−x2∥)\B′(x1, 2k∥x1−x2∥)

∥x1 − x2∥ω(d(y))
rm−1
x1

(y)d2(y)
dλ(y) ⩽
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⩽ C
∞∑
k=1

1

2(m−1)k∥x1 − x2∥m−2

∫
B′(x0, 2k+1∥x1−x2∥)

ω(d(y))

d2(y)
dλ(y) ⩽

⩽ C
∞∑
k=1

2(m−2)(k+1)∥x1 − x2∥m−2ω(2k+1∥x1 − x2∥)
2(m−1)k∥xn − x0∥m−2

⩽ C
∞∑
k=1

ω(2k∥x1 − x2∥)
2k

=

= C
∞∑
k=1

4∥x1 − x2∥
2k+1∥x1−x2∥∫
2k∥x1−x2∥

ω(2k∥x1 − x2∥)
(2k+1∥x1 − x2∥)2

dt ⩽

⩽ C
∞∑
k=1

2∥x1 − x2∥
2k+1∥x1−x2∥∫
2k∥x1−x2∥

ω(t)

t2
dt = C · 2∥x1 − x2∥

∞∫
2∥x1−x2∥

ω(t)

t2
dt ⩽

⩽ Cω(2∥x1 − x2∥) ⩽ Cω(∥x1 − x2∥).

Èòàê, (28) äîêàçàíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóæåíèå g íà K ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé íà K ôóíêöèåé, è íàì îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè xk → x0 ∈ K,

xk ̸∈ K, òî g(xk) → g(x0). Íàïèøåì ðàâåíñòâî (29) äëÿ x1 = ν(xk) (òî÷êà,

ðåàëèçóþùàÿ ðàññòîÿíèå îò xk äî K), x2 = xk. Â îöåíêå I1 è I3 ìû íèêàê íå

èñïîëüçîâàëè, ÷òî x2 ∈ K, ïîýòîìó èìååì

|I1|+ |I3| ⩽ Cω(∥xk − ν(xk)∥) = Cω(d(xk)),

÷òî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Âåëè÷èíó I2 îöåíèì îòäåëüíî. Äåëàÿ ñôåðè÷åñêóþ çà-

ìåíó, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ∫
B(xk, R)

dλ(y)

rm−2
xk

(y)
= CRm−1.

Ïîñêîëüêó xk ̸∈ K, òî âíóòðè øàðà B(xk,
1
2d(xk)) âåëè÷èíà d(y) ýêâèâàëåíòíà

d(xk), à âíå ýòîãî øàðà rxk
(y) ìîæíî îöåíèòü ñíèçó ÷åðåç 1

2d(xk). Òîãäà ïî

íåðàâåíñòâó (24) è ëåììå 1 èìååì

|I2| ⩽
1

qm

∫
B(xk,

1
2d(xk))

ω(d(y))

d2(y)rm−2
xk

(y)
dλ(y)+

+
1

qm

∫
B′(ν(xk), 2∥xk−ν(xk)∥)\B(xk,

1
2d(xk))

ω(d(y))

d2(y)rm−2
xk

(y)
dλ(y) ⩽
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⩽ C
ω(d(xk))

d2(xk)

∫
B(xk,

1
2d(xk))

dλ(y)

rm−2
xk

(y)
+

C

dm−2(xk)

∫
B′(ν(xk), 2d(xk))

ω(d(y))

d2(y)
dλ(y) ⩽

⩽ Cdm−3(xk)ω(d(xk)) +
C

dm−2(xk)
(2d(xk))

m−2ω(2d(xk)) ⩽

⩽ C(1 + dm−3(xk))ω(d(xk)),

÷òî òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì k. Íàêîíåö, íàïèøåì

|g(xk)− g(x0)| ⩽ |g(xk)− g(ν(xk))|+ |g(ν(xk))− g(x0)|.

Ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞.

Âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîñêîëüêó ñóæåíèå g íà K íåïðåðûâíî, à

ïðè xk → x0 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ν(xk) → x0.

Òàêèì îáðàçîì, g íåïåðåðûâíà íà Rm. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî (26) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

âñåõ x ∈ Rm, âåäü â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà ñòîÿò íåïðåðûâíûå íà Rm ôóíêöèè,

à ïîñêîëüêó õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü K ðàâíà m− 2, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ K

ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ̸∈ K, ñõîäÿùóþñÿ ê x. Â ÷àñòíîñòè,

ïîäñòàâëÿÿ òî÷êè èç K, ïîëó÷èì

f(x) = − 1

qm

∫
Rm

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y). (30)

Çàìå÷àíèå. Èç (28) è (30) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïñåâäîãàðìîíè÷åñêî-

ãî ðàñøèðåíèÿ ïðè óñëîâèè ∆∗f(x, r) ⩽ Cω(r) âëå÷¼ò ã¼ëüäåðîâîñòü ñ ìîäóëåì

íåïðåðûâíîñòè ω. Ðå÷ü èä¼ò èìåííî î ã¼ëüäåðîâîñòè (à íå ïðîñòî î íåïðåðûâ-

íîñòè ñ äàííûì ìîäóëåì), ïîòîìó ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå ìû ñóùåñòâåííî èñ-

ïîëüçîâàëè ñâîéñòâî (18), êîòîðîå ïî ñóòè è îçíà÷àåò ã¼ëüäåðîâîñòü ôóíêöèè ñ

ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè ω.

2.3. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè

Ïåðåéä¼ì ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè. Êàê ìû ïîêàçàëè â ïåð-

âîì ðàçäåëå, äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ýòî ëèøü äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ. Ïðîâåä¼ì

ïîñòðîåíèå äëÿ δ ∈ (0, 1/2). Íà÷í¼ì ñ δ = 2−n, n ∈ N. Ïóñòü C5 ⩾ 2. Ïðè-

ìåíÿÿ ëåììó 4 ïåðâîé ãëàâû òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå
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ëåììû 1, ïîëó÷èì, ÷òî ÷òî â øàðå B(xk0n, C52
−n) íå áîëüøå CCm−2

5 òî÷åê xkn

(ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè tkn = φ−1(xkn) ëåæàò â (m− 2)-ìåðíîì êóáå ñ ðåáðîì

2C̃−1
1 C52

−n, à ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè íå ìåíüøå C̃−1
2 2−n). Çíà÷èò,

λ(B(xk0n, C52
−n) ∩ Ω∗

n) ⩽ CCm−2
5 2m(−n+1).

Â òî æå âðåìÿ

λ(B(xk0n, C52
−n)) = CCm

5 2−mn.

Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíèm ðàñò¼ò áûñòðåå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíèm−2, ïîýòîìó ìîæíî

âûáðàòü C5 òàê, ÷òîáû

λ(B(xk0n, C52
−n) \ Ω∗

n) ⩾
1

2
λ(B(O, C52

−n))

âûïîëíÿëîñü äëÿ âñåõ k0 = 0, 1, . . . , cn − 1 ïðè âñåõ n ∈ N.
Îïðåäåëèì äëÿ k = 0, 1, . . . , cn − 1 ìíîæåñòâà βkn:

β0n = B(x0n, 2
−n+1), βkn = B(xkn, 2

−n+1)\
k−1⋃
i=0

B(xin, 2
−n+1) ïðè k = 1, . . . , cn−1.

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâà βkn ïîïàðíî (ïî k) íå ïåðåñåêàþòñÿ è äàþò â îáúåäèíåíèè

ìíîæåñòâî, îòëè÷àþùååñÿ îò Ω∗
n íà ìíîæåñòâî ìåðû íóëü. Äàëåå, íåðàâåíñòâî

(24) è ëåììà 1 äàþò íàì, ÷òî∫
βkn

|∆f0(y)| dλ(y) = Ckn2
−(m−2)nω(2−n), (31)

ïðè÷¼ì Ckn ⩽ C äëÿ âñåõ k è n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç χkn õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâàB(xkn, C52
−n)\

Ω∗
n è ïîëîæèì

φkn(y) = γknχkn(y)2
2nω(2−n),

ãäå ÷èñëà γkn ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü∫
βkn

∆f0(y) dλ(y) +

∫
Rm

φkn(y) dλ(y) = 0. (32)

Èíûìè ñëîâàìè,

γkn = − 1

22nω(2−n)λ(B(xkn, C52−n) \ Ω∗
n)

∫
βkn

∆f0(y) dλ(y).
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Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ C5 è ðàâåíñòâà (31) ïîëó÷èì

|γkn| ⩽
2Ckn2

−(m−2)nω(2−n)

22nω(2−n)λ(B(O, C52−n))
⩽ C

2−(m−2)n

22n · 2−mn
= C.

Ïîëîæèì Φn =
cn−1∑
k=0

φkn è îïðåäåëèì ôóíêöèþ u2−n:

u2−n(x) = − 1

qm

∫
Rm\Ω∗

n

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) +
1

qm

∫
Rm

Φn(y)

rm−2
x (y)

dλ(y).

Â ïåðâîé ãëàâå ìû óæå óáåæäàëèñü, ÷òî èç d(x) ⩽ 2−n ñëåäóåò x ∈ Ω∗
n,

ïîýòîìó Λ2−n(K) ⊂ Ω∗
n, à çíà÷èò, ïî òåîðåìå î äèôôåðåíöèðîâàíèè èíòåãðàëà,

çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà, u2−n ãàðìîíè÷íà â Λ2−n(K), âåäü òàêîâà ôóíêöèÿ

r2−m
x .

Ðàçîáú¼ì êóá [0, 1]m−2 íà (⌈C̃22
n+1

√
m− 2⌉)m−2 îäèíàêîâûõ êóáîâ. Òåì ñà-

ìûì ìû äîáú¼ìñÿ òîãî, ÷òî ñòîðîíà ìàëåíüêîãî êóáà áóäåò ñîèçìåðèìà ñ 2−n (ñ

îäèíàêîâûìè êîíñòàíòàìè äëÿ âñåõ n) è ÷òî â îäíîì êóáå áóäåò ëåæàòü íå áîëåå

îäíîé òî÷êè tkn = φ−1(xkn). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó t ∈ [0, 1]m−2. Îäèí èç

êóáîâ, ñîäåðæàùèõ t íàçîâ¼ì íóëåâûì. Ìíîæåñòâî êóáîâ, èìåþùèõ îáùèå òî÷-

êè ñ íóëåâûì, íàçîâ¼ì ïåðâûì ñëîåì. Äàëåå, i-ûì ñëîåì íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî êó-

áîâ, íå íàçâàííûõ ðàíåå è èìåþùèõ îáùèå òî÷êè ñ êóáàìè (i−1)-ãî ñëîÿ. Ïóñòü

äëèíà ðåáðà ìàëåíüêîãî êóáà îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé C̃32
−n, à äëèíà äèà-

ãîíàëè îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó C̃42
−n. Ïîäáåð¼ì òàêóþ êîíñòàíòó C6, ÷òîáû íàè-

ìåíüøèé íîìåð ñëîÿ, ñîäåðæàùåãî êóá, íå ëåæàùèé öåëèêîì â ìíîæåñòâå {s ∈
[0, 1]m−2 | ∥s− t∥ ⩽ C6C̃

−1
2 2−n}, óäîâëåòâîðÿë íåðàâåíñòâó C̃1C̃3(i−1)−C5 > 0.

Ñìûñë òàêîãî âûáîðà C6 ñòàíåò ïîíÿòíûì íèæå.

Ïóñòü x ∈ K. Èñïîëüçóÿ (30), íàïèøåì

u2−n(x)− f(x) =
1

qm

∫
Ω∗

n

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) +
1

qm

∫
Rm

Φn(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) =

=

cn−1∑
k=0

 1

qm

∫
βkn

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) +
1

qm

∫
Rm

φkn(y)

rm−2
x (y)

dλ(y)

 =
1

qm
(Σ1 + Σ2),

ãäå Σ1 � ñóììà ïî èíäåêñàì k, äëÿ êîòîðûõ xkn ∈ B(x, C62
−n), à Σ2 � ïî âñåì

îñòàëüíûì. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ k íàáîðà Σi îáîçíà÷èì ÷åðåç Si. Èç îïðåäåëå-
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íèÿ Σ1 ñëåäóåò, ÷òî
⋃

k∈S1

βkn ⊂ B(x, (C6 + 2)2−n), òàê ÷òî ïî íåðàâåíñòâó (24) è

ëåììå 2 èìååì∣∣∣∣∣∣∣
∑
k∈S1

∫
βkn

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y)

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫

B(x, (C6+2)2−n)

|∆f0(y)|
rm−2
x (y)

dλ(y) ⩽ Cω(2−n).

Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ëåììó 4 ïåðâîé ãëàâû, ïîëó÷èì, ÷òî |S1| ⩽ C. Ó÷èòûâàÿ ýòî

è òî, ÷òî äëÿ y ̸∈ Ω∗
n âûïîëíåíî rx(y) ⩾ 2−n, ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣

∑
k∈S1

∫
Rm

φkn(y)

rm−2
x (y)

dλ(y)

∣∣∣∣∣∣ ⩽ C2−mn2
2nω(2−n)

2(m−2)(−n)
= Cω(2−n).

Òàêèì îáðàçîì, |Σ1| ⩽ ω(2−n).

Èñïîëüçóÿ (32), ïåðåïèøåì ñëàãàåìûå èç Σ2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫
βkn

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) +

∫
Rm

φkn(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) =

∫
βkn

∆f0(y)

rm−2
x (xkn)

dλ(y)+

+

∫
βkn

∆f0(y)

(
1

rm−2
x (y)

− 1

rm−2
x (xkn)

)
dλ(y)+

+

∫
Rm

φkn(y)

rm−2
x (xkn)

dλ(y) +

∫
Rm

φkn(y)

(
1

rm−2
x (y)

− 1

rm−2
x (xkn)

)
dλ(y) =

=
1

rm−2
x (xkn)

 ∫
βkn

∆f0(y) dλm(y) +

∫
Rm

φkn(y) dλ(y)

+ . . . =

=

∫
βkn

∆f0(y)

(
1

rm−2
x (y)

− 1

rm−2
x (xkn)

)
dλ(y)+

+

∫
Rm

φkn(y)

(
1

rm−2
x (y)

− 1

rm−2
x (xkn)

)
dλ(y).

Ìû õîòèì îöåíèòü ðàçíîñòü äðîáåé â ñêîáêàõ. Ïîñêîëüêó íîñèòåëü φkn ñî-

äåðæèòñÿ â B(xkn, C52
−n), êàê è ìíîæåñòâî βkn, äîñòàòî÷íî íàïèñàòü îöåíêó

äëÿ y ∈ B(xkn, C52
−n). Äëÿ t = φ−1(x) ðàçîáú¼ì íà Nm−2 êóáîâ òàê, êàê ýòî

áûëî îïèñàíî âûøå. Ïóñòü tkn = φ−1(xkn) ïðèíàäëåæèò êóáó i-ãî ñëîÿ. Îöåíèì
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ñíà÷àëà ñ äâóõ ñòîðîí ∥y − x∥.

∥y−x∥ ⩾ ∥x−xkn∥−∥y−xkn∥ ⩾ C̃1∥t− tkn∥−C52
−n ⩾ C̃1C̃32

−n(i−1)−C52
−n,

ïðè÷¼ì ïîñëåäíåå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíî â ñèëó âûáîðà C6. Äåéñòâèòåëüíî, xkn íå

ïðèíàäëåæèò øàðó B(x, C62
−n), à çíà÷èò ∥t−tkn∥ ⩾ C̃−1

2 ∥x−xkn∥ > C̃−1
2 C62

−n.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∥y − x∥ ⩽ ∥x− xkn∥+ ∥y − xkn∥ ⩽ C̃2C̃42
−n + C52

−n.

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ äîêàçàííîå ðàíåå íåðàâåíñòâî |aj − bj| ⩽ j|a− b|(aj−1 + bj−1),

ïîëó÷èì∣∣∣∣ 1

∥x− y∥m−2
− 1

∥x− xkn∥m−2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∥x− xkn∥m−2 − ∥x− y∥m−2

∥x− y∥m−2∥x− xkn∥m−2

∣∣∣∣ ⩽
⩽

(m− 2)∥y − xkn∥(∥x− xkn∥m−3 + ∥x− y∥m−3)

∥x− y∥m−2∥x− xkn∥m−2
⩽

⩽ C
2−n((C̃2C̃4(i+ 1))m−32−n(m−3) + (C̃2C̃4(i+ 1) + C6)

m−32−n(m−3))

(C̃1C̃3(i− 1)− C6)m−22−n(m−2)(C̃1C̃3(i− 1))m−22−n(m−2)
=

= C2n(m−2) (C̃2C̃4(i+ 1))m−3 + (C̃2C̃4(i+ 1) + C6)
m−3

(C̃1C̃3(i− 1)− C6)m−2(C̃1C̃3(i− 1))m−2
= C2n(m−2)ai.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ k, äëÿ êîòîðûõ tkn ëåæèò â i-îì ñëîå, ÷åðåç

Fi. Ïîëîæèì òàêæå ai = 0 äëÿ òåõ i, äëÿ êîòîðûõ îíî íå îïðåäåëåíî. Òîãäà,

ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíþþ îöåíêó, ðàâåíñòâî (31) è îïðåäåëåíèå φkn, ïîëó÷èì

|Σ2| ⩽ C2n(m−2)
2N∑
i=1

∑
k∈Fi

ai

∫
βkn

|∆f0(y)| dλ(y) +
∫
Rm

|φkn(y)| dλ(y)

 ⩽

⩽ C
2N∑
i=1

∑
k∈Fi

ai(Ckn2
−(m−2)nω(2−n) + |γkn|22n(C52

−n)mω(2−n)) ⩽

⩽ Cω(2−n)
2N∑
i=1

∑
k∈Fi

ai ⩽ Cω(2−n)
∞∑
i=1

ai((2i+ 1)m−2 − (2i− 1)m−2),

ïîñêîëüêó â i-îì ñëîå ëåæèò íå áîëüøå, ÷åì (2i + 1)m−2 − (2i − 1)m−2 êóáîâ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ai ≍ i−(m−1), ïîýòîìó ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ. Çíà÷èò, ìû
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ïîëó÷èëè îöåíêó

|f(x)− u2−n(x)| ⩽ 1

qm
(|Σ1|+ |Σ2|) ⩽ Cω(2−n). (33)

Äîêàæåì òåïåðü îöåíêó íà ãðàäèåíò ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè. Ïóñòü

wn(x) =

∫
Rm\Ω∗

n

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) =
n−1∑
ℓ=0

∫
Ωℓ

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) =
n−1∑
ℓ=0

hℓ(x).

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ îöåíêó rx(y) ⩾ 2−ℓ−1 äëÿ x ∈ Ωℓ è ôîðìóëû

∥grad rkx(y)∥ = |k|rk−1
x (y)

è

∥grad
∫
v(x, y) dλ(y)∥ ⩽

∫
∥grad v(x, y)∥ dλ(y)

(äèôôåðåíöèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî ïåðåìåííîé x), ïîëó÷àåì

∥gradhℓ(x)∥ ⩽ C

∫
Ωℓ

|∆f0(y)|
rm−1
x (y)

dλ(y) ⩽ C2ℓ
∫
Ωℓ

|∆f0(y)|
rm−2
x (y)

dλ(y).

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà (33), ìû ôàêòè÷åñêè ïîëó÷èëè îöåíêó∫
Ωℓ

|∆f0(y)|
rm−2
x (y)

dλ(y) ⩽ Cω(2−ℓ).

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ (18), áóäåì èìåòü

∥gradwn(x)∥ ⩽
n−1∑
ℓ=0

∥gradhℓ(x)∥ ⩽ C
n−1∑
ℓ=0

2ℓω(2−ℓ) ⩽ C
n−1∑
ℓ=0

2−ℓ+1∫
2−ℓ

ω(2−ℓ)

(2−ℓ+1)2
dt ⩽

⩽ C

n−1∑
ℓ=0

2−ℓ+1∫
2−ℓ

ω(t)

t2
dt ⩽ C

∞∫
2−(n−1)

ω(t)

t2
dt ⩽ C2n−1ω(2n−1) ⩽ C2nω(2−n). (34)

Äàëåå ïîëîæèì

vn(x) =

∫
Rm

Φn(y)

rm−2
x (y)

dλ(y),

è íàïèøåì

∥grad vn(x)∥ ⩽ C

∫
Rm

|Φn(y)|
rm−1
x (y)

dλ(y) ⩽ C2n
∫
Rm

|Φn(y)|
rm−2
x (y)

dλ(y) ⩽ C2nω(2−n). (35)
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Çäåñü ìû ñíîâà âîñïîëüçîâàëèñü îöåíêîé rx(y) ⩾ 2−n äëÿ y ̸∈ Ω∗
n è òåì îáñòîÿ-

òåëüñòâîì, ÷òî, äîêàçàâ (33), ìû äîêàçàëè∫
Rm

|Φn(y)|
rm−2
x (y)

dλ(y) ⩽ Cω(2−n).

Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà (34) è (35) è èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå u2−n, ïîëó÷èì, ÷òî

∥gradu2−n(x)∥ ⩽ C
ω(2−n)

2−n
. (36)

×òîáû ïîñòðîèòü ïðèáëèæàþùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ ∈ (0, 1/2),

ïîäáåð¼ì òàêîå n, ÷òî 2−n−1 < δ ⩽ 2−n è ïîëîæèì uδ = u2−n. Òîãäà î÷åâèäíî,

÷òî Λδ(K) ⊂ Λ2−n(K), òàê ÷òî uδ ãàðìîíè÷íà íà òðåáóåìîì ìíîæåñòâå. Äàëåå,

èñïîëüçóÿ îöåíêó (33), íåðàâåíñòâî 2−n ⩽ 2δ è ñâîéñòâà ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè,

ïîëó÷èì

|f(x)− uδ(x)| = |f(x)− u2−n(x)| ⩽ Cω(2−n) ⩽ Cω(δ).

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ (36), ïîëó÷èì

∥graduδ(x)∥ ⩽ ∥gradu2−n(x)∥ ⩽ C
ω(2−n)

2−n
⩽
ω(δ)

δ
.

2.4. Îáîáùåíèå íà êîìïàêòû ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé

Îïðåäåëåíèå õîðîøåãî êîìïàêòà, äàííîå íàìè, îáîáùàåò ïîíÿòèå íåçàìêíó-

òîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì ñîèçìåðèìîñòè äóãè è

õîðäû, íà á�îëüøèå ðàçìåðíîñòè, åñëè ðàññìàòðèâàòü êðèâóþ êàê ìíîæåñòâî êî-

ðàçìåðíîñòè 2. Ñîèçìåðèìîñòü äóãè è õîðäû ìû çàìåíèëè áèëèïøèöåâîñòüþ.

Îäíàêî ìîæíî ïîéòè äàëüøå è ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâà ìåíüøèõ ðàçìåðíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî L ⊂ Rm íàçîâ¼ì õîðîøèì êîìïàêòîì êî-

ðàçìåðíîñòè ℓ (ℓ = 2, 3, . . . , m − 1), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå

φ : [0, 1]m−ℓ → Rm, ÷òî

C̃5∥x1 − x2∥ ⩽ ∥φ(x1)− φ(x2)∥ ⩽ C̃6∥x1 − x2∥

è φ([0, 1]m−ℓ) = L.
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Õîðîøèé êîìïàêò êîðàçìåðíîñòè 2 ìû áóäåì è äàëüøå íàçûâàòü ïðîñòî õî-

ðîøèì êîìïàêòîì. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû â ïåðâîé ãëàâå äîêàçàëè, ÷òî ïðè

m = 3 ìíîæåñòâî õîðîøèõ êîìïàêòîâ ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì íåçàìêíóòûõ

ïðîñòðàíñòâåííûõ êðèâûõ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ñîèçìåðèìîñòè äóãè è õîð-

äû, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî õîðîøèõ êîìïàêòîâ êîðàçìåðíîñòè m− 1

ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì òàêèõ êðèâûõ â Rm.

Ïðîñëåäèì çà ïðåäûäóùèìè ðàññóæäåíèÿìè è óáåäèìñÿ, ÷òî äîêàçàííûå

íàìè òåîðåìû ñïðàâåäëèâû äëÿ õîðîøèõ êîìïàêòîâ êîðàçìåðíîñòè ℓ äëÿ âñåõ

ℓ = 2, 3, . . . , m− 1.

Ïóñòü L � õîðîøèé êîìïàêò êîðàçìåðíîñòè ℓ, K ⊂ L � åãî ïðîèçâîëüíîå

êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî. Êàê è â ïåðâîé ãëàâå, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òî÷åê xkn. Òåïåðü òî÷êè tkn = φ−1(xkn) áóäóò ñîäåðæàòüñÿ â åäèíè÷íîì (m−ℓ)-
ìåðíîì êóáå, ïîýòîìó èõ êîëè÷åñòâî cn áóäåò îöåíèâàòüñÿ êàê

cn ⩽ 2(m−ℓ)n.

Äàëåå â ïåðâîé ãëàâå êîðàçìåðíîñòü íå èãðàåò ðîëè � â ïîñòðîåíèè ïñåâäî-

ãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ ìû ïîëüçîâàëèñü ëèøü òåì, ÷òî ê ëþáîé òî÷êå K

ìîæíî óñòðåìèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç äîïîëíåíèÿ. Ðàçóìååòñÿ, äàííîå

ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå.

Âî âòîðîé ãëàâå êîðàçìåðíîñòü âïåðâûå èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå îöåí-

êè ∣∣∣∣∣∣
∫
∂Tn

f ′0n(y)(y)
1

rm−2
x (y)

dσ(y)

∣∣∣∣∣∣ ⩽ C2−n sup
y∈∂Ω∗

n

ω(d(y))

d(y)
⩽ Cω(2−n),

êîãäà ìû èç ôîðìóëû (25) ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå f0 íà Rm \K.

Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî áûëî îöåíèòü ìåðó ìíîæåñòâà ∂Ω∗
n. Â ñëó÷àå ℓ = 2 ìû

èìåëè

σ(∂Ω∗
n) ⩽ C2−n.

Â ïðîèçâîëüíîì æå ñëó÷àå ïîëó÷èì

σ(∂Ω∗
n) ⩽ cnsm(2

−n+1)m−1 ⩽ sm2
(m−ℓ)n+(m−1)(−n+1) = C2−(ℓ−1)n,

îòêóäà∣∣∣∣∣∣
∫
∂Tn

f ′0n(y)(y)
1

rm−2
x (y)

dσ(y)

∣∣∣∣∣∣ ⩽ C2−(ℓ−1)n sup
y∈∂Ω∗

n

ω(d(y))

d(y)
⩽ C2−(ℓ−2)nω(2−n),
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÷òî òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì n.

Äàëåå â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1 ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâà

σn = B′(x, R) ∩ Ωn

äëÿ n ⩾ n(R), ãäå n(R) � íàèìåíüøåå n, äëÿ êîòîðîãî σn ̸= ∅. Äëÿ îöåíêè

ìåðû σn ìû îöåíèâàåì êîëè÷åñòâî òî÷åê xkn, äëÿ êîòîðûõ

B(xkn, 2
−n+1) ∩B(x, R) ̸= ∅.

Îêàçàëîñü, ÷òî âñå òî÷êè tkn = φ−1(xkn) ëåæàò â êóáå ñî ñòîðîíîé 6C̃−1
1 R. Íî

åñëè ðàíüøå ðàçìåðíîñòü ýòîãî êóáà áûëàm−2, òî òåïåðü îíà ðàâíàm−ℓ. Òîãäà
ïî ëåììå 4 ïåðâîé ãëàâû êîëè÷åñòâî ýòèõ òî÷åê íå ïðåâîñõîäèò CRm−ℓ2(m−ℓ)

(ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó tkn âñ¼ åù¼ íå ìåíüøå C̃
−1
2 2−n). Òàêæå âñïîìíèì,

÷òî 2−n ⩽ 2−n(R) ⩽ 2R, ïîýòîìó

λ(σn) ⩽ CRm−ℓ2(m−ℓ)n+m(−n+1) = CRm−ℓ2−ℓn =

= CRm−ℓ2−(ℓ−2)n · 2−2n ⩽ CRm−ℓ(2R)ℓ−2 · 2−2n ⩽ CRm−22−2n,

òî åñòü ìû ïîëó÷èëè òó æå îöåíêó. Äàëüøå äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò áåç èçìå-

íåíèé. Áîëüøå âî âòîðîì ðàçäåëå (êðîìå øàãà ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òî÷åê èç

äîïîëíåíèÿ, êîòîðûé ìû óæå óïîìèíàëè) êîðàçìåðíîñòü íèêàê íå èñïîëüçóåò-

ñÿ.

Â ïîñòðîåíèè ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè êîðàçìåðíîñòü âïåðâûå âîçíèêàåò

ïðè îöåíêå

λ(B(xk0n, C52
−n) ∩ Ω∗

n) ⩽ CCm−2
5 2m(−n+1),

îòêóäà ìû èç ñðàâíåíèÿ ðîñòà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíåé m − 2 è m äåëàåì âûâîä

î âîçìîæíîñòè âûáîðà òàêîé êîíñòàíòû C5, ÷òîáû íåðàâåíñòâî

λ(B(xk0n, C52
−n) \ Ω∗

n) ⩾
1

2
λ(B(O, C52

−n))

âûïîëíÿëîñü ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ k0 è n. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíî-

ñòè ìû ñêàæåì, ÷òî ïî ëåììå 4 ïåðâîé ãëàâû â øàðå B(xk0n, C52
−n) íå áîëüøå

CCm−ℓ
5 òî÷åê xkn, îòêóäà

λ(B(xk0n, C52
−n) ∩ Ω∗

n) ⩽ CCm−ℓ
5 2m(−n+1),
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çíà÷èò, ñðàâíèâàÿ ðîñò ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíåém−ℓ èm, äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå

òðåáóåìîé êîíñòàíòû C5.

Çàòåì âìåñòî îïèñàííîãî ðàçáèåíèÿ ìû áóäåì ðàçáèâàòü êóá [0, 1]m−ℓ íà

(⌈C̃22
n+1

√
m− 2⌉)m−ℓ = Nm−ℓ îäèíàêîâûõ êóáîâ. Ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ

îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé äî òîãî ìîìåíòà, ãäå ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

|Σ2| ⩽ Cω(2−n)
2N∑
i=1

∑
k∈Fi

ai ⩽ Cω(2−n)
∞∑
i=1

ai((2i+ 1)m−2 − (2i− 1)m−2).

Â íàøåì ñëó÷àå îíà çàìåíèòñÿ íà

|Σ2| ⩽ Cω(2−n)
2N∑
i=1

∑
k∈Fi

ai ⩽ Cω(2−n)
∞∑
i=1

ai((2i+ 1)m−ℓ − (2i− 1)m−ℓ),

ïîñêîëüêó èìåííî ÷èñëîì (2i+ 1)m−ℓ − (2i− 1)m−ℓ îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó êîëè÷å-

ñòâî êóáîâ â i-ì ñëîå äëÿ (m − ℓ)-ìåðíîãî êóáà. Ýòîé çàìåíîé ìû ðàçâå ëèøü

óìåíüøèëè ïîëîæèòåëüíûå ÷ëåíû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, ïîýòîìó îí îñòàíåòñÿ ñõî-

äÿùèìñÿ. Áîëüøå êîðàçìåðíîñòü â ýòîì ðàçäåëå íå èñïîëüçóåòñÿ, òàê ÷òî âñå

ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ âåðíûìè áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, âñå äîêàçàííûå ðàíåå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ õî-

ðîøèõ êîìïàêòîâ êîðàçìåðíîñòè ℓ.
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Ãëàâà 3. Ïðèáëèæåíèå â Lp-íîðìå

3.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî õîðîøèé êîìïàêò � ýòî ìíîæåñòâî L = φ([0, 1]m−2) â Rm,

ãäå φ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

C̃1∥x1 − x2∥ ⩽ ∥φ(x1)− φ(x2)∥ ⩽ C̃2∥x1 − x2∥.

Ïóñòü µ� (m−2)-ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà íàRm,A� ïðîèçâîëüíîå µ-èçìåðèìîå

ïîäìíîæåñòâî [0, 1]m−2. Ïóñòü ìíîæåñòâà Pn = φ(Qn) îáðàçóþò ïðîèçâîëüíîå

ε-ïîêðûòèå ìíîæåñòâà φ(A). Òîãäà, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå õîðîøåãî êîìïàêòà,

ïîëó÷èì

C̃m−2
1 (diamQn)

m−2 ⩽ (diamPn)
m−2 ⩽ C̃m−2

2 (diamQn)
m−2.

Ñêëàäûâàÿ òàêèå íåðàâåíñòâà è ïî î÷åðåäè, íà÷èíàÿ ñ ïðàâîãî âûðàæåíèÿ,

ïåðåõîäÿ ê ñóïðåìóìó ïî âñåì ε, ïîëó÷èì, ÷òî

C̃m−2
1 µ(A) ⩽ µ(φ(A)) ⩽ C̃m−2

2 µ(A). (37)

Â ÷àñòíîñòè, ïîäñòàâëÿÿ A = [0, 1]m−2, ïîëó÷èì, ÷òî õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü

L ðàâíà m− 2.

Òàêæå íàïîìíèì, ÷òî

∆∗f(x, r) = sup
y∈B(x, r)∩L

|f(y)− f(x)|.

×åðåç Hα
p (L) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðà-

âåíñòâó

∥∆∗f(·, r)∥p ⩽ Cfr
α (38)
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äëÿ âñåõ r > 0, ãäå α ∈ (0, 1), à íîðìà âçÿòà â ïðîñòðàíñòâå Lp(L, µ). ×åðåç

H̃α
p (L) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâîHα

p (L) ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîë-

íèòåëüíîìó óñëîâèþ

∆∗f(x, r) ⩽ Cf

( r
R

)ε
∆∗f(y, R) (39)

ïðè ε = ε(f) > 0, r ∈ (0, R], ∥x−y∥ ⩽ R, x, y ∈ L. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé

f , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

∆∗f(x, r) ⩽ Cfr
α

áóäåì îáîçíà÷àòü Hα(L) (â îáîçíà÷åíèÿõ âòîðîé ãëàâû ýòî ïðîñòî Hω(L) äëÿ

ω(t) = tα).

Äëÿ ôóíêöèè v, äèôôåðåíöèðóåìîé â Λδ(L), ïîëîæèì

gradδ v(x) = sup
y∈B(x, δ/2)

∥grad v(y)∥,

à äëÿ F , çàäàííîé íà L, ïîëîæèì

maxδ F (x) = sup
y∈B(x, δ)∩L

|F (y)|.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

Ïðÿìàÿ òåîðåìà äëÿ êëàññà H̃α
p (L). Ïóñòü f ∈ H̃α

p (L), p ⩾ 1. Òîãäà

äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1/2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λδ(L) ôóíêöèÿ

uδ, ÷òî

∥maxδ (f(·)− uδ(·))∥p ⩽ C1(f, L)δ
α, (40)

∥gradδ uδ(·)∥p ⩽ C2(f, L)δ
α−1. (41)

Îáðàòíàÿ òåîðåìà äëÿ êëàññà Hα
p (L). Ïóñòü ôóíêöèÿ f òàêîâà, ÷òî

äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1/2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Λδ(L) ôóíêöèÿ

uδ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (40) è (41). Òîãäà f ∈ Hα
p (L).
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Ñíà÷àëà äîêàæåì îáðàòíóþ òåîðåìó. Â ýòîì íàì ïîìîæåò ñëåäóþùàÿ ëåì-

ìà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ëåììà 1. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f óñëîâèå (38) âûïîëíÿåòñÿ ïðè r ⩽ r0. Òî-

ãäà äëÿ ëþáîãî r > 0 ôóíêöèè ∆∗f(·, r) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Êðîìå òîãî,
ôóíêöèÿ f òàêæå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, à óñëîâèå (38) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

âñåõ r > 0 (íî ñ äðóãîé êîíñòàíòîé).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè ∆∗f(·, r0/3).
Ïðåäïîëîæèì, ýòî íå òàê, òî åñòü äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàéä¼òñÿ òàêàÿ

òî÷êà xn ∈ L, ÷òî∆∗f(xn, r0/3) > n. Âûäåëèì èç {xn} ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {xnk

} (L � êîìïàêò), ïóñòü îíà ñõîäèòñÿ ê x0 ∈ L. Èç îïðåäåëåíèÿ

∆∗f ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ynk
∈ B(xnk

, r0/3), ÷òî

|f(xnk
)− f(ynk

)| > nk. (42)

Ïðè áîëüøèõ k âûïîëíåíî ∥xnk
−x0∥ ⩽ r0/3. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî x ∈ B(x0, r0/3)

ïðè òàêèõ k âûïîëíåíî

∥x−xnk
∥ ⩽ ∥x−x0∥+∥x0−xnk

∥ ⩽ 2r0/3, ∥x−ynk
∥ ⩽ ∥x−xnk

∥+∥xnk
−ynk

∥ ⩽ r0,

òî åñòü xnk
, ynk

∈ B(x, r0). Èç íåðàâåíñòâà (42) ñëåäóåò âûïîëíåíèå õîòÿ áû

îäíîãî èç íåðàâåíñòâ

|f(x)− f(xnk
)| > nk/2, |f(x)− f(ynk

)| > nk/2.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî k âûïîëíåíî∆∗f(x, r0) > nk/2, òî åñòü∆
∗f(x, r0) =

+∞. Ïîñêîëüêó ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî x ∈ B(x0, r0/3), ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâî-

ðå÷èå ñ âêëþ÷åíèåì ∆∗f(·, r0) ∈ Lp(L, µ).

Âîçüì¼ì òåïåðü ïðîèçâîëüíûå x ∈ L, r > 0. Ïîëüçóÿñü êîìïàêòíîñòüþ L

íàéä¼ì êîíå÷íûé íàáîð øàðîâ B(yi, r0/6), ïîêðûâàþùèé L. Òîãäà äëÿ ëþáîé

òî÷êè t ∈ B(x, r) ìû ñìîæåì ñîåäèíèòü x è t ëîìàíîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè

yi òàê, ÷òîáû äëèíà ëþáîãî çâåíà íå ïðåâîñõîäèëà r0/3. Îòñþäà, íàïèñàâ

|f(x)− f(t)| ⩽ |f(x)− f(yi1)|+ |f(yi1)− f(yi2)|+ . . .+ |f(yik)− f(t)|,

ìû ïîëó÷èì îöåíêó íà ∆∗f(x, r) ÷åðåç ñóììó íåêîòîðûõ ∆∗f(yi, r0/3), ïðè÷¼ì

èõ êîëè÷åñòâî íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà øàðîâ â ïîêðûòèè, óâåëè÷åííîãî íà 1.
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Çíà÷èò, ∆∗f(x, r) ⩽ C äëÿ ëþáûõ x, r. Âçÿâ r = diamL, ïîëó÷èì |f(x)| ⩽ 2C.

Íàêîíåö, äëÿ ëþáîãî r > r0

∥∆∗f(·, r)∥p ⩽ C =
C

rα0
rα0 ⩽

C

rα0
rα ⩽ Crα. □

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó îáðàòíîé òåîðåìû. Ïî ëåììå 1 âûïîëíåíèå óñëî-

âèÿ (38) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ëèøü äëÿ ìàëûõ r. Ïðîâåðèì äëÿ r ⩽ 2/5. Ïóñòü

κ : L→ L � ïðîèçâîëüíîå µ-èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî

∥κ(x)− x∥ ⩽ r. Âîçüì¼ì δ = 2r, ïîñòðîèì uδ è íàïèøåì

|f(κ(x))− f(x)| ⩽ |f(κ(x))− uδ(κ(x))|+ |f(x)− uδ(x)|+ |uδ(κ(x))− uδ(x)|.

Lp-íîðìû ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ îöåíèâàþòñÿ ÷åðåç ∥maxδ (f(·)− uδ(·))∥p, òî
åñòü ÷åðåç Cδα. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç vx åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé

ñ κ(x)− x, òî ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

|uδ(κ(x))− uδ(x)| = |u′δvx(x+ cvx)|∥κ(x)− x∥ ⩽ δgradδ uδ(x),

òî åñòü Lp-íîðìà òðåòüåãî ñëàãàåìîãî îöåíèâàåòñÿ òàê æå. Òàêèì îáðàçîì,

∥f(κ(·))− f(·)∥p ⩽ Cδα ⩽ Crα.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè κ îòñþäà ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (38).

Äîêàçàòåëüñòâó ïðÿìîé òåîðåìû ïîñâÿù¼í òðåòèé ðàçäåë ãëàâû. Âî âòî-

ðîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì ñâîéñòâà ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (39),

è å¼ ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ. Ýòè ñâîéñòâà áóäóò èñïîëüçîâàíû â

ïîñòðîåíèè ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè. Ðàññóæäåíèÿ áóäóò íàïîìèíàòü ñîîòâåò-

ñòâóþùèå âûêëàäêè âòîðîé ãëàâû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè

èç óñëîâèÿ (39) ñëåäóåò ã¼ëüäåðîâîñòü f , ïðàâäà, ñ äðóãèì ïîêàçàòåëåì.

3.2. Ñâîéñòâà ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ

Èçó÷èì óñëîâèå (39). Ïî ëåììå 1 ∆∗f îãðàíè÷åíà, à òîãäà âçÿâ íåêîòîðûé

ôèêñèðîâàííûé y, R = diamL, ïðîèçâîëüíûé x è r ∈ (0, diamL], ïîëó÷èì

∆∗f(x, r) ⩽ C
( r

diamL

)ε
∆∗f(y, diamL) = Crε,
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òî åñòü âêëþ÷åíèå f ∈ Hε(L).

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 1 ïåðâîé ãëàâû, ïîñòðîèì ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîå ðàñøè-

ðåíèå f , òî åñòü òàêóþ ôóíêöèþ f0 ∈ C(Rm) ∩ C2(Rm \ L), ÷òî f0|L = f , è

f0(x) = 0 ïðè ∥x∥ ⩾ R0, L ⊂ B(O, R0),

∥grad f0(x)∥ ⩽ C3
∆∗f(ν(x), C5d(x))

d(x)
, x ∈ Rm \ L, (43)

|∆f0(x)| ⩽ C4
∆∗f(ν(x), C5d(x))

d2(x)
, x ∈ Rm \ L, (44)

ãäå, êàê è ðàíåå, d(x) � ðàññòîÿíèå îò x äî L, à ν(x) � íåêîòîðàÿ òî÷êà, ðå-

àëèçóþùàÿ ýòî ðàññòîÿíèå. Íàïîìíèì, ÷òî â ïåðâîé ãëàâå ìû äëÿ êàæäîãî

íàòóðàëüíîãî n ïîñòðîèëè ñèñòåìó èç cn ⩽ C2(m−2)n òî÷åê xkn ∈ K, îáëàäà-

þùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè xkn íå

ìåíüøå 2−n, à îòêðûòûå øàðû ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ xkn ðàäèóñà 2−n ïîêðû-

âàþò K. Çàòåì ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà Ω∗
n =

cn−1⋃
k=0

B(xkn, 2
−n+1) è

Ωn = Ω∗
n \ Ω∗

n+1 è ïîëó÷èëè îöåíêó (2):

2−n−1 < d(x) ⩽ 2−n+1, x ∈ Ωn.

Ïóñòü òàêæå A′ = A ∩B(O, R0).

Ëåììà 2.∫
B′(x,R)

∆∗f(ν(y), C5d(y))

d2(y)
dλ(y) ⩽ CRm−2∆∗f(x, C5R), x ∈ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ω0 = B(O, R0) \
∞⋃
n=1

Ωn. Ïîëîæèì σn = B′(x, R) ∩

Ωn. Òîãäà∫
B′(x,R)

∆∗f(ν(y), C5d(y))

d2(y)
dλ(y) =

∞∑
n=n(R)

∫
σn

∆∗f(ν(y), C5d(y))

d2(y)
dλ(y),

ãäå n(R) îáîçíà÷àåò íàèìåíüøåå n, äëÿ êîòîðîãî σn ̸= ∅. Â äîêàçàòåëüñòâå

ëåììû 1 âòîðîé ãëàâû ìû âûÿñíèëè, ÷òî

λ(σn) ⩽ CRm−22−2n.
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Óñëîâèÿ (39) è (2) äàþò íàì, ÷òî äëÿ y ∈ σn áóäåò

∆∗f(ν(y), C5d(y)) ⩽ C

(
d(y)

R

)ε

∆∗f(x, C5R) ⩽ C

(
2−n

R

)ε

∆∗f(x, C5R).

Ïðèìåíÿÿ ýòî, ïîëó÷èì

∞∑
n=n(R)

∫
σn

∆∗f(ν(y), C5d(y))

d2(y)
dλ(y) ⩽

⩽ C
∞∑

n=n(R)

(
2−n

R

)ε

∆∗f(x, C5R)2
2nRm−22−2n = CRm−2∆∗f(x, C5R).

Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî 2−n(R) ≍ R. □

Êàê è ðàíåå, rx(y) îáîçíà÷àåò ∥x− y∥.

Ëåììà 3.∫
B′(x,R)

∆∗f(ν(y), C5d(y))

d2(y)rm−2
x (y)

dλ(y) ⩽ C∆∗f(x, C5R), x ∈ L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë èç ëåâîé ÷àñòè, ïðèìåíèì ëåììó 2

è óñëîâèå (39):∫
B′(x,R)

∆∗f(ν(y), C5d(y))

d2(y)rm−2
x (y)

dλ(y) =

=
∞∑
n=0

∫
B′(x, 2−nR)\B′(x, 2−n+1R)

∆∗f(ν(y), C5d(y))

d2(y)rm−2
x (y)

dλ(y) ⩽

⩽ C
∞∑
n=0

2(m−2)(n−1)

Rm−2

∫
B′(x, 2−nR)

∆∗f(ν(y), C5d(y))

d2(y)
dλ(y) ⩽

⩽ C
∞∑
n=0

2(m−2)(n−1)

Rm−2
Rm−22−(m−2)n∆∗f(x, C52

−nR) ⩽

⩽ C
∞∑
n=0

(2−n)ε∆∗f(x, C5R) = C∆∗f(x, C5R). □
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Ïîñêîëüêó f ∈ Hε(L), òî, ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû, ïîëó÷èì, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (30):

f(x) = − 1

qm

∫
Rm

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y). (45)

3.3. Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè

Ïîñòðîåíèå ïðèáëèæàþùåé ôóíêöèè âïîëíå àíàëîãè÷íî ðàâíîìåðíîìó ñëó-

÷àþ. Ñíîâà äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ýòî äëÿ δ = 2−n. Ïîäáåð¼ì C6 ⩾ 2 ÷òîáû âû-

ïîëíÿëîñü

λ(B(xkn, C62
−n) \ Ω∗

n) ⩾
1

2
λ(B(O, C62

−n)).

Îïðåäåëèì äëÿ k = 0, 1, . . . , cn − 1 ìíîæåñòâà βkn:

β0n = B(x0n, 2
−n+1), βkn = B(xkn, 2

−n+1)\
k−1⋃
i=0

B(xin, 2
−n+1) ïðè k = 1, . . . , cn−1.

Íåðàâåíñòâî (44) è ëåììà 2 äàþò íàì, ÷òî∫
βkn

|∆f0(x)| dλ(x) = Ckn2
−(m−2)n∆∗f(xkn, C52

−n), (46)

ïðè÷¼ì |Ckn| ⩽ C äëÿ âñåõ k è n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç χkn õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ

ôóíêöèþ ìíîæåñòâà B(xkn, C62
−n) \ Ω∗

n è ïîëîæèì

φkn(x) = γknχkn(x)2
2n∆∗f(xkn, C52

−n),

ãäå ÷èñëà γkn ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü∫
βkn

∆f0(x) dλ(x) +

∫
Rm

φkn(x) dλ(x) = 0. (47)

Êàê áûëî ïîêàçàíî âî âòîðîé ãëàâå, ðàâåíñòâî (46) è îïðåäåëåíèå C6 äàþò íàì,

÷òî |γkn| ⩽ C ïðè âñåõ k è n. Ïîëîæèì Φn =
cn−1∑
k=0

φkn è îïðåäåëèì ôóíêöèþ

u2−n:

u2−n(x) = − 1

qm

∫
Rm\Ω∗

n

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) +
1

qm

∫
Rm

Φn(y)

rm−2
x (y)

dλ(y).
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Îíà ãàðìîíè÷íà â Λ2−n(L).

Ñíîâà ðàçîáú¼ì êóá [0, 1]m−2 íà Nm−2 îäèíàêîâûõ êóáîâ òàê, ÷òîáû â îäíîì

êóáå áóäåò ëåæàëî íå áîëåå îäíîé òî÷êè tkn = φ−1(xkn) è ÷òîáû äëèíà ðåáðà êó-

áà îöåíèâàëàñü ñíèçó âåëè÷èíîé C̃32
−n, à äëèíà äèàãîíàëè îöåíèâàëàñü ñâåðõó

C̃42
−n. Ïîäáåð¼ì òàêóþ êîíñòàíòó C7, ÷òîáû äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ [0, 1]m−2 íàè-

ìåíüøèé íîìåð ñëîÿ, ñîäåðæàùåãî êóá, íå ëåæàùèé öåëèêîì â B(t, C7C̃
−1
2 2−n),

óäîâëåòâîðÿë íåðàâåíñòâó C̃1C̃3(i− 1)− C6 > 0.

Ïóñòü x ∈ L. Èñïîëüçóÿ (45), íàïèøåì

u2−n(x)− f(x) =
1

qm

∫
Ω∗

n

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) +
1

qm

∫
Rm

Φn(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) =

=
1

qm

cn−1∑
k=0

 ∫
βkn

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) +

∫
Rm

φkn(y)

rm−2
x (y)

dλ(y)

 =
1

qm
(Σ1 + Σ2),

ãäå Σ1 � ñóììà ïî èíäåêñàì k, äëÿ êîòîðûõ xkn ∈ B(x, C72
−n), à Σ2 � ïî âñåì

îñòàëüíûì. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ k íàáîðà Σi îáîçíà÷èì ÷åðåç Si. Èç îïðåäåëå-

íèÿ Σ1 ñëåäóåò, ÷òî
⋃

k∈S1

βkn ⊂ B(x, (C7 + 2)2−n), ïîýòîìó ïî íåðàâåíñòâó (44)

è ëåììå 3∣∣∣∣∣∣∣
∑
k∈S1

∫
βkn

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y)

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫

B(x, (C7+2)2−n)

|∆f0(y)|
rm−2
x (y)

dλ(y) ⩽ C∆∗f(x, C5(C7+2)2−n).

Äàëåå, ïîñêîëüêó rx(y) ⩾ 2−n ïðè y ̸∈ Ω∗
n, ïîëó÷èì∣∣∣∣∣∣

∑
k∈S1

∫
Rm

φkn(y)

rm−2
x (y)

dλ(y)

∣∣∣∣∣∣ ⩽ C
∑
k∈S1

2−mn 22n

2−(m−2)n
∆∗f(xkn, C52

−n) =

= C
∑
k∈S1

∆∗f(xkn, C52
−n).

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî |S1| ⩽ C, òàê ÷òî ïîñëåäíþþ ñóììó ìîæíî îöåíèòü

÷åðåç ∆∗f(x, C2−n). Òàêèì îáðàçîì, |Σ1| ⩽ C∆∗f(x, C82
−n).

Èñïîëüçóÿ (47), êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïåðåïèøåì ñëàãàåìûå èç Σ2

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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∫
βkn

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) +

∫
Rm

φkn(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) =

=

∫
βkn

∆f0(y)

(
1

rm−2
x (y)

− 1

rm−2
x (xkn)

)
dλ(y)+

+

∫
Rm

φkn(y)

(
1

rm−2
x (y)

− 1

rm−2
x (xkn)

)
dλ(y).

Ðàçîáú¼ì êóá [0, 1]m−2 íà Nm−2 êóáîâ, êàê áûëî îïèñàíî âûøå, è ïðîíóìåðóåì

ñëîè äëÿ òî÷êè t = φ−1(x). Òîãäà, êàê ìû óæå âûÿñíÿëè, åñëè tkn = φ−1(xkn)

ëåæèò â i-îì ñëîå, òî∣∣∣∣ 1

rm−2
x (y)

− 1

rm−2
x (xkn)

∣∣∣∣ ⩽ C2n(m−2)ai,

ãäå

ai =
(C̃2C̃4(i+ 1))m−3 + (C̃2C̃4(i+ 1) + C6)

m−3

(C̃1C̃3(i− 1)− C6)m−2(C̃1C̃3(i− 1))m−2
.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ k, äëÿ êîòîðûõ tkn ëåæèò â i-îì ñëîå, ÷åðåç

Fi. Ïîëîæèì òàêæå ai = 0 äëÿ òåõ i, äëÿ êîòîðûõ îíî íå îïðåäåëåíî. Òîãäà,

ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíþþ îöåíêó, ðàâåíñòâî (46) è îïðåäåëåíèå φkn, ïîëó÷èì

|Σ2| ⩽ C2n(m−2)
2N∑
i=1

∑
k∈Fi

ai

∫
βkn

|∆f0(y)| dλ(y) +
∫
Rm

|φkn(y)| dλ(y)

 ⩽

⩽ C
2N∑
i=1

∑
k∈Fi

ai∆
∗f(xkn, C52

−n).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îöåíêó

|u2−n(x)− f(x)| ⩽ C9

(
∆∗f(x, C82

−n) +
2N∑
i=1

∑
k∈Fi

ai∆
∗f(xkn, C52

−n)

)
. (48)

Ïîëîæèì g0(x) = C9∆
∗f(x, C82

−n). Äàëåå, ïðîíóìåðóåì âñå ìóëüòèèíäåêñû

(j1, . . . , jm) ñ ℓ∞-íîðìîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 2N , â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ íîðìû.

Äëÿ ìóëüòèèíäåêñà ñ íîìåðîì j è íîðìîé i ïîëîæèì gj(x) = C9ai∆
∗f(xkn, C52

−n),

åñëè â ìàëåíüêîì êóáå, ïîëó÷àþùåìñÿ èç íóëåâîãî (òî åñòü ñîäåðæàùåãî òî÷êó

t = φ−1(x)) ñäâèãîì íà ýòîò ìóëüòèèíäåêñ, åñòü òî÷êà tkn, è gj(x) = 0 â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå. Èç íåðàâåíñòâà (48) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî |u2−n(x)− f(x)| ⩽
∑
gj(x),
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ïîñêîëüêó ñëàãàåìûå â äâîéíîé ñóììå â ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñåâîç-

ìîæíûå ôóíêöèè gj. Âîçüì¼ì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå

κ : L→ L, òàêîå, ÷òî ∥κ(x)− x∥ ⩽ 2−n. ßñíî, ÷òî g0(κ(x)) ⩽ C∆∗f(x, C102
−n).

Êðîìå òîãî, φ−1(κ(x)) ëåæèò â (m − 2)-ìåðíîì øàðå ñ öåíòðîì φ−1(x) è ðà-

äèóñîì C̃−1
1 2−n, êîòîðûé ïåðåñåêàåò êóáû, ëåæàùèå â íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì

êîëè÷åñòâå ñëî¼â. Òîãäà ìû ìîæåì îöåíèòü g(κ(x)) ñóììîé çíà÷åíèé g(x) ïî

ýòèì êóáàì. Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

∥u2−n(κ(·))− f(κ(·))∥p ⩽ C9∥∆∗f(·, C102
−n)∥p + C

∑
j⩾1

∥gj∥p.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç C2−nα, ïîñêîëüêó f ∈ Hα
p (L). Îáîçíà÷èì

φ-îáðàçû ìàëåíüêèõ êóáîâ ÷åðåç Qℓ, ïðè÷¼ì íóìåðàöèþ ïîäá¼ðåì òàê, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü xkn ∈ Qk. Îòìåòèì, ÷òî ïî íåðàâåíñòâàì (37) (äâóñòîðîííÿÿ îöåí-

êà íà µ-ìåðó ïîäìíîæåñòâ L ñ êîíñòàíòàìè C̃m−2
1 è C̃m−2

2 ) µ(Qℓ) ≍ 2−n(m−2).

Ïîëüçóÿñü ýòèì ñîîáðàæåíèåì ìû ìîæåì ñíà÷àëà îöåíèòü ñâåðõó ìåðû âñåõ

Qℓ ÷èñëîì (C̃2C̃42
−n)m−2, à ïîòîì ýòî ÷èñëî ñíîâà îöåíèòü ñâåðõó ÷åðåç ìåðó

ïðîèçâîëüíîãî Qℓ. Ýòèì ñòðàííûì íà ïåðâûé âçãëÿä äåéñòâèåì ìû äîáú¼ì-

ñÿ òîãî, ÷òî ïîëó÷èì ñóììó ñëàãàåìûõ, â êîòîðûõ (∆∗f(xkn, C52
−n))p áóäåò

óìíîæàòüñÿ íà ìåðó ìíîæåñòâà Qk (k â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäíî è òî æå). Òîãäà

ïîäîáðàâ êîíñòàíòó C11 òàê, ÷òîáû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y ∈ Qk âûïîëíÿëîñü

∆∗f(xkn, C52
−n) ⩽ ∆∗f(y, C112

−n) ìû ñâåä¼ì îöåíêó ê Lp-íîðìå ôóíêöèè ∆∗f .

Èìåííî, äëÿ (2i − 1)m−2 < j ⩽ (2i + 1)m−2 (â òî÷íîñòè òàêèå íîìåðà èìåþò

ìóëüòèèíäåêñû ñ íîðìîé i) áóäåì èìåòü

∫
L

gpj (x) dµ(x) =
Nm−2∑
ℓ=1

∫
Qℓ

gpj (x) dµ(x) ⩽

⩽
cn−1∑
k=0

C̃2(C̃42
−n)m−2(C9ai∆

∗f(xkn, C52
−n))p ⩽

⩽ Capi

cn−1∑
k=0

∫
Qk

(∆∗f(xkn, C52
−n))p dµ(y) ⩽ Capi

cn−1∑
k=0

∫
Qk

(∆∗f(y, C112
−n))p dµ(y) ⩽

⩽ Capi

∫
L

(∆∗f(y, C112
−n))p dµ(y) ⩽ Capi2

−nαp.
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Çíà÷èò, ∑
j⩾1

∥gj∥p ⩽ C2−nα
∞∑
i=1

ai((2i+ 1)m−2 − (2i− 1)m−2).

Ïîñêîëüêó ai ≍ i−(m−1), ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó, ìû ïîëó÷èëè îöåíêó

∥u2−n(κ(·))− f(κ(·))∥p ⩽ C2−nα,

èç êîòîðîé, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè κ, ñëåäóåò, ÷òî

∥max2−n (u2−n(·)− f(·))∥p ⩽ C2−nα.

Îñòàëîñü ïîëó÷èòü îöåíêó íà ãðàäèåíò. Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ââåä¼ì

ôóíêöèþ

wn(x) =

∫
Rm\Ω∗

n

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) =
n−1∑
ℓ=0

∫
Ωℓ

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) =
n−1∑
ℓ=0

hℓ(x),

è ïîëó÷èì, ÷òî

∥gradhℓ(x)∥ ⩽ C2ℓ
∫
Ωℓ

∆f0(y)

rm−2
x (y)

dλ(y) = C2ℓh∗ℓ(x).

Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ∥max2−n h∗ℓ(·)∥p ⩽ C2−ℓα, à çíà÷èò

∥grad2−n hℓ(·)∥p ⩽ C2ℓ(1−α). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

∥grad2−n wn(·)∥p ⩽
n−1∑
ℓ=0

∥grad2−n hℓ(·)∥p ⩽ C
n−1∑
ℓ=0

2ℓ(1−α) ⩽ C2−n(α−1). (49)

Àíàëîãè÷íî ïîëîæèì

vn(x) =

∫
Rm

Φn(y)

rm−2
x (y)

dλ(y),

íàïèøåì

∥grad vn(x)∥ ⩽ C

∫
Rm

Φn(y)

rm−1
x (y)

dλ(y) ⩽ C2n
∫
Rm

Φn(y)

rm−2
x (y)

dλ(y)

è ïîëó÷èì îöåíêó

∥grad2−n vn(·)∥p ⩽ C2−n(α−1). (50)
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Èç íåðàâåíñòâ (49) è (50) è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè u2−n ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Ìû ïîëó÷èëè çàÿâëåííûå îöåíêè äëÿ δ = 2−n, ïåðåõîä ê ïðîèçâîëüíîìó

δ ∈ (0, 1/2) ïðîèçâîäèòñÿ òàê æå, êàê è âî âòîðîé ãëàâå.

Òàêæå ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ïðîäåëàíî â ÷åòâ¼ðòîì

ðàçäåëå âòîðîé ãëàâû, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå ðåçóëüòàòû òðåòüåé ãëàâû

áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî õîðîøåãî êîìïàêòà êîðàçìåðíîñòè ℓ.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

1. Ïîñòðîåí ìíîãîìåðíûé àíàëîã ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ ôóíê-

öèè èç êëàññà Ã¼ëüäåðà, çàäàííîé íà êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå õîðîøåãî êîì-

ïàêòà � ìíîæåñòâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ïðîñòðàíñòâåí-

íîé êðèâîé, äóãà êîòîðîé ñîèçìåðèìà ñ õîðäîé, íà á�îëüøèå ðàçìåðíîñòè.

2. Ââåäåíû êëàññû Ã¼ëüäåðà â Lp-íîðìå íà õîðîøåì êîìïàêòå, ïîñòðîåíî

ïñåâäîãàðìîíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèè èç ýòîãî êëàññà.

3. Äîêàçàíà òåîðåìà î âîçìîæíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùåé

êëàññó Ã¼ëüäåðà íà êîìïàêòíîì ïîäìíîæåñòâå õîðîøåãî êîìïàêòà, ôóíêöèÿìè,

ãàðìîíè÷åñêèìè â ñóæàþùèõñÿ îêðåñòíîñòÿõ êîìïàêòà. Òàêæå äîêàçàíà ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ åé îáðàòíàÿ òåîðåìà.

4. Äëÿ áîëåå óçêîãî êëàññà, ÷åì êëàññ, óïîìÿíóòûé â ï. 2, äîêàçàíà ïðÿìàÿ

òåîðåìà ïðèáëèæåíèÿ Lp-íîðìå ôóíêöèÿìè, ãàðìîíè÷åñêèìè â ñóæàþùèõñÿ

îêðåñòíîñòÿõ êîìïàêòà. Îáðàòíàÿ òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ âñåãî êëàññà.
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