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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì â íåì

ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T : X → X. Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå X ìîæíî

çàäàòü äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (X,T ) = {T nx : x ∈ X}n∈N∪{0}.
Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ýòîé ñèñòåìû áûëè ââåäåíû òàêèå õàðàêòåðèñòèêè

äëÿ îïåðàòîðîâ, êàê öèêëè÷íîñòü, ãèïåðöèêëè÷íîñòü, õàîòè÷íîñòü è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷íîñòü.

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ãèïåðöèêëè÷íîñòè, õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷íîñòè êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â ñëåäó-

þùèõ ïðîñòðàíñòâàõ:

ïðîñòðàíñòâî H(Ω) àíàëèòè÷åñêèõ â Ω ôóíêöèé;

âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî F(φ) öåëûõ â Cn ôóíêöèé;

âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî E(φ) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â Rn ôóíêöèé.

Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè C. Îáîçíà÷èì
÷åðåç H(Ω) ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ â Ω ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåð-

íîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç Ω, çàäàâàåìîé ñèñòåìîé íîðì

pm(f) = sup
z∈Km

|f(z)|, m = 1, 2, . . . ,

ãäå Km � êîìïàêòû â Ω ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ òàêèå, ÷òî Km ⊂ intKm+1,

m ∈ N è
∞⋃
m=1

Km = Ω.

Îïðåäåëèì âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî F(φ) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü φ = {φm}∞m=1 � ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ôóíêöèé φm : Cn −→ R,
óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ âñåõ m ∈ N òðåáîâàíèÿì:

i1) lim
z→∞

φm(z)
∥z∥ = +∞;

i2) φm(z) > φm+1(z), z ∈ Cn;
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i3) lim
z→∞

(φm(z)− φm+1(z)) = +∞.

Äëÿ êàæäîãî m ∈ N ïîëîæèì

Fm =
{
f ∈ H(Cn), f : Cn −→ C : pm(f) = sup

z∈Cn

(|f(z)|e−φm(z)) <∞
}
.

Î÷åâèäíî, ïðè ëþáîì m ∈ N Fm � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïîëîæèì

F(φ) =
∞⋂
m=1

Fm. Îòìåòèì, ÷òî ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è èõ

óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà F(φ) îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Íàäåëèì F(φ) òîïîëîãèåé ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ Fm, m ∈ N.
Ïîñêîëüêó F(φ) � ïðîåêòèâíûé ïðåäåë êîìïàêòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

ñîñòàâëåííîé èç áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Fm, òî F(φ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

Ôðåøå�Øâàðöà [74, ï. 1.2], [91, � 2, ï. 5].

Îïðåäåëèì âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî E(φ) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü φ = {φm}∞m=1 � ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ

ôóíêöèé φm : Rn −→ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ âñåõ m ∈ N òðåáîâàíèÿì:

α) lim
x→∞

φm(x)

∥x∥
= +∞;

β) lim
x→∞

(φm(x)− φm+1(x)) = +∞.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ∈ N îïðåäåëèì

E(φm) =
{
f ∈ Cm(Rn), f : Rn −→ C : pm(f) = sup

x∈Rn,
α∈Zn

+: |α|≤m

|(Dα
xf)(x)|

exp(φm(x))
<∞

}
.

Òåïåðü ïîëîæèì E(φ) =
∞⋂
m=1

E(φm). Ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ

è óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà E(φ) îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Íàäåëèì E(φ) òîïîëîãèåé ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ E(φm), m ∈ N.
Î÷åâèäíî, E(φ) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå è îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, à îïåðàòîðû ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â íåì íåïðå-

ðûâíû. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [90, òåîðåìà 1], ïðîñòðàíñòâî E(φ) ñåïàðàáåëüíî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç X òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Îðáèòîé

ýëåìåíòà x îïåðàòîðà T : X → X [10, îïðåäåëåíèå 1.1] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Orb(T, x) =
{
T nx

}∞
n=0

.
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Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T : X → X íàçûâàåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì

[10, îïðåäåëåíèå 1.2] â X, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X, èìåþùèé ïëîòíóþ

îðáèòó â X. Ýòîò ýëåìåíò x ∈ X íàçûâàåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì âåêòîðîì îïå-

ðàòîðà T â X.

Îñíîâû òåîðèè ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ áûëè çàëîæåíû

Äæ.Ä. Áèðêõîôîì è Äæ.Ð. Ìàêëåéíîì â ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé H(C).
Â 1929 ãîäó Äæ.Ä. Áèðêõîô [20] äîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåò öåëàÿ ôóíêöèÿ f , äëÿ

êîòîðîé ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f(z), f(z + 1), f(z + 2), . . ., ïëîòíî

â H(C). Ýòî óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò ãèïåðöèêëè÷íîñòü îïåðàòîðà ñäâèãà T â

H(C), äåéñòâóþùåãî ïî ïðàâèëó (Tf)(z) = f(z+1). Â 1952 ãîäó Äæ.Ð. Ìàêëåéí

[54] äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè f ∈ H(C) òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî, ñîñòî-

ÿùåå èç ôóíêöèé f, f ′, f ′′, . . ., ïëîòíî â H(C). Äàííûé ôàêò ïîêàçûâàåò, ÷òî

îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ T = d
dz ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(C).

Â ðàáîòàõ Ê.-Ã. Ãðîññå-Ýðäìàííà [45] è Ã. Ïåòåðñîíà [58] ñäåëàí

øèðîêèé îáçîð ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ.

Âîïðîñû ãèïåðöèêëè÷íîñòè â ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ ðàññìàòðèâàëèñü Ð.Ì. Ãåòíåðîì è Äæ.Õ. Øàïèðî [39], Æ. Ãîäôðóà

è Äæ.Õ. Øàïèðî [40], Ñ. Ðîëåâè÷åì [60], Ê. Êèòàè [50]. Îñíîâíûìè ðåçóëü-

òàòàìè ñòàòåé Ð.Ì. Ãåòíåðà, Äæ.Õ. Øàïèðî [39] è Æ. Ãîäôðóà, Äæ.Õ. Øà-

ïèðî [40] ÿâëÿþòñÿ êðèòåðèè ãèïåðöèêëè÷íîñòè îïåðàòîðîâ â ñåïàðàáåëüíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ Ôðåøå. Òàêæå â ðàáîòå [39] äîêàçàíû òåîðåìû î ãèïåðöèêëè÷-

íîñòè îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà, îïðåäåëåííûõ â ïóáëèêàöèÿõ

Äæ.Ä. Áèðêãîôà è Äæ.Ð. Ìàêëåéíà. À â ñòàòüå [40] ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî

óòâåðæäåíèÿ î ãèïåðöèêëè÷íîñòè â H(C) ëþáîãî îïåðàòîðà ñâåðòêè, õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî íå òîæäåñòâåííà ïîñòîÿííîé.

Â äàëüíåéøåì ñâîéñòâî ãèïåðöèêëè÷íîñòè áûëî èçó÷åíî äëÿ ìíîãèõ âàæ-

íûõ â ïðèëîæåíèÿõ êëàññîâ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé ìíî-

ãèìè àâòîðàìè, â òîì ÷èñëå: Ì.Äæ. Áåëüòðàí [12], Æ. Áîíå, À. Áîíèëüÿ [22],

Â.Ý. Êèì [79, 81, 82], À.À. Ëèøàíñêèé [86]. Â ñòàòüÿõ Ð. Àðîíà è Ä. Ìàð-

êîçå [4], [5] ðàññìîòðåíû ìíîãèå ãèïåðöèêëè÷åñêèå îïåðàòîðû â H(C). Îíè òàê-
æå ïðèâåëè ïîäðîáíûé îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ýòîé òåìå. Â äàííîé îáëàñòè åùå

ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòû Äæ. Áýñà, À. Ïýðèñà [15�17] è Äæ.Äæ. Áåòàíêóðà,

Äæ.Ä. Áåòàíêóðà [18], [19], êîòîðûå ïîñâÿùåíû ãèïåðöèêëè÷íîñòè â H(C)
ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ è îïåðàòîðîâ ñâåðòêè, àññîöèèðîâàííûõ ñ îïåðàòîðîì
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Äàíêëà. Òàêæå ãèïåðöèêëè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè çàíèìàëèñü ñëåäóþùèå ó÷å-

íûå: Ñ.È. Àíñàðè [2], Ì. Àíñàðè [3], Ô. Áàéÿð, Ñ. Ãðèâî [8], [9], Ê.×. ×àí,

Ð. Ñàíäåðñ [28,29], Õ.Í. Ñàëàñ [64], Ç. Êñþ, Ç. Æîó [66].

Ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé îïåðàòîðà T [10, îïðåäåëåíèå 6.5] íàçûâàåòñÿ ýëå-

ìåíò x ∈ X, äëÿ êîòîðîãî èìååòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≥ 2 òàêîå, ÷òî

T nx = x. Íåïðåðûâíûé îïåðàòîð Φ : Y → Y â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (Y, d)

íàçûâàåòñÿ õàîòè÷åñêèì (ïî Äåâàíè), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

[33, îïðåäåëåíèå 8.5]:

(A) îïåðàòîð Φ îáëàäàåò ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòüþ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ Y è åãî

ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè U íàéäóòñÿ òî÷êà y ∈ U è íîìåð n ∈ N, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèþ d(Φnx,Φny) > δ;

(B) îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûì: äëÿ ëþáîé ïàðû íåïó-

ñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ A, B ⊂ X íàéäåòñÿ ÷èñëî n ∈ N, äëÿ êîòîðîãî
Φn(A) ∩B ̸= ∅;

(C) ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê îïåðàòîðà Φ ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Y .

Îñíîâû òåîðèè õàîòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ áûëè çàëîæåíû Ð.Ë. Äåâàíè â

1989 ã. â ðàáîòå [33]. Äàëåå â ñòàòüå [6] 1992 ã. Äæ. Áýíêñ, Äæ. Áðóêñ è äðó-

ãèå àâòîðû ïîêàçàëè, ÷òî òðåáîâàíèå ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè îïåðàòîðà îò

íà÷àëüíûõ óñëîâèé âûòåêàåò èç åãî òîïîëîãè÷åñêîé òðàíçèòèâíîñòè è íàëè-

÷èÿ ïëîòíîãî ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, ïîýòîìó ïðè ïðîâåðêå õàîòè÷-

íîñòè îïåðàòîðà ýòî òðåáîâàíèå ìîæíî ïðîïóñòèòü. Â ðàáîòå Æ. Ãîäôðóà è

Äæ.Õ. Øàïèðî 1991 ã. [40] äîêàçàíà õàîòè÷íîñòü â H(C) ëþáîãî îïåðàòîðà

ñâåðòêè, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî îòëè÷íà îò ïîñòîÿííîé. Â ñòà-

òüå À. Ãóëèñàøâèëè, Ê.Ð. Ìàêêëóýðà 1996 ã. [46] ïðèâåäåíî óòâåðæäåíèå î õàî-

òè÷íîñòè îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ a = 1√
2
(z + d

dz) â ïðîñòðàíñòâå L2(−∞,+∞).

Â 2000 ã. Ð.Ì. Êðîíîâåð íàïèñàë îáøèðíóþ ðàáîòó [85] ñ ïîäðîáíûìè

ñâåäåíèÿìè ïî õàîòè÷åñêèì îïåðàòîðàì â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Â êíèãå

Ì.Â. Õèðøà, Ñ. Ñìýéëà, Ð.Ë. Äåâàíè 2013 ã. [48] ñîáðàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ

òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå ïîíÿòèÿ öèêëè÷íîñòè, ãèïåðöèêëè÷-

íîñòè, õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè. Â 2002 ã. Ô. Ìàðòèíåç-Ãèìåíåç,

À. Ïýðèñ â ñòàòüå [55] èçó÷èëè ñâîéñòâî õàîòè÷íîñòè îïåðàòîðîâ îáðàòíîãî
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ñäâèãà â ïðîñòðàíñòâå l2. Äæ.Äæ. Áåòàíêóð, Ì. Ñèôè, Ê. Òðèìåõå â 2005 ã.

â ðàáîòå [19] ïîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîðû ñâåðòêè, àññîöèèðîâàííûå ñ îïåðàòîðîì

Äàíêëà, ãèïåðöèêëè÷åñêèå è õàîòè÷åñêèå â ïðîñòðàíñòâå H(C).
Â.Ý. Êèì â ðàáîòàõ [79] 2008 ã. è [81] 2009 ã. ïîêàçàë, ÷òî âñå îïåðàòî-

ðû îáîáùåííîé ñâåðòêè, íå òîæäåñòâåííûå óìíîæåíèþ íà êîíñòàíòó è ïîðîæ-

äåííûå îïåðàòîðàìè îáîáùåííîãî ñäâèãà è îïåðàòîðàìè îáîáùåííîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ Ãåëüôîíäà�Ëåîíòüåâà, ãèïåðöèêëè÷åñêèå è õàîòè÷åñêèå â H(C).
Â åãî ñòàòüå [83] 2011 ã. ïðèâåäåíà òåîðåìà î òîì, ÷òî îïåðàòîðû óíè÷òîæå-

íèÿ, äåéñòâóþùèå â îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ôîêà�Áàðãìàíà F , îáëàäàþò
ñâîéñòâîì õàîòè÷íîñòè, ïðè÷åì â ÷àñòíîì ñëó÷àå îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Ãåëüôîíäà�Ëåîíòüåâà.

Ïðè èçó÷åíèè ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ âîçíèêëî ïîíÿòèå ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷íîñòè. Êëàññ îïåðàòîðîâ ñ ýòèì ñâîéñòâîì óäîâëåòâîðÿåò áîëåå

ñèëüíûì òðåáîâàíèÿì, ÷åì ãèïåðöèêëè÷åñêèå îïåðàòîðû.

Íèæíÿÿ ïëîòíîñòü densA ìíîæåñòâà A ⊂ N [10, � 6.3.1] îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå

densA = lim inf
N→∞

#{n ∈ A : n ≤ N}
N

.

Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T : X → X â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîð-

íîì ïðîñòðàíñòâåX íàçûâàåòñÿ ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèì [44, îïðåäåëåíèå 9.2],

åñëè íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ X, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî ïîä-

ìíîæåñòâà U ⊂ X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

dens
{
n ∈ N : T nx ∈ U

}
> 0.

Ýòîò ýëåìåíò x ∈ X íàçûâàåòñÿ ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèì âåêòîðîì îïåðàòîðà

T â X.

Ïîíÿòèå ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà ââåëè Ô. Áàéÿð è Ñ. Ãðèâî

[9] â 2006 ã. äëÿ ïðîñòðàíñòâàH(C). Â 2007 ã. À. Áîíèëüÿ è Ê.-Ã. Ãðîññå-Ýðäìàíí

[27] ðàññìîòðåëè ïðèìåðû òàêèõ îïåðàòîðîâ è âåêòîðîâ â H(C). Â êíèãàõ

Ô. Áàéÿðà, Ý. Ìàòåðîíà [10] è Ê.-Ã. Ãðîññå-Ýðäìàííà, À. Ïýðèñà [44] ïðèâå-

äåíû ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ ïî äèíàìèêå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, â òîì ÷èñëå ïî

õàîòè÷åñêèì è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèì îïåðàòîðàì.

À. Áîíèëüÿ è Ê.-Ã. Ãðîññå-Ýðäìàíí â 2006 ã. â ðàáîòå [26] äîêàçàëè, ÷òî

íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû, êîììóòèðóþùèå ñî ñäâèãîì, ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèå

â ïðîñòðàíñòâå H(Cn). Â 2010 ã. Ë. Áåðíàë-Ãîíçàëåç, À. Áîíèëüÿ â ñòàòüå [14]



9

èçó÷èëè ñâîéñòâà êîìïîçèöèé ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ

ïðîñòðàíñòâàõ Äèðèõëå. Â êíèãàõ Ì.Â. Õèðøà, Ñ. Ñìýéëà, Ð.Ë. Äåâàíè [48]

2013 ã. è Ñ. Ãðèâî, Ý. Ìàòåðîíà, Ê. Ìåíå [42] 2016 ã. èçëîæåíà îáøèðíàÿ òåîðèÿ

ïî õàîòè÷åñêèì è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèì îïåðàòîðàì. Â 2009 ã. Æ. Áîíå â ðà-

áîòå [21] ïîêàçàë ãèïåðöèêëè÷íîñòü è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòü äèôôåðåíöèàëü-

íîãî îïåðàòîðà â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé â C. Â ñòàòüå Ñ. Ãðèâî

[41] ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïðèìåðû ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

â H(C).
Â.Ý. Êèì â ðàáîòå [84] 2014 ã. äëÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà T ,

óäîâëåòâîðÿþùåãî ñîîòíîøåíèþ [T,A] = I, à â áîëåå îáùåì ñëó÷àå êîììóòà-

öèîííîìó ñîîòíîøåíèþ, ïîðîæäàþùåìó àëãåáðó su(1,1), ïîêàçàë, ÷òî îí ÿâ-

ëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèì. Â ñòàòüÿõ À.À. Ëèøàíñêîãî è

À.Ä. Áàðàíîâà [86] 2015 ã., [7] 2016 ã. èçó÷åíà äèíàìèêà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,

à èìåííî îïåðàòîðîâ Òåïëèöà è óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ, â ïðîñòðàíñòâàõ Õàðäè

ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå.

È.Ô.Ç. Áåíñàéä, Ì. Ãîíçàëåñ, Ô. Ëåîí-Ñààâåäðà è Ì.Ï. Ðîìåðî äå ëà Ðîñà

[13] èçó÷èëè, â êàêèõ ñëó÷àÿõ â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå X ëèíåéíûé íåïðå-

ðûâíûé îïåðàòîð T , λ-êîììóòèðóþùèé ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ôîðìóëå

TD = λDT ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè λ ∈ C, λ ̸= 0, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè-

÷åñêèì. Ô. Ëåîí-Ñààâåäðà è Ì.Ï. Ðîìåðî äå ëà Ðîñà [52] ðàññìîòðåëè âñå

ñëó÷àè, êîãäà â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå X ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T ,

λ-êîììóòèðóþùèé ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ôîðìóëå TD = λDT ïðè íåêî-

òîðîì çíà÷åíèè λ ∈ C, λ ̸= 0, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèì.

Â ðàáîòå Ò. Êàëìåñà [49] 2019 ã. ýòè ñâîéñòâà èçó÷åíû äëÿ âåñîâûõ

îïåðàòîðîâ êîìïîçèöèè â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, îïðåäåëåííîì ëîêàëüíûìè

ñâîéñòâàìè. Â ñòàòüå Æ. Áîíå, Ò. Êàëìåñà, À. Ïýðèñà [23] 2021 ã. ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ äèíàìèêà îïåðàòîðîâ ñäâèãà íà íåìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé. Èçó÷åíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ

ïîñâÿùåíû ðàáîòû ñëåäóþùèõ ó÷åíûõ: Ê. Àãíèñåíñ [1], Ô. Áàéÿð, È.Ç. Ðó-

æà [11], Äæ.Äæ. Áåòàíêóð, Ì. Ñèôè [19], Ä. Áîíæèîðíî, Ó.Á. Äàðæè,

Ë. äè Ïèàööà, Á. Ïèðñ [25], [31], Ì.Ï. Ðîìåðî äå ëà Ðîñà, Ë. Ôðåðèê, Ñ. Ãðè-

âî, À. Ïýðèñ [61], Õ. Ýìàìèðàä, Ã.Ñ. Õåøìàòè [38], Ê.-Ã. Ãðîññå-Ýðäìàíí,

Ñ. ×àðïåíòèð, Ê. Ìåíå [30], [43], [56], À. Íåéøòàäò [57] è äðóãèõ.

Îïåðàòîð Äàíêëà áûë ââåäåí â ðàáîòàõ ×.Ô. Äàíêëà [34] 1989 ã. è [35]
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1991 ã., à òàêæå èçó÷àëñÿ â ñòàòüÿõ Ì. Ðåñëåð [62] 1998 ã. è [63] 2002 ã.,

Ì.Ô.Ý. Äå Äæåó 1993 ã. [32]. Â.Ý. Êèì, Â.Â. Íàïàëêîâ â 2008 ã. [80] îïðåäå-

ëèëè îáîáùåíèå îïåðàòîðà Äàíêëà â âèäå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî îïå-

ðàòîðà â H(C) è ïðèâåëè ðàçëè÷íûå óòâåðæäåíèÿ î åãî ñâîéñòâàõ. Â ðàáîòå

Â.Â. Íàïàëêîâà, Â.Â. Íàïàëêîâà (ìë.) 2008 ã. [92] îïåðàòîð Äàíêëà ïðåäñòàâ-

ëåí ÷åðåç äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà íà ôóíêöèþ â ïðîñòðàíñòâå öåëûõ ôóíêöèé

â C è äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð Äàíêëà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îïåðàòîð ñâåðòêè.

À.Â. Áðàòèùåâ â 2009 ã. [72] ïîêàçàë, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå H(G)

îïåðàòîð Äàíêëà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì îáîáùåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Ãåëüôîíäà�Ëåîíòüåâà, è óñòàíîâèë ãèïåðöèêëè÷íîñòü è õàîòè÷íîñòü îïåðàòî-

ðîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ îïåðàòîðîì Äàíêëà. Â ñòàòüå [77] Â.È. Èâàíîâ â 2021 ã. â

âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå Rd ïðèâåë ðàçëè÷íûå íåðàâåíñòâà äëÿ îïåðàòîðà Äàíêëà

â ñëó÷àå ðàäèàëüíûõ êóñî÷íî-ñòåïåííûõ âåñîâ. Ýòèì îïåðàòîðàì è çàäà÷àì,

ñâÿçàííûì ñ íèìè, ïîñâÿùåíû ðàáîòû ñëåäóþùèõ àâòîðîâ: À.Â. Áðàòèùåâ [72],

Ê.Ð. Çàáèðîâà [75], [76], Â.È. Èâàíîâ [77], È.È. Êàðàìîâ [78], Â.Ý. Êèì,

Â.Â. Íàïàëêîâ [80], Â.Â. Íàïàëêîâ, Â.Â. Íàïàëêîâ (ìë.) [92], Ì. Ýëü Õàììà,

À. Ëàìèìè, Õ. Ýëü Õàððàê [37], Ê.-Äæ. ßíã [67] è äðóãèõ.

Â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êëàñ-

ñè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ è áåñêîíå÷íî äèôôå-

ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â îáëàñòè è

íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Çàäà÷è, ïîñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, ÿâëÿþòñÿ

àêòóàëüíûìè, ïîñêîëüêó îíè íå èçó÷àëèñü â îïóáëèêîâàííîé ðàíåå îòå÷åñòâåí-

íîé è çàðóáåæíîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåð-

òàöèè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè, à

òàêæå â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ è öåëûõ ôóíê-

öèé òàêèõ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, êàê ãèïåðöèêëè÷íîñòü, õàîòè÷íîñòü è

÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòü, äëÿ êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ: îïåðàòîðû ñäâèãà, äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ, êîíå÷íûå ñóììû îïåðàòîðîâ ñäâèãà, äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èõ

êîìïîçèöèé, ðÿäû èç òàêèõ îïåðàòîðîâ, îïåðàòîð ñâåðòêè.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå

èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ

è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ íåêîòîðûå ìåòîäû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè. Â îïóáëèêîâàííûõ ðàíåå ñòàòüÿõ è êíèãàõ îòå÷åñòâåííûõ è

çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ çàäà÷è, ïîñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè, â ðàññìàòðèâàåìûõ

â äàííîé ðàáîòå ïðîñòðàíñòâàõ íå èçó÷àëèñü.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòà-

öèè èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïîíÿòèÿ ãèïåðöèê-

ëè÷íîñòè, õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè îïåðàòîðîâ. Ýòè äèíàìè÷å-

ñêèå ñâîéñòâà èçó÷åíû äëÿ êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé,

àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè, à òàêæå â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé è öåëûõ ôóíêöèé. Ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà ãèïåð-

öèêëè÷íîñòè, õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè îáîáùåííîãî îïåðàòîðà

Äàíêëà â äàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå H(Ω),

êîììóòèðóþùèé ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå ÿâëÿþùèéñÿ

ñêàëÿðíûì êðàòíûì òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèê-

ëè÷åñêèì (òåîðåìà 2.6). Òàêæå îí õàîòè÷åñêèé (òåîðåìà 3.5) è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèé (òåîðåìà 3.6) â H(Ω).

2. Èçó÷åíû ñâîéñòâà ïëîòíîñòè ïîëèíîìîâ, ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò â

ïðîñòðàíñòâå F(φ), äîêàçàíà ãèïåðöèêëè÷íîñòü îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ, ñäâèãà, ñâåðòêè è èõ ðàçëè÷íûõ êîìïîçèöèé â F(φ). Ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â F(φ), êîììóòèðóþùèé ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíî-

ãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå ñîâïàäàþùèé ñî ñêàëÿðíûì êðàòíûì òîæ-

äåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì â ýòîì ïðîñòðàí-

ñòâå (òåîðåìà 5.5). Äîêàçàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé îïåðàòîð îáëàäàåò

ñâîéñòâàìè õàîòè÷íîñòè (òåîðåìà 6.1) è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè (òåîðå-

ìà 6.2) â F(φ).

3. Â ïðîñòðàíñòâå E(φ) ðàññìîòðåíî ñâîéñòâî ãèïåðöèêëè÷íîñòè îïåðàòî-

ðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñäâèãà, ñâåðòêè è èõ ðàçëè÷íûõ êîìïîçèöèé.

Ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â E(φ), êîììóòèðóþùèé
ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå ÿâëÿþùèéñÿ ñêàëÿð-

íûì êðàòíûì òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì

â ýòîì ïðîñòðàíñòâå (òåîðåìà 9.1). Ïðèâåäåíû òåîðåìû î õàîòè÷íîñòè è
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÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (òåîðåìà 10.2) è

îïåðàòîðà êîìïîçèöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà (òåîðåìà 10.3) â E(φ).
4. Èçó÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáîáùåííîãî îïåðàòîðà Äàíêëà â ïðîñòðàí-

ñòâå H(C) öåëûõ ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà

êîìïàêòàõ, à èìåííî ïðèâåäåí âèä ôóíêöèè, ïîëó÷àåìîé ïðè äåéñòâèè

ýòîãî îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ èç H(C), ïîêàçàíî, ÷òî äåéñòâèå îáîáùåí-

íîãî îïåðàòîðà Äàíêëà íà öåëóþ ôóíêöèþ ðàâíîñèëüíî äåéñòâèþ íà íåå

ôóíêöèîíàëà îïðåäåëåííîãî âèäà. Äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ, ÷òî îáîáùåí-

íûé îïåðàòîð Äàíêëà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì (òåîðåìà 11.2), à òàêæå

õàîòè÷åñêèì è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèì (òåîðåìà 11.3) â H(C). Ïîêàçàíî,
÷òî îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ãèïåðöèêëè÷íîñòè

(òåîðåìà 12.2), õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè (òåîðåìà 12.3) â

ïðîñòðàíñòâå F(φ,C).

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü

ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè ãàðàíòèðóåòñÿ ñòðîãîñòüþ äîêàçàòåëüñòâ óòâåðæäåíèé

è îáñóæäåíèåì ïîëó÷åííûõ òåîðåì íà êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ [100�115].

Àâòîð âûñòóïàë ñ îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ êîí-

ôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ: Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ

¾Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ¿ (Óôà, 2017 ã.); XXV ìåæäóíàðîä-

íàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿

(Ìîñêâà, 2018 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Êîìïëåêñíûé àíàëèç

è òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèé¿ (Óôà, 2019 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåí-

öèÿ ¾Òåîðèÿ ôóíêöèé, òåîðèÿ îïåðàòîðîâ è êâàíòîâàÿ òåîðèÿ èíôîðìàöèè¿

(Óôà, 2020 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Óôèìñêàÿ îñåííÿÿ ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ øêîëà¿ (Óôà, 2020 ã.); XI ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ

ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòèêà è åå

ïðèëîæåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèè¿ (Óôà, 2020 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôå-

ðåíöèÿ ¾Òåîðèÿ ôóíêöèé, òåîðèÿ îïåðàòîðîâ è êâàíòîâàÿ òåîðèÿ èíôîðìàöèè¿

(Óôà, 2021 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Óôèìñêàÿ îñåííÿÿ ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ øêîëà¿ (Óôà, 2022 ã.); XIII ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ

ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòèêà è

åå ïðèëîæåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèè¿ (Óôà, 2022 ã.); XIV ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-

êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìà-

òåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèè¿ (Óôà, 2023 ã.); Âñåðîññèéñêàÿ
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øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ¾Ëîáà÷åâñêèå ÷òåíèÿ � 2023¿ (Êàçàíü, 2023 ã.);

Ñåìèíàð ¾Êîìïëåêñíûé è ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç¿ îòäåëà òåîðèè ôóíê-

öèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ñ âû÷èñëèòåëü-

íûì öåíòðîì ÓÔÈÖ ÐÀÍ (Óôà, 2024 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîí-

ôåðåíöèÿ ¾Êîìïëåêñíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ¿ (Óôà, 2024 ã.); XV

ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷å-

íûõ ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèè¿

(Óôà, 2024 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìà-

òåìàòè÷åñêàÿ øêîëà ¾Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæ-

íûå ïðîáëåìû¿ (Âîðîíåæ, 2025 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ øêîëà-

êîíôåðåíöèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé¿

(Åêàòåðèíáóðã, 2025 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè èìåþòñÿ 6 ñòàòåé [59, 95�99], èç íèõ

ñòàòüè [95�97] èçäàíû â æóðíàëàõ èç Ïåðå÷íÿ ÂÀÊ, ðàáîòû [59, 98, 99] îïóá-

ëèêîâàíû â æóðíàëàõ, êîòîðûå âõîäÿò â ìåæäóíàðîäíûå ðåôåðàòèâíûå áàçû

äàííûõ Web of Science è Scopus, ïðèðàâíåííûõ ê èçäàíèÿì èç Ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëè-

êîâàíû â ðàáîòàõ àâòîðà [59, 95�99]. Â ñîâìåñòíûõ ïóáëèêàöèÿõ [95, 96]

Â.Â. Íàïàëêîâó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷, à òàêæå â ñòàòüå [95] � òåî-

ðåìà 1, â ðàáîòå [96] � òåîðåìà 1, à äèññåðòàíòó � îñòàëüíûå óòâåðæäåíèÿ è

èõ äîêàçàòåëüñòâà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòîðîì

ñàìîñòîÿòåëüíî.

Àâòîð âûðàæàåò îãðîìíóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäè-

òåëþ, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê È.Õ. Ìóñèíó çà ïðåäëîæåííóþ

òåìó èññëåäîâàíèé, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå, íåîöåíèìóþ ïîìîùü è âñåñòîðîííþþ

ïîääåðæêó â ïðîöåññå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé. Àâòîð î÷åíü ïðèçíàòåëåí

÷ëåíó-êîððåñïîíäåíòó ÐÀÍ, ïðîôåññîðó Â.Â. Íàïàëêîâó çà âíèìàòåëüíîå

îáñóæäåíèå ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ è ïëîäîòâîðíóþ ñîâìåñòíóþ ðàáîòó.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 116 ïóáëèêàöèé.

Îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 132 ñòðàíèöû.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, èçó÷åíà èñòî-

ðèÿ âîïðîñà, îïðåäåëåíà öåëü è ïîñòàâëåíû çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, îòðàæåíû

íàó÷íàÿ íîâèçíà è òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ëèíåé-

íûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T : X → X. Îðáèòîé ýëåìåíòà x îïåðàòîðà

T : X → X [10, îïðåäåëåíèå 1.1] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Orb(T, x) =
{
T nx

}∞
n=0

.

Ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé îïåðàòîðà T [10, îïðåäåëåíèå 6.5] íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò

x ∈ X, äëÿ êîòîðîãî èìååòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≥ 2 òàêîå, ÷òî T nx = x.

Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T : X → X íàçûâàåòñÿ ãèïåðöèêëè÷å-

ñêèì [10, îïðåäåëåíèå 1.2] â ïðîñòðàíñòâå X, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X,

îðáèòà êîòîðîãî ïëîòíà â X. Ýòîò ýëåìåíò x ∈ X � ãèïåðöèêëè÷åñêèé âåêòîð

îïåðàòîðà T â X.

Íåïðåðûâíûé îïåðàòîð Φ : Y → Y â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (Y, d)

íàçûâàåòñÿ õàîòè÷åñêèì (ïî Äåâàíè), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

[33, îïðåäåëåíèå 8.5]:

(A) îïåðàòîð Φ èìååò ñóùåñòâåííóþ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé: ñóùå-

ñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Y è åãî ïðîèçâîëüíîé

îêðåñòíîñòè U íàéäóòñÿ ýëåìåíò y ∈ U è íîìåð n ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ d(Φnx,Φny) > δ;

(B) îïåðàòîð Φ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûé: äëÿ ëþáîé ïàðû íåïóñòûõ

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ A, B ⊂ X íàéäåòñÿ ÷èñëî n ∈ N, äëÿ êîòîðîãî

Φn(A) ∩B ̸= ∅;

(C) ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê îïåðàòîðà Φ ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Y .

Íèæíÿÿ ïëîòíîñòü densA ìíîæåñòâà A ⊂ N [10, � 6.3.1] îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå

densA = lim inf
N→∞

#{n ∈ A : n ≤ N}
N

.

Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T : X → X â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîð-

íîì ïðîñòðàíñòâåX íàçûâàåòñÿ ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèì [44, îïðåäåëåíèå 9.2],
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åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî

ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

dens
{
n ∈ N : T nx ∈ U

}
> 0.

Ýòîò ýëåìåíò x ∈ X � ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé âåêòîð îïåðàòîðà T â X.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñîäåðæèòñÿ â

êëàññå ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ [44, îïðåäåëåíèå 9.2].

Â ïåðâîé ãëàâå â ïàðàãðàôå 1 èçëîæåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ î ãèïåð-

öèêëè÷åñêèõ, õàîòè÷åñêèõ è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðàõ, ïðèâåäå-

íû ïðèìåðû îïåðàòîðîâ, êîòîðûå íå îáëàäàþò äàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Â ïàðàãðàôå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî H(Ω) ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ

â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ω ⊂ C, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
íà êîìïàêòàõ èç Ω, çàäàâàåìîé ñèñòåìîé íîðì

pm(f) = sup
z∈Km

|f(z)|, m = 1, 2, . . . ,

ãäå Km � êîìïàêòû â Ω ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ òàêèå, ÷òî Km ⊂ intKm+1,

m ∈ N è
∞⋃
m=1

Km = Ω. Ïî àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìå Ðóíãå [87, ãë. 4, � 2],

[116, ï. 23] ñèñòåìà ïîëèíîìîâ ïëîòíà â H(Ω), çíà÷èò, ïðîñòðàíñòâî H(Ω)

ñåïàðàáåëüíî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî H(Ω) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå.

Îòìåòèì, ÷òî H(Ω) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ïóñòü Ωσ = {z ∈ C : |Im z| < σ} � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà íà ïëîñêîñòè

C, ãäå σ > 0. Îïðåäåëèì îïåðàòîð ñäâèãà Taf(z) = f(z + a), ãäå a ∈ R \ {0},
f ∈ H(Ωσ). Ïðîñòðàíñòâî H(Ωσ) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ è ñäâèãà.

Ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð ñäâèãà ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ωσ) (òåîðåìà 2.2),

à òàêæå îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ω) (òåîðåìà 2.3).

Äàëåå äîêàçàíà òåîðåìà î ãèïåðöèêëè÷íîñòè ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðà-

òîðîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì è íå ÿâëÿþùèõñÿ ñêàëÿðíûì

êðàòíûì òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ, â H(Ω) (òåîðåìà 2.6) è ïðèâåäåíû

íåêîòîðûå åå ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà 2.6.Ïóñòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â ïðîñòðàíñòâå

H(Ω) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿð-

íûì êðàòíûì òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ. Òîãäà îïåðàòîð T ãèïåðöèê-

ëè÷åñêèé â H(Ω).
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Îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ ïàðàãðàôà 3 ñîñòîÿò â òîì, ÷òî îïåðàòîðû

ñî ñâîéñòâàìè, îïðåäåëåííûìè â òåîðåìå 2.6, õàîòè÷åñêèå (òåîðåìà 3.5) è

÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèå (òåîðåìà 3.6) â H(Ω). Èç ýòèõ òåîðåì âûòåêàþò ñëåä-

ñòâèÿ î õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â H(Ω), êîíå÷íîé ñóììû îïåðàòîðîâ ñäâèãà, êîíå÷íîé ñóì-

ìû êîìïîçèöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà â H(Ωσ).

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â ïðîñòðàí-

ñòâå H(Ω) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå ÿâëÿåòñÿ

ñêàëÿðíûì êðàòíûì òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ. Òîãäà T � õàîòè÷å-

ñêèé îïåðàòîð â H(Ω).

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â ïðîñòðàí-

ñòâå H(Ω) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå ÿâëÿåò-

ñÿ ñêàëÿðíûì êðàòíûì òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ. Òîãäà T � ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèé îïåðàòîð â H(Ω).

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ êëàññè÷å-

ñêèõ îïåðàòîðîâ � îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñäâèãà, èõ êîìïîçèöèé

è ñâåðòêè â âåñîâûõ ñ÷åòíî-íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé.

Â ïàðàãðàôå 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî F(φ) öåëûõ ôóíêöèé

â Cn, èíâàðèàíòíîå ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ è ñäâèãà. Îïðåäåëèì âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî F(φ) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü φ = {φm}∞m=1 � ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ôóíêöèé φm : Cn −→ R,
óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ âñåõ m ∈ N òðåáîâàíèÿì:

i1) lim
z→∞

φm(z)
∥z∥ = +∞;

i2) φm(z) > φm+1(z), z ∈ Cn;

i3) lim
z→∞

(φm(z)− φm+1(z)) = +∞.

Äëÿ êàæäîãî m ∈ N ïîëîæèì

Fm =
{
f ∈ H(Cn), f : Cn −→ C : pm(f) = sup

z∈Cn

(|f(z)|e−φm(z)) <∞
}
.

Î÷åâèäíî, ïðè ëþáîì m ∈ N Fm � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ââèäó óñëîâèÿ

i2) âëîæåíèÿ Fm+1 ⊂ Fm íåïðåðûâíû äëÿ âñåõ m ∈ N, à â ñèëó óñëîâèÿ i3)
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îíè âïîëíå íåïðåðûâíû. Ïîëîæèì F(φ) =
∞⋂
m=1

Fm. Îòìåòèì, ÷òî ñ îïåðàöè-

ÿìè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è èõ óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà F(φ) îáðà-

çóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Íàäåëèì F(φ) òîïîëîãèåé ïðîåêòèâíîãî ïðåäå-

ëà ïðîñòðàíñòâ Fm, m ∈ N. Ïîñêîëüêó F(φ) � ïðîåêòèâíûé ïðåäåë êîìïàêò-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòàâëåííîé èç áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Fm, òî F(φ)

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå�Øâàðöà [51, ï. 1], [91, � 2, ï. 5].

Òàêæå ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè íà ñåìåéñòâî φ áóäåì íàêëàäûâàòü äîïîë-

íèòåëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ëþáîãî m ∈ N:

i4) íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå am > 0 è bm > 0 òàêèå, ÷òî

φm+1(z + t) ≤ φm(z) + bm,

ãäå z ∈ Cn è t ∈ Cn : ∥t∥ ≤ am;

èëè áîëåå æåñòêîå óñëîâèå

i5) ïðè ëþáîì R > 0 íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ bm = bm(R) > 0 òàêàÿ, ÷òî

φm+1(z + t) ≤ φm(z) + bm,

ãäå z ∈ Cn è t ∈ Cn : ∥t∥ ≤ R;

èëè â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå

i6) ïðè ôèêñèðîâàííîì λ ∈ C \ {0} äëÿ ëþáûõ R > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ

bm = bm(R) > 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

φm+1(z̃ + t) ≤ φm(z) + bm,

ãäå z ∈ Cn, t ∈ Cn : ∥t∥ ≤ R è

z̃ = (z1, . . . , zj−1, λzj, zj+1, . . . , zn), j ∈ (1;n).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ i4) ïðîñòðàíñòâî F(φ) èíâàðè-

àíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ëåììà 5.1). Â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè

òðåáîâàíèÿ i5) F(φ) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî êàê äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ, òàê è ñäâèãà (òåîðåìà 5.4). Ïðîñòðàíñòâà òàêîãî âèäà âñòðå÷àëèñü â

ðàáîòàõ ñëåäóþùèõ ìàòåìàòèêîâ: Ë. Ýðåíïðàéñ [36], Â.Ï. Ïàëàìîäîâ [93],
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Á.À. Òåéëîð [65], Ô. Õàñëèíãåð [47], À.Â. Àáàíèí, Ò.È. Àáàíèíà,

Ô.×. Òèåí [68,69], Ñ.Â. Ïîïåíîâ [94], Í.Ò. Àõòÿìîâ, È.Õ. Ìóñèí [71].

Â ïàðàãðàôå 5 ïîêàçàíà ãèïåðöèêëè÷íîñòü îïåðàòîðîâ ÷àñòíîãî äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ, äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, õàðàê-

òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíî-

ãî òèïà, îïåðàòîðà ñäâèãà â F(φ). Äàëåå äîêàçàíà òåîðåìà î ãèïåðöèêëè÷-

íîñòè îïåðàòîðà, êîììóòèðóþùåãî ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ è íå ñîâïàäàþùåãî ñî ñêàëÿðíûì êðàòíûì òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ,

â F(φ) (òåîðåìà 5.5), à òàêæå ïðîâåðåíî óòâåðæäåíèå äëÿ îïåðàòîðà ñâåðòêè

(òåîðåìà 5.6).

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i4) è çàäàí

ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â F(φ), êîììóòèðóþùèé ñ îïåðàòîðàìè

÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå òîæäåñòâåííûé îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà

êîíñòàíòó. Òîãäà îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷åíû ñëåäñòâèÿ î òîì, ÷òî êîíå÷íàÿ ñóììà ñäâèãîâ,

êîíå÷íàÿ ñóììà êîìïîçèöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà, ðÿä èç ñäâèãîâ ïðè

îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû, îïåðàòîðû ñâåðòêè ãèïåðöèêëè÷å-

ñêèå â F(φ). Ïðèâåäåí ïðèìåð ãèïåðöèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ

îïåðàòîðîì ñâåðòêè.

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì i5) è äîïîë-

íèòåëüíîìó óñëîâèþ

∀m, k ∈ N ∃ l = lm,k ∈ N, r = rm,k > 0 : ∀ z, t ∈ Cn φl(z+t) ≤ φm(z)+φk(t)+r,

S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà F(φ), ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà êî-

òîðîãî pS(z) = Sξ(e
⟨ξ,z⟩) íå òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé. Òîãäà îïåðàòîð ñâåðò-

êè MS[f ](z) = St(f(z + t)) ãèïåðöèêëè÷åí â F(φ).

Îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ ïàðàãðàôà 6 ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ëèíåé-

íûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, êîììóòèðóþùèé ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì è íå

òîæäåñòâåííûé óìíîæåíèþ íà ñêàëÿð, õàîòè÷åñêèé (òåîðåìà 6.1) è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèé (òåîðåìà 6.2) â F(φ).

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i4), çàäàí

ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â F(φ), êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ îïåðà-

òîðàìè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå êðàòíûé òîæäåñòâåííîìó îïåðà-

òîðó. Òîãäà îïåðàòîð T õàîòè÷åñêèé â F(φ).
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Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå i4), çàäàí

ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â F(φ), êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ îïåðà-

òîðàìè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå êðàòíûé òîæäåñòâåííîìó îïåðà-

òîðó. Òîãäà îïåðàòîð T ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Èç ýòèõ óòâåðæäåíèé âûòåêàþò ñëåäñòâèÿ î õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåð-

öèêëè÷íîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, êîíå÷íîé ñóì-

ìû ñäâèãîâ, êîíå÷íîé ñóììû êîìïîçèöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà, äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ðÿäà èç ñäâè-

ãîâ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû, îïåðàòîðîâ ñâåðòêè â F(φ).

Ïàðàãðàô 7 ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ñâîéñòâ õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷-

íîñòè îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà, êîíå÷íîé ñóììû êîìïîçè-

öèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà â F(φ). Ïðèâåäåí ïðèìåð õàîòè÷åñêîãî è

÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ îïåðàòîðîì ñâåðòêè.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ãèïåðöèêëè÷íîñòü êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-

öèé â Rn, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èëè ñäâèãà. Òàêèå

ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Í.Ò. Àõòÿìîâà, È.Õ. Ìóñèíà [70, 71],

à â ñòàòüå È.Õ. Ìóñèíà [89] äîêàçàíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ãèïåðöèêëè÷åñêèå â âåñî-

âîì ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå E(φ) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â Rn.

Â ïàðàãðàôå 8 ðàññìàòðèâàåòñÿ âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî E(φ) áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â Rn, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðî-

âàíèÿ è ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî ñäâèãà. Îïðåäåëèì âåñîâîå

ïðîñòðàíñòâî E(φ) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü φ = {φm}∞m=1 � ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ

ôóíêöèé φm : Rn −→ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ âñåõ m ∈ N òðåáîâàíèÿì:

α) lim
x→∞

φm(x)

∥x∥
= +∞;

β) lim
x→∞

(φm(x)− φm+1(x)) = +∞.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ∈ N îïðåäåëèì

E(φm) =
{
f ∈ Cm(Rn), f : Rn −→ C : pm(f) = sup

x∈Rn,
α∈Zn

+: |α|≤m

|(Dα
xf)(x)|

exp(φm(x))
<∞

}
.
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Òåïåðü ïîëîæèì E(φ) =
∞⋂
m=1

E(φm). Ñíàáäèì E(φ) îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ

ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Òîãäà E(φ) îáðàçóåò ëèíåé-

íîå ïðîñòðàíñòâî. Íàäåëèì åãî òîïîëîãèåé ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ

E(φm), m ∈ N. Â ñèëó óñëîâèÿ β) âëîæåíèÿ E(φm+1) ⊂ E(φm) âïîëíå íåïðåðûâ-
íû äëÿ âñåõ m ∈ N. Î÷åâèäíî, E(φ) � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå è îíî èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, à îïåðàòîðû ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

â íåì íåïðåðûâíû. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [90, òåîðåìà 1], ïðîñòðàíñòâî E(φ)
ñåïàðàáåëüíî.

Îòìåòèì, ÷òî E(φ) íå îáÿçàòåëüíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà.

Äàëåå íà ñåìåéñòâî ôóíêöèé φ â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è áóäåì íàêëàäû-

âàòü îäíî èç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ èíâàðèàíòíîñòü E(φ)
îòíîñèòåëüíî ñäâèãà äëÿ ëþáîãî m ∈ N:

γ1) íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå am > 0 è bm > 0 òàêèå, ÷òî

φm+1(x+ η) ≤ φm(x) + bm,

ãäå x ∈ Rn è η ∈ Rn : ∥η∥ ≤ am;

èëè áîëåå æåñòêîå óñëîâèå

γ2) ïðè ëþáîì R > 0 íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ bm = bm(R) > 0 òàêàÿ, ÷òî

φm+1(x+ η) ≤ φm(x) + bm,

ãäå x ∈ Rn è η ∈ Rn : ∥η∥ ≤ R;

èëè äðóãîå óñëîâèå

γ3) äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóþò ÷èñëà l = lm,k ∈ N è r = rm,k > 0 òàêèå, ÷òî

ïðè ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ Rn

φl(x+ y) ≤ φm(x) + φk(y) + r;

èëè â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå

γ4) ïðè ôèêñèðîâàííîì λ ∈ R \ {0} äëÿ ëþáîãî R > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ

bm = bm(R) > 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

φm+1(x̃+ t) ≤ φm(x) + bm,

ãäå x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn : ∥t∥ ≤ R è

x̃ = (x1, . . . , xj−1, λxj, xj+1, . . . , xn), j ∈ (1;n).
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Â ïàðàãðàôå 9 äîêàçàíà òåîðåìà î ãèïåðöèêëè÷íîñòè â E(φ) ëèíåéíîãî
íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà, êîììóòèðóþùåãî ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì è íå ÿâëÿ-

þùåãîñÿ ñêàëÿðíûì êðàòíûì òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ (òåîðåìà 9.1).

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ γ1). Òîãäà

åñëè ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â E(φ) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè

÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå òîæäåñòâåíåí óìíîæåíèþ íà ñêàëÿð, òî

îí ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).
Äàëåå ïðèâåäåíû åå ñëåäñòâèÿ î ãèïåðöèêëè÷íîñòè äèôôåðåíöèàëüíî-

ãî îïåðàòîðà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, îïåðàòîðà ñäâèãà, êîíå÷íîé ñóììû ñäâèãîâ,

êîíå÷íîé ñóììû êîìïîçèöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà, ðÿäà èç ñäâèãîâ

ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû, îïåðàòîðîâ ñâåðòêè â E(φ).
Â ïàðàãðàôå 10 ïîëó÷åíû óòâåðæäåíèÿ î õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷-

íîñòè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (òåîðåìà 10.2) è îïåðàòîðà êîìïîçèöèè

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà (òåîðåìà 10.3) â E(φ).
Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå γ1).

Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Tf(x) = Dαf(x) äëÿ ëþáûõ α ∈ Zn+,
α ̸= (0, 0, . . . , 0), ãäå f ∈ E(φ), õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).

Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ γ1).

Òîãäà îïåðàòîð Tf(x) = Dα
xf(x + b) äëÿ ëþáûõ α ∈ Zn+, α ̸= (0, 0, . . . , 0),

b ∈ Rn \ {(0, 0, . . . , 0)}, ãäå f ∈ E(φ), õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé

â E(φ).
×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ îáîá-

ùåííîãî îïåðàòîðà Äàíêëà. Â ïàðàãðàôå 11 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà

äàííîãî îïåðàòîðà â H(C). Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî H(C) öåëûõ ôóíêöèé

ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ.

Îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f èç ïðîñòðàíñòâà

H(C) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Λf(z) =
d

dz
f(z) +

c

z

m−1∑
j=0

αjf(αjz), z ∈ C,

ãäå ÷èñëî c ∈ R+ è ïàðàìåòð m ∈ N, m ≥ 2 � íåêîòîðûå çàäàííûå âåëè÷èíû,

à êîýôôèöèåíòû αj èìåþò âèä

αj = e
2πij
m , j ∈ (0;m− 1).
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Î÷åâèäíî, îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà â ïðîñòðàíñòâå H(C) ëèíåéíûé è

íåïðåðûâíûé. Äîêàçàíû òåîðåìû î ãèïåðöèêëè÷íîñòè (òåîðåìà 11.2), à òàêæå

õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè (òåîðåìà 11.3) îïåðàòîðà Λ â H(C).
Òåîðåìà 11.2. Îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà Λ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè-

÷åñêèì â H(C).
Òåîðåìà 11.3. Îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà Λ õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(C).
Â ïàðàãðàôå 12 èçó÷åíû ñâîéñòâà îïåðàòîðà Λ â F(φ,C), êîòîðîå

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì F(φ) ïðè n = 1 ñ óñëîâèÿìè i1)�i4) íà ñåìåéñòâî φ è

äëÿ âñåõ m ∈ N φm(z) = φm(|z|), ãäå z ∈ C. Ïðèâåäåíû óòâåðæäåíèÿ î ãèïåð-

öèêëè÷íîñòè (òåîðåìà 12.2), à òàêæå õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè

(òåîðåìà 12.3) îïåðàòîðà Λ â F(φ,C).
Òåîðåìà 12.2. Îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà Λ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè-

÷åñêèì â F(φ,C).
Òåîðåìà 12.3. Îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà Λ õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ,C).
Â çàêëþ÷åíèè êðàòêî ðåçþìèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
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Ãëàâà 1. Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè

� 1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì

â íåì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T : X → X. Îðáèòà ýëåìåíòà x

îïåðàòîðà T : X → X [10, îïðåäåëåíèå 1.1] îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

Orb(T, x) =
{
T nx

}∞
n=0

.

Ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé îïåðàòîðà T [10, îïðåäåëåíèå 6.5] íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò

x ∈ X, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≥ 2 òàêîå, ÷òî T nx = x.

Îïåðàòîð T : X → X íåòðèâèàëüíûé, åñëè îí íå òîæäåñòâåíåí îïåðàòîðó

óìíîæåíèÿ íà îòëè÷íóþ îò íóëÿ ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó.

Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T : X → X íàçûâàåòñÿ ãèïåðöèêëè÷å-

ñêèì [10, îïðåäåëåíèå 1.2] â ïðîñòðàíñòâå X, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X,

îðáèòà êîòîðîãî ïëîòíà â X. Ýòîò ýëåìåíò x ∈ X � ãèïåðöèêëè÷åñêèé âåêòîð

îïåðàòîðà T â X.

Íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T : X → X òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûé

â X [10, òåîðåìà 1.2], åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

A, B ⊂ X íàéäåòñÿ ÷èñëî n ∈ N, äëÿ êîòîðîãî T n(A)∩B ̸= ∅. Ïîíÿòèÿ ëèíåé-
íîãî òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíîãî îïåðàòîðà è ãèïåðöèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà

ýêâèâàëåíòíû â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå [10, òåîðåìà 1.2].

Íåïðåðûâíûé îïåðàòîð Φ : Y → Y â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (Y, d)

íàçûâàåòñÿ õàîòè÷åñêèì (ïî Äåâàíè), åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ [33,

îïðåäåëåíèå 8.5]:

(A) îïåðàòîð Φ èìååò ñóùåñòâåííóþ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé: ñóùå-

ñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Y è åãî ïðîèçâîëüíîé

îêðåñòíîñòè U íàéäóòñÿ ýëåìåíò y ∈ U è íîìåð n ∈ N, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ d(Φnx,Φny) > δ;

(B) îïåðàòîð Φ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûé;

(C) ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê îïåðàòîðà Φ ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå Y .
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Íèæíÿÿ ïëîòíîñòü densA ìíîæåñòâà A ⊂ N [10, � 6.3.1] îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå

densA = lim inf
N→∞

#{n ∈ A : n ≤ N}
N

.

Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T : X → X â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîð-

íîì ïðîñòðàíñòâåX íàçûâàåòñÿ ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèì [44, îïðåäåëåíèå 9.2],

åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî îòêðûòîãî

ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

dens
{
n ∈ N : T nx ∈ U

}
> 0.

Ýòîò ýëåìåíò x ∈ X � ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé âåêòîð îïåðàòîðà T â X.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñîäåðæèòñÿ â

êëàññå ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ [44, îïðåäåëåíèå 9.2].

Ñëåäóþùèå ôàêòû èç ðàáîò Ñ.È. Àíñàðè [2], Ô. Áàéÿðà, Ý. Ìàòåðîíà [10]

è Ê.-Ã. Ãðîññå-Ýðäìàííà, À. Ïýðèñà [44], Ô. Ëåîí-Ñààâåäðû, Â. Ìþëëåðà [53]

íåîáõîäèìû äëÿ îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ î äèíàìèêå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Åñëè ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â òîïîëî-

ãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X ãèïåðöèêëè÷åñêèé, òî ïðè ëþáîì

p ∈ N îïåðàòîð T p ãèïåðöèêëè÷åí è èìååò òå æå ãèïåðöèêëè÷åñêèå âåêòî-

ðû [10, òåîðåìà 3.1], [2, òåîðåìà 1]. Åñëè ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T

â êîìïëåêñíîì òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X ãèïåðöèêëè÷å-

ñêèé, òî äëÿ âñåõ λ ∈ T, ãäå T = {z ∈ C : |z| = 1}, îïåðàòîð λT ãèïåð-

öèêëè÷åí è èìååò òå æå ãèïåðöèêëè÷åñêèå âåêòîðû [10, ñëåäñòâèå 3.3], [53,

ñëåäñòâèå 3].

Óòâåðæäåíèå 1.2. Ïóñòü ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû T è S

â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X ãèïåðöèêëè÷åñêèå, òîãäà

îïåðàòîð S + T íå âñåãäà ãèïåðöèêëè÷åí [44, çàìå÷àíèå 4.17]. Åñëè ëèíåé-

íûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå X, òî

ëþáîé âåêòîð x ∈ X ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó äâóõ ãèïåðöèêëè÷åñêèõ

âåêòîðîâ [10, ïðåäëîæåíèå 1.29].

Óòâåðæäåíèå 1.3. Åñëè ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â òîïîëîãè÷å-

ñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé, òî ïðè ëþáîì

p ∈ N îïåðàòîð T p ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åí è èìååò òå æå ÷àñòî-ãèïåðöèêëè-

÷åñêèå âåêòîðû [10, òåîðåìà 6.30].
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Óòâåðæäåíèå 1.4. Åñëè ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â êîìïëåêñíîì

òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé, òî

äëÿ âñåõ λ ∈ T, ãäå T = {z ∈ C : |z| = 1}, îïåðàòîð λT ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åí

è èìååò òå æå ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèå âåêòîðû [10, òåîðåìà 6.28].

Äàëåå ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ èñïîëüçóþòñÿ

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 1.1 (òåîðåìà Ãîäôðóà�Øàïèðî, [40, ñëåäñòâèå 1.3]).

Ïóñòü T : X → X � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â ñåïàðàáåëüíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Ôðåøå X, ïîäïðîñòðàíñòâà

X0 = span{x ∈ X : Tx = λx, λ ∈ C, |λ| < 1} è

Y0 = span{x ∈ X : Tx = λx, λ ∈ C, |λ| > 1} ïëîòíû â X.

Òîãäà T � ãèïåðöèêëè÷åñêèé îïåðàòîð â X.

Òåîðåìà 1.2 (òåîðåìà Êèòàè�Ãåòíåðà�Øàïèðî, [39, òåîðåìà 2.2]).

Ïóñòü X � ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå è T : X → X � ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé îïåðàòîð. Ïóñòü X0, Y0 � ïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà X è ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü (Sk)
∞
k=1 îòîáðàæåíèé Sk : Y0 → X òàêîâû, ÷òî:

1. T k → 0 ïîòî÷å÷íî íà X0 ïðè k → ∞;

2. Sk → 0 ïîòî÷å÷íî íà Y0 ïðè k → ∞;

3. T kSk = I äëÿ ëþáûõ k ∈ N íà Y0.

Òîãäà îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â X.

Òåîðåìà 1.3 (òåîðåìà î õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè,

[10, òåîðåìà 6.10, òåîðåìà 6.18], [44, òåîðåìà 9.9, ïðåäëîæåíèå 9.11]).

Ïóñòü T : X → X � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â ñåïàðàáåëüíîì ïðî-

ñòðàíñòâå Ôðåøå X è ñóùåñòâóþò ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî X0 ⊂ X è îòîá-

ðàæåíèå S : X0 → X0 òàêèå, ÷òî:

1.
∞∑
n=0

T nx � ðÿä ñõîäèòñÿ áåçóñëîâíî äëÿ âñåõ x ∈ X0;

2.
∞∑
n=0

Snx � ðÿä ñõîäèòñÿ áåçóñëîâíî äëÿ âñåõ x ∈ X0;

3. TSx = x äëÿ âñåõ x ∈ X0.
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Òîãäà îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèì â X.

Òåïåðü ïðèâåäåì óòâåðæäåíèÿ èç ðàáîò Äæ. Áýíêñà, Äæ. Áðóêñà [6] è

Ô. Áàéÿðà, Ý. Ìàòåðîíà [10]:

Ëåììà 1.1 ( [6, òåîðåìà 1]). Åñëè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X íåïðå-

ðûâíûé îïåðàòîð T : X → X òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûé è ìíîæåñòâî

åãî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïëîòíî â X, òî îïåðàòîð T îáëàäàåò ñóùåñòâåííîé

çàâèñèìîñòüþ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ëåììà 1.2 (òåîðåìà Áèðêãîôà î òðàíçèòèâíîñòè, [10, òåîðåìà 1.2]).

Åñëè X � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, òî äëÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà

T : X → X òîïîëîãè÷åñêàÿ òðàíçèòèâíîñòü è ãèïåðöèêëè÷íîñòü ðàâíî-

ñèëüíû.

Ïî ëåììå 1.1 óñëîâèå (A) â îïðåäåëåíèè õàîòè÷íîñòè âûòåêàåò èç

òðåáîâàíèé (B) è (C), à â ñèëó ëåììû 1.2 óñëîâèå (B) â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå

ýêâèâàëåíòíî ãèïåðöèêëè÷íîñòè îïåðàòîðà. Çíà÷èò, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

õàîòè÷íîñòè ãèïåðöèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî îí èìååò ïëîòíîå ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Òåîðåìà 1.4 ( [44, òåîðåìà 2.33]). Ïóñòü T � ëèíåéíûé îïåðàòîð â êîìïëåêñ-

íîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê

îïåðàòîðà T îáðàçóåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â X, êîòîðîå çàäàåòñÿ â

âèäå

Per(T ) = span{x ∈ X : ∃ α ∈ Q : Tx = eαπix}.

Ïóñòü X � êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, T : X → X � ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â X, J ⊂ N � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, T � åäèíè÷íàÿ

îêðóæíîñòü. Òîãäà ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé {Ej}j∈J òàêèõ, ÷òî Ej : T → X

ïðè âñåõ j ∈ J è äëÿ ëþáîãî λ ∈ T Ej(λ) ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñîáñòâåííûì âåê-

òîðîì îïåðàòîðà T äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ, ëèáî 0, êîòîðîå óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ, ÷òî ìíîæåñòâî span{Ej(λ)}λ∈T, j∈J ïëîòíî â X, íàçûâàåòñÿ

îõâàòûâàþùèì ïîëåì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåí-

íûì çíà÷åíèÿì ñ åäèíè÷íûì ìîäóëåì [44, îïðåäåëåíèå 9.21]. Âåêòîðíîå ïîëå

íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì èëè C2-ãëàäêèì, åñëè îòîáðàæåíèÿ Ej ïðè âñåõ

j ∈ J ñîîòâåòñòâåííî íåïðåðûâíû èëè äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû

íà T [44, îïðåäåëåíèå 9.21].
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Òåîðåìà 1.5 ( [44, òåîðåìà 9.22]). Ïóñòü T � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðà-

òîð â êîìïëåêñíîì ñåïàðàáåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå X. Òîãäà ñïðàâåäëèâû

óòâåðæäåíèÿ:

a) åñëè îïåðàòîð T èìååò â X íåïðåðûâíîå îõâàòûâàþùåå ïîëå ñîáñòâåí-

íûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ åäèíè÷íûì

ìîäóëåì, òî T õàîòè÷åñêèé â X;

b) åñëè îïåðàòîð T èìååò â X C2-ãëàäêîå îõâàòûâàþùåå ïîëå ñîáñòâåí-

íûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ åäèíè÷íûì

ìîäóëåì, òî T ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â X.

Ïðèìåðû íå ãèïåðöèêëè÷åñêèõ, íå õàîòè÷åñêèõ è íå ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ.

1. Íå ãèïåðöèêëè÷åñêèå îïåðàòîðû. Êëàññàìè íå ãèïåðöèêëè÷åñêèõ

îïåðàòîðîâ â âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ÿâëÿ-

þòñÿ [44, ïðèìåð 5.10]: îïåðàòîðû îãðàíè÷åííîé ñòåïåíè; îïåðàòîðû êîíå÷íîãî

ðàíãà; êîìïàêòíûå îïåðàòîðû; ñòåïåííî-êîìïàêòíûå îïåðàòîðû; íèæíèå òðå-

óãîëüíûå îïåðàòîðû. Â êà÷åñòâå êëàññîâ íå ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â

ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî ïðèâåñòè [44, ïðèìåð 5.24]: ñàìîñîïðÿæåí-

íûå îïåðàòîðû; íîðìàëüíûå îïåðàòîðû; ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû â êîìïëåêñ-

íûõ ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðèìåðàìè êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû Âîëüòåððà,

èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Âîëüòåððà, ÿäåðíûå îïåðàòîðû, à ê ñòåïåííî-

êîìïàêòíûì îïåðàòîðàì îòíîñÿòñÿ àáñîëþòíî ñóììèðóåìûå îïåðàòîðû, îïå-

ðàòîðû Ãèëüáåðòà�Øìèäòà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

âåðíû òàêæå äëÿ âñåõ ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðî-

ñòðàíñòâ Ôðåøå. Íàïðèìåð, êîìïàêòíûå è ñòåïåííî-êîìïàêòíûå îïåðàòîðû íå

ãèïåðöèêëè÷åñêèå â ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ [24, ïðåäëîæåíèå 8].

Ïðèìåð 1.1. [44, ïðèìåð 5.9] Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Âîëüòåððà

Vkf(t) =

t∫
0

k(t, s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ 1, f ∈ C[0; 1],

ãäå k : [0; 1]× [0; 1] → C, â ïðîñòðàíñòâå C[0; 1] íå ãèïåðöèêëè÷åñêèé.
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Ïðèìåð 1.2. [44, ïðèìåð 5.22] Îïåðàòîð ×åçàðî

C1x = {1
n

n∑
k=1

xk}∞n=1

â ïðîñòðàíñòâàõ lp, 1 ≤ p <∞, è c0 íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì îïåðàòîðîì.

Ïðèìåð 1.3. [44, ïðèìåð 5.33] Îïåðàòîð I +B, ãäå B � îáðàòíûé ñäâèã,

â ïðîñòðàíñòâå l2 íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì îïåðàòîðîì.

Ïðèìåð 1.4. [44, ïðèìåð 5.2.7] Îïåðàòîð êîìïîçèöèè Âîëüòåððà

Vφf(t) =

φ(t)∫
0

f(s)ds, 0 ≤ t ≤ 1, f ∈ C[0; 1],

ãäå φ : [0; 1] → [0; 1], φ ∈ C[0; 1], â ïðîñòðàíñòâå C[0; 1] íå ãèïåðöèêëè÷åñêèé.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèìåðû íå ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ïðèâåäåíû â

ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ è ñëåäñòâèÿõ.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. [òåîðåìà 2.4] Ïóñòü λ ∈ R \ {0} è b ∈ R � ôèêñè-

ðîâàííûå ÷èñëà, f ∈ H(Ωσ). Òîãäà îïåðàòîð Tf(z) = f ′(λz + b) ïðè óñëîâèè

|λ| < 1 íå ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ωσ).

Ïðåäëîæåíèå 1.2. [ñëåäñòâèå 2.1] Ïóñòü λ ∈ R \ {0} è b ∈ R � ôèêñè-

ðîâàííûå ÷èñëà, f ∈ H(Ωσ). Òîãäà îïåðàòîð Tf(z) = f (n)(λz + b), n ∈ N ïðè

óñëîâèè |λ| < 1 íå ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ωσ).

Ïðåäëîæåíèå 1.3. [òåîðåìà 5.7] Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ i6). Òîãäà îïåðàòîð Tf(z) =
(
∂
∂zj
f
)
(z1, . . . , zj−1, λzj + b, zj+1, . . . , zn), ãäå

j = 1, . . . , n, f ∈ F(φ), ÷èñëà λ ∈ C \ {0} è b ∈ C ôèêñèðîâàííûå, íå ãèïåðöèê-

ëè÷åñêèé â F(φ) â ñëó÷àå |λ| < 1.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. [òåîðåìà 9.3] Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëî-

âèå γ4). Òîãäà îïåðàòîð Tf(x) =
(
∂
∂xj
f
)
(x1, . . . , xj−1, λxj + b, xj+1, . . . , xn), ãäå

j = 1, . . . , n, f ∈ E(φ), ÷èñëà λ ∈ R \ {0} è b ∈ R ôèêñèðîâàííûå, íå ãèïåðöèê-

ëè÷åñêèé â E(φ) ïðè óñëîâèè |λ| < 1.

2. Íå õàîòè÷åñêèå îïåðàòîðû. Ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèå ïðèìåðû

íå õàîòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðèìåð 2.1. [44, ïðèìåð 2.39] Âåñîâîé ñäâèã T â ïðîñòðàíñòâå

lp, 1 ≤ p <∞, èìååò âèä

Tx = T (x1, x2, . . . , xn, . . .) = (2x2,
3

2
x3,

4

3
x4, . . .), x ∈ lp.
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Îïåðàòîð T íå õàîòè÷åñêèé â ïðîñòðàíñòâå lp, 1 ≤ p <∞.

Ïðèìåð 2.2. [44, ïðèìåð 8.2.3] Îáðàòíûé ñäâèã S â ïðîñòðàíñòâå l1 èìååò

âèä

S{αn}n∈N = (α1 +
⟨x2, x∗2⟩

2
α2, α2 +

⟨x3, x∗3⟩
22

α3, . . .).

Îïåðàòîð S íå õàîòè÷åñêèé â ïðîñòðàíñòâå l1 è â ëþáûõ ñåïàðàáåëüíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ Ôðåøå.

Ïðèìåð 2.3. [44, ïðèìåð 4.7] Îáðàòíûé ñäâèã B â ïðîñòðàíñòâå

lp(v) =
{
{xn}n∈N :

∞∑
n=1

|xn|pvn <∞
}
, 1 ≤ p <∞,

ãäå v = {vn}n∈N � ïîëîæèòåëüíàÿ âåñîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìååò âèä

Bf(z) =
∞∑
n=0

an+1z
n =

1

z
(f(z)− f(0)), Bf(0) = f ′(0), f ∈ lp(v).

Îïåðàòîð B íå õàîòè÷åñêèé ïðè óñëîâèè
∞∑
n=1

vn = ∞ â ïðîñòðàíñòâå lp(v).

3. Íå ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèå îïåðàòîðû. Êëàññû íå ãèïåðöèêëè-

÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

è ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ÿâëÿþòñÿ òàêæå íå ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèìè

îïåðàòîðàìè.

Ïðèìåð 3.1. [44, ïðèìåð 9.28] Îïåðàòîð Ðîëåâè÷à T = 2B â ïðîñòðàíñòâå

l1 íå ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé.

Ïðèìåð 3.2. [44, ïðèìåð 5.22] Îïåðàòîð ×åçàðî

C1x =
{1
n

n∑
k=1

xk
}∞
n=1

,

ãäå x = {xk}∞n=1, â ïðîñòðàíñòâàõ lp, 1 ≤ p < ∞, è c0 íå ÷àñòî-ãèïåðöèê-

ëè÷åñêèé.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèìåðû íå ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ïðèâå-

äåíû â ñëåäóþùåé òåîðåìå è åå ñëåäñòâèè.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. [òåîðåìà 7.4] Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëî-

âèå i6). Òîãäà îïåðàòîð Tf(z) =
(
∂
∂zj
f
)
(z1, . . . , zj−1, λzj + b, zj+1, . . . , zn), ãäå

j ∈ (1;n), f ∈ F(φ), ÷èñëà λ ∈ C \ {0} è b ∈ C ôèêñèðîâàííûå, íå ÷àñòî-ãèïåð-

öèêëè÷åñêèé â F(φ) â ñëó÷àå |λ| < 1.
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� 2. Ãèïåðöèêëè÷åñêèå îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå

ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì çàäà÷è î ãèïåðöèêëè÷íîñòè, õàîòè÷íîñòè è

÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ

ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Âîïðîñó ãèïåðöèêëè÷íîñòè â ïðîñòðàíñòâå H(C) ïîñâÿùåíû ðàáîòû ìíîãèõ

àâòîðîâ, â òîì ÷èñëå: Ð.Ì. Ãåòíåð, Äæ.Õ. Øàïèðî [39], Æ. Ãîäôðóà, Äæ.Õ. Øà-

ïèðî [40], Ì.Äæ. Áåëüòðàí [12], Æ. Áîíå, À. Áîíèëüÿ [22], Â.Ý. Êèì [79, 82],

Ð. Àðîí, Ä. Ìàðêîçå [4], [5], Äæ. Áýñ, À. Ïýðèñ [15�17], Äæ.Äæ. Áåòàíêóð,

Äæ.Ä. Áåòàíêóð [18, 19]. Çàäà÷àìè õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè

â H(C) çàíèìàëèñü ñëåäóþùèå ó÷åíûå: Ô. Áàéÿð, Ñ. Ãðèâî [9], [41], À. Áîíèëüÿ,
Ê.-Ã. Ãðîññå-Ýðäìàíí [27], Æ. Ãîäôðóà, Äæ.Õ. Øàïèðî [40], Äæ.Äæ. Áåòàí-

êóð, Ì. Ñèôè, Ê. Òðèìåõå [19], Â.Ý. Êèì [81,83,84], Ô. Áàéÿð, Ý. Ìàòåðîí [10],

Ê.-Ã. Ãðîññå-Ýðäìàíí, À. Ïýðèñ [44].

Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè C. Îáîçíà÷èì
÷åðåç H(Ω) ïðîñòðàíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ â Ω ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåð-

íîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç Ω, çàäàâàåìîé ñèñòåìîé íîðì

pm(f) = sup
z∈Km

|f(z)|, m = 1, 2, . . . ,

ãäå Km � êîìïàêòû â Ω ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ òàêèå, ÷òî Km ⊂ intKm+1,

m ∈ N è
∞⋃
m=1

Km = Ω. Ïî àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìå Ðóíãå [87, ãë. 4, � 2], [116,

ï. 23] ñèñòåìà ïîëèíîìîâ ïëîòíà â H(Ω), çíà÷èò, ïðîñòðàíñòâî H(Ω) ñåïàðà-

áåëüíî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî H(Ω) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå.

Ïóñòü Ωσ = {z ∈ C : |Im z| < σ} � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà íà ïëîñêîñòè

C, ãäå σ > 0. Îïðåäåëèì îïåðàòîð ñäâèãà Taf(z) = f(z + a), ãäå a ∈ R \ {0},
f ∈ H(Ωσ). Îòìåòèì, ÷òîH(Ω) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

è ïðè óñëîâèè Ω = Ωσ îòíîñèòåëüíî ñäâèãà.

×åðåç H(C) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ðàâíî-

ìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç C, à ÷åðåç H∗(Ωσ) � ïðîñòðàíñòâî ëèíåé-

íûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà H(Ωσ). Îáîçíà÷èì â âèäå spanE ëèíåéíóþ

îáîëî÷êó ìíîæåñòâà E â H(Ω). Õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îïåðàòîðà T

â H(Ω) äëÿ ëþáûõ λ ∈ C îïðåäåëèì ôîðìóëîé

qT (λ) = Tz(e
λz)
∣∣
z=0

.
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Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1 ( [44, ëåììà 2.34]). Ïóñòü Λ ⊂ C � ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå

ïðåäåëüíóþ òî÷êó, òîãäà ìíîæåñòâî

span
{
eλz
}
λ∈Λ,

ãäå z ∈ Ω, ïëîòíî â H(Ω).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ î ãèïåðöèêëè÷íîñòè íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ

â H(Ωσ).

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü a ∈ R \ {0}, f ∈ H(Ωσ). Òîãäà îïåðàòîð ñäâèãà

(Taf)(z) = f(z + a) ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ωσ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1.2, äîêàæåì ãèïåðöèêëè÷íîñòü îïåðàòîðà

ïî ñõåìå èç ïðèìåðà 2.20 [44]. Ïóñòü U, V � ïðîèçâîëüíûå íåïóñòûå îòêðûòûå

ìíîæåñòâà èç H(Ωσ), f ∈ U è g ∈ V . Òîãäà ïðè íåêîòîðîì m ∈ N íàéäóòñÿ

îòêðûòûå ìíîæåñòâà

W (1)
m =

{
F ∈ H(Ωσ) : pm(F − f) <

1

m

}
⊂ U,

W (2)
m =

{
F ∈ H(Ωσ) : pm(F − g) <

1

m

}
⊂ V.

Âûáåðåì n ∈ N òàêèì îáðàçîì, ÷òî êîìïàêòû Km è Km + na íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïóñòü D1 � âûïóêëàÿ îáëàñòü â Ωσ, ñîäåðæàùàÿ Km, D2 � âûïóêëàÿ

îáëàñòü â Ωσ, ñîäåðæàùàÿ Km+na, ïðè÷åì D1∩D2 = ∅. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

s íà D1 ∪D2, ïîëàãàÿ

s(z) =

f(z) ïðè z ∈ D1,

g(z − na) ïðè z ∈ D2.

Ïî àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìå Ðóíãå [87, ãë. 4, � 2], [116, ï. 23] ñóùåñòâóåò

ïîëèíîì p òàêîé, ÷òî

sup
z∈Km

∣∣s(z)− p(z)
∣∣ = sup

z∈Km

∣∣f(z)− p(z)
∣∣ < 1

m
,

sup
z∈Km+na

∣∣s(z)− p(z)
∣∣ = sup

z∈Km+na

∣∣g(z − na)− p(z)
∣∣ < 1

m
.
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Îòñþäà ïîëó÷èì p ∈ W
(1)
m , çíà÷èò, p ∈ U è T na p ∈ T na (U). Èç ñîîòíîøåíèÿ

sup
z∈Km+na

∣∣g(z − na)− p(z)
∣∣ = sup

z∈Km

∣∣g(z)− (T na p)(z)
∣∣ < 1

m

ñëåäóåò T na p ∈ W
(2)
m . Òîãäà T na p ∈ V .

Ïîñêîëüêó T na p ∈ T na (U) è T
n
a p ∈ V , òî T na (U) ∩ V ̸= ∅. Òàêèì îáðàçîì,

Ta � òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûé îïåðàòîð â H(Ωσ). Ïî ëåììå 1.2 îïåðàòîð

Ta ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ωσ).

Òåîðåìà 2.3. Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ T = d
dz : H(Ω) → H(Ω)

ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð T ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé â H(Ω).

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.2, äîêàæåì óòâåðæäåíèå.

Ïîëîæèì X0 = Y0 = span
{
zn
}
n∈N0

. Ïî àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìå Ðóíãå

[87, ãë. 4, � 2], [116, ï. 23] ìíîæåñòâàX0 è Y0 ïëîòíû âH(Ω). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Rm = sup
z∈Km

|z|, m ∈ N.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð S : Y0 → H(Ω):

Sf(z) =

z∫
0

f(ξ) dξ, z ∈ Ω, f ∈ Y0,

ãäå (0; z) � ëþáîé ïóòü â Ω. Ïîëîæèì Sk = Sk, k ∈ N.
Î÷åâèäíî, óñëîâèå 3) òåîðåìû 1.2 íà Y0 âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1) íà ìíîæåñòâå X0. Äåéñòâèå îïåðàòîðà

T íà ìîíîì zn ïðè âñåõ k ∈ N è n ∈ N èìååò âèä

T kzn =

 n!
(n−k)!z

n−k ïðè 0 ≤ k ≤ n,

0 ïðè k > n.

Ïîýòîìó ïðè óñëîâèè k > n äëÿ âñåõ m ∈ N pm(T
kzn) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

óñëîâèå 1) âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2) íà ìíîæåñòâå Y0. Äåéñòâèå îïåðàòîðà S

íà ìîíîì zn äëÿ ëþáûõ k ∈ N è n ∈ N ðàâíî

Skzn =
n!

(n+ k)!
zn+k, k ∈ N.
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Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ∈ N

pm(S
kzn) =

n!

(n+ k)!
sup
z∈Km

|z|n+k = n!

(n+ k)!
Rn+k
m −−−→

k→∞
0.

Â ñèëó ýòîãî óñëîâèå 2) âûïîëíåíî. Èòàê, äëÿ T ñïðàâåäëèâû âñå òðåáîâàíèÿ

òåîðåìû 1.2. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ω).

Ïðèâåäåì ïðèìåð íå ãèïåðöèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà â H(Ωσ).

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü λ ∈ R \ {0} è b ∈ R � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, f ∈ H(Ωσ).

Òîãäà îïåðàòîð Tf(z) = f ′(λz + b) ïðè óñëîâèè |λ| < 1 íå ãèïåðöèêëè÷åñêèé

â H(Ωσ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, îïåðàòîð T ëèíåéíûé è íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò

H(Ωσ) â H(Ωσ). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ H(Ωσ). Äåéñòâèå

îïåðàòîðà T íà ôóíêöèþ f äëÿ âñåõ n ∈ N èìååò âèä

T nf(z) = λ
n(n−1)

2 f (n)
(
λnz + b

(
1− λn

1− λ

))
.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò K ⊂ Ωσ. Î÷åâèäíî,

sup
z∈K

∣∣∣∣λnz + b

(
1− λn

1− λ

)
− b

1− λ

∣∣∣∣ −−−→n→∞
0.

Çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîãî N ∈ N ïðè n ≥ N∣∣∣∣λnz + b

(
1− λn

1− λ

)
− b

1− λ

∣∣∣∣ < σ

4
, z ∈ K.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

zn = λnz + b

(
1− λn

1− λ

)
.

Ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè äëÿ âñåõ n ≥ N

f (n)(zn) =
n!

2πi

∫
|ξ− b

1−λ |=
σ
2

f(ξ)dξ

(ξ − zn)
n+1 ,

ïîýòîìó

|f (n)(zn)| ≤
2nn!

σn
max

|ξ− b
1−λ |≤

σ
2

|f(ξ)| = C0

(2
σ

)n
n!,

ãäå C0 = max
|ξ− b

1−λ |≤
σ
2

|f(ξ)|. Òîãäà äëÿ ëþáûõ n ≥ N , z ∈ K ïîëó÷èì

|T nf(z)| = |λ|
n(n−1)

2 |f (n)(zn)| ≤ C0

(2
σ

)n
n!|λ|

n(n−1)
2 ,
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çíà÷èò,

max
z∈K

|T nf(z)| −−−→
n→∞

0.

Ïîñêîëüêó K � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò, òî T nf → 0 ïðè n → ∞ â òîïîëîãèè

ïðîñòðàíñòâà H(Ωσ). Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî {T nf}n∈N îãðàíè÷åíî â H(Ωσ) è

íå ìîæåò áûòü âñþäó ïëîòíûì.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü λ ∈ R\{0} è b ∈ R � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, f ∈ H(Ωσ).

Òîãäà îïåðàòîð Tf(z) = f (n)(λz + b), n ∈ N ïðè óñëîâèè |λ| < 1 íå ãèïåðöèê-

ëè÷åñêèé â H(Ωσ).

Ýòî ñëåäñòâèå ñïðàâåäëèâî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1.1.

Äàëåå ïðèâåäåì òåîðåìû îá îïåðàòîðàõ, êîììóòèðóþùèõ ñ îïåðàòîðîì

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû [91, òåîðå-

ìà 17.3].

Òåîðåìà 2.5. Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð M , îòîáðàæàþùèé ïðî-

ñòðàíñòâî H(Ωσ) â H(Ωσ), êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îïåðàòîðà ñâåðò-

êè MF [f ](z) = ⟨Fw, f(z + w)⟩, ãäå F � íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë èç H∗(Ωσ),

îïðåäåëÿþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ëåæèò íà âåùåñòâåííîé îñè

[91, òåîðåìà 17.3].

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â ïðîñòðàíñòâå

H(Ω) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿð-

íûì êðàòíûì òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ. Òîãäà T � ãèïåðöèêëè÷åñêèé

îïåðàòîð â H(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî λ ∈ C ðÿä Òåéëîðà

eλz =
+∞∑
n=0

λn

n!
zn

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ ïëîñêîñòè, çíà÷èò, îí ñõîäèòñÿ â òîïîëî-

ãèè ïðîñòðàíñòâà H(Ω). Ôóíêöèþ T (z, λ) = Tz(e
λz) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùåãîñÿ ïî λ ðÿäà

T (z, λ) =
+∞∑
n=0

T (zn)

n!
λn, λ ∈ C.
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Ïîñêîëüêó T � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â H(Ω), òî ïðè ëþáîì m ∈ N
ìîæíî íàéòè ïîñòîÿííóþ cm > 0 è íîìåð s ∈ N òàêèå, ÷òî pm(Tf) ≤ cmps(f)

äëÿ ôóíêöèè f ∈ H(Ω). Òàê êàê äëÿ âñåõ m ∈ N pm(f) = sup
z∈Km

|f(z)|, òî

sup
z∈Km

|(Tf)(z)| ≤ cm sup
z∈Ks

|f(z)|.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Rs = sup
z∈Ks

|z|. Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ m ∈ N è n ∈ N ïðè

ôèêñèðîâàííîì z ∈ C

pm(T (z
n)) ≤ cmps(z

n) = cm sup
z∈Ks

|zn| ≤ cmR
n
s <∞.

Òîãäà ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ ïëîñêîñòè, ïîýòîìó

Tz(e
λz) � öåëàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðåìåííîé λ.

Òàê êàê T êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òî ïðè êàæäîì

λ ∈ C âåðíî ðàâåíñòâî

d

dz

(
Tz(e

λz)
)
= Tz

d

dz
(eλz) = λTz(e

λz), z ∈ Ω.

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ d
dz

(
Tz(e

λz)
)
= λTz(e

λz) èìååò âèä

Tz(e
λz) = aT (λ)e

λz, z ∈ Ω, λ ∈ C.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Tz(eλz) öåëàÿ ïî λ, òî aT (λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ. Îòìåòèì,

÷òî aT (λ) íå òîæäåñòâåííà ïîñòîÿííîé: åñëè ïîëîæèì aT (λ) ≡ c, ãäå c = const,

òî ïîëó÷èì

Tz(e
λz) = ceλz,

à â ñèëó òîãî, ÷òî ïî òåîðåìå 2.1 ìíîæåñòâî span
{
eλz
}
λ∈Λ, ãäå z ∈ Ω, ïëîòíî

â H(Ω), ñëåäóåò

Tf = cf, f ∈ H(Ω),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà W1 =
{
λ ∈ C : |aT (λ)| < 1

}
è W2 =

{
λ ∈ C :

|aT (λ)| > 1
}
. Îíè îòêðûòûå è íåïóñòûå: åñëè W2 = ∅, òî aT (λ) îãðàíè÷å-

íà, çíà÷èò, ïîñòîÿííà, à åñëè W1 = ∅, òî 1/aT (λ) îãðàíè÷åíà. Îïðåäåëèì

X0 = span{eλz}z∈W1
è Y0 = span{eλz}z∈W2

. Ìíîæåñòâà X0 è Y0 ïëîòíû â H(Ω).

Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå 1.1 îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ω).

Îïåðàòîðû èç ñëåäñòâèé 2.2�2.5 ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå è êîììóòèðóþò

ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîýòîìó îíè óäîâëåòâîðÿþò òåîðåìå 2.6.
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Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü ïîëèíîì P (z) =
m∑
n=0

anz
n, ãäå m ∈ N è an ∈ C,

n = 0, 1, . . . ,m, îòëè÷åí îò ïîñòîÿííîé. Òîãäà îïåðàòîð T =
m∑
n=0

an
dn

dzn

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì â H(Ω).

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà m ∈ N è aj ∈ R \ {0}, cj ∈ C,
ãäå j ∈ (1;m), ïðè÷åì íå âñå cj ðàâíû íóëþ, f ∈ H(Ωσ). Òîãäà îïåðàòîð

Tf(z) =
m∑
j=1

cjf(z + aj) ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ωσ).

Ñëåäñòâèå 2.4. Ïóñòü N ∈ N è m ∈ N, äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . , N è

k = 1, 2, . . . ,m çàäàíû ÷èñëà cjk ∈ C è ak ∈ R \ {0}, ïðè÷åì íå âñå cjk ðàâíû

íóëþ, f ∈ H(Ωσ). Òîãäà îïåðàòîð Tf(z) =
N∑
j=0

m∑
k=1

cjk(
dj

dzj f)(z + ak), äåéñòâóþ-

ùèé â H(Ωσ), ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì â H(Ωσ).

Ñëåäñòâèå 2.5. Îïåðàòîð MF [f ](z) = ⟨Fw, f(z+w)⟩, ãäå F ∈ H∗(Ωσ), îïðåäå-

ëÿþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ëåæèò íà âåùåñòâåííîé îñè, ãèïåðöèêëè÷åñêèé

â H(Ωσ) (ñì. òåîðåìó 2.5).
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� 3. Õàîòè÷åñêèå è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèå îïåðàòîðû

â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè

Äàëåå äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ î õàîòè÷íîñòè íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ â ïðî-

ñòðàíñòâå H(Ω).

Òåîðåìà 3.1. Îïåðàòîð ñäâèãà (Taf)(z) = f(z+a), ãäå a ∈ R\{0}, f ∈ H(Ωσ),

õàîòè÷åñêèé â H(Ωσ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî H(Ωσ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå. Â òåî-

ðåìå 2.2 áûëî äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð Ta ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ωσ). Â ñèëó

ëåìì 1.1 è 1.2 ïî îïðåäåëåíèþ õàîòè÷íîñòè îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî Ta èìååò

ïëîòíîå ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê â H(Ωσ).

Ïî òåîðåìå 1.4 ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê îïåðàòîðà Ta â H(Ωσ)

èìååò âèä Per(Ta) = span{eλz}λ∈Λ, ãäå Λ =
{
λ = α

aπi : α ∈ Q
}
. Çàìûêàíèå Λ

ñîâïàäàåò ñ ìíèìîé îñüþ íà C. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæå-

ñòâà Λ òàêæå ñîäåðæèò âñå òî÷êè èç ìíèìîé îñè íà C. Ïî òåîðåìå 2.1 ìíîæåñòâî
Per(Ta) ïëîòíî â H(Ωσ). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Ta õàîòè÷åñêèé â H(Ωσ).

Òåîðåìà 3.2. Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Tf(z) = d
dzf(z), ãäå f ∈ H(Ω),

õàîòè÷åñêèé â H(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé èç îïðåäåëåíèÿ õàîòè÷íîñ-

òè. Â òåîðåìå 2.3 ïîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé. Òåïåðü â ñèëó

ëåìì 1.1 è 1.2 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî T èìååò ïëîòíîå ìíîæåñòâî ïåðèîäè-

÷åñêèõ òî÷åê â H(Ω).

Ïî òåîðåìå 1.4 ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè îïåðàòîðà T â H(Ω) ñîñòàâëÿþò ìíî-

æåñòâî Per(T ) = span{eλz}λ∈Λ, ãäå Λ =
{
λ = eαπi : α ∈ Q

}
. Çàìûêàíèåì

Λ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü T, òîãäà ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà

Λ áóäóò âñå òî÷êè èç T. Ïî òåîðåìå 2.1 ìíîæåñòâî Per(T ) ïëîòíî â H(Ω).

Ñëåäîâàòåëüíî, T õàîòè÷åñêèé â H(Ω).

Òåïåðü ïîêàæåì ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòü îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ è ñäâèãà.
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Òåîðåìà 3.3. Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Tf(z) = d
dzf(z), ãäå f ∈ H(Ω),

÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ïî òåîðåìå 1.3.

Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà T : H(Ω) → H(Ω) èçâåñòíà. Ââåäåì ìíîæå-

ñòâî W = span{zn}n∈N0
. Îíî ïëîòíî â H(Ω) ïî àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìå

Ðóíãå [87, ãë. 4, � 2], [116, ï. 23]. Îáîçíà÷èì Rm = sup
z∈Km

|z|, m ∈ N.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð S : W → W â âèäå

Sf(z) =

z∫
0

f(ξ) dξ, z ∈ Ω, f ∈ W,

ãäå (0; z) � ëþáîé ïóòü â Ω.

Î÷åâèäíî, óñëîâèå 3) òåîðåìû 1.3 íà W âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1) íà W . Äåéñòâèå îïåðàòîðà T íà ìîíîì

zn äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k ∈ N è n ∈ N èìååò âèä

T kzn =

 n!
(n−k)!z

n−k ïðè 0 ≤ k ≤ n,

0 ïðè k > n.

Îòñþäà ïðè âñåõ m ∈ N ïîëó÷èì, ÷òî

∞∑
k=1

sup
z∈Km

|T kzn| <∞.

Çíà÷èò, ðÿä
∞∑
k=1

T kzn áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ â H(Ω). Óñëîâèå 1) âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2) íà W . Äåéñòâèå îïåðàòîðà S íà ìîíîì

zn ïðè ëþáûõ k ∈ N è n ∈ N ðàâíî

Skzn =
n!

(n+ k)!
zn+k, k ∈ N.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ m ∈ N ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∞∑
k=1

sup
z∈Km

|Skzn| =
∞∑
k=1

n!

(n+ k)!
sup
z∈Km

|z|n+k = Rn
m

∞∑
k=1

n!

(n+ k)!
Rk
m <∞.

Òîãäà ðÿä
∞∑
k=1

Skzn áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ â H(Ω). Óñëîâèå 2) âûïîëíåíî.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð T ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ω).
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Òåîðåìà 3.4. Îïåðàòîð ñäâèãà Taf(z) = f(z + a), ãäå a ∈ R \ {0}, f ∈ H(Ωσ),

÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ωσ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.3, äîêàæåì óòâåðæäåíèå. Íåïðå-

ðûâíîñòü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Ta : H(Ωσ) → H(Ωσ) î÷åâèäíà. Îïðåäåëèì

ïðè ïðîèçâîëüíûõ k ∈ N, n ∈ N0 ôóíêöèè

fnk(z) = zn
(
sin(z/k)

z/k

)n+2

.

Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáûõ k ∈ N fnk ∈ H(Ωσ).

Ïîñêîëüêó fnk(z) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê zn ïðè k → ∞ â H(Ωσ),

òî ñèñòåìà ôóíêöèé {fnk(z)}k∈N, n∈N0
ïîëíà â H(Ωσ). Ââåäåì ìíîæåñòâî

W = span{fnk(z)}k∈N, n∈N0
.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð Sa : W → W â âèäå

(Saf)(z) = f(z − a).

Î÷åâèäíî, óñëîâèå 3) òåîðåìû 1.3 íà W âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1) íà W . Äåéñòâèå îïåðàòîðà Ta íà

ôóíêöèþ fnk äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m ∈ N ðàâíî

Tma fnk(z) =
kn+2

(z +ma)2
sinn+2

(z +ma

k

)
.

Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
m=1

sup
z∈Ks

|Tma fnk(z)| = kn+2
∞∑
m=1

sup
z∈Ks

| sinn+2
(
z+ma
k

)
|

|z +ma|2
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà m0 ≥ l + 1, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé äëÿ âñåõ m ≥ m0 âåðíî

óñëîâèå

∀ z ∈ Ks |z +ma| ≥ m|a|
2

.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Rs = sup
z∈Ks

Im z, ãäå s ∈ N. Îáîçíà÷èì ïðè ëþáûõ s ∈ N

kn+2
∞∑
m=1

sup
z∈Ks

| sinn+2
(
z+ma
k

)
|

|z +ma|2
= I1(s) + I2(s),

ãäå

I1(s) = kn+2
m0−1∑
m=1

sup
z∈Ks

| sinn+2
(
z+ma
k

)
|

|z +ma|2
,
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I2(s) = kn+2
∞∑

m=m0

sup
z∈Ks

| sinn+2
(
z+ma
k

)
|

|z +ma|2
.

Îöåíèì ñóììû I1(s) è I2(s):

I1(s) = kn+2
m0−1∑
m=1

sup
z∈Ks

| sinn+2
(
z+ma
k

)
|

|z +ma|2
≤

≤ Ckn+2(m0 − 1)e
(n+2)

k sup
z∈Ks

Im z
= Ckn+2(m0 − 1)e

(n+2)
k Rs <∞,

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò êîìïàêòà Ks,

I2(s) = kn+2
∞∑

m=m0

sup
z∈Ks

| sinn+2
(
z+ma
k

)
|

|z +ma|2
≤

≤ 4kn+2

|a|2
∞∑

m=m0

e
(n+2)

k sup
z∈Ks

Im z

m2
=

4kn+2

|a|2
e

(n+2)
k Rs

∞∑
m=m0

1

m2
<∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä
∞∑
m=1

Tma fnk(z) áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ â H(Ωσ). Óñëî-

âèå 1) âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2) íà ìíîæåñòâå W . Äåéñòâèå îïåðàòîðà

Sa íà ôóíêöèþ fnk ïðè ëþáûõ m ∈ N èìååò âèä:

Sma fnk(z) =
kn+2

(z −ma)2
sinn+2

(z −ma

k

)
.

Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
m=1

sup
z∈Ks

|Sma fnk(z)| = kn+2
∞∑
m=1

sup
z∈Ks

| sinn+2
(
z−ma
k

)
|

|z −ma|2
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà m0, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé äëÿ âñåõ m ≥ m0 âåðíî óñëîâèå

∀ z ∈ Ks |z −ma| ≥ m|a|
2

.

Îáîçíà÷èì ïðè ëþáûõ s ∈ N

kn+2
∞∑
m=1

sup
z∈Ks

| sinn+2
(
z−ma
k

)
|

|z −ma|2
= J1(s) + J2(s),

ãäå

J1(s) = kn+2
m0−1∑
m=1

sup
z∈Ks

| sinn+2
(
z−ma
k

)
|

|z −ma|2
,
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J2(s) = kn+2
∞∑

m=m0

sup
z∈Ks

| sinn+2
(
z−ma
k

)
|

|z −ma|2
.

Îöåíèì ñóììû J1(s) è J2(s):

J1(s) = kn+2
m0−1∑
m=1

sup
z∈Ks

| sinn+2
(
z−ma
k

)
|

|z −ma|2
≤

≤ C̃kn+2(m0 − 1)e
n
k sup

z∈Ks

Im z
= C̃kn+2(m0 − 1)e

n+2)
k Rs <∞,

ãäå C̃ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò êîìïàêòà Ks,

J2(s) = kn+2
∞∑

m=m0

sup
z∈Ks

| sinn+2
(
z−ma
k

)
|

|z −ma|2
≤

≤ 4kn+2

|a|2
∞∑

m=m0

e
(n+2)

k sup
z∈Ks

Im z

m2
=

4kn+2

|a|2
e

(n+2)
k Rs

∞∑
m=m0

1

m2
<∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
∞∑
m=1

Sma fnk(z) áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ âH(Ωσ). Óñëîâèå 2)

âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Ta õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé

â H(Ωσ).

Ïðèâåäåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ îá îïåðàòîðàõ, êîììóòèðóþùèõ

ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â ïðîñòðàíñòâå

H(Ω) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå ÿâëÿåòñÿ ñêà-

ëÿðíûì êðàòíûì òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ. Òîãäà T � õàîòè÷åñêèé

îïåðàòîð â H(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ, ïðîâåðèâ îïðåäåëå-

íèå õàîòè÷íîñòè. Â òåîðåìå 2.6 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî T � ãèïåðöèêëè÷åñêèé îïå-

ðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå H(Ω). Â ñèëó ëåìì 1.1 è 1.2 îñòàëîñü ïîêàçàòü,

÷òî T èìååò ïëîòíîå ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê â H(Ω).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.6 ïîëó÷èëè, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà T

íà ôóíêöèþ eλz îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

T (eλz) = aT (λ)e
λz,

ãäå aT (λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò ïîñòîÿííîé, λ ∈ C, z ∈ Ω.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå φ(λ) = aT (λ).
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Ïî òåîðåìå 1.4 ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê îïåðàòîðà T èìååò âèä

V = span
{
f ∈ H(Ω) : ∃ α ∈ Q : Tf(z) = eαπif(z)

}
.

Âîçüìåì ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà V :

V0 = span{eλz}λ∈W ,

ãäå W =
{
λ ∈ C : ∃ α ∈ Q : φ(λ) = eαπi

}
.

Ïîñêîëüêó φ(λ) � íåïîñòîÿííàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, òî îíà ïðèíèìàåò

âñå çíà÷åíèÿ, êðîìå, ìîæåò áûòü, îäíîãî çíà÷åíèÿ. Çíà÷èò, åå îáðàç φ(C)
ïåðåñåêàåò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü T. Òàê êàê íåïîñòîÿííàÿ ãîëîìîðôíàÿ

ôóíêöèÿ φ(λ) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì, òî áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê

λ = φ−1(eαπi), ãäå α ∈ Q, ëåæàò â íåêîòîðîì êîìïàêòå â C. Îòñþäà ïîëó÷èì,
÷òî W èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó. Ïî òåîðåìå 2.1 ìíîæåñòâî V0 ïëîòíî â H(Ω).

Òîãäà îïåðàòîð T õàîòè÷åñêèé â H(Ω).

Òåîðåìà 3.6. Ïóñòü ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â ïðîñòðàí-

ñòâå H(Ω) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå ÿâëÿåòñÿ

ñêàëÿðíûì êðàòíûì òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ. Òîãäà T � ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèé îïåðàòîð â H(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå 2.6 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî T � ãèïåðöèêëè÷åñêèé

îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå H(Ω). Ïðè åå äîêàçàòåëüñòâå ïîëó÷èëè, ÷òî

äåéñòâèå îïåðàòîðà T íà ôóíêöèþ eλz ðàâíî

T (eλz) = aT (λ)e
λz,

ãäå aT (λ) � öåëàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò ïîñòîÿííîé, λ ∈ C, z ∈ Ω. Îáîçíà÷èì

φ(λ) = aT (λ). Èç ïðåäûäóùåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà φ(λ) ÿâëÿþòñÿ

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà T , à ýêñïîíåíòû eλz � åãî ñîáñòâåííûìè

ôóíêöèÿìè. Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå ïî ñõåìå èç òåîðåìû 9.25 [44].

Ïîñêîëüêó φ� öåëàÿ ôóíêöèÿ, íå òîæäåñòâåííàÿ ïîñòîÿííîé, òî ïî òåîðå-

ìå Ïèêàðà [116, ñ. 219] ìíîæåñòâî φ(C) ñîäåðæèò âñþ åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü,

êðîìå, âîçìîæíî, îäíîé òî÷êè. Âîçüìåì òî÷êó w ∈ T òàêèì îáðàçîì, ÷òî â

òî÷êå λ, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ φ(λ) = w, ïðîèçâîäíàÿ φ′(λ) îòëè÷íà

îò íóëÿ: φ′(λ) ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ φ îòîáðàæàåò íåêîòîðóþ îòêðû-

òóþ îêðåñòíîñòü Ũ òî÷êè λ êîíôîðìíî â íåêîòîðóþ îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü U

òî÷êè w.
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Ïóñòü ψ = φ−1 : U → Ũ � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, îíî ãîëîìîðôíî

â U . Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ íåòðèâèàëüíóþ çàìêíóòóþ äóãó åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè γ ⊂ U , ñîäåðæàùóþ òî÷êó w. Âîçüìåì C2-ãëàäêóþ ôóíêöèþ

f : T → C òàêóþ, ÷òî f(w) ̸= 0 è f ≡ 0 âíå γ. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

E : T → H(Ω) â âèäå

E(w) = f(w)eψ(w)z.

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(w) C2-ãëàäêàÿ íà T è eψ(w)z � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðó-

åìàÿ ôóíêöèÿ ïî w íà T, òî E(w) � C2-ãëàäêàÿ ïî w íà T ôóíêöèÿ.

Ïîñòðîèì C2-ãëàäêèå ïî w ôóíêöèè Ej(w) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé wj ∈ T, äëÿ
êîòîðûõ â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå λj òàêîé, ÷òî φ(λj) = wj, âûïîëíåíî óñëîâèå

φ′(λj) ̸= 0. Ej(w) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà T , ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè èçîëèðîâàííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì wj = φ(λj), ãäå wj ∈ T.
Òîãäà ìíîæåñòâî

Ẽ = span
{
fj(w)e

ψ(w)z
}
w∈T = span

{
fj(φ(λ))e

λz
}
λ∈W ,

ãäå W =
{
λ ∈ C : ∃ α ∈ Q : φ(λ) = eαπi

}
, îïðåäåëÿåò ïîëå ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé îïåðàòîðà T , ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ åäèíè÷íûì

ìîäóëåì. Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé wj ∈ T ôóíêöèè Ej(w) C
2-ãëàäêèå

ïî w, ïîëó÷èì, ÷òî Ẽ ÿâëÿåòñÿ C2-ãëàäêèì ïîëåì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

îïåðàòîðà T , ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ åäèíè÷íûì ìîäóëåì.

Â òåîðåìå 3.5 äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî W ñîäåðæèò ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 2.1 Ẽ ïëîòíî â H(Ω). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð T èìååò

ïëîòíîå â H(Ω) C2-ãëàäêîå ïîëå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ åäèíè÷íûì ìîäóëåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1.5

îïåðàòîð T ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ω).
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Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû èç ñëåäñòâèé 3.1�3.4 ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå âH(Ω)

è êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû

òåîðåìû 3.5 è 3.6.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü ïîëèíîì P (z) =
m∑
n=0

anz
n, ãäå m ∈ N è an ∈ C,

n = 0, 1, . . . ,m, îòëè÷åí îò ïîñòîÿííîé. Òîãäà îïåðàòîð T =
m∑
n=0

an
dn

dzn

õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ω).

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà m ∈ N è aj ∈ R \ {0}, cj ∈ C,
ãäå j ∈ (1;m), ïðè÷åì íå âñå cj ðàâíû íóëþ, f ∈ H(Ωσ). Òîãäà îïåðàòîð

Tf(z) =
m∑
j=1

cjf(z + aj) õàîòè÷åí è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åí â H(Ωσ).

Ñëåäñòâèå 3.3. Ïóñòü N ∈ N è m ∈ N, äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . , N è

k = 1, 2, . . . ,m çàäàíû ÷èñëà cjk ∈ C è ak ∈ R \ {0}, ïðè÷åì íå âñå cjk ðàâíû

íóëþ, f ∈ H(Ωσ). Òîãäà îïåðàòîð Tf(z) =
N∑
j=0

m∑
k=1

cjk(
dj

dzj f)(z + ak), äåéñòâóþ-

ùèé â H(Ωσ), õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(Ωσ).

Ñëåäñòâèå 3.4. Îïåðàòîð MF [f ](z) = ⟨Fw, f(z + w)⟩, ãäå F ∈ H∗(Ωσ), îïðå-

äåëÿþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ëåæèò íà âåùåñòâåííîé îñè, õàîòè÷åí è

÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åí â H(Ωσ) (ñì. òåîðåìó 2.5).
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Ãëàâà 2. Ãèïåðöèêëè÷åñêèå, õàîòè÷åñêèå è

÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèå îïåðàòîðû

â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé

� 4. Îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà F(φ)

Â ýòîé ãëàâå èçó÷èì äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà íåêîòîðûõ êëàññè÷åñêèõ îïå-

ðàòîðîâ, â òîì ÷èñëå îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñäâèãà, èõ êîìïîçèöèé

è ñâåðòêè, â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé. Ïðîñòðàíñòâà òàêîãî âèäà

âñòðå÷àëèñü â ðàáîòàõ ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ: Ë. Ýðåíïðàéñ [36], Â.Ï. Ïàëà-

ìîäîâ [93], Á.À. Òåéëîð [65], Ô. Õàñëèíãåð [47], À.Â. Àáàíèí, Ò.È. Àáàíè-

íà, Ô.×. Òèåí [68, 69], Ñ.Â. Ïîïåíîâ [94], Í.Ò. Àõòÿìîâ, È.Õ. Ìóñèí [71].

Â ñòàòüÿõ Æ. Áîíå, À. Áîíèëüè [21], [22] è Ì.Äæ. Áåëüòðàíà [12] áûëè

óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ãèïåðöèêëè÷íîñòè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, çàäàííûõ ñ ïîìîùüþ ðàäèàëüíûõ âåñîâûõ ôóíêöèé.

Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà èìåþò æåñòêóþ ñòðóêòóðó, ââèäó ýòîãî â íèõ ñëîæ-

íî èññëåäîâàòü ïîäîáíûå çàäà÷è. Ïîýòîìó äàëåå èõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü â

ñ÷åòíî-íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ó êîòîðûõ ìåíåå æåñòêàÿ ñòðóêòóðà.

Îïðåäåëèì âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî F(φ) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü φ = {φm}∞m=1 � ñåìåéñòâî âûïóêëûõ ôóíêöèé φm : Cn −→ R,
óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ âñåõ m ∈ N òðåáîâàíèÿì:

i1) lim
z→∞

φm(z)
∥z∥ = +∞;

i2) φm(z) > φm+1(z), z ∈ Cn;

i3) lim
z→∞

(φm(z)− φm+1(z)) = +∞.

Äëÿ êàæäîãî m ∈ N îïðåäåëèì

Fm =
{
f ∈ H(Cn), f : Cn −→ C : pm(f) = sup

z∈Cn

(|f(z)|e−φm(z)) <∞
}
.

Î÷åâèäíî, ïðè ëþáîì m ∈ N Fm � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Ââèäó óñëîâèÿ i2)

âëîæåíèÿ Fm+1 ⊂ Fm íåïðåðûâíû äëÿ âñåõ m ∈ N, à â ñèëó óñëîâèÿ i3) îíè

âïîëíå íåïðåðûâíû.

Ïîëîæèì

F(φ) =
∞⋂
m=1

Fm.
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Îòìåòèì, ÷òî ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è èõ óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñ-

íûå ÷èñëà F(φ) îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Íàäåëèì F(φ) òîïîëîãè-

åé ïðîåêòèâíîãî ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ Fm, m ∈ N. Ýêâèâàëåíòíóþ òîïîëîãèþ

â F(φ) ìîæíî îïðåäåëèòü ïðè ïîìîùè ìåòðèêè

ρ(f1, f2) =
∞∑
m=1

1

2m
pm(f1 − f2)

1 + pm(f1 − f2)
.

Ïîñêîëüêó F(φ) � ïðîåêòèâíûé ïðåäåë êîìïàêòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

ñîñòàâëåííîé èç áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ Fm, òî F(φ) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

Ôðåøå�Øâàðöà [74, ï. 1.2], [91, � 2, ï. 5].

Òàêæå ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè íà ñåìåéñòâî φ áóäåì íàêëàäûâàòü äîïîë-

íèòåëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ëþáîãî m ∈ N:

i4) íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå am > 0 è bm > 0 òàêèå, ÷òî

φm+1(z + t) ≤ φm(z) + bm,

ãäå z ∈ Cn è t ∈ Cn : ∥t∥ ≤ am;

èëè áîëåå æåñòêîå óñëîâèå

i5) ïðè ëþáîì R > 0 íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ bm = bm(R) > 0 òàêàÿ, ÷òî

φm+1(z + t) ≤ φm(z) + bm,

ãäå z ∈ Cn è t ∈ Cn : ∥t∥ ≤ R.

Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ Cn \ {(0, 0, . . . , 0)} è îïåðàòîð ñäâèãà

íà âåêòîð a â F(φ)

Ta : f ∈ F(φ) → f(z + a).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ i4) ïðîñòðàíñòâî F(φ) èíâàðèàíò-

íî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (ëåììà 5.1). Â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè

òðåáîâàíèÿ i5) F(φ) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà

(òåîðåìà 5.4).
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Ïðèìåð. Ïðèìåðàìè ôóíêöèé φm èç ñåìåéñòâà φ = {φm}∞m=1, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ óñëîâèÿì i4)�i5), ÿâëÿþòñÿ:

1) ôóíêöèÿ φm(z) = 2−mp∥z∥p, ãäå p > 1;

2) ôóíêöèÿ φm(z) =
q∑
j=1

cj2
−mpj∥z∥pj , ãäå q ∈ N, 2 ≤ q < ∞ è ïðè âñåõ

j ∈ (1;n) pj > 1, cj ≥ 0, ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí êîýôôèöèåíò cj íå ðàâåí

íóëþ.

Äëÿ ÷èñåë u = (u1, . . . , un) ∈ Cn è v = (v1, . . . , vn) ∈ Cn îïðåäåëèì

â Cn ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨u, v⟩ = u1v1 + · · · + unvn è åâêëèäîâó íîðìó

∥u∥ =
√

|u1|2 + . . .+ |un|2. Îáîçíà÷èì â âèäå spanE ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ìíî-

æåñòâà E â F(φ). Äëÿ ìóëüòèèíäåêñà α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+ è ïåðåìåííûõ

z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn îïðåäåëèì äëèíó ìóëüòèèíäåêñà |α| = α1 + . . . + αn,

ìîíîìû zα = zα1
1 · · · zαn

n è îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Dj =
∂

∂zj
, j = 1, . . . n, Dα

z =
∂|α|

∂zα1
1 · · · ∂zαn

n
.

Äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèè ψ â Cn òàêîé, ÷òî

lim
∥z∥→+∞

ψ(z)

∥z∥
= +∞,

ïðåîáðàçîâàíèå Þíãà-Ôåíõåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

ψ̃(z) = sup
t∈Cn

(Re ⟨z, t⟩ − ψ(t)), z ∈ Cn.

Òîãäà äëÿ ôóíêöèé èç ñåìåéñòâà φ = {φm}∞m=1 â ñèëó óñëîâèÿ i1) èõ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Þíãà-Ôåíõåëÿ φ̃m(z) îãðàíè÷åíû âî âñåì Cn.

Äîêàæåì ãèïåðöèêëè÷íîñòü ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, êîììó-

òèðóþùèõ ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, è îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â F(φ)

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ i4), òàêæå ãèïåðöèêëè÷íîñòü îïåðàòîðîâ ñäâèãà è

ñâåðòêè â F(φ) â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè òðåáîâàíèÿ i5). Îñíîâíûì ðåçóëüòà-

òîì ïàðàãðàôà 5 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 5.5. Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ëèíåéíûå íåïðå-

ðûâíûå îïåðàòîðû, êîììóòèðóþùèå ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, õàîòè÷åñêèå è

÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèå â F(φ) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ i4). Ýòè óòâåðæäåíèÿ

ïðèâåäåíû â òåîðåìàõ 6.1 è 6.2 ïàðàãðàôà 7.
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Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 4.1. Ïîëèíîìû ïëîòíû â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ôóíêöèþ f ∈ F(φ) è ÷èñëî ε > 0 ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0

ñóùåñòâóåò ïîëèíîì P , äëÿ êîòîðîãî ρ(f, P ) < ε.

Âûáåðåì íîìåð N = N(ε) ∈ N òàêèì, ÷òî

∞∑
m=N+1

1

2m
<
ε

2
.

Äëÿ âñåõ m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|f(z)|
eφm(z)

=
|f(z)|
eφm+1(z)

eφm+1(z)−φm(z) ≤ pm+1(f)e
φm+1(z)−φm(z).

Â ñèëó òðåáîâàíèÿ i3) èç ýòîé ôîðìóëû ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ m ∈ N ïðè

z → ∞
|f(z)|
eφm(z)

→ 0.

Ïî òåîðåìå 4 [65] åñëè ôóíêöèÿ φm âûïóêëàÿ â Cn è ôóíêöèÿ φ∗
m ôèíèò-

íàÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî ïîëèíîìû ïëîòíû â Fm ïðè ïðîèçâîëüíîì m ∈ N.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ïëîòíî â Fm äëÿ êàæäîãî m ∈ N.
Ïîýòîìó ìîæíî ïîäîáðàòü ïîëèíîì P , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

pN(f − P ) <
ε

2
.

Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

p1(f − P ) ≤ p2(f − P ) ≤ · · · ≤ pN(f − P ) <
ε

2
,

òî ñëåäóåò, ÷òî ρ(f, P ) < ε.

Îòìåòèì, ÷òî èç ñîâîêóïíîñòè âñåõ ïîëèíîìîâ ìîæíî âûáðàòü íåêîòî-

ðîå åãî ïîäìíîæåñòâî ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ñ÷åòíûì âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â F(φ). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 4.2. Ïðîñòðàíñòâî F(φ) ñåïàðàáåëüíî.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà

S ∈ F∗(φ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

pS(z) = Sλ(e
⟨λ,z⟩), z ∈ Cn.

Â ñèëó i1) ôóíêöèÿ fz : λ ∈ Cn → e⟨λ,z⟩ äëÿ ëþáîãî z ∈ Cn ïðèíàäëåæèò F(φ).

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ pS êîððåêòíî îïðåäåëåíà âñþäó â Cn.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà F(φ). Òîãäà

ôóíêöèÿ pS(z) = (Sξ, e
⟨ξ,z⟩) öåëàÿ â Cn, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî α ∈ Zn+ ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî Dα
z
pS(z) = Sξ(ξ

αe⟨ξ,z⟩), z ∈ Cn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó η ∈ Cn. Ïîêàæåì àíàëèòè÷íîñòü

ôóíêöèè pS â òî÷êå η. Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé z ∈ Cn èç øàðà ||z−η|| < 1 îïðåäåëèì

ôóíêöèþ

gz(ξ) = e⟨ξ,z⟩ − e⟨ξ,η⟩ − ⟨ξ, z − η⟩e⟨ξ,η⟩, ξ ∈ Cn.

Äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|gζ(λ)| ≤ (1 + |λ|+ |λ|2)∥ζ − z∥2eRe ⟨λ,z⟩.

Â ñèëó i1) îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî m ∈ N

pm(gζ) ≤ Cm∥ζ − z∥2,

ãäå Cm > 0� íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Èç ýòîãî ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà

S ñëåäóåò, ÷òî S(gz) = o(∥z − η∥) ïðè z → η.

Èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü S, ïîëó÷èì

pS(z)− pS(η) = Sξ(e
⟨ξ,z⟩)− Sξ(e

⟨ξ,η⟩) = Sξ(⟨ξ, z − η⟩e⟨ξ,η⟩) + Sξ(gz(ξ)) = (4.1)

=
n∑
j=1

Sξ(ξje
⟨ξ,η⟩)(zj − ηj) + o(∥z − η∥), z → η.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèÿ pS(z) ãîëîìîðôíà â òî÷êå η è

âåðíî ðàâåíñòâî
∂

∂zj
pS(η) = Sξ(ξje

⟨ξ,η⟩), η ∈ Cn.
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Òàê êàê òî÷êà η ïðîèçâîëüíàÿ â Cn, òî pS àíàëèòè÷íà âî âñåì Cn, òàêèì îáðà-

çîì, îíà ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ

α ∈ Zn+ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Dα
z
pS(z) = Sξ(ξ

αe⟨ξ,z⟩), z ∈ Cn.

Ëåììà 4.4. Åñëè Ω ⊂ Cn � îòêðûòîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, òî ñèñòåìà

ýêñïîíåíò {e⟨ξ,z⟩}ξ∈Ω ïîëíà â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë S ∈ F∗(φ),

äëÿ êîòîðîãî Sz(e
⟨ξ,z⟩) = 0 ïðè âñåõ ξ ∈ Ω. Ïîêàæåì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû

Õàíà�Áàíàõà î íåïðåðûâíîì ïðîäîëæåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà, ÷òî ôóíê-

öèîíàë S íóëåâîé.

Â ñèëó ëåììû 4.3 pS(ξ) = (Sz, e
⟨ξ,z⟩) � öåëàÿ ôóíêöèÿ â Cn, çíà÷èò,

ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ïðè âñåõ ξ ∈ Cn ïîëó÷èì

Sz(e
⟨ξ,z⟩) = 0.

Ââèäó ëåììû 4.3 äëÿ âñåõ α ∈ Zn+ è ξ ∈ Cn âåðíî ðàâåíñòâî

Dα
ξ
pS(ξ) = Sz(z

αe⟨ξ,z⟩),

ïîýòîìó

Dα
ξ
pS(ξ) = Sz(z

αe⟨ξ,z⟩) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ α ∈ Zn+ ñëåäóåò, ÷òî Sz(zα) = 0.

Çíà÷èò, S(p) = 0 äëÿ ëþáûõ ïîëèíîìîâ p ∈ F(φ). Ïî ëåììå 4.1 ïîëè-

íîìû ïëîòíû â F(φ), èç ýòîãî ïîëó÷èì, ÷òî S(f) = 0 äëÿ âñåõ f ∈ F(φ),

ïîýòîìó ôóíêöèîíàë S íóëåâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ýêñïîíåíò {e⟨ξ,z⟩}ξ∈Ω
ïîëíà â F(φ).

Èç ëåììû 4.4 âûòåêàåò, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ â F(φ) ìîæíî ïðèáëèçèòü

íåêîòîðîé ôóíêöèåé èç ëèíåéíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà {e⟨ξ,z⟩}ξ∈Ω. Çíà÷èò, åñëè
Ω ⊂ Cn � îòêðûòîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, òî ìíîæåñòâî span{e⟨ξ,z⟩}ξ∈Ω ïëîòíî

â F(φ).



51

� 5. Ãèïåðöèêëè÷åñêèå îïåðàòîðû â F(φ)

Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â F(φ).

Ëåììà 5.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ i4) â F(φ) îïåðàòîð ÷àñòíîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ T = ∂
∂zj

äëÿ ëþáîãî j ∈ (1;n) íåïðåðûâåí è îòîáðàæàåò åãî

â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ f ∈ Fm ïðè ïðîèçâîëüíîì

m ∈ N. Ôóíêöèÿ f öåëàÿ â Cn, ïîýòîìó äëÿ âñåõ j ∈ (1;n) ∂
∂zj
f ∈ H(Cn).

Ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè

∂

∂zj
f(z) = (5.1)

=
1

(2πi)n

∫
Πz

f(ξ1, . . . , ξn) dξ1 . . . dξn

(ξ1 − z1) · . . . · (ξj−1 − zj−1)(ξj − zj)
2(ξj+1 − zj+1) · . . . · (ξn − zn)

,

ãäå

Πz =
{
ξ = (ξ1, . . . , ξn) : |ξj − zj| = rj, j ∈ (1;n)

}
,

rj > 0 ïðè âñåõ j ∈ (1;n) òàêèå, ÷òî äëÿ âåêòîðà r = (r1, . . . , rn) ∥r∥ ≤ am,

am âçÿòû èç óñëîâèÿ i4).

Èç ðàâåíñòâà (5.1) ñëåäóåò îöåíêà∣∣∣∣ ∂∂zj f(z)
∣∣∣∣ ≤ 1

rj
max
ξ∈Πz

|f(ξ)|. (5.2)

Òàê êàê äëÿ âñåõ m ∈ N è z ∈ Cn pm(f) = sup
z∈Cn

(|f(z)|e−φm(z)), ãäå f ∈ F(φ), òî

|f(z)| ≤ pm+1(f)e
φm+1(z).

Èç óñëîâèÿ i4) ïðè ëþáûõ m ∈ N ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

sup
z∈Cn

(
exp(max

ξ∈Πz

φm+1(ξ)) exp(−φm(z))
)
≤

≤ sup
z∈Cn

exp
(

sup
t∈Cn: |tj |=rj , j∈(1;n)

(φm+1(z + t)− φm(z))
)
≤ ebm.

Îòñþäà è èç îöåíêè (5.2) ïðè ïðîèçâîëüíîì j ∈ (1;n) ñëåäóåò

pm

( ∂

∂zj
f(z)

)
≤ 1

rj
pm+1(f) sup

z∈Cn

(
exp(max

ξ∈Πz

φm+1(ξ)) exp(−φm(z))
)
≤

≤ ebm

rj
pm+1(f) = Cmjpm+1(f) <∞.
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Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð ∂
∂zj

ïðè âñåõ j ∈ (1;n) äåéñòâóåò èç Fm+1 â Fm äëÿ

ëþáûõ m ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð T ïðè âñåõ j ∈ (1;n) íåïðåðûâåí è

äåéñòâóåò èç F(φ) â F(φ).

Äàëåå ïðèâåäåì óòâåðæäåíèÿ î ãèïåðöèêëè÷íîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i4). Òîãäà îïåðàòîð

÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ T = ∂
∂zj

äëÿ ëþáîãî j ∈ (1;n) ãèïåðöèêëè÷åñêèé

â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëåììå 5.1 ïîêàçàíû ëèíåéíîñòü è íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà

T â F(φ). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.2, äîêàæåì åãî ãèïåðöèêëè÷íîñòü.

Ôóíêöèÿ fξ : z ∈ Cn → e⟨ξ,z⟩ ïðè âñåõ ξ ∈ Cn ïðèíàäëåæèò F(φ),

ïîñêîëüêó îíà öåëàÿ â Cn è äëÿ ëþáûõ m ∈ N åå íîðìà â Fm êîíå÷íàÿ:

pm(e
⟨ξ,z⟩) = exp

(
sup
z∈Cn

(Re ⟨ξ, z⟩ − φm(z))
)
= eφ̃m(ξ) <∞.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà T ïðè âñåõ ξ ∈ Cn èìååò âèä

qT (ξ) =
∂

∂zj
(e⟨ξ,z⟩)e−⟨ξ,z⟩∣∣

z=0
= ξj, z ∈ Cn.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà W1 = {ξ ∈ Cn : |ξj| < 1} è W2 = {ξ ∈ Cn :

|ξj| > 1}. W1 è W2 îòêðûòûå è íåïóñòûå. Îáîçíà÷èì ëèíåéíûå îáîëî÷êè

ýêñïîíåíò êàê X0 = span{e⟨ξ,z⟩}ξ∈W1
è Y0 = span{e⟨ξ,z⟩}ξ∈W2

, ïî ëåììå 4.4

X0 è Y0 ïëîòíû â F(φ).

Äåéñòâèå îïåðàòîðà T íà ôóíêöèþ fξ äëÿ âñåõ k ∈ N è ξ ∈ Cn ðàâíî

T k(e⟨ξ,z⟩) = ξkj e
⟨ξ,z⟩, z ∈ Cn.

Âû÷èñëèì åãî íîðìó. Ïðè ôèêñèðîâàííîì ξ ∈ W1 è ëþáûõ m ∈ N

pm(T
k(e⟨ξ,z⟩)) = |ξj|k exp

(
sup
z∈Cn

(
Re ⟨ξ, z⟩ − φm(z)

))
= |ξj|keφ̃m(ξ) <∞. (5.3)

Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî e⟨ξ,z⟩ ∈ F(φ), ïîëó÷èì, ÷òî T k(e⟨ξ,z⟩) ∈ F(φ) äëÿ âñåõ

k ∈ N. Ïîñêîëüêó |ξj| < 1 â W1, òî äëÿ âñåõ ξ ∈ W1 T
k(e⟨ξ,z⟩) −−−→

k→∞
0 â F(φ).

Ïî ëåììå 4.4 ìíîæåñòâî {e⟨ξ,z⟩}ξ∈W1
ïîëíî â F(φ), ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ f ∈ X0

T k(f) −−−→
k→∞

0 â F(φ).
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Äëÿ âñåõ ξ ∈ W2 è ïðîèçâîëüíîãî k ∈ N îïðåäåëèì îïåðàòîð

Sk : Y0 → F(φ) â âèäå

Sk(e
⟨ξ,z⟩) =

(
qT (ξ)

)−k
e⟨ξ,z⟩ =

e⟨ξ,z⟩

ξkj
, z ∈ Cn.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ξ ∈ W2 è ëþáûõ m ∈ N èìååì

pm(Sk(e
⟨ξ,z⟩)) = |ξj|−k exp

(
sup
z∈Cn

(
Re ⟨ξ, z⟩ − φm(z)

))
= |ξj|−keφ̃m(ξ) <∞. (5.4)

Òàê êàê |ξj| > 1 â W2, òî äëÿ âñåõ ξ ∈ W2 ñëåäóåò, ÷òî Sk(e⟨ξ,z⟩) −−−→
k→∞

0 â F(φ).

Ïî ëåììå 4.4 ìíîæåñòâî {e⟨ξ,z⟩}ξ∈W2
ïîëíî â F(φ), ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ f ∈ Y0

Sk(f) −−−→
k→∞

0 â F(φ).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ k ∈ N âåðíî ðàâåíñòâî T kSk(f) = f . Âñå óñëîâèÿ

òåîðåìû 1.2 âûïîëíåíû. Òàêèì îáðàçîì, T � ãèïåðöèêëè÷åñêèé îïåðàòîð â

ïðîñòðàíñòâå F(φ).

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà âûïîëíÿåòñÿ ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå î ãèïåðöèêëè÷íîñòè.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå i4) è çàäàí íåêî-

òîðûé ïîëèíîì â Cn ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè Φ(z) =
∑

α∈Zn
+: |α|≤m

cαz
α,

îòëè÷íûé îò êîíñòàíòû. Òîãäà îïåðàòîð T : f ∈ F(φ) −→
∑

α∈Zn
+: |α|≤m

cαD
α
z f

ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, T � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Äîêàæåì, ÷òî îí íåïðå-

ðûâíûé. Âîçüìåì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ f ∈ F(φ) è ïðîèçâîëüíûé íîìåðm ∈ N.
Ôóíêöèÿ f öåëàÿ â Cn, ïîýòîìó ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè åå ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå äëÿ ëþáûõ α ∈ Zn+ èìåþò âèä

(Dα
z f)(z) =

α!

(2πi)n

∫
Πz

f(ξ) dξ

(ξ − z)α+(1,1,...,1)
, (5.5)

ãäå

Πz =
{
ξ = (ξ1, . . . , ξn) : |ξj − zj| = rj, j ∈ (1;n)

}
,

rj > 0 ïðè âñåõ j ∈ (1;n) òàêèå, ÷òî äëÿ âåêòîðà r = (r1, . . . , rn) ∥r∥ ≤ am,

am âçÿòû èç óñëîâèÿ i4).
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Èç ðàâåíñòâà (5.5) ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

|Dα
z f(z)| ≤

α!

rα
max
ξ∈Πz

|f(ξ)|. (5.6)

Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|Tf(z)| ≤
∑

α∈Zn
+: |α|≤m

|cα||Dαf(z)| = max
ξ∈Πz

|f(ξ)|
∑

α∈Zn
+: |α|≤m

|cα|
α!

rα
= cmrmax

ξ∈Πz

|f(ξ)|.

(5.7)

Òàê êàê äëÿ âñåõ m ∈ N è z ∈ Cn pm(f) = sup
z∈Cn

(|f(z)|e−φm(z)), ãäå f ∈ F(φ), òî

|f(z)| ≤ pm+1(f)e
φm+1(z).

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (5.7) èìååì

pm(Tf) ≤ cmrpm+1(f) sup
z∈Cn

(
exp

(
max
ξ∈Πz

φm+1(ξ)
)
exp

(
− φm(z)

))
. (5.8)

Â ñèëó i4) äëÿ âñåõ m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

sup
z∈Cn

(
exp

(
max
ξ∈Πz

φm+1(ξ)
)
exp

(
− φm(z)

))
≤

≤ sup
z∈Cn

exp
(

sup
t∈Cn: |tj |=rj , j∈(1;n)

(φm+1(z + t)− φm(z))
)
≤ ebm = c̃m <∞.

Èç ýòîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî

pm(Tf) ≤ c̃mcmrpm+1(f) = Cmpm+1(f) <∞.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ f ∈ F(φ) ôóíêöèè Tf ëåæàò â F(φ). Î÷åâèäíî,

îïåðàòîð T ëèíåéíûé. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò åãî íåïðåðûâíîñòü.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.2, äîêàæåì åãî ãèïåðöèêëè÷íîñòü.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.1 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âñåõ ξ ∈ Cn e⟨ξ,z⟩ ∈ F(φ)

êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé z. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà T äëÿ âñåõ

ξ ∈ Cn èìååò âèä
qT (ξ) =

∑
α∈Zn

+: |α|≤m

cαξ
α = Φ(ξ).

Îïðåäåëèì W1 = {ξ ∈ Cn : |Φ(ξ)| < 1} è W2 = {ξ ∈ Cn : |Φ(ξ)| > 1}.
Ïîñêîëüêó Φ � íå ðàâíûé êîíñòàíòå ïîëèíîì, òî ìíîæåñòâàW1 èW2 îòêðûòûå

è íåïóñòûå. Îáîçíà÷èì ëèíåéíûå îáîëî÷êè ýêñïîíåíò êàê X0 = span{e⟨ξ,z⟩}ξ∈W1

è Y0 = span{e⟨ξ,z⟩}ξ∈W2
. Â ñèëó ëåììû 4.4 ìíîæåñòâà X0 è Y0 ïëîòíû â F(φ).
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Îïåðàòîð T äåéñòâóåò íà ýêñïîíåíòó ïðè âñåõ k ∈ N è ξ ∈ Cn ïî ôîðìóëå

T k(e⟨ξ,z⟩) =
(
Φ(ξ)

)k
e⟨ξ,z⟩, z ∈ Cn.

Ïðè ëþáûõ ξ ∈ W1 è m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

pm(T
k(e⟨ξ,z⟩)) = |Φ(ξ)|k exp

(
sup
z∈Cn

(
Re ⟨ξ, z⟩ − φm(z)

))
= |Φ(ξ)|keφ̃m(ξ) <∞.

(5.9)

Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî e⟨ξ,z⟩ ∈ F(φ), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âñåõ k ∈ N
T k(e⟨ξ,z⟩) ∈ F(φ). Äëÿ âñåõ ξ ∈ W1 èç óñëîâèé |Φ(ξ)| < 1 è

T k(e⟨ξ,z⟩) =
(
Φ(ξ)

)k
e⟨ξ,z⟩ ïðè ëþáûõ z ∈ Cn ñëåäóåò, ÷òî T k(e⟨ξ,z⟩) −−−→

k→∞
0 â F(φ).

Â ñèëó ëåììû 4.4 ìíîæåñòâî {e⟨ξ,z⟩}ξ∈W1
ïîëíî â F(φ), ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ

f ∈ X0 T k(f) −−−→
k→∞

0 â F(φ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ξ ∈ W2 è k ∈ N îïðåäåëèì îïåðàòîð Sk : Y0 → F(φ)

ïî ïðàâèëó:

Sk(e
⟨ξ,z⟩) =

e⟨ξ,z⟩(
Φ(ξ)

)k .
Òîãäà ïðè âñåõ m ∈ N

pm(Sk(e
⟨ξ,z⟩)) =

(
|Φ(ξ)|

)−k
exp

(
sup
z∈Cn

(
Re ⟨ξ, z⟩−φm(z)

))
=
(
|Φ(ξ)|

)−k
eφ̃m(ξ) <∞.

(5.10)

Äëÿ ëþáûõ ξ ∈ W2 èç óñëîâèé |Φ(ξ)| > 1 è Sk(e⟨ξ,z⟩) = e⟨ξ,z⟩
(
Φ(ξ)

)−k
ïðè âñåõ z ∈ Cn ïîëó÷èì, ÷òî Sk(e⟨ξ,z⟩) −−−→

k→∞
0 â F(φ). Ïî ëåììå 4.4 ìíîæåñòâî

{e⟨ξ,z⟩}ξ∈W2
ïîëíî â F(φ), çíà÷èò, ïðè ïðîèçâîëüíûõ f ∈ Y0 Sk(f) −−−→

k→∞
0

â F(φ).

Äëÿ âñåõ k ∈ N âåðíî ðàâåíñòâî T kSk(f) = f . Âñå òðåáîâàíèÿ òåîðåìû 1.2

âûïîëíåíû. Ïîýòîìó îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i5),

Φ(z) =
∑

α∈Zn
+: |α|≥0

cαz
α � íåïîñòîÿííàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà

â Cn. Îïðåäåëèì îïåðàòîð T : f ∈ F(φ)
Φ(D)−−−→

∑
α∈Zn

+: |α|≥0

cαD
α
z f . Òîãäà îïåðàòîð

T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì êîððåêòíîñòü îïåðàòîðà T . Ïîñêîëüêó Φ � öåëàÿ

ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî òèïà, òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà C > 0 è σj > 0 ïðè âñåõ

j ∈ (1;n) òàêèå, ÷òî

|Φ(z)| ≤ Ceσ1|z1|+σ2|z2|+...+σn|zn|, z ∈ Cn.

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè Φ ïðè ëþáûõ α ∈ Zn+ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà:

|cα| =
|(DαΦ)(0)|

α!
≤

max
rj>0, 0≤θj≤2π, j∈(1;n)

|Φ(r1eiθ1, r2eiθ2, . . . , rneiθn)|

rα1
1 r

α2
2 . . . rαn

n
≤

≤ CΦ inf
r1>0

eσ1r1

rα1
1

· inf
r2>0

eσ2r2

rα2
2

· . . . · inf
rn>0

eσnrn

rαn
n

≤ CΦ
e|α|σα

τ
,

ãäå σi > 0, i ∈ (1;n),

τ =

α
α1
1 α

α2
2 . . . ααn

n , åñëè αj ̸= 0 ïðè âñåõ j ∈ (1;n),

αα1
1 α

α2
2 . . . α

αj−1

j−1 α
αj+1

j+1 . . . α
αn
n , åñëè αj = 0 ïðè íåêîòîðîì j ∈ (1;n).

Âîçüìåì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ f ∈ F(φ) è ïðîèçâîëüíûé íîìåð m ∈ N.
Ôóíêöèÿ f öåëàÿ â Cn, ïîýòîìó ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè äëÿ ëþáûõ

α ∈ Zn+
(Dα

z f)(z) =
α!

(2πi)n

∫
Πz

f(ξ) dξ

(ξ − z)α+(1,1,...,1)
,

ãäå

Πz =
{
ξ = (ξ1, . . . , ξn) : |ξj − zj| = rj, j ∈ (1;n)

}
,

rj âûáåðåì òàê, ÷òî rj > σj ïðè âñåõ j ∈ (1;n).

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ïðè ïðîèçâîëüíûõ α ∈ Zn+ è z ∈ Cn ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

|Dα
z f(z)| ≤

α!

rα
max
ξ∈Πz

|f(ξ)|.

Äåéñòâèå îïåðàòîðà T íà ôóíêöèþ f îöåíèì â âèäå

|Tf(z)| ≤
∑

α∈Zn
+: |α|≥0

|cα||Dαf(z)| ≤ max
ξ∈Πz

|f(ξ)|
∑

α∈Zn
+: |α|≥0

|cα|
α!

rα
.
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Òàê êàê äëÿ âñåõ m ∈ N è z ∈ Cn pm(f) = sup
z∈Cn

(|f(z)|e−φm(z)), ãäå f ∈ F(φ), òî

|f(z)| ≤ pm+1(f)e
φm+1(z).

Â ñèëó i5) ïðè ëþáûõ m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
z∈Cn

(
exp

(
max
ξ∈Πz

φm+1(ξ)
)
exp

(
− φm(z)

))
≤

≤ sup
z∈Cn

exp
(

sup
t∈Cn: |tj |=rj , j∈(1;n)

(φm+1(z + t)− φm(z))
)
≤ ebm = c̃m <∞.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m ∈ N

pm(Tf) ≤ c̃mpm+1(f)
∑

α∈Zn
+: |α|≥0

|cα|
α!

rα
. (5.11)

Òîãäà ïîëó÷èì

pm(Tf) ≤ CΦc̃mpm+1(f)
∑

α∈Zn
+: |α|≥0

e|α|σα

τ

α!

rα
≤

≤ (2π)n/2CΦc̃mpm+1(f)
∑

α∈Zn
+: |α|≥0

σα(α1α2 . . . αn)
1/2

rα
≤

≤ C0pm+1(f)
∑

α∈Zn
+: |α|≥0

σα(α1α2 . . . αn)
1/2

rα
<∞.

Çíà÷èò, îïåðàòîð T îïðåäåëåí êîððåêòíî â F(φ).

Î÷åâèäíî, îïåðàòîð T ëèíåéíûé. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò åãî

íåïðåðûâíîñòü. Ïîêàæåì ïî òåîðåìå 1.2 åãî ãèïåðöèêëè÷íîñòü. Êàê ïîêàçàíî

â òåîðåìå 5.1, ïðè âñåõ ξ ∈ Cn e⟨ξ,z⟩ ∈ F(φ) êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé z.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà T èìååò âèä

qT (ξ) =
∑

α∈Zn
+: |α|≥0

cαξ
α = Φ(ξ), ξ ∈ Cn.

Îïðåäåëèì W1 = {ξ ∈ Cn : |Φ(ξ)| < 1} è W2 = {ξ ∈ Cn : |Φ(ξ)| > 1}.
Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâà W1 è W2 îòêðûòûå è íåïóñòûå. Îáîçíà÷èì ëèíåéíûå

îáîëî÷êè ýêñïîíåíò â âèäå X0 = span{e⟨ξ,z⟩}ξ∈W1
è Y0 = span{e⟨ξ,z⟩}ξ∈W2

. Â ñèëó

ëåììû 4.4 ìíîæåñòâà X0 è Y0 ïëîòíû â F(φ).

Îïåðàòîð T äåéñòâóåò íà ýêñïîíåíòó ïðè âñåõ k ∈ N è ξ ∈ Cn ïî ôîðìóëå

T k(e⟨ξ,z⟩) =
(
Φ(ξ)

)k
e⟨ξ,z⟩, z ∈ Cn.



58

Òîãäà äëÿ ëþáûõ m ∈ N è k ∈ N

pm(T
k(e⟨ξ,z⟩)) = |Φ(ξ)|k exp

(
sup
z∈Cn

(
Re ⟨ξ, z⟩ − φm(z)

))
= |Φ(ξ)|keφ̃m(ξ) <∞.

Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî e⟨ξ,z⟩ ∈ F(φ), äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k ∈ N ïîëó÷èì

T k(e⟨ξ,z⟩) ∈ F(φ). Ïîñêîëüêó |Φ(ξ)| < 1 â W1 è T k(e⟨ξ,z⟩) =
(
Φ(ξ)

)k
e⟨ξ,z⟩ ïðè

ëþáûõ k ∈ N, òî äëÿ âñåõ ξ ∈ W1 T k(e⟨ξ,z⟩) −−−→
k→∞

0 â F(φ). Ïî ëåììå 4.4

ìíîæåñòâî {e⟨ξ,z⟩}ξ∈W1
ïîëíî â F(φ), ïîýòîìó äëÿ âñåõ f ∈ X0 T k(f) −−−→

k→∞
0

â F(φ).

Äëÿ âñåõ ξ ∈ W2 îïðåäåëèì îïåðàòîð Sk : Y0 → F(φ) ïðè ëþáûõ k ∈ N
â âèäå

Sk(e
⟨ξ,z⟩) =

e⟨ξ,z⟩(
Φ(ξ)

)k .
Âû÷èñëèì åãî íîðìó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m ∈ N è k ∈ N:

pm(Sk(e
⟨ξ,z⟩)) =

(
|Φ(ξ)|

)−k
exp

(
sup
z∈Cn

(
Re ⟨ξ, z⟩−φm(z)

))
=
(
|Φ(ξ)|

)−k
eφ̃m(ξ) <∞.

Òàê êàê |Φ(ξ)| > 1 â W2 è Sk(e⟨ξ,z⟩) = e⟨ξ,z⟩
(
Φ(ξ)

)−k
ïðè ëþáûõ k ∈ N, òî äëÿ

âñåõ ξ ∈ W2 Sk(e
⟨ξ,z⟩) −−−→

k→∞
0 â F(φ). Ïî ëåììå 4.4 ìíîæåñòâî {e⟨ξ,z⟩}ξ∈W2

ïîëíî

â F(φ), ïîýòîìó âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ Y0 Sk(f) −−−→
k→∞

0 â F(φ).

Çàìåòèì, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî T kSk(f) = f ïðè ëþáîì k ∈ N. Âñå óñëîâèÿ
òåîðåìû 1.2 âûïîëíåíû. Çíà÷èò, T � ãèïåðöèêëè÷åñêèé îïåðàòîð â F(φ).

Èçó÷èì ñâîéñòâà îïåðàòîðà ñäâèãà â F(φ). Èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ

âûòåêàåò èíâàðèàíòíîñòü ïðîñòðàíñòâà F(φ) îòíîñèòåëüíî ñäâèãà.

Òåîðåìà 5.4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ i5) â ïðîñòðàíñòâå F(φ) äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî a ∈ Cn \ {(0, 0, . . . , 0)} îïðåäåëèì îïåðàòîð ñäâèãà

Ta : f(z) ∈ F(φ) −→ f(z + a). Òîãäà îïåðàòîð Ta ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, îïåðàòîð Ta ëèíåéíûé. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ

ôóíêöèþ f ∈ F(φ). Ïîêàæåì, ÷òî Ta íåïðåðûâíûé.

Äëÿ ëþáûõ z ∈ Cn è m ∈ N

|Taf(z)| = |f(z + a)| ≤ pm+1(f)e
φm+1(z+a). (5.12)

Èç óñëîâèÿ i5) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî bm òàêîå, ÷òî

sup
z∈Cn

(φm+1(z + a)− φm(z)) ≤ bm.
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Îòñþäà è èç (5.12) èìååì

pm(Taf) ≤ pm+1(f) exp
(
sup
z∈Cn

(
φm+1(z + a)− φm(z)

))
≤ (5.13)

≤ ebmpm+1(f) = c̃mpm+1(f) <∞.

Òîãäà Taf ∈ F(φ) è îïåðàòîð Ta íåïðåðûâåí â F(φ).

Ïîêàæåì ïî òåîðåìå 1.2 ãèïåðöèêëè÷íîñòü îïåðàòîðà Ta. Äåéñòâèå

îïåðàòîðà Ta íà ôóíêöèþ f äëÿ ëþáûõ k ∈ N è z ∈ Cn èìååò âèä

T ka f(z) = f(z + ka).

Ïî òåîðåìå 5.1 e⟨ξ,z⟩ ∈ F(φ) äëÿ âñåõ ξ ∈ Cn êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé z.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà Ta ïðè âñåõ ξ ∈ Cn ðàâíà

qTa(ξ) = e⟨ξ,a⟩.

ÎïðåäåëèìW1 = {ξ ∈ Cn : |qTa(ξ)| < 1} èW2 = {ξ ∈ Cn : |qTa(ξ)| > 1}, òî
åñòü W1 = {ξ ∈ Cn : Re ⟨ξ, a⟩ < 0} è W2 = {ξ ∈ Cn : Re ⟨ξ, a⟩ > 0}. Ìíîæåñòâà

W1 è W2 îòêðûòûå è íåïóñòûå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ X0 = span{e⟨ξ,z⟩}ξ∈W1
è

Y0 = span{e⟨ξ,z⟩}ξ∈W2
, â ñèëó ëåììû 4.4 ìíîæåñòâà X0 è Y0 ïëîòíû â F(φ).

Äåéñòâèå îïåðàòîðà Ta íà ôóíêöèþ e⟨ξ,z⟩ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k ∈ N è

z ∈ Cn ðàâíî

T ka (e
⟨ξ,z⟩) =

(
qTa(ξ)

)k
e⟨ξ,z⟩ = ek⟨ξ,a⟩e⟨ξ,z⟩.

Ïðè ëþáûõ m ∈ N è k ∈ N

pm(T
k
a (e

⟨ξ,z⟩)) = |e⟨ξ,a⟩|k exp
(
sup
z∈Cn

(
Re ⟨ξ, z⟩ − φm(z)

))
= ekRe ⟨ξ,a⟩eφ̃m(ξ) <∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, T ka (e
⟨ξ,z⟩) ∈ F(φ).

Äëÿ âñåõ ξ ∈ W1 èç òîãî, ÷òî |qTa(ξ)| < 1, ïîëó÷èì T ka (e
⟨ξ,z⟩) −−−→

k→∞
0

â F(φ). Ïî ëåììå 4.4 ìíîæåñòâî {e⟨ξ,z⟩}ξ∈W1
ïîëíî â F(φ). Ïîýòîìó äëÿ âñåõ

f ∈ X0 T ka (f) −−−→
k→∞

0 â F(φ).

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ ξ ∈ W2 îïðåäåëèì îïåðàòîð Sa k : Y0 → F(φ) ïðè

ëþáûõ k ∈ N â âèäå

Sa k(e
⟨ξ,z⟩) =

(
qTa(ξ)

)−k
e⟨ξ,z⟩ = e−k⟨ξ,a⟩e⟨ξ,z⟩.

Äëÿ ëþáûõ m ∈ N è k ∈ N

pm(Sa k(e
⟨ξ,z⟩)) =

(
|e⟨ξ,a⟩|

)−k
exp

(
sup
z∈Cn

(
Re ⟨ξ, z⟩−φm(z)

))
= e−kRe ⟨ξ,a⟩eφ̃m(ξ) <∞.
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Äëÿ âñåõ ξ ∈ W2 èç óñëîâèÿ |qTa(ξ)| > 1 ïîëó÷èì, ÷òî Sa k(e
⟨ξ,z⟩) −−−→

k→∞
0

â F(φ). Ïî ëåììå 4.4 ìíîæåñòâî {e⟨ξ,z⟩}ξ∈W2
ïîëíî â F(φ), çíà÷èò, äëÿ âñåõ

f ∈ Y0 Sa k(f) −−−→
k→∞

0 â F(φ).

Ïðè ëþáîì k ∈ N èìååì T ka Sa k(f) = f . Âñå òðåáîâàíèÿ òåîðåìû 1.2

âûïîëíåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð Ta ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Äàëåå ðàññìîòðèì îïåðàòîðû, êîììóòèðóþùèå ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i4) è çàäàí

ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â F(φ), êîììóòèðóþùèé ñ îïåðàòîðàìè

÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå òîæäåñòâåííûé îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ íà

êîíñòàíòó. Òîãäà îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ fξ(z) := e⟨ξ,z⟩ äëÿ âñåõ ξ ∈ Cn ïðèíàäëåæèò F(φ)

êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé z, òàê êàê åãî íîðìû ïðè ëþáûõ m ∈ N0 êîíå÷íûå:

pm(fξ) = exp
(
sup
z∈Cn

(
Re ⟨ξ, z⟩ − φm(z)

))
= eφ̃m(ξ) <∞.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ FT (ξ, z) := T (fξ)(z) êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà Cn × Cn.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð T êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ, òî äëÿ ëþáûõ ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn

Dj zTz(fξ) = TzDj z(fξ) = ξjTz(fξ), j = 1, . . . , n. (5.14)

Ïðåäñòàâèì åå êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂

∂zj
Tz(fξ) = ξjTz(fξ), j = 1, . . . , n.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû çàïèøåì â âèäå

Tz(fξ) = eC(ξ)e⟨ξ,z⟩ = aT (ξ)e
⟨ξ,z⟩.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ aT ïðè âñåõ ξ ∈ Cn, äëÿ êîòîðîé

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Tz(fξ) = aT (ξ)fξ. (5.15)

Èòàê, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ ξ ∈ Cn èìååò âèä

FT (ξ, z) = aT (ξ)e
⟨ξ,z⟩, z ∈ Cn.
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Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ FT öåëàÿ ïî z. Äîêàæåì, ÷òî FT ÿâëÿåòñÿ

öåëîé ôóíêöèåé ïî ξ. Äåéñòâèòåëüíî, T � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë

íà F(φ), ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî k ∈ N0 ìîæíî íàéòè ÷èñëàm ∈ N è cm > 0 òàêèå,

÷òî

pk(T (g)) ≤ ckpm(g), g ∈ F(φ). (5.16)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ζ ∈ Cn. Äëÿ âñåõ ξ ∈ Cn èç øàðà

∥ξ − ζ∥ < 1 îïðåäåëèì ôóíêöèþ

gξ,ζ(z) := e⟨ξ,z⟩ − e⟨ζ,z⟩ − ⟨ξ − ζ, z⟩e⟨ζ,z⟩, z ∈ Cn.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (5.16), ïîëó÷èì îöåíêó

|T (gξ,ζ)(z)| ≤ cmpm(gξ,ζ)e
φm(z), z ∈ Cn.

Èç íåðàâåíñòâà

pm(gξ,ζ) ≤ C∥ξ − ζ∥2,

ïîëó÷åííîãî â ëåììå 4.3 è ñïðàâåäëèâîãî ïðè íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì C, è

ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà T ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì z ∈ Cn âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

FT (ξ, z)− FT (ζ, z) =
n∑
j=1

T (fj,ζ)(z)(ξj − ζj) + o(∥ξ − ζ∥), ξ → ζ,

ãäå fj,ζ(z) := zjexp(⟨ζ, z⟩), j ∈ (1;n).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ z ∈ Cn ôóíêöèÿ

FT (ξ, z) êàê ôóíêöèÿ ïî ξ ãîëîìîðôíà â òî÷êå ζ. Ïîñêîëüêó òî÷êà ζ ∈ Cn

ïðîèçâîëüíàÿ, òî FT ïî ξ ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé. Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî ïî

òåîðåìå 5.1 ôóíêöèÿ e⟨ξ,z⟩ öåëàÿ êàê ïî ïåðåìåííîé z, òàê è ïî ξ, ïîëó÷èì, ÷òî

aT � öåëàÿ ôóíêöèÿ â Cn. Îïåðàòîð T íå òîæäåñòâåíåí îïåðàòîðó óìíîæåíèÿ

íà êîíñòàíòó, çíà÷èò, aT � íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà W1 = {ξ ∈ Cn : |aT (ξ)| < 1} è W2 = {ξ ∈ Cn :

|aT (ξ)| > 1}. W1 è W2 íåïóñòûå è îòêðûòûå â Cn. Ïîëîæèì X0 = span{fξ}ξ∈W1

è Y0 = span{fξ}ξ∈W2
. Ïî ëåììå 4.4 X0 è Y0 ïëîòíû â F(φ). Òîãäà ëèíåéíûå

îáîëî÷êè ìíîæåñòâ
⋃

|λ|<1
ker(T − λ) è

⋃
|λ|>1

ker(T − λ) ïëîòíû â F(φ). Òàêèì

îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1 âûïîëíåíû, T � ãèïåðöèêëè÷åñêèé îïåðàòîð

â F(φ).
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Èç òåîðåìû 5.5 âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå i5), çàäàíû ÷èñëà

N ∈ N, cj ∈ C è aj ∈ Cn\{(0, 0, . . . , 0)}, j = 1, 2, . . . , N , ïðè÷åì íå âñå cj ðàâíû

íóëþ, f ∈ F(φ). Òîãäà îïåðàòîð Tf(z) =
N∑
j=1

cjf(z + aj) ãèïåðöèêëè÷åñêèé

â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, T êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ. Â ñèëó òåîðåìû 5.4 âñå åãî ñëàãàåìûå íåïðåðûâíû â F(φ).

Òîãäà ëèíåéíûé îïåðàòîð T êàê êîíå÷íàÿ ñóììà ñäâèãîâ Ta òàêæå íåïðåðû-

âåí. Ïî òåîðåìå 5.5 îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Ñëåäñòâèå 5.2. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà N ∈ N, m ∈ N è cαβ ∈ C,
aβ ∈ Rn\{(0, 0, . . . , 0)}, ãäå α, β ∈ Zn+, ïðè÷åì íå âñå cαβ ðàâíû íóëþ, f ∈ F(φ).

Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ i5) îïåðàòîð

Tf(z) =
N∑

α: |α|=0

m∑
β: |β|=1

cαβ(D
αf)(z + aβ) ãèïåðöèêëè÷åí â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 5.2 îïåðàòîð Dα äëÿ ëþáûõ α ∈ Zn+ îòîáðàæàåò

íåïðåðûâíî F(φ) â F(φ). Èç òåîðåìû 5.4 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð ñäâèãà Ta òàê-

æå íåïðåðûâåí â F(φ). Òîãäà T � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð êàê êîíå÷íàÿ ñóììà

èõ êîìïîçèöèé. Ïîñêîëüêó T êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ, òî â ñèëó òåîðåìû 5.5 T ãèïåðöèêëè÷åí â F(φ).

Åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i5) è çàäàíà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü Λ = (λj)
∞
j=1 òî÷åê λj ∈ Cn, òî ïðè âñåõ m ∈ N è j ∈ N ìîæíî

îïðåäåëèòü çàâèñÿùóþ îò Λ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

bj,m(Λ) = sup
z∈Cn

(φm+1(z + λj)− φm(z)).

Ñëåäñòâèå 5.3. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå i5) è äëÿ íåå

çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (dj)
∞
j=1 ÷èñåë dj ∈ C, ïðè÷åì íå âñå dj ðàâíû íóëþ,

è ñîâîêóïíîñòü Λ = (λj)
∞
j=1 òî÷åê λj ∈ Cn \ {(0, 0, . . . , 0)}, äëÿ êîòîðûõ

lim
j→∞

∥λj∥ = ∞ è
∞∑
j=1

|dj|ebj,m(Λ) < ∞ ïðè âñåõ m ∈ N. Îïðåäåëèì â F(φ)

îïåðàòîð T (f)(z) =
∞∑
j=1

djf(z+λj), ãäå z ∈ Cn. Òîãäà T ãèïåðöèêëè÷åí â F(φ).



63

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ F(φ) ïðè ëþáûõ m ∈ N è z ∈ Cn

âåðíî íåðàâåíñòâî

|f(z + λj)| ≤ pm+1(f)e
φm+1(z+λj).

Â ñèëó i5) ïîëó÷èì, ÷òî

|f(z + λj)| ≤ pm+1(f)e
φm(z)+bj,m(Λ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ∈ N èìååì

pm(Tf) = sup
z∈Cn

(|
∞∑
j=1

djf(z + λj)|e−φm(z)) ≤

≤ pm+1(f)
∞∑
j=1

|dj|ebj,m(Λ) <∞.

Èòàê, îïåðàòîð T : F(φ) → F(φ) ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé. Ïîñêîëüêó

îí êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òî ïî òåîðåìå 5.5

îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì.

Ñëåäñòâèå 5.4. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i5),

S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà H(Cn), ïðè÷åì åãî ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà pS(z) = Sξ(e
⟨ξ,z⟩) íå òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé. Òîãäà îïåðàòîð

ñâåðòêè MS[f ](z) = St(f(z + t)) ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî MS[f ] ∈ F(φ) ïðè âñåõ f ∈ F(φ) è ëèíåéíûé

îïåðàòîð MS äåéñòâóåò íåïðåðûâíî èç F(φ) â F(φ). Ïîñêîëüêó S � ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà H(Cn), òî åãî îïðåäåëÿþùåå ìíîæåñòâî êîìïàêò-

íî. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ F(φ) MS[f ] ∈ H(Cn).

Ñóùåñòâóþò êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî K â Cn è ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêèå,

÷òî

|S(f)| ≤ Cmax
t∈K

|f(t)|, f ∈ F(φ).

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

|MS[f ](z)| ≤ C1max
t∈K

|f(z + t)|.

Â ñèëó i5) äëÿ âñåõm ∈ N0 íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ bm > 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óñëîâèþ

φm+1(z + t)− φm(z) ≤ bm,
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ãäå z ∈ Cn, t ∈ K. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

|MS[f ](z)| ≤ C1pm+1(f) exp
(
max
t∈K

φm+1(z + t)
)
, z ∈ Cn.

Èç ýòîé îöåíêè ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

pm(MS[f ]) ≤ C1pm+1(f) exp
(
sup
z∈Cn

(
max
t∈K

φm+1(z + t)− φm(z)
))

≤

≤ C1pm+1(f)e
bm = C2pm+1(f) <∞.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð MS íåïðåðûâíî äåéñòâóåò èç F(φ) â F(φ).

Èç òåîðåìû 2.5 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð ñâåðòêè MS â H(Cn) êîììóòèðóåò

ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ôóíêöèÿ pS îòëè÷íà îò ïîñòî-

ÿííîé, ïîýòîìó MS íå êðàòåí òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó. Òîãäà ïî òåîðåìå 5.5

îïåðàòîð MS ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð ñâåðòêè ãèïåðöèêëè÷åñêèé.

Ëåììà 5.2. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i5) è äîïîëíèòåëü-

íîìó óñëîâèþ

∀m, k ∈ N ∃ l = lm,k ∈ N, r = rm,k > 0 : ∀ z, t ∈ Cn φl(z+t) ≤ φm(z)+φk(t)+r,

(5.17)

S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà F(φ). Òîãäà äëÿ ëþáûõ f ∈ F(φ)

ôóíêöèÿ MS[f ](z) = St(f(z + t)) öåëàÿ â Cn è îïåðàòîð MS[f ] êîììóòèðóåò

ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ i5) ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî F(φ) èíâàðèàíòíî

îòíîñèòåëüíî ñäâèãà. Çíà÷èò, îïåðàòîð ñâåðòêèMS îïðåäåëåí íà âñåì ïðîñòðàí-

ñòâå F(φ) è äëÿ ëþáûõ f ∈ F(φ) ôóíêöèÿ MS[f ] îïðåäåëåíà âñþäó â Cn.

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ f ∈ F(φ) âûòåêàåò ãîëîìîðôíîñòü

ôóíêöèè MS[f ] â Cn. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z0 ∈ Cn è ëþáîå ÷èñëî

h = (h1, . . . , hn) ∈ Cn òàêîå, ÷òî ∥h∥ < 1. Òîãäà

MS[f ](z0 + h)−MS[f ](z0)−
n∑
j=1

MS[Djf ](z0)hj = (5.18)

= St

(
f(z0 + h+ t)− f(z0 + t)−

n∑
j=1

(Djf)(z0 + t)hj

)
.
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Òàê êàê ôóíêöèîíàë S ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé íà F(φ), òî íàéäóòñÿ íîìåð

m ∈ N è ÷èñëî Cm > 0 òàêèå, ÷òî

|S(f)| ≤ Cmpm(f), f ∈ F(φ). (5.19)

Òîãäà èç (5.18) è (5.19) èìååì∣∣MS[f ](z0 + h)−MS[f ](z0)−
n∑
j=1

MS[Djf ](z0)hj
∣∣ ≤ Cmpm(gz0,h), (5.20)

ãäå gz0,h(t) = f(z0 + h+ t)− f(z0 + t)−
n∑
j=1

(Djf)(z0 + t)hj, t ∈ Cn.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòè ôóíêöèè

gz0,h, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

|(gz0,h)(t)| ≤ n2∥h∥2 max
ξ∈[z0+t,z0+t+h], α∈Zn

+: |α|=2
|Dαf(ξ)|, (5.21)

ãäå [z0 + t, z0 + t + h] � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè z0 + t è z0 + t + h.

Â ñèëó òðåáîâàíèÿ (5.17) ìîæíî íàéòè ÷èñëî k ∈ N è ïîñòîÿííóþ

C = C(z0) > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ φk(ξ) ≤ φm(t) + C ïðè âñåõ ξ ∈ Cn,

äëÿ êîòîðûõ ∥ξ − t∥ ≤ ∥z0∥+ 1. Èñïîëüçóÿ îöåíêó ïðîèçâîäíîé èç äîêàçàòåëü-

ñòâà òåîðåìû 5.7, ïîëó÷èì

max
ξ∈[z0+t,z0+t+h], α∈Zn

+: |α|=2
|Dαf(ξ)| ≤ 2

(∥z0∥+ 1)2
eCpk(f)e

φm(t), t ∈ Cn. (5.22)

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (5.21) è (5.22) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

|gz0,h(t)| ≤
2

(∥z0∥+ 1)2
n2eC∥h∥2pk(f)eφm(t), t ∈ Cn.

Çíà÷èò, ïðè ëþáûõ m ∈ N

pm(gz0,h) ≤
2

(∥z0∥+ 1)2
n2eC∥h∥2pk(f). (5.23)

Òîãäà èç ôîðìóë (5.20) è (5.23) ñëåäóåò, ÷òî∣∣MS[f ](z0 + h)−MS[f ](z0)−
n∑
j=1

MS[Djf ](z0)hj
∣∣ ≤ Cm

(∥z0∥+ 1)2
n2eC∥h∥2pk(f).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ MS[f ] C-äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z0 ∈ Cn è

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Dj(MS[f ])(z0) =MS[Djf ](z0).
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Òî÷êà z0 ïðîèçâîëüíàÿ, ïîýòîìó ôóíêöèÿ MS[f ] ãîëîìîðôíà âî âñåì Cn è

Dj(MS[f ]) =MS[Djf ], j = 1, . . . , n.

Ëåììà 5.3. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i5) è äîïîëíèòåëü-

íîìó óñëîâèþ (5.17)

∀m, k ∈ N ∃ l = lm,k ∈ N, r = rm,k > 0 : ∀ z, t ∈ Cn φl(z+t) ≤ φm(z)+φk(t)+r,

S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà F(φ). Òîãäà îïåðàòîð ñâåðòêè

MS[f ](z) = St(f(z + t)) äåéñòâóåò èç F(φ) â F(φ), à òàêæå îí ëèíååí è

íåïðåðûâåí â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 5.4 ïðîñòðàíñòâî F(φ) èíâàðèàíòíî îòíî-

ñèòåëüíî ñäâèãà. Ïîýòîìó îïåðàòîð MS îïðåäåëåí âñþäó íà F(φ). Î÷åâèäíî,

MS ëèíåéíûé. Òàê êàê ôóíêöèîíàë S ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé íà F(φ), òî

íàéäóòñÿ íîìåð k ∈ N è ÷èñëî Ck > 0 òàêèå, ÷òî

|S(f)| ≤ Ckpk(f), f ∈ F(φ).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ z ∈ Cn ïðè ëþáûõ f ∈ F(φ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|MS[f ](z)| ≤ Ckpk(f) = Ck sup
t∈Cn

|f(z + t)|
exp(φk(t))

.

Èç (5.17) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðàm ∈ N ìîæíî íàéòè ÷èñëî l ∈ N.
Â ñèëó óñëîâèé l ≥ k è f ∈ F(φ) èìååì

|MS[f ](z)| ≤ Ck pl(f) sup
t∈Cn

exp(φl(z + t))

exp(φk(t))
. (5.24)

Òîãäà èç óñëîâèÿ (5.17) è (5.24) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

|MS[f ](z)| ≤ Cke
rm,kpl(f) exp(φm(z)).

Ïîýòîìó ïðè ëþáûõ m ∈ N

pm(MS[f ]) ≤ Cke
rm,kpl(f), f ∈ F(φ).

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûé îïåðàòîð MS äåéñòâóåò èç F(φ) â F(φ) è

îí íåïðåðûâåí.



67

Â ñèëó ëåìì 5.2 è 5.3 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì i5) è (5.17),

S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà F(φ), ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

êîòîðîãî pS(z) = Sξ(e
⟨ξ,z⟩) íå òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé. Òîãäà îïåðàòîð

ñâåðòêè MS[f ](z) = St(f(z + t)) ãèïåðöèêëè÷åí â F(φ).

Ïðèâåäåì ïðèìåð íå ãèïåðöèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà â F(φ).

Íàëîæèì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà ñåìåéñòâî ôóíêöèé φ ïðè âñåõ

m ∈ N:

i6) ïðè ôèêñèðîâàííîì λ ∈ C \ {0} äëÿ ëþáûõ R > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ

bm = bm(R) > 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

φm+1(z̃ + t) ≤ φm(z) + bm,

ãäå z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, t = (t1, . . . , tn) ∈ Cn : ∥t∥ ≤ R è

z̃ = (z1, . . . , zj−1, λzj, zj+1, . . . , zn), j ∈ (1;n).

Ïðèìåð. Ïðèìåðàìè ôóíêöèé φm èç ñåìåéñòâà φ = {φm}∞m=1,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ i6), ÿâëÿþòñÿ:

1) ïðè |λ| ≤ 1 φm(z) = 2−mp∥z∥p,
ïðè |λ| > 1 φm(z) = 2−mp|λ|−mp∥z∥p, ãäå p > 1;

2) ïðè |λ| ≤ 1 φm(z) =
q∑

k=1

ck2
−mpk∥z∥pk,

ïðè |λ| > 1 φm(z) =
q∑

k=1

ck2
−mpk|λ|−mpk∥z∥pk,

ãäå q ∈ N, 2 ≤ q <∞ è ïðè âñåõ k ∈ (1;n) pk > 1, ck ≥ 0,

ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí êîýôôèöèåíò ck íå ðàâåí íóëþ;

3) ïðè |λ| ≤ 1 φm(z) = 2−mαj |zj|αj + c2−mp∥z′∥p,
ïðè |λ| > 1 φm(z) = 2−mαj |λ|−mαj |zj|αj + c2−mp∥z′∥p,

ãäå íîìåð j çàäàí â óñëîâèè i6), αj > 1, p > 1, c ≥ 0,

z′ = (z1, . . . , zj−1, zj+1, . . . , zn) ∈ Cn−1.
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Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i6). Òîãäà îïåðàòîð

Tf(z) =
(

∂
∂zj
f
)
(z1, . . . , zj−1, λzj + b, zj+1, . . . , zn), ãäå j ∈ (1;n), f ∈ F(φ),

÷èñëà λ ∈ C \ {0} è b ∈ C ôèêñèðîâàííûå, íå ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ) ïðè

óñëîâèè |λ| < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì êîððåêòíîñòü îïåðàòîðà T â F(φ). Âîçüìåì ïðîèç-

âîëüíûì îáðàçîì ôóíêöèþ f ∈ F(φ) è íîìåð m ∈ N. Îáîçíà÷èì

z′ = (z′1, . . . , z
′
n) = (z1, . . . , zj−1, λzj + b, zj+1, . . . , zn).

Ïóñòü ÷èñëà r1 > 0, . . . , rn > 0 ïðîèçâîëüíû. Ââèäó àíàëèòè÷íîñòè f â Cn

ïîëó÷èì Tf ∈ H(Cn). Èç èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè âûòåêàåò ñëåäóþùåå

ðàâåíñòâî:( ∂

∂zj
f
)
(z′) =

1

(2πi)n

∫
T

f(ξ) dξ

(ξ1 − z′1) · . . . · (ξj − z′j)
2 · (ξj+1 − z′j+1) · . . . · (ξn − z′n)

,

ãäå T =
{
ξ = (ξ1, . . . , ξn) : |ξj − z′j| = rj, j = 1, . . . , n

}
. Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà∣∣∣∣( ∂

∂zj
f
)
(z′)

∣∣∣∣ ≤ 1

rj
max
ξ∈T

|f(ξ)|.

Òàê êàê äëÿ âñåõ m ∈ N è ξ ∈ Cn |f(ξ)| ≤ pm+1(f) e
φm+1(ξ), òî ïîëó÷èì

|Tf(z)| =
∣∣∣∣( ∂

∂zj
f
)
(z′)

∣∣∣∣ ≤ 1

rj
pm+1(f) exp

(
sup
ξ∈T

φm+1(ξ)

)
≤

≤ 1

rj
pm+1(f) exp

(
sup

|wj |=rj , j∈(1;n)
φm+1(z

′ + w)
)
≤

≤ 1

rj
pm+1(f) exp

(
sup

∥u∥≤r1+...+rn+|b|
φm+1(z

′′ + u)
)
,

ãäå z′′ = (z1, . . . , zj−1, λzj, zj+1, . . . , zn), u = (w1, . . . , wj−1, wj + b, wj+1, . . . , wn).

Ïî óñëîâèþ i6) ïðè âñåõ m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

exp

(
sup
z∈Cn

(
φm+1(z

′′ + u)− φm(z)
))

≤ eb̃m,

ãäå b̃m > 0 çàâèñèò îò ÷èñëà R = r1 + . . .+ rn + |b|.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðîèçâîëüíîì m ∈ N

pm(Tf) ≤
eb̃m

rj
pm+1(f) <∞.
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Òàêèì îáðàçîì, T äåéñòâóåò èç Fm+1 â Fm äëÿ ëþáûõ m ∈ N. Çíà÷èò, îïåðàòîð
T îïðåäåëåí êîððåêòíî â F(φ). Î÷åâèäíî, T ëèíåéíûé è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-

íûì.

Ïóñòü f ∈ F(φ), k ∈ N, z ∈ Cn,

z̃ = (z̃1, . . . , z̃n) = (z1, . . . , zj−1, λ
kzj + b(1 + λ+ λ2 + . . .+ λk−1), zj+1, . . . , zn).

Äëÿ âñåõ k ∈ N è z ∈ Cn èìååì

T kf(z) = λ
k(k−1)

2

( ∂k
∂zkj

f
)
(z1, . . . , zj−1, λ

kzj+b(1+λ+λ
2+ . . .+λk−1), zj+1, . . . , zn).

Òîãäà ( ∂k
∂zkj

f
)
(z̃) =

=
k!

(2πi)n

∫
T̃

f(ζ) dζ

(ζ1 − z̃1) · . . . · (ζj − z̃j)
k+1 · (ζj+1 − z̃j+1) · . . . · (ζn − z̃n)

,

ãäå T̃ =
{
ζ = (ζ1, . . . , ζn) : |ζj − z̃j| = rj, j = 1, . . . , n

}
.

Îòñþäà ïîëó÷èì∣∣∣( ∂k
∂zkj

f
)∣∣∣ ≤ k!

rkj
max
ζ∈T̃

|f(ζ)| ≤ k!

rkj
pm+1(f) exp

(
max
ζ∈T̃

φm+1(ζ)

)
≤

≤ k!

rkj
pm+1(f) exp

(
max

|uj |=rj , j∈(1;n)
φm+1(z̃ + u)

)
≤

≤ k!

rkj
pm+1(f) exp

(
max

∥v∥≤r1+...+rn+|b|| 1−λk

1−λ |
φm+1(˜̃z + v)

)
≤

≤ k!

rkj
pm+1(f) exp (φm(z) + cm) ,

ãäå ˜̃z = (z1, . . . , zj−1, λ
kzj, zj+1, . . . , zn), v = (u1, . . . , uj−1, uj+b

1−λk
1−λ , uj+1, . . . , un),

cm > 0 çàâèñèò îò r = (r1, . . . , rn), b è λ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

pm(T
kf) ≤ |λ|

k(k−1)
2
k!

rkj
pm+1(f)e

cm.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî T kf → 0 ïðè k → ∞ â F(φ). Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò

ôóíêöèè f ∈ F(φ) òàêîé, ÷òî

{T kf}
∞
k=0 = F(φ).

Çíà÷èò, â ñëó÷àå |λ| < 1 îïåðàòîð T íå ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).
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Òåïåðü ïðèâåäåì ïðèìåð ãèïåðöèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà, êîòîðûé íå

ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé.

Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå i6). Òîãäà îïåðàòîð

Tf(z) =
(
∂
∂zj
f
)
(z1, . . . , zj−1, λzj + b, zj+1, . . . , zn), ãäå j ∈ (1;n), f ∈ F(φ), ÷èñëà

λ ∈ C \ {0} è b ∈ C ôèêñèðîâàííûå, ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ) ïðè óñëîâèè

|λ| ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ∈ F(φ). Êàê ïîêàçàíî â

òåîðåìå 5.7, îïåðàòîð T ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé â F(φ) è T : F(φ) → F(φ).

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1.2 äîêàæåì åãî ãèïåðöèêëè÷íîñòü. Îïðåäåëèì

X = Y = span{zβ}β∈Zn
+
, â ñèëó ëåììû 4.4 ìíîæåñòâà X è Y ïëîòíû â F(φ).

Äåéñòâèå îïåðàòîðà T k íà ôóíêöèþ f ∈ F(φ) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k ∈ N
ðàâíî

T kf(z) = λ
k(k−1)

2

( ∂k
∂zkj

f
)
(z1, . . . , zj−1, λ

kzj + b
k−1∑
s=0

λs, zj+1, . . . , zn).

Äëÿ ëþáûõ k ∈ N è β ∈ Zn+ èìååì

T kzβ =


λ

k(k−1)
2 βj !

(βj−k)! z
β1
1 · . . . · zβj−1

j−1

(
λkzj + b

k−1∑
s=0

λs
)βj−k

z
βj+1

j+1 · . . . · zβnn ïðè k ≤ βj,

0 ïðè k > βj.

Òîãäà T kzβ → 0 ïðè k → ∞ â F(φ). Èòàê, óñëîâèå 1) òåîðåìû 1.2 âûïîëíåíî.

Òåïåðü îïðåäåëèì îïåðàòîðû Sk äëÿ ìîíîìîâ tγ ∈ Cn äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

k ∈ N è γ ∈ Zn+ â âèäå

Skt
γ =

γj!

(γj + k)!λkγjλ
k(k−1)

2

tγ11 · . . . · tγj−1

j−1 ·

·

((
tj − b

k−1∑
s=0

λs
)γj+k

−
γj+k∑
r=γj+1

(−1)r
(γj + k)!

(γj + k − r)!r!
t
γj+k−r
j br

( k−1∑
s=0

λs
)r)

t
γj+1

j+1 ·. . .·t
γn
n .

Ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 3) òåîðåìû 1.2 íà Y äëÿ âñåõ k ∈ N:

T kSkt
γ =

(γj + k)!γj!λ
k(k−1)

2

(γj + k)!γj!λ
k(k−1)

2

tγ11 · . . . · tγj−1

j−1 ·

·
(
λk
( tj
λk

− b

λk

k−1∑
s=0

λs
)
+ b

k−1∑
s=0

λs
)γj

t
γj+1

j+1 · . . . · tγnn = tγ.
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Îïåðàòîðû Sk äëÿ ëþáûõ k ∈ N ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Skt
γ =

γj!

(γj + k)!λkγjλ
k(k−1)

2

tγ11 · . . . · tγj−1

j−1 ·

·

(
γj+k∑
r=0

(−1)r
(γj + k)!

(γj + k − r)!r!
t
γj+k−r
j br

( k−1∑
s=0

λs
)r
−

−
γj+k∑
r=γj+1

(−1)r
(γj + k)!

(γj + k − r)!r!
t
γj+k−r
j br

( k−1∑
s=0

λs
)r)

· tγj+1

j+1 · . . . · tγnn =

=
γj!

(γj + k)!λkγjλ
k(k−1)

2

tγ11 · . . . · tγj−1

j−1 ·

·
γj∑
r=0

(
(−1)r

(γj + k)!

(γj + k − r)!r!
t
γj+k−r
j br

( k−1∑
s=0

λs
)r)

· tγj+1

j+1 · . . . · tγnn .

Â ñèëó i1) äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî M ∈ R+ íàéäåòñÿ ïîñòîÿí-

íàÿ CM = CM(m,M) ∈ R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ t = (t1, . . . , tn) ∈ Cn

óñëîâèþ

φm(t1, . . . , tn) ≥M(|t1|+ . . .+ |tn|)− CM ,

ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

e
sup

t∈Cn, tj ̸=0, j∈(1;n)

(
γ1 ln |t1|+...+γn ln |tn|−φm(t1,...,tn)

)
≤ eCM

γγ

(Me)|γ|
.

Îòñþäà äëÿ ëþáûõ k ∈ N ñëåäóåò, ÷òî

e
sup

t∈Cn, tj ̸=0, j∈(1;n)

(
γ1 ln |t1|+...+(γj+k) ln |tj |+...+γn ln |tn|−φm(t1,...,tn)

)
≤ eCM

(γj + k)γj+kγγ

γjγj(Me)|γ|+k
.

Äëÿ ëþáûõ m ∈ N è tγ ∈ Cn, γ ∈ Zn+ ïîëó÷èì

pm(Skt
γ) ≤ γj!

(γj + k)!|λ|kγj |λ|
k(k−1)

2

sup
t∈Cn

(
|t1|γ1 · . . . · |tj−1|γj−1·

·
k∑
r=0

(
(γj + k)!

(γj + k − r)!r!
|tj|γj+k−r|b|r

( k−1∑
s=0

|λ|s
)r)

· |tj+1|γj+1 · . . . · |tn|γne−φm(t)
)
≤

≤
γj∑
r=0

(
γj!

(γj + k − r)!r!|λ|kγj |λ|
k(k−1)

2

|b|r
( k−1∑
s=0

|λ|s
)r)

·
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· sup
t∈Cn

(
|t1|γ1 · . . . · |tj−1|γj−1 · |tj|γj+k−r · |tj+1|γj+1 · . . . · |tn|γne−φm(t)

)
≤

≤ eCM

γj∑
r=0

γj!|b|rkr|λ|r(k−1)

(γj + k − r)!r!|λ|kγj |λ|
k(k−1)

2

(γj + k − r)γj+k−rγγ

γjγj(Me)|γ|+k−r
≤

≤ eCM

γj∑
r=0

γj!γ
γ|b|rkr

γjγje|γ|−γjr!(γj + k − r)1/2|λ|k(γj−r)+r|λ|
k(k−1)

2 M |γ|+k−r
≤

≤ eCM
γjγ

γγj!|b|γjkγj

γjγje|γ|−γj |λ|γj(γj + k)1/2|λ|
k(k−1)

2 M |γ|+k
−−−→
k→∞

0.

Òîãäà Sktγ → 0 ïðè k → ∞ â F(φ). Çíà÷èò, óñëîâèå 2) òåîðåìû 1.2 âûïîëíåíî.

Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.2 âûïîëíåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå |λ| ≥ 1

îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå λ = 1 â ñëåäñòâèè 5.2 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ i5) îïåðàòîð

Tf(z) =
N∑

α: |α|=0

m∑
β: |β|=1

cαβ(D
αf)(z + aβ)

ãèïåðöèêëè÷åí â F(φ).
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� 6. Õàîòè÷íîñòü è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòü îïåðàòîðîâ,

êîììóòèðóþùèõ ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, â F(φ)

Ïðèâåäåì ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå â äàëüíåéøåì óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü r = (r1, . . . , rn), ãäå ri > 0 � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû ïðè

âñåõ i = 1, . . . , n,

Dr =
{
z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |zi| < ri, i = 1, . . . , n

}
,

B ⊂ C � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî è φ � íåïîñòîÿííàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ

â Cn. Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà λ0 ∈ Dr, äëÿ êîòîðîé φ(λ0) � ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà ìíîæåñòâà B, òî ñèñòåìà ýêñïîíåíò{
e⟨ξ,z⟩

}
ξ∈Dr: φ(ξ)∈B

ïîëíà â F(φ) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ i4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ i1) äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ξ ∈ Cn

ôóíêöèÿ e⟨ξ,z⟩ ëåæèò â F(φ). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé

ôóíêöèîíàë S ∈ F∗(φ) òàêîé, ÷òî Sz(e⟨ξ,z⟩) = 0 ïðè âñåõ ξ ∈ Dr ∩ φ−1(B).

Ïîêàæåì, ÷òî S � íóëåâîé ôóíêöèîíàë.

Ïî óñëîâèþ ëåììû íàéäåòñÿ òî÷êà λ0 ∈ Dr òàêàÿ, ÷òî φ(λ0) ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà B. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

{wk}k∈N ⊂ B, äëÿ êîòîðîé wk −−−→
k→∞

φ(λ0). Ïîñêîëüêó φ : Cn → C � íåïîñòîÿí-

íàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ â Cn, òî ïî òåîðåìå 6 [73, ïðèëîæåíèå B] φ ÿâëÿåòñÿ îòêðû-

òûì îòîáðàæåíèåì â C. Îòñþäà è èç íåïðåðûâíîñòè φ â Cn ñëåäóåò, ÷òî ïðè

âñåõ k ∈ N êàæäîìó çíà÷åíèþ wk ∈ B ìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êó λk ∈ Cn òàêóþ,

÷òî λk = φ−1(wk) è λk ̸= λ0. Ïðè÷åì òî÷êè λk áåðåì òàê, ÷òîáû îíè íå ñîâïà-

äàëè ìåæäó ñîáîé è ôóíêöèÿ φ íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç λ0 è λk, íå áûëà

ïîñòîÿííîé. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {λk}k∈N ⊂ Cn

òàêèõ, ÷òî φ(λk) ∈ B ïðè âñåõ k ∈ N è φ(λk) −−−→
k→∞

φ(λ0). Òàê êàê φ � îòêðû-

òîå îòîáðàæåíèå, òî λk −−−→
k→∞

λ0.

Ïîñêîëüêó λ0 ∈ Dr, òî ïðè íåêîòîðîì R > 0 øàð BR = {z ∈ Cn :

∥z − λ0∥ < R} ëåæèò â Dr. Ïóñòü A = {ξk}∞k=1 � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî

òî÷åê ξk ∈ Cn, ãäå ξk ïðè êàæäîì k ∈ N ëåæèò íà ñôåðå Sk = {z ∈ Cn :

∥z − λk∥ = R}. Âîçüìåì òî÷êó ξ1. Åñëè φ(ξ1) ̸= φ(λ0), òî îáðàçóåì êîìïëåêñ-

íóþ ïðÿìóþ L1, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ξ1 è λ0. Íà L1 ôóíêöèÿ φ íå ïîñòîÿííàÿ.
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Åñëè φ(ξ1) = φ(λ0), òî â êàæäîé îêðåñòíîñòè V1j = {z ∈ Cn : ∥z − ξ1∥ < 1
j},

ãäå j = 1, 2, . . ., íàéäåòñÿ òî÷êà ξ1j òàêàÿ, ÷òî φ(ξ1j) ̸= φ(ξ1), çíà÷èò,

φ(ξ1j) ̸= φ(λ0). ×åðåç ξ1j è λ0 ïðîâåäåì ïðÿìóþ L1j. Íà íåé ôóíêöèÿ φ

íå ïîñòîÿííàÿ. Ïóñòü L1 = {L1}, åñëè φ(ξ1) ̸= φ(λ0), è L1 =
∞⋃
j=1

L1j, åñëè

φ(ξ1) = φ(λ0). Àíàëîãè÷íî áåðåì òî÷êè ξ2, ξ3, . . . è ñòðîèì ñåìåéñòâà ïðÿìûõ

L2, L3, . . .. Äàëåå ïîëàãàåì L =
∞⋃
k=1

Lk. Ìíîæåñòâî L ïëîòíî â Cn è íà êàæäîì

ýëåìåíòå èç Lk ôóíêöèÿ φ íå ïîñòîÿííà.

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïðÿìàÿ èç L. Ââèäó òîãî, ÷òî φ

íåïîñòîÿííà íà M , φ|Dr∩M � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå. Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî

φ(λ0) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà B, âûòåêàåò, ÷òî λ0 � ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà ìíîæåñòâà Dr ∩M ∩ φ−1(B). Ïîñêîëüêó íàëîæèëè óñëîâèå Sz(e⟨ξ,z⟩) = 0

ïðè âñåõ ξ ∈ Dr ∩ φ−1(B), òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè

ïîëó÷èì Sz(e
⟨ξ,z⟩) = 0 äëÿ ëþáûõ ξ ∈ Dr ∩M . Ìíîæåñòâî

⋃
k∈N

M ïëîòíî â Cn,

çíà÷èò, Sz(e⟨ξ,z⟩) = 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ Dr.

Ïî ëåììå 4.3 ôóíêöèÿ pS(ξ) öåëàÿ è Sz(e⟨ξ,z⟩) = 0 äëÿ êàæäîãî ξ ∈ Dr,

òîãäà ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ñëåäóåò, ÷òî Sz(e⟨ξ,z⟩) = 0 ïðè âñåõ ξ ∈ Cn. Ïî-

ñêîëüêó ïðè âñåõ α ∈ Zn+ è ξ ∈ Cn âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Dα
ξ
pS(ξ) = Sz(z

αe⟨ξ,z⟩),

òî âåðíî òîæäåñòâî Dα
ξ
pS(ξ) = Sz(z

αe⟨ξ,z⟩) = 0, ãäå α ∈ Zn+ è ξ ∈ Cn. Çíà÷èò,

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî α ∈ Zn+ Sz(z
α) = 0. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ïîëèíîìîâ

p ∈ F(φ) S(p) = 0. Ââèäó ïëîòíîñòè ïîëèíîìîâ ïî ëåììå 4.1 â F(φ) ïîëó÷èì

ôîðìóëó S(f) = 0 ïðè âñåõ f ∈ F(φ), çíà÷èò, ôóíêöèîíàë S íóëåâîé. Îòñþäà

ïîëó÷èì, ÷òî ñèñòåìà ýêñïîíåíò {e⟨ξ,z⟩}ξ∈Dr: φ(ξ)∈B ïîëíà â F(φ).

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïî ëåììå 6.1.

Ïðèìåð. Ïîëîæèì

Dr =
{
z ∈ Cn : |zi| < ri, i = 1, . . . , n

}
,

ãäå ri > 0 � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû ïðè âñåõ i = 1, . . . , n, φ = z1z2 . . . zn è

B =
{
z ∈ C : |z| < r1r2 . . . rn

}
.

Òîãäà ìíîæåñòâî
{
e⟨ξ,z⟩

}
{ξ∈Cn: |ξi|<ri, i=1,...,n} ïîëíî â F(φ) ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ i4) â ñèëó ëåììû 4.4.

Äîêàæåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ

äèôôåðåíöèðîâàíèåì.
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Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i4), çàäàí ëèíåé-

íûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â F(φ), êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðà-

ìè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå êðàòíûé òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó.

Òîãäà îïåðàòîð T õàîòè÷åñêèé â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåîðåìå 5.5 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî T � ãèïåðöèêëè÷åñêèé

îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå F(φ). Îòñþäà ïî ëåììàì 1.1 è 1.2 ñëåäóåò,

÷òî óñëîâèÿ õàîòè÷íîñòè (A) è (B) âûïîëíåíû. Ïðîâåðèì óñëîâèå (C).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.5 ïîêàçàëè, ÷òî äåéñòâèå T íà e⟨λ,z⟩ ðàâíî

T (e⟨λ,z⟩) = aT (λ)e
⟨λ,z⟩,

ãäå aT (λ) � íåïîñòîÿííàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå φ(λ) = aT (λ).

Â ñèëó òåîðåìû 1.4 ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê îïåðàòîðà T èìååò

âèä

V = span
{
f ∈ F(φ) : ∃ α ∈ Q : Tf(z) = eαπif(z)

}
.

Âîçüìåì ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà V :

V0 = span
{
e⟨λ,z⟩

}
λ∈W ,

ãäå W =
{
λ ∈ Cn : ∃ α ∈ Q : φ(λ) = eαπi

}
.

Òàê êàê φ : Cn → C ÿâëÿåòñÿ íåïîñòîÿííîé öåëîé ôóíêöèåé â Cn, òî ïî

òåîðåìå 6 [73, ïðèëîæåíèå B] φ � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå â C. Ïîñêîëüêó ïî

òåîðåìå Ïèêàðà [116, ñ. 219] öåëàÿ ôóíêöèÿ φ, íå òîæäåñòâåííàÿ ïîñòîÿí-

íîé, ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ, êðîìå, ìîæåò áûòü, îäíîãî, èç C, òî ïåðåñå÷åíèå
φ(Cn) ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ T âñþäó ñîâïàäàåò ñ T, êðîìå, ìîæåò áûòü,
îäíîé òî÷êè. Çàìåòèì, ÷òî íà îêðóæíîñòè T ëåæàò êàê êîìïëåêñíûå êîðíè èç

åäèíèöû áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê âèäà eαπi, ãäå α ∈ Q, ïðè÷åì êàæäàÿ òî÷êà

íà T ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ òî÷åê èç T. Ïîñêîëüêó φ � íåïðåðûâíîå îòêðû-

òîå îòîáðàæåíèå, òî â ïðîîáðàçå φ−1(T) èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê âèäà
λ = φ−1(eαπi), ãäå α ∈ Q, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîëèêðóãå

Dr â Cn.

Âîçüìåì íåêîòîðóþ òî÷êó λ0 ∈ Dr òàêóþ, ÷òî w0 = φ(λ0) ∈ T. Î÷åâèäíî,
èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {λk}∞k=1 ⊂ Dr òàêàÿ, ÷òî λk −−−→

k→∞
λ0 è

òî÷êè φ(λk) èìåþò âèä eαπi, ãäå α ∈ Q, è φ(λk) −−−→
k→∞

φ(λ0). Ïî ëåììå 6.1 ìíîæå-

ñòâî V0 ïëîòíî â F(φ). Ñëåäîâàòåëüíî, T � õàîòè÷åñêèé îïåðàòîð â F(φ).
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Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå i4), çàäàí ëèíåé-

íûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â F(φ), êîòîðûé êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðà-

ìè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå êðàòíûé òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó.

Òîãäà îïåðàòîð T ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.5 îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â ïðî-

ñòðàíñòâå Ôðåøå F(φ). Êàê ïîêàçàíî â åå äîêàçàòåëüñòâå, äåéñòâèå T íà e⟨λ,z⟩

ðàâíî

T (e⟨λ,z⟩) = aT (λ)e
⟨λ,z⟩,

ãäå aT (λ) � íåïîñòîÿííàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì φ(λ) = aT (λ). Èç òåîðå-

ìû 6.1 âèäíî, ÷òî ÷èñëà φ(λ) ïðèíàäëåæàò ñîâîêóïíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé îïåðàòîðà T , à ýêñïîíåíòû e⟨λ,z⟩ � ìíîæåñòâó åãî ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Äîêàæåì òåîðåìó ïî ñõåìå èç òåîðåìû 1.3 [26].

Âîçüìåì íåêîòîðóþ òî÷êó λ0 ∈ Cn òàêóþ, ÷òî w0 = φ(λ0) ∈ T.
Ïóñòü B � íåêîòîðàÿ äóãà íà T, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó w0. Òî÷êà w0 ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëüíîé äëÿ òî÷åê íà îêðóæíîñòè T, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òî÷åê {wk}k∈N ⊂ B, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ wk −−−→
k→∞

φ(λ0). Ïîñêîëü-

êó φ : Cn → C ÿâëÿåòñÿ íåïîñòîÿííîé öåëîé ôóíêöèåé â Cn, òî ïî òåîðåìå 6 [73,

ïðèëîæåíèå B] φ � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå â C. Îòñþäà è èç íåïðåðûâíîñòè φ
â Cn ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ íîìåðàõ k ∈ N êàæäîìó çíà÷åíèþ wk ∈ B ìîæíî

ñîïîñòàâèòü òî÷êó λk ∈ Cn òàêóþ, ÷òî λk = φ−1(wk) è λk ̸= λ0. Ïðè÷åì òî÷êè λk
áåðåì òàê, ÷òîáû îíè íå ñîâïàäàëè ìåæäó ñîáîé è ôóíêöèÿ φ íà ïðÿìîé, ïðîõî-

äÿùåé ÷åðåç λ0 è λk, íå áûëà ïîñòîÿííîé. Çíà÷èò, èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òî÷åê {λk}k∈N ⊂ Cn òàêèõ, ÷òî φ(λk) ∈ B ïðè âñåõ k ∈ N è φ(λk) −−−→
k→∞

φ(λ0).

Â ñèëó òîãî, ÷òî φ � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî λk −−−→
k→∞

λ0.

Èñïîëüçóÿ ñõåìó èç ëåììû 6.1, ïîñòðîèì ìíîæåñòâî ïðÿìûõ L â Cn.

Âîçüìåì ïîäìíîæåñòâî èç L â âèäå {Mk}∞k=1, ãäå ïðè êàæäîì k ∈ N Mk = Lk,

åñëè Lk = {Lk}, è Mk = Lk1, åñëè Lk =
∞⋃
j=1

Lkj.

Òàê êàê íåïîñòîÿííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ φ|Mk
ïðè âñåõ k ∈ N

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì, òî â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà L êàæ-

äîé ïðÿìîé Mk ïðè âñåõ k ∈ N ìîæíî ñîïîñòàâèòü òî÷êó λk ∈ Cn. Òîãäà

òî÷êå λk, êàê ïîêàçàíî âûøå, ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

îïåðàòîðà T wk ∈ T. Âîçüìåì íåïóñòóþ îòêðûòóþ äóãó γk ⊂ T, ñîäåðæàùóþ
òî÷êó wk. Îïðåäåëèì àíàëèòè÷åñêóþ íà îêðóæíîñòè T ôóíêöèþ ψk : γk →Mk
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òàêóþ, ÷òî

φ(ψk(wk)) = wk.

Äàëåå ïîñòðîèì íå òîæäåñòâåííóþ íóëþ C2-ãëàäêóþ ôóíêöèþ fk : T → C
òàêèì îáðàçîì, ÷òî fk(wk) ̸= 0, à òàêæå fk íå òîæäåñòâåííà íóëþ íà γk è fk ≡ 0

âíå γk. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Ek : T → F(φ) â âèäå

Ek(w) = fk(w)e
⟨ψk(w),z⟩, z ∈ Cn

â òî÷êàõ w ∈ γk è Ek(w) = 0 â òî÷êàõ w /∈ γk. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ fk C2-ãëàäêàÿ

íà T è e⟨ψk(w),z⟩ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî w íà T, òî ôóíêöèÿ Ek

ÿâëÿåòñÿ C2-ãëàäêîé ïî w íà T.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ k ∈ N Ek � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà

T , ñîîòâåòñòâóþùèå èçîëèðîâàííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì wk = φ(λk), ãäå

wk ∈ T, k ∈ N. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî

Ẽ = span
{
fk(w)e

⟨ψk(w),z⟩ : w ∈ γk
}
k∈N = span

{
fk(φk(λ))e

⟨λ,z⟩ : λ ∈ W
}
k∈N,

ãäå W =
{
λ ∈ Cn : λ ∈ ψk(γk)

}
k∈N, îïðåäåëÿåò ïîëå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

îïåðàòîðà T , ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ åäèíè÷íûì ìîäóëåì.

Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ k ∈ N Ek � C2-ãëàäêèå ïî w ôóíêöèè, òî Ẽ îáðàçóåò

C2-ãëàäêîå ïîëå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà T , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ åäèíè÷íûì ìîäóëåì.

Çàìåòèì, ÷òî Ẽ ñîäåðæèò ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî:

V0 = span
{
e⟨λ,z⟩

}
λ∈W

,

ãäå W =
{
λ ∈ Cn : ∃ α ∈ Q : φ(λ) = eαπi

}
. Êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 6.1,

V0 ïëîòíî â F(φ). Òîãäà Ẽ òàêæå ïëîòíî â F(φ). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð

T èìååò â F(φ) C2-ãëàäêîå îõâàòûâàþùåå ïîëå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñ åäèíè÷íûì ìîäóëåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî

òåîðåìå 1.5 îïåðàòîð T ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Èç òåîðåì 6.1 è 6.2 âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 6.1. Ïóñòü ïîëèíîì P (z) =
m∑

α: |α|=0

aαz
α, ãäå m ∈ N è aα ∈ C ïðè

ëþáûõ α ∈ Zn+, îòëè÷åí îò ïîñòîÿííîé. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ i4)

îïåðàòîð T =
m∑

α: |α|=0

aαD
α
z õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).



78

Î÷åâèäíî, îïåðàòîð T êîììóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Â òåîðåìå 5.2

ïîêàçàíû åãî ëèíåéíîñòü è íåïðåðûâíîñòü â F(φ).

Ñëåäñòâèå 6.2. Ïóñòü m ∈ N è çàäàíû ÷èñëà aα ∈ Cn\{(0, 0, . . . , 0)}, cα ∈ C,
ãäå α ∈ Zn+ ñ 1 ≤ |α| ≤ m, ïðè÷åì íå âñå cα ðàâíû íóëþ, f ∈ F(φ). Òîãäà ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèÿ i5) îïåðàòîð Tf(z) =
m∑

α: |α|=1

cαf(z + aα) õàîòè÷åñêèé è

÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Ïî ñëåäñòâèþ 5.1 T ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé. Î÷åâèäíî, îí êîììóòèðóåò

ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Ñëåäñòâèå 6.3. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà N ∈ N, m ∈ N è aβ ∈ Cn\{(0, 0, . . . , 0)},
cαβ ∈ C, ãäå α, β ∈ Zn+, ïðè÷åì íå âñå cαβ ðàâíû íóëþ, f ∈ F(φ). Òîãäà

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ i5) îïåðàòîð Tf(z) =
N∑

α: |α|=0

m∑
β: |β|=1

cαβ(D
αf)(z + aβ)

õàîòè÷åí è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åí â F(φ).

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5.2 äëÿ îïåðàòîðà âûïîëíÿþòñÿ ëèíåéíîñòü è íåïðåðûâ-

íîñòü, à ñâîéñòâî êîììóòèðîâàíèÿ ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì î÷åâèäíî.

Ñëåäñòâèå 6.4. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i4),

Φ(z) =
∞∑

α: |α|=0

cαz
α � íåïîñòîÿííàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà

â Cn, ãäå cα ∈ C äëÿ âñåõ α ∈ Zn+. Îïðåäåëèì îïåðàòîð

T : f ∈ F(φ)
Φ(D)−−−→

∞∑
α: |α|=0

cαD
α
z f(z). Òîãäà îïåðàòîð T õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Èç òåîðåìû 5.3 âèäíî, ÷òî îïåðàòîð ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé. Ïîñêîëüêó

T êîììóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, òî óòâåðæäåíèå âåðíî.

Åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i5) è çàäàíà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü Λ = (λα)
∞
α: |α|=1 òî÷åê λα ∈ Cn, ãäå α ∈ Zn+, òî ïðè âñåõ m ∈ N è

α ∈ Zn+ ìîæíî îïðåäåëèòü çàâèñÿùóþ îò Λ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

bα,m(Λ) = sup
z∈Cn

(φm+1(z + λα)− φm(z)).

Ñëåäñòâèå 6.5. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå i5) è çàäàíû

ñîâîêóïíîñòü (dα)
∞
α: |α|=1 ÷èñåë dα ∈ C, ãäå α ∈ Zn+, ïðè÷åì íå âñå dα ðàâíû

íóëþ, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Λ = (λα)
∞
α: |α|=1 òî÷åê λα ∈ Cn \ {(0, 0, . . . , 0)},



79

ãäå α ∈ Zn+, òàêèõ, ÷òî lim
α→∞

|λα| = ∞ è
∞∑

α: |α|=1

|dα|ebα,m(Λ) < ∞ äëÿ ëþáîãî

m ∈ N. Îïðåäåëèì â F(φ) îïåðàòîð T : f ∈ F(φ) −→
∞∑

α: |α|=1

dαf(z + λα). Òîãäà

T õàîòè÷åí è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åí â F(φ).

Êàê ïîêàçàíî â ñëåäñòâèè 5.3, äëÿ îïåðàòîðà âûïîëíåíû ñâîéñòâà ëèíåé-

íîñòè è íåïðåðûâíîñòè. Åãî ñâîéñòâî êîììóòèðîâàíèÿ ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì

î÷åâèäíî.

Ñëåäñòâèå 6.6. Ïóñòü S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà H(Cn),

ïðè÷åì åãî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà pS(z) = Sξ(e
⟨ξ,z⟩) íå òîæäåñòâåííî ïîñòî-

ÿííîé. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ i5) îïåðàòîð ñâåðòêè

MS[f ](z) = St(f(z + t)) ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèì

â F(φ).

Ïîñêîëüêó S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà H(Cn), òî åãî

îïðåäåëÿþùåå ìíîæåñòâî êîìïàêòíî. Ââèäó ñëåäñòâèÿ 5.4 îïåðàòîð ëèíåéíûé

è íåïðåðûâíûé. Â òåîðåìå 2.5 ïîêàçàíî, ÷òî îí êîììóòèðóþùèé ñ äèôôåðåí-

öèðîâàíèåì.

Ñëåäñòâèå 6.7. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì i5) è

∀m, k ∈ N ∃ l = lm,k ∈ N, r = rm,k > 0 : ∀ z, t ∈ Cn φl(z+t) ≤ φm(z)+φk(t)+r,

à òàêæå îïðåäåëåí S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà F(φ),

ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà êîòîðîãî pS(z) = Sξ(e
⟨ξ,z⟩) íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.

Òîãäà îïåðàòîð ñâåðòêè MS[f ](z) = St(f(z + t)) õàîòè÷åí è ÷àñòî-ãèïåðöèê-

ëè÷åí â F(φ).

Â ëåììå 5.3 áûëè äîêàçàíû ëèíåéíîñòü è íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà.

Â ëåììå 5.2 ïîêàçàíî, ÷òî îí êîììóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì.
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� 7. Õàîòè÷íîñòü è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòü

îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà â F(φ)

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì èçó÷àòü ñâîéñòâà õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷-

íîñòè êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â F(φ). Äàëåå ïîêàæåì

ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå õàîòè÷íîñòè.

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i5), çàäàíû ÷èñëà

m ∈ N è cα ∈ C \ {0}, aα ∈ Cn \ {(0, 0, . . . , 0)}, ãäå α ∈ Zn+, f ∈ F(φ).

Òîãäà îïåðàòîð Tf(z) =
m∑

α: |α|=0

cαf(z + aα) ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 5.1 îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Â ñèëó ëåìì 1.1 è 1.2 òðåáîâàíèÿ (A) è (B) èç îïðåäåëåíèÿ õàîòè÷íîñòè âûïîë-

íåíû. Òåïåðü ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (C).

Èç òåîðåìû 1.4 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê îïåðàòîðà T

îáðàçóåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

V = span
{
f ∈ F(φ) : ∃ α ∈ Q : Tf(z) = eαπif(z)

}
.

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà V V0 = span
{
e⟨λ,z⟩

}
λ∈W

, ãäå

W =
{
λ ∈ Cn : ∃ α ∈ Q :

m∑
β: |β|=0

cβe
⟨λ, aβ⟩ = eαπi

}
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå φ(λ) =
m∑

β: |β|=0

cβe
⟨λ, aβ⟩. Òàê êàê φ : Cn → C ÿâëÿ-

åòñÿ íåïîñòîÿííîé öåëîé ôóíêöèåé â Cn, òî ïî òåîðåìå 6 [73, ïðèëîæåíèå B]

φ � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå â C. Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå Ïèêàðà [116, ñ. 219] íåïî-
ñòîÿííàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ φ ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ, êðîìå, ìîæåò áûòü, îäíîãî,

èç C, òî ïåðåñå÷åíèå φ(Cn) ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ T âñþäó ñîâïàäàåò ñ T,
êðîìå, ìîæåò áûòü, îäíîé òî÷êè. Çàìåòèì, ÷òî íà îêðóæíîñòè T ëåæàò êàê

êîìïëåêñíûå êîðíè èç åäèíèöû áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê âèäà eαπi, ãäå α ∈ Q,
ïðè÷åì êàæäàÿ òî÷êà íà T ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ òî÷åê èç T. Ïîñêîëü-
êó φ � íåïðåðûâíîå îòêðûòîå îòîáðàæåíèå, òî â ïðîîáðàçå φ−1(T) èìååòñÿ
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê âèäà λ = φ−1(eαπi), ãäå α ∈ Q, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â
íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîëèêðóãå Dr â Cn. Âîçüìåì íåêîòîðóþ òî÷êó λ0 ∈ Dr

òàêóþ, ÷òî w0 = φ(λ0) ∈ T. Î÷åâèäíî, èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

{λk}∞k=1 ⊂ Dr òàêàÿ, ÷òî λk −−−→
k→∞

λ0 è òî÷êè φ(λk) èìåþò âèä eαπi, ãäå α ∈ Q,
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è φ(λk) −−−→
k→∞

φ(λ0). Â ñèëó ëåììû 6.1 ìíîæåñòâî V0 ïëîòíî â F(φ). Òàêèì

îáðàçîì, îïåðàòîð T õàîòè÷åñêèé â F(φ).

Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå i5), çàäàíû

÷èñëà N ∈ N è cα ∈ C \ {0}, aα ∈ Cn, ãäå α ∈ Zn+, ïðè÷åì íå âñå aα ðàâíû íóëþ,

f ∈ F(φ). Òîãäà îïåðàòîð Tf(z) =
N∑

α: |α|=0

cα(D
αf)(z + aα) ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷å-

ñêèì â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 5.2 îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åí â F(φ).

Èç ëåìì 1.1 è 1.2 âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé (A) è (B) èç îïðåäåëåíèÿ

õàîòè÷íîñòè. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿ (C).

Ïî òåîðåìå 1.4 ñîâîêóïíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê îïåðàòîðà T ñîñòàâëÿåò

ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

V = span
{
f ∈ F(φ) : ∃ α ∈ Q : Tf(z) = eαπif(z)

}
.

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà V V0 = span
{
e⟨λ,z⟩

}
λ∈W

, ãäå

W =
{
λ ∈ Cn : ∃ α ∈ Q :

N∑
β: |β|=0

cβλ
βe⟨λ, aβ⟩ = eαπi

}
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå φ(λ) =
N∑

β: |β|=0

cβλ
βe⟨λ, aβ⟩. Òàê êàê φ : Cn → C ÿâëÿ-

åòñÿ íåïîñòîÿííîé öåëîé ôóíêöèåé â Cn, òî ïî òåîðåìå 6 [73, ïðèëîæåíèå B]

φ � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå â C. Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå Ïèêàðà [116, ñ. 219]

íåïîñòîÿííàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ φ ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ, êðîìå, ìîæåò áûòü,

îäíîãî, èç C, òî ïåðåñå÷åíèå φ(Cn) ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ T âñþäó ñîâ-

ïàäàåò ñ T, êðîìå, ìîæåò áûòü, îäíîé òî÷êè. Íà îêðóæíîñòè T ëåæàò êàê

êîìïëåêñíûå êîðíè èç åäèíèöû áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê âèäà eαπi, ãäå α ∈ Q,
ïðè÷åì êàæäàÿ òî÷êà íà T ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ òî÷åê èç T. Ïîñêîëü-
êó φ � íåïðåðûâíîå îòêðûòîå îòîáðàæåíèå, òî â ïðîîáðàçå φ−1(T) èìååòñÿ
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê âèäà λ = φ−1(eαπi), ãäå α ∈ Q, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â
íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîëèêðóãå Dr â Cn. Âîçüìåì íåêîòîðóþ òî÷êó λ0 ∈ Dr

òàêóþ, ÷òî w0 = φ(λ0) ∈ T. Î÷åâèäíî, èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

{λk}∞k=1 ⊂ Dr òàêàÿ, ÷òî λk −−−→
k→∞

λ0 è òî÷êè φ(λk) èìåþò âèä eαπi, ãäå α ∈ Q, è
φ(λk) −−−→

k→∞
φ(λ0). Ïî ëåììå 6.1 ìíîæåñòâî V0 ïëîòíî â F(φ). Ñëåäîâàòåëüíî,

T � õàîòè÷åñêèé îïåðàòîð â F(φ).



82

Òåïåðü ïîêàæåì õàîòè÷íîñòü è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòü îïåðàòîðà äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ â F(φ), èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.3.

Òåîðåìà 7.3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ i4) îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Tf(z) = Dαf(z) = ∂|α|

∂z
α1
1 ...∂zαnn

f(z), ãäå α ∈ Zn+, α ̸= (0, 0, . . . , 0), f ∈ F(φ),

õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà T : F(φ) → F(φ) äîêàçàíà

â ëåììå 5.1. Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1.3 õàîòè÷íîñòü è ÷àñòî-ãèïåðöèê-

ëè÷íîñòü T â F(φ). Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà W îïðåäåëèì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó

ìíîæåñòâà ìîíîìîâ zβ = zβ11 · . . . · zβnn , ãäå β ∈ Zn+. Ïî ëåììå 4.1 W ïëîòíî â

F(φ).

Äåéñòâèå îïåðàòîðà T íà ìîíîìû zβ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k ∈ N è β ∈ Zn+
èìååò âèä

T kzβ =


β!

(β−kα)!z
β−kα ïðè k ≤ k0,

0 ïðè k > k0,

ãäå k0 � ìèíèìàëüíîå èç ÷èñåë
[
βj
αj

]
, j = 1, . . . , n. Îòñþäà ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

∞∑
k=0

T kzβ =

k0∑
k=0

β!

(β − kα)!
zβ−kα.

Î÷åâèäíî, óñëîâèå 1) òåîðåìû 1.3 âûïîëíåíî.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð S : W → W â âèäå

Skzβ =
β!

(β + kα)!
zβ+kα ∀ k ∈ N0.

Óñëîâèå 3) òåîðåìû 1.3 ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáûõ zβ ∈ W :

TSzβ =
(β + α)!

β!

β!

(β + α)!
zβ+α−α = zβ.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2) òåîðåìû1.3 íà W . Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
k=0

Skzβ =
∞∑
k=0

β!

(β + kα)!
zβ+kα.

Ââèäó óñëîâèÿ i1) äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî M ∈ R+ ñóùåñòâóåò

ïîñòîÿííàÿ CM ∈ R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì

z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn îöåíêå

φm(z1, . . . , zn) ≥M(|z1|+ . . .+ |zn|)− CM ,
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ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

e
sup

z∈Cn, zj ̸=0, j∈(1;n)

(
(β1+kα1) ln |z1|+...+(βn+kαn) ln |zn|−φm(z1,...,zn)

)
≤ eCM

(
β + kα

)β+kα
(Me)|β|+k|α|

.

Ðÿä ñõîäèòñÿ â Fm ïðè âñåõ m ∈ N:

pm

( ∞∑
k=0

Skzβ

)
=

∞∑
k=0

β!

(β + kα)!
sup
z∈Cn

(
|z|β+kαe−φm(z)

)
≤

≤
∞∑
k=0

β!

(β + kα)!
e

sup
z∈Cn, zj ̸=0, j∈(1;n)

(
(β1+kα1) ln |z1|+...+(βn+kαn) ln |zn|−φm(z)

)
≤

≤ eCMβ!

M |β|

∞∑
k=0

1

kn/2Mk|α| <∞.

Èòàê, óñëîâèå 2) òåîðåìû 1.3 ñïðàâåäëèâî, òàê êàê â ñèëó i1) ÷èñëî M

ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð T õàîòè÷åñêèé è

÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Ïðèâåäåì ïðèìåð íå ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà â F(φ).

Òåîðåìà 7.4. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå i6). Òîãäà îïåðàòîð

Tf(z) =
(
∂
∂zj
f
)
(z1, . . . , zj−1, λzj + b, zj+1, . . . , zn), ãäå j ∈ (1;n), f ∈ F(φ), ÷èñëà

λ ∈ C \ {0} è b ∈ C ôèêñèðîâàííûå, íå ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ) ïðè

óñëîâèè |λ| < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 5.7, îïåðàòîð T ëèíåéíûé è íåïðå-

ðûâíûé â F(φ) è T : F(φ) → F(φ). Äåéñòâèå T k íà ôóíêöèþ f ∈ F(φ) ïðè

âñåõ k ∈ N èìååò âèä

T kf(z) = λ
k(k−1)

2

( ∂k
∂zkj

f
)
(z1, . . . , zj−1, λ

kzj+b(1+λ+λ
2+ . . .+λk−1), zj+1, . . . , zn).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî W êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âñåõ ìîíîìîâ

zβ = zβ11 · . . . · zβnn , ãäå β ∈ Zn+. Â ñèëó ëåììû 4.1 W ïëîòíî â F(φ).

Êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 5.8,

pm(T
kf) ≤ |λ|

k(k−1)
2
k!

rkj
pm+1(f)e

cm.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî T kf → 0 ïðè k → ∞ â F(φ). Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò

ôóíêöèè f ∈ F(φ) òàêîé, ÷òî

{T kf}
∞
k=0 = F(φ).
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Èòàê, â ñëó÷àå |λ| < 1 îïåðàòîð T íå ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ).

Ïðèâåäåì ïðèìåð îïåðàòîðà, êîòîðûé íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñâåðòêè.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.7 ïðèâåäåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå i6).

Òåîðåìà 7.5. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ i6). Òîãäà îïåðà-

òîð Tf(z) =
(
∂
∂zj
f
)
(z1, . . . , zj−1, λzj + b, zj+1, . . . , zn), ãäå j ∈ (1;n), f ∈ F(φ),

÷èñëà λ ∈ C \ {0} è b ∈ C ôèêñèðîâàííûå, ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèì â F(φ) ïðè óñëîâèè |λ| ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 5.7 îïåðàòîð T ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé â

F(φ). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.3, ïîêàæåì õàîòè÷íîñòü è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòü

T â F(φ).

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî W =
{
zβ
}
β∈Zn

+
. Ïî òåîðåìå 4.1 W ïëîòíî â ïðî-

ñòðàíñòâå F(φ). Äåéñòâèå îïåðàòîðà T k íà ôóíêöèþ f ∈ F(φ) äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ k ∈ N ðàâíî

T kf(z) = λ
k(k−1)

2

( ∂k
∂zkj

f
)
(z1, . . . , zj−1, λ

kzj + b

k−1∑
s=0

λs, zj+1, . . . , zn).

Äëÿ ëþáûõ k ∈ N è β ∈ Zn+ èìååì

T kzβ =


λ

k(k−1)
2 βj !

(βj−k)! z
β1
1 · . . . · zβj−1

j−1

(
λkzj + b

k−1∑
s=0

λs
)βj−k

z
βj+1

j+1 · . . . · zβnn ïðè k ≤ βj,

0 ïðè k > βj.

Òåïåðü îïðåäåëèì îïåðàòîðû Sk äëÿ ìîíîìîâ tγ ∈ Cn äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

k ∈ N è γ ∈ Zn+ â âèäå

Skt
γ =

γj!

(γj + k)!λkγjλ
k(k−1)

2

tγ11 · . . . · tγj−1

j−1 ·

·

((
tj − b

k−1∑
s=0

λs
)γj+k

−
γj+k∑
r=γj+1

(−1)r
(γj + k)!

(γj + k − r)!r!
t
γj+k−r
j br

( k−1∑
s=0

λs
)r)

t
γj+1

j+1 ·. . .·t
γn
n .

Òîãäà ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 3) òåîðåìû 1.3 íà W äëÿ âñåõ k ∈ N:

T kSkt
γ =

(γj + k)!γj!λ
k(k−1)

2

(γj + k)!γj!λ
k(k−1)

2

tγ11 · . . . · tγj−1

j−1 ·

·

(
λk
( tj
λk

− b

λk

k−1∑
s=0

λs
)
+ b

k−1∑
s=0

λs

)γj

t
γj+1

j+1 · . . . · tγnn = tγ.



85

Â ñèëó i1) äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî M ∈ R+ íàéäåòñÿ ïîñòîÿí-

íàÿ CM = CM(m,M) ∈ R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ t = (t1, . . . , tn) ∈ Cn

óñëîâèþ

φm(t1, . . . , tn) ≥M(|t1|+ . . .+ |tn|)− CM ,

ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

e
sup

t∈Cn, tj ̸=0, j∈(1;n)

(
γ1 ln |t1|+...+γn ln |tn|−φm(t1,...,tn)

)
≤ eCM

γγ

(Me)|γ|
.

Îòñþäà äëÿ ëþáûõ k ∈ N ñëåäóåò, ÷òî

e
sup

t∈Cn, tj ̸=0, j∈(1;n)

(
γ1 ln |t1|+...+(γj+k) ln |tj |+...+γn ln |tn|−φm(t1,...,tn)

)
≤ eCM

(γj + k)γj+kγγ

γjγj(Me)|γ|+k
.

Ïîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1) òåîðåìû 1.3 íà ìíîæåñòâå W . Òîãäà

ïîëó÷èì
∞∑
k=0

sup
z∈Cn

(
|T kzβ|e−φm(z)

)
≤

≤
βj∑
k=0

|λ|
k(k−1)

2
βj!

(βj − k)!
2βj−k|λ|k(βj−k)

(
|b|βj−kkβj−k + 1

)
·

· sup
z∈Cn

(∣∣∣zβ11 · . . . · zβjj · . . . · zβnn
∣∣∣e−φm(z)

)
≤

≤ eCM
ββ

(Me)|β|

βj∑
k=0

|λ|
k(k−1)

2
βj!

(βj − k)!
2βj−k|λ|k(βj−k)

(
|b|βj−kkβj−k + 1

)
<∞.

Èòàê, óñëîâèå 1) âåðíî.

Äîêàæåì óñëîâèå 2) òåîðåìû 1.3 íà W . Â ñèëó îöåíîê èç òåîðåìû 5.8

ñëåäóåò, ÷òî
∞∑
k=0

sup
t∈Cn

(
|Sktγ|e−φm(t)

)
≤

≤ eCM

∞∑
k=0

γjγ
γγj!|b|γjkγj

γjγje|γ|−γj |λ|γj(γj + k)1/2|λ|
k(k−1)

2 M |γ|+k
≤

≤ eCM
γjγ

γγj!|b|γj

γjγje|γ|−γj |λ|γj
∞∑
k=0

kγj

(γj + k)1/2|λ|
k(k−1)

2 M |γ|+k
<∞.

Çíà÷èò, óñëîâèå 2) âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèè |λ| ≥ 1

T � õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé îïåðàòîð â F(φ).
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Ãëàâà 3. Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà êëàññè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

� 8. Îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà E(φ)
Â ýòîé ãëàâå áóäåì èçó÷àòü ãèïåðöèêëè÷íîñòü êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ

îïåðàòîðîâ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé

â Rn, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èëè ñäâèãà. Òàêèå ïðî-

ñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Í.Ò. Àõòÿìîâà, È.Õ. Ìóñèíà [70, 71],

à â ñòàòüå È.Õ. Ìóñèíà [89] äîêàçàíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ãèïåðöèêëè÷åñêèå â âåñî-

âîì ïðîñòðàíñòâå Ôðåøå E(φ) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé â Rn.

Îïðåäåëèì âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî E(φ) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü φ = {φm}∞m=1 � ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ

ôóíêöèé φm : Rn −→ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ âñåõ m ∈ N òðåáîâàíèÿì:

α) lim
x→∞

φm(x)

∥x∥
= +∞;

β) lim
x→∞

(φm(x)− φm+1(x)) = +∞.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m ∈ N îïðåäåëèì

E(φm) =
{
f ∈ Cm(Rn), f : Rn −→ C : pm(f) = sup

x∈Rn,
α∈Zn

+: |α|≤m

|(Dα
xf)(x)|

exp(φm(x))
<∞

}
.

Î÷åâèäíî, ïðè ëþáîì m ∈ N E(φm) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ

β) âëîæåíèÿ E(φm+1) ⊂ E(φm) âïîëíå íåïðåðûâíû äëÿ âñåõ m ∈ N.
Òåïåðü ïîëîæèì

E(φ) =
∞⋂
m=1

E(φm).

Ñíàáäèì åãî îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ íà êîìïëåêñíûå

÷èñëà, òîãäà E(φ) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Íàäåëèì E(φ) òîïîëîãèåé ïðî-

åêòèâíîãî ïðåäåëà ïðîñòðàíñòâ E(φm), m ∈ N. Î÷åâèäíî, E(φ) � ïðîñòðàí-

ñòâî Ôðåøå è îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, à îïåðàòîðû

÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â íåì íåïðåðûâíû. Òàêæå ïðîñòðàíñòâî E(φ)
ñåïàðàáåëüíî [90, òåîðåìà 1].
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Îïðåäåëèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ Rn \ {(0, 0, . . . , 0)} îïåðàòîð ñäâèãà íà
âåêòîð a â E(φ)

Ta : f ∈ E(φ) → f(x+ a), x ∈ Rn.

Îòìåòèì, ÷òî E(φ) íå îáÿçàòåëüíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà, ïðè÷åì
ýòîò ôàêò ñóæàåò êëàññ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â E(φ), è îãðàíè-
÷èâàåò âîçìîæíîñòè äëÿ îïèñàíèÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â íåì.

Äàëåå íà ñåìåéñòâî ôóíêöèé φ â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è áóäåì íàêëàäû-

âàòü îäíî èç òðåõ óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ èíâàðèàíòíîñòü E(φ) îòíîñèòåëüíî
ñäâèãà, äëÿ ëþáîãî m ∈ N:

γ1) íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå am > 0 è bm > 0 òàêèå, ÷òî

φm+1(x+ η) ≤ φm(x) + bm,

ãäå x ∈ Rn è η ∈ Rn : ∥η∥ ≤ am;

èëè áîëåå æåñòêîå óñëîâèå

γ2) ïðè ëþáîì R > 0 íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ bm = bm(R) > 0 òàêàÿ, ÷òî

φm+1(x+ η) ≤ φm(x) + bm,

ãäå x ∈ Rn è η ∈ Rn : ∥η∥ ≤ R;

èëè äðóãîå óñëîâèå

γ3) äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóþò ÷èñëà l = lm,k ∈ N è r = rm,k > 0 òàêèå, ÷òî

ïðè ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ Rn

φl(x+ y) ≤ φm(x) + φk(y) + r.

Ïðèìåð. Ïðèìåðàìè ôóíêöèé φm èç ñåìåéñòâà φ = {φm}∞m=1, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ óñëîâèÿì γ1)�γ3), ÿâëÿþòñÿ:

1) ôóíêöèÿ φm(x) = 2−mp∥x∥p, ãäå p > 1;

2) ôóíêöèÿ φm(x) =
q∑
j=1

cj2
−mpj∥x∥pj , ãäå q ∈ N, 2 ≤ q < ∞ è ïðè âñåõ

j ∈ (1;n) pj > 1, cj ≥ 0, ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí êîýôôèöèåíò cj íå ðàâåí

íóëþ.

Äëÿ ÷èñåë u = (u1, . . . , un) ∈ Rn (Cn) è v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn (Cn) îïðå-

äåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ⟨u, v⟩ = u1v1 + · · · + unvn è åâêëèäîâó íîðìó
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∥u∥ =
√

|u1|2 + . . .+ |un|2. Îáîçíà÷èì â âèäå spanE ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ìíî-

æåñòâà E â E(φ). Äëÿ ìóëüòèèíäåêñà α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+ è ïåðåìåííûõ

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn îïðåäåëèì äëèíó ìóëüòèèíäåêñà

|α| = α1 + . . . + αn, ìîíîìû xα = xα1
1 · · ·xαn

n , zα = zα1
1 · · · zαn

n è îïåðàòîðû

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Dj =
∂

∂xj
, j = 1, 2, . . . ,

Dα
x =

∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n
, Dα

z =
∂|α|

∂zα1
1 · · · ∂zαn

n
.

Äëÿ âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèè ψ â Rn òàêîé, ÷òî

lim
∥x∥→+∞

ψ(x)

∥x∥
= +∞,

ïðåîáðàçîâàíèå Þíãà-Ôåíõåëÿ îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå

ψ̃(x) = − inf
y∈Rn

(⟨x, y⟩+ ψ(y)), x ∈ Rn.

Òîãäà äëÿ ôóíêöèé èç ñåìåéñòâà φ = {φm}∞m=1 â ñèëó óñëîâèÿ α) èõ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Þíãà-Ôåíõåëÿ φ̃m(z) îãðàíè÷åíû âî âñåì Rn.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 8.1. [89, ëåììà 1] Ïóñòü W � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â

Cn, òîãäà ñèñòåìà ýêñïîíåíò {ei⟨ξ,z⟩}z∈W ïîëíà â E(φ).
Òåîðåìà 8.2. [89, òåîðåìà B] Ïóñòü φ = {φm}∞m=1 � ñåìåéñòâî âåùåñòâåí-

íîçíà÷íûõ ôóíêöèé φm ∈ C(Rn), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ α) è β),

òîãäà ïîëèíîìû ïëîòíû â E(φ).

Î÷åâèäíî, äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿí-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ êîììóòèðóþùèì ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∂
∂xj

äëÿ ëþáûõ j ∈ (1;n). Èç ýòîãî ôàêòà è òåîðåìû 5.1 èç

ñòàòüè Ð.Ì. Ãåòíåðà, Äæ.Õ. Øàïèðî [39] î ãèïåðöèêëè÷íîñòè â ïðîñòðàíñòâå

H(Cn) ñ òîïîëîãèåé êîìïàêòíîé ñõîäèìîñòè ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòî-

ðîâ, êîììóòèðóþùèõ ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, âîçíèêàåò

çàäà÷à î ãèïåðöèêëè÷íîñòè îïåðàòîðîâ òàêîãî òèïà â ïðîñòðàíñòâå E(φ).
Åå ðåøåíèå ïîëó÷åíî â òåîðåìå 9.1. Äàëåå êàê ñëåäñòâèÿ èç íåå ïðèâåäåíû

óòâåðæäåíèÿ î ãèïåðöèêëè÷íîñòè äëÿ îïåðàòîðîâ ñäâèãà, äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,

èõ êîìïîçèöèé è ñâåðòêè.
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� 9. Ãèïåðöèêëè÷åñêèå îïåðàòîðû â E(φ)
Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ γ1). Òîãäà åñëè

ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð T â E(φ) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè

÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì êðàòíûì òîæäå-

ñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ, òî îí ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

fz(ξ) := exp(i⟨ξ, z⟩)

äëÿ ëþáûõ z ∈ Cn ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó E(φ), òàê êàê ïðè âñåõ m ∈ N
âåðíà îöåíêà

pm(fz) ≤ (1 + ∥z∥)m exp(φ̃m(Im z)).

Â ñèëó ýòîãî ôóíêöèÿ

FT (ξ, z) := T (fz)(ξ)

êîððåêòíî îïðåäåëåíà íà Rn × Cn.

Îïåðàòîð T ïî óñëîâèþ êîììóòèðóþùèé ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ, ïîýòîìó ïðè âñåõ z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn

DjT (fz) = TDj(fz) = T (izjfz) = izjT (fz), j = 1, . . . , n.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ aT (z) ∈ Cn, äëÿ êîòîðîãî âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

T (fz) = aT (z)fz. (9.1)

Èòàê, äëÿ âñåõ z ∈ Cn è ξ ∈ Rn ïîëó÷èì

FT (ξ, z) = aT (z)e
i⟨ξ,z⟩.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ FT öåëàÿ ïî ïåðåìåííîé z. Äåéñòâèòåëüíî, îïåðà-

òîð T ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì íà E(φ), ïîýòîìó ïðè ëþáîì k ∈ N
ñóùåñòâóþò ÷èñëà m ∈ N, m > k è ck > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

pk(T (g)) ≤ cmpm(g), g ∈ E(φ). (9.2)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ξ ∈ Rn è ζ ∈ Cn. Äëÿ âñåõ òî÷åê z ∈ Cn

èç øàðà ∥z − ζ∥ < 1 îïðåäåëèì ôóíêöèþ

gz,ζ(ξ) := ei⟨ξ,z⟩ − ei⟨ξ,ζ⟩ − i⟨ξ, z − ζ⟩ei⟨ξ,ζ⟩, ξ ∈ Rn.
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (9.2), äëÿ íåå ïîëó÷èì îöåíêó

|T (gz,ζ)(ξ)| ≤ cmpm(gz,ζ)e
φm(ξ), ξ ∈ Rn.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

fj,ζ(ξ) := iξjexp(i⟨ξ, ζ⟩), j = 1, . . . , n.

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè è íåðàâåíñòâà (ñì. [90, òåîðåìà 2])

pm(gz,ζ) ≤ C∥z − ζ∥2,

ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò òî÷êè ζ, à òàêæå

ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà T âûòåêàåò äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Rn ðàâåíñòâî

FT (ξ, z)− FT (ξ, ζ) =
n∑
j=1

T (fj,ζ)(ξ)(zj − ζj) + o(∥z − ζ∥), z → ζ.

Èòàê, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ξ ∈ Rn FT (ξ, z) êàê ôóíêöèÿ

ïåðåìåííîé z ãîëîìîðôíà â òî÷êå ζ. Òî÷êà ζ ∈ Cn ïðîèçâîëüíàÿ, ïîýòîìó

ôóíêöèÿ FT ïî ïåðåìåííîé z öåëàÿ. Îòñþäà è èç ôîðìóëû (9.1) âûòåêàåò, ÷òî

aT � öåëàÿ ôóíêöèÿ â Cn. Ïî óñëîâèþ îïåðàòîð T íå òîæäåñòâåíåí óìíîæåíèþ

íà êîíñòàíòó, çíà÷èò, aT � íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ.

Åñëè Ω � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â Cn, òî ïî òåîðå-

ìå 8.1 ñèñòåìà ôóíêöèé {fz}z∈Ω ïîëíà â E(φ). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

W1 = {z ∈ Cn : |aT (z)| < 1} è W2 = {z ∈ Cn : |aT (z)| > 1}. Òàê êàê

aT � öåëàÿ ôóíêöèÿ â Cn, òî W1 è W2 íåïóñòûå è îòêðûòûå â Cn. Ïîëî-

æèì X0 = span{fz}z∈W1
è Y0 = span{fz}z∈W2

. Ïî òåîðåìå 8.1 ñèñòåìà ôóíêöèé

{fz}z∈Ω ïîëíà â E(φ), ïîýòîìó X0 è Y0 ïëîòíû â E(φ).
Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûå îáîëî÷êè ìíîæåñòâ

⋃
|λ|<1

ker(T − λ) è⋃
|λ|>1

ker(T − λ) ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå E(φ). Ñëåäîâàòåëüíî, âñå óñëîâèÿ

òåîðåìû 1.1 âûïîëíåíû, îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).

Â ñèëó òåîðåìû 9.1 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 9.1. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ γ1) è ïîëè-

íîì P (x) =
∑

|α|≤m
aαx

α, ãäå x ∈ Rn, îòëè÷åí îò ïîñòîÿííîé. Òîãäà îïåðàòîð

T =
∑

|α|≤m
aαD

α
x ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì â E(φ).
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Ñëåäñòâèå 9.1 ñîâïàäàåò ñ òåîðåìîé 1 èç ñòàòüè [89].

Ñëåäñòâèå 9.2. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå γ1). Òîãäà

äëÿ ëþáîãî a ∈ Rn \ {(0, 0, . . . , 0)} îïåðàòîð ñäâèãà Ta : f ∈ E(φ) → f(x + a)

ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, îïåðàòîð Ta êîììóòèðóþùèé ñ îïåðàòîðàìè

÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Òåïåðü ïîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà Ta.

Âîçüìåì ÷èñëî m ∈ N ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ââèäó óñëîâèÿ γ1) íà

ñåìåéñòâî ôóíêöèé φ ìîæíî íàéòè ÷èñëà l ∈ N è cm > 0 òàêèå, ÷òî

φm+l(x+ a)− φm(x) ≤ cm, x ∈ Rn. (9.3)

Ïóñòü f ∈ E(φ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ Zn+ ñ |α| ≤ m+ l

|(Dαf)(x)| ≤ pm+l(f)e
φm+l(x), x ∈ Rn.

Ïîëüçóÿñü ýòîé îöåíêîé è íåðàâåíñòâîì (9.3), äëÿ ëþáûõ α ∈ Zn+ ñ |α| ≤ m

è x ∈ Rn èìååì

|(DαTaf)(x)| = |(Dαf)(x+ a)| ≤ pm+l(f)e
φm+l(x+a) ≤ pm+l(f)e

φm(x)+cm.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

pm(Taf) ≤ c̃mpm+l(f),

ãäå c̃m = ecm. Òàêèì îáðàçîì, Taf ∈ E(φ) äëÿ ëþáîãî f ∈ E(φ), à ëèíåé-

íîå îòîáðàæåíèå Ta íåïðåðûâíî. Ïðèìåíÿÿ òåïåðü òåîðåìó 9.1, çàêëþ÷àåì, ÷òî

Ta � ãèïåðöèêëè÷åñêèé îïåðàòîð â E(φ).

Ñëåäñòâèå 9.3. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ γ1) è çàäàíû

÷èñëà N ∈ N, cj ∈ C è aj ∈ Rn\{(0, 0, . . . , 0)}, j = 1, 2, . . . , N , ïðè÷åì íå âñå cj

ðàâíû íóëþ. Òîãäà îïåðàòîð T : f ∈ E(φ) →
N∑
j=1

cjf(x + aj) ãèïåðöèêëè÷åñêèé

â E(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, T êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôå-

ðåíöèðîâàíèÿ. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò, ÷òî ïðè

ëþáîì a ∈ Rn \ {(0, 0, . . . , 0)} Ta � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â E(φ). Ïîýòîìó
ëèíåéíûé îïåðàòîð T òàêæå íåïðåðûâåí â E(φ). Òîãäà ïî òåîðåìå 9.1 îïåðàòîð
T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).
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Ñëåäñòâèå 9.4. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå γ1), çàäàíû íîìåð

N ∈ N, ÷èñëà cj ∈ C, aj ∈ Rn \ {(0, 0, . . . , 0)} è ìóëüòèèíäåêñû αj ∈ Zn+,
ãäå j = 1, 2, . . . , N , ïðè÷åì íå âñå cj ðàâíû íóëþ, f ∈ E(φ). Òîãäà îïåðàòîð

Tf(x) =
N∑
j=1

cj(D
αj

x f)(x+ aj), äåéñòâóþùèé â E(φ), ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 [89] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî

α ∈ Zn+ îïåðàòîð Dα íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò E(φ) â E(φ). Ñîãëàñíî ñëåä-

ñòâèþ 9.2 îïåðàòîð ñäâèãà Ta òàêæå íåïðåðûâåí â E(φ). Òîãäà ëèíåéíûé îïåðà-
òîð T íåïðåðûâåí. Î÷åâèäíî, îïåðàòîð T êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 9.1 îïåðàòîð T ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè-

÷åñêèì.

Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ γ2) è çàäàíà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü Λ = (λj)
∞
j=1 òî÷åê λj ∈ Rn. Òîãäà äëÿ ëþáûõ m ∈ N è j ∈ N ìîæíî

îïðåäåëèòü çàâèñÿùóþ îò Λ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

bj,m(Λ) = sup
x∈R

(φm+1(x+ λj)− φm(x)).

Ñëåäñòâèå 9.5. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ γ2), çàäàíû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (dj)
∞
j=1 ÷èñåë dj ∈ C, ïðè÷åì íå âñå dj ðàâíû íóëþ,

è ñîâîêóïíîñòü Λ = (λj)
∞
j=1 òî÷åê λj ∈ Rn \ {(0, 0, . . . , 0)} òàêèõ, ÷òî

lim
j→∞

|λj| = ∞ è
∞∑
j=1

|dj|ebj,m(Λ) < ∞ äëÿ ëþáîãî m ∈ N. Òîãäà îïåðàòîð T ,

îïðåäåëåííûé íà E(φ) â âèäå T (f)(x) =
∞∑
j=1

djf(x+ λj), x ∈ Rn, ãèïåðöèêëè÷å-

ñêèé â E(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ E(φ). Òîãäà êàêîâî áû íè áûëîm ∈ N, äëÿ ëþáîãî
α ∈ Zn+ ñ |α| ≤ m

|Dα(f(x+ λj))| ≤ pm+1(f)e
φm+1(x+λj), x ∈ Rn.

Ïîëüçóÿñü óñëîâèåì γ2), ïîëó÷èì ôîðìóëó

|Dα(f(x+ λj))| ≤ pm+1(f)e
φm(x)+bj,m(Λ), x ∈ Rn.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

pm(Tf) ≤
∞∑
j=1

|dj|ebj,m(Λ) pm+1(f).
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Èòàê, ëèíåéíûé îïåðàòîð T äåéñòâóåò èç E(φ) â E(φ) è ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíûì. Ïîñêîëüêó îïåðàòîð T êîììóòèðóþùèé ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òî â ñèëó òåîðåìû 9.1 T ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì

â E(φ).

Ñëåäñòâèå 9.6. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå γ1),

S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà C∞(Rn) òàêîé, ÷òî åãî ïðåîáðàçî-

âàíèå Ôóðüå�Ëàïëàñà pS(z) = Sξ(e
−i⟨ξ,z⟩) íå òîæäåñòâåííî ïîñòîÿííîé. Òîãäà

îïðåäåëÿåìûé ïî ôóíêöèîíàëó S îïåðàòîð ñâåðòêè MS[f ](x) = Sy(f(x + y))

ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà

C∞(Rn), òî îí èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Òîãäà âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f èç E(φ)
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â Rn, ïîýòîìó MS[f ] ∈ C∞(Rn). Óáåäèìñÿ, ÷òî

MS[f ] ∈ E(φ) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ E(φ) è ëèíåéíûé îïåðàòîðMS äåéñòâóåò

íåïðåðûâíî èç E(φ) â E(φ). Íàéäóòñÿ êîìïàêò K â Rn è ÷èñëà p ∈ Z+ è C > 0

òàêèå, ÷òî

|S(f)| ≤ C max
y∈K, |α|≤p

|(Dα
xf)(y)|, f ∈ C∞(Rn).

Ïîýòîìó äëÿ f ∈ E(φ) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|MS[f ](x)| ≤ C1 max
y∈K, |α|≤p

|(Dαf)(x+ y)|. (9.4)

Ïóñòü m ∈ N ïðîèçâîëüíî. Ââèäó óñëîâèÿ γ1) íà ñåìåéñòâî ôóíêöèé φ

ìîæíî íàéòè ÷èñëà l ∈ N è cm > 0 òàêèå, ÷òî

φm+l(x+ y)− φm(x) ≤ cm, x ∈ Rn, y ∈ K. (9.5)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî m+ l ≥ p. Òîãäà èç (9.4) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|MS[f ](x)| ≤ C1pm+l(f)e
max
y∈K

φm+l(x+y)
, x ∈ Rn.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (9.5) ïîëó÷èì, ÷òî

|MS[f ](x)| ≤ C2pm+l(f)e
φm(x), x ∈ Rn,

ãäå C2 = C1e
cm. Òàêèì îáðàçîì, MS îòîáðàæàåò E(φ) â E(φ), à èç îöåíêè

pm(MS[f ]) ≤ C2pm+l(f)

âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð MS íåïðåðûâíûé â E(φ).
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Ïî òåîðåìå 2.5 MS êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ, ïî óñëîâèþ îí íå ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó.

Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 9.1 îïåðàòîð MS ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).

Äàëåå ïîêàæåì ãèïåðöèêëè÷íîñòü îïåðàòîðà ñâåðòêè. Äëÿ íåãî ñïðàâåä-

ëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 9.1. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ γ1),

S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà E(φ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî

f ∈ E(φ) ôóíêöèÿ MS[f ] áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â Rn, à îïåðàòîð MS[f ]

êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ γ1) ïðîñòðàíñòâî E(φ) èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî ñäâèãà. Ïîýòîìó îïåðàòîðMS êîððåêòíî îïðåäåëåí íà E(φ) è äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ E(φ) ôóíêöèÿ MS[f ] îïðåäåëåíà â Rn.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè f ∈ E(φ), òî ôóíêöèÿ MS[f ] áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöè-

ðóåìà â Rn. Ïóñòü x0 ∈ Rn � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, h = (h1, . . . , hn) � âåêòîð

èç Rn ñ ∥h∥ ≤ 1.

Ïî îïðåäåëåíèþ âåðíî ðàâåíñòâî

MS[f ](x0+h)−MS[f ](x0)−
n∑
j=1

MS[Djf ](x0)hj = Sy(f(x0+h+y))−Sy(f(x0+y))−

−
n∑
j=1

Sy((Djf)(x0 + y))hj = Sy(f(x0 + h+ y)− f(x0 + y)−
n∑
j=1

(Djf)(x0 + y)hj).

Ñóùåñòâóþò íîìåð m ∈ N è ïîñòîÿííàÿ Cm > 0 òàêèå, ÷òî

|S(f)| ≤ Cmpm(f), f ∈ E(φ).

Èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ôîðìóë âûòåêàåò îöåíêà

|MS[f ](x0 + h)−MS[f ](x0)−
n∑
j=1

MS[Djf ](x0)hj| ≤ Cmpm(gx0,h), (9.6)

ãäå gx0,h(y) = f(x0 + h+ y)− f(x0 + y)−
n∑
j=1

(Djf)(x0 + y)hj, y ∈ Rn.

Äåéñòâóÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà íà âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè

ôóíêöèè Dβgx0,h, äëÿ ëþáîãî β ∈ Zn+ ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

|(Dβgx0,h(y)| ≤ n2∥h∥2 max
ξ∈[x0+y,x0+y+h], α∈Zn

+: |α|=2
|(Dα+βf)(ξ)|. (9.7)
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ãäå [x0+y, x0+y+h] � îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè x0+y è x0+y+h. Ïîëüçóÿñü

óñëîâèåì γ1), íàéäåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ≥ m + 2 è ÷èñëî C = C(x0) > 0,

óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó

φk(ξ) ≤ φm(y) + C

äëÿ âñåõ ξ ∈ Rn òàêèõ, ÷òî

∥ξ − y∥ ≤ ∥x0∥+ 1.

Òîãäà äëÿ âñåõ β ∈ Zn+ ñ |β| ≤ m

max
ξ∈[x0+y,x0+y+h], α∈Zn

+: |α|=2
|(Dα+βf)(ξ)| ≤ eCpk(f)e

φm(y), y ∈ Rn.

Îòñþäà è èç (9.7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ β ∈ Zn+ ñ |β| ≤ m

|(Dβgx0,h(y)| ≤ n2eC∥h∥2pk(f)eφm(y), y ∈ Rn.

Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

pm(gx0,h) ≤ n2eC∥h∥2pk(f). (9.8)

Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (9.6) è îöåíêîé (9.8), èìååì

|MS[f ](x0 + h)−MS[f ](x0)−
n∑
j=1

MS[Djf ](x0)hj| ≤ Cmn
2eC∥h∥2pk(f).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿMS[f ] äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0 ∈ Rn è ïîýòîìó

Dj(MS[f ])(x0) =MS[Djf ](x0).

Òî÷êà x0 ïðîèçâîëüíàÿ, ïîýòîìó ôóíêöèÿMS[f ] äèôôåðåíöèðóåìà âñþäó â Rn.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Dj(MS[f ]) =MS[Djf ], j = 1, . . . , n.

Èç ýòîé ôîðìóëû è èíâàðèàíòíîñòè E(φ) îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ MS[f ] áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â Rn.
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Ëåììà 9.2. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå γ3),

S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà E(φ). Òîãäà îïåðàòîð ñâåðòêè

MS[f ](x) = Sy(f(x + y)) îòîáðàæàåò E(φ) â E(φ), à òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëè-

íåéíûì è íåïðåðûâíûì â E(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó γ3) E(φ) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãà. Òîãäà

îïåðàòîðMS êîððåêòíî îïðåäåëåí íà E(φ). Î÷åâèäíî, îí ëèíåéíûé. Ïîñêîëüêó
S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà E(φ), òî ñóùåñòâóþò íîìåð k ∈ N
è ïîñòîÿííàÿ Ck > 0 òàêèå, ÷òî

|S(f)| ≤ Ckpk(f), f ∈ E(φ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Rn è ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ E(φ)
âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|MS[f ](x)| ≤ Ckpk(Txf) = Ck sup
y∈Rn, |α|≤k

|(Dαf)(x+ y)|
exp(φk(y))

.

Âîçüìåì ÷èñëî m ∈ N ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ïóñòü l ∈ N � ÷èñëî èç

óñëîâèÿ γ3). Òàê êàê l ≥ k, òî â ñèëó ïðèíàäëåæíîñòè f ïðîñòðàíñòâó E(φ)
âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|MS[f ](x)| ≤ Ck pl(f) sup
y∈Rn

exp(φl(x+ y))

exp(φk(y))
.

Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì γ3), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

|MS[f ](x)| ≤ Cke
rm,kpl(f) exp(φm(x)).

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

pm(MS[f ])| ≤ Cke
rm,kpl(f), f ∈ E(φ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíûé îïåðàòîð MS äåéñòâóåò èç E(φ) â E(φ) è ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíûì.

Â ñèëó ëåìì 9.1 è 9.2 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì γ1) è γ3),

S � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà E(φ). Òîãäà îïåðàòîð ñâåðòêè

MS[f ] ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).
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Òåïåðü ïðèâåäåì ïðèìåð íå ãèïåðöèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà â E(φ).
Íàëîæèì íà ñåìåéñòâî φ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ïðè âñåõ m ∈ N:

γ4) ïðè ôèêñèðîâàííîì λ ∈ R \ {0} äëÿ ëþáîãî R > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ

bm = bm(R) > 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

φm+1(x̃+ t) ≤ φm(x) + bm,

ãäå x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn : ∥t∥ ≤ R è

x̃ = (x1, . . . , xj−1, λxj, xj+1, . . . , xn), j ∈ (1;n).

Ïðèìåð. Ïðèìåðàìè ôóíêöèé φm èç ñåìåéñòâà φ = {φm}∞m=1,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ γ4), ÿâëÿþòñÿ:

1) ïðè |λ| ≤ 1 φm(x) = 2−mp∥x∥p,
ïðè |λ| > 1 φm(x) = 2−mp|λ|−mp∥x∥p, ãäå p > 1;

2) ïðè |λ| ≤ 1 φm(x) =
q∑

k=1

ck2
−mpk∥x∥pk,

ïðè |λ| > 1 φm(x) =
q∑

k=1

ck2
−mpk|λ|−mpk∥x∥pk,

ãäå q ∈ N, 2 ≤ q <∞ è ïðè âñåõ k ∈ (1;n) pk > 1, ck ≥ 0,

ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí êîýôôèöèåíò ck íå ðàâåí íóëþ;

3) ïðè |λ| ≤ 1 φm(x) = 2−mαj |xj|αj + c2−mp∥x′∥p,
ïðè |λ| > 1 φm(x) = 2−mαj |λ|−mαj |xj|αj + c2−mp∥x′∥p,

ãäå íîìåð j çàäàí â óñëîâèè γ4), αj > 1, p > 1, c ≥ 0,

x′ = (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn) ∈ Rn−1.

Òåîðåìà 9.3. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå γ4). Òîãäà îïåðàòîð

Tf(x) =
(
∂
∂xj
f
)
(x1, . . . , xj−1, λxj + b, xj+1, . . . , xn), ãäå j ∈ (1;n), f ∈ E(φ),

÷èñëà λ ∈ R \ {0} è b ∈ R ôèêñèðîâàííûå, íå ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ) ïðè

óñëîâèè |λ| < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì êîððåêòíîñòü îïåðàòîðà T â E(φ). Âîçüìåì ÷èñëî

m ∈ N ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ââèäó óñëîâèÿ γ4) íà ñåìåéñòâî ôóíêöèé φ

äëÿ ëþáîãî íîìåðà l ∈ N ïðè ïðîèçâîëüíîì R > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ

cm+l = cm+l(R) > 0 òàêàÿ, ÷òî

φm+l(x̃+ t)− φm(x) ≤ cm+l, x ∈ Rn, t ∈ Rn : ∥t∥ ≤ R.

Ïóñòü f ∈ E(φ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ Zn+ ñ |α| ≤ m+ l

|(DαTf)(x)| = |(Dα ∂

∂xj
f)(x)| ≤ pm+l+1(f)e

φm+l+1(x), x ∈ Rn.
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Îáîçíà÷èì x′ = (x1, . . . , xj−1, λxj + b, xj+1, . . . , xn). Ïîëüçóÿñü ýòèìè îöåíêàìè,

äëÿ ëþáûõ α ∈ Zn+ ñ |α| ≤ m è x ∈ Rn èìååì

|(Dα ∂

∂xj
f)(x′)| ≤ pm+l+1(f)e

φm+l+1(x
′) ≤

≤ pm+l+1(f)e
φm+l+1(x

′′+u) ≤ pm+l+1(f)e
φm(x)+cm+l+1,

ãäå x′′ = (x1, . . . , xj−1, λxj, xj+1, . . . , xn), u = (0, . . . , 0, b, 0, . . . , 0).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

pm(Tf) = sup
x∈Rn, α∈Zn

+: |α|≤m

|(Dα
x

∂
∂xj
f)(x′)|

exp(φm(x))
≤ c̃m+l+1pm+l+1(f),

ãäå c̃m+l+1 = ecm+l+1. Òàêèì îáðàçîì, T äåéñòâóåò èç E(φ) â E(φ) äëÿ ëþáîãî

f ∈ E(φ). Çíà÷èò, îïåðàòîð T îïðåäåëåí êîððåêòíî â E(φ). Î÷åâèäíî, îïåðàòîð
T ëèíåéíûé è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Äåéñòâèå îïåðàòîðà T k íà ôóíêöèþ f ∈ E(φ) ïðè âñåõ k ∈ N èìååò âèä

T kf(x) = λ
k(k−1)

2

( ∂k
∂xkj

f
)
(x1, . . . , xj−1, λ

kxj+b(1+λ+λ
2+. . .+λk−1), xj+1, . . . , xn).

Îáîçíà÷èì ˜̃x = (x1, . . . , xj−1, λ
kxj+ b(1+λ+λ

2+ . . .+λk−1), xj+1, . . . , xn).

Äëÿ ëþáûõ m ∈ N è k ∈ N èìååì

pm(T
kf) = sup

x∈Rn, α∈Zn
+: |α|≤m

(∣∣Dα(T kf(x))
∣∣e−φm(x)

)
=

= |λ|
k(k−1)

2 sup
x∈Rn,

α∈Zn+: |α|≤m

(∣∣Dα
(( ∂k

∂xkj
f
)
(˜̃x))∣∣e−φm(x)

)
≤

≤ |λ|
k(k−1)

2 sup
x∈Rn,

β∈Zn+: |β|≤m+k,k≤βj≤k+m

(∣∣(Dβf)(˜̃x)∣∣e−φm(x)
)
≤

≤ |λ|
k(k−1)

2 pm+k(f) sup
x∈Rn

(
eφm+k(˜̃x)e−φm(x)

)
≤ |λ|

k(k−1)
2 ebm+kpm+k(f).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ f ∈ E(φ) T kf → 0 ïðè k → ∞ â E(φ). Çíà÷èò,
íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f ∈ E(φ) òàêîé, ÷òî

{T kf}
∞
k=0 = E(φ).

Èòàê, â ñëó÷àå |λ| < 1 îïåðàòîð T íå ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).
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Äàëåå ïðèâåäåì ïðèìåð ãèïåðöèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà, êîòîðûé íå ÿâëÿ-

åòñÿ ñâåðòêîé.

Òåîðåìà 9.4. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ γ4). Òîãäà îïåðàòîð

Tf(x) =
(

∂
∂xj
f
)
(x1, . . . , xj−1, λxj + b, xj+1, . . . , xn), ãäå j ∈ (1;n), f ∈ E(φ),

÷èñëà λ ∈ R \ {0} è b ∈ R ôèêñèðîâàíû, ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ) ïðè óñëî-

âèè |λ| ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, îïåðàòîð T ëèíåéíûé. Åãî íåïðåðûâíîñòü ïîêà-

çàíà â òåîðåìå 9.3. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1.2 äîêàæåì åãî ãèïåðöèêëè÷íîñòü.

Îïðåäåëèì X = Y = span{xβ}β∈Zn
+
, â ñèëó òåîðåìû 8.2 ìíîæåñòâà X è Y

ïëîòíû â E(φ).
Äåéñòâèå îïåðàòîðà T k íà ôóíêöèþ f ∈ E(φ) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ k ∈ N

ðàâíî

T kf(x) = λ
k(k−1)

2

( ∂k
∂xkj

f
)
(x1, . . . , xj−1, λ

kxj + b
k−1∑
s=0

λs, xj+1, . . . , xn).

Äëÿ ëþáûõ k ∈ N è β ∈ Zn+ èìååì

T kxβ =


λ

k(k−1)
2 βj !

(βj−k)! x
β1
1 · . . . xβj−1

j−1

(
λkxj + b

k−1∑
s=0

λs
)βj−k

x
βj+1

j+1 . . . · xβnn ïðè k ≤ βj,

0 ïðè k > βj.

Òîãäà T kxβ → 0 ïðè k → ∞ â E(φ). Èòàê, óñëîâèå 1) òåîðåìû 1.2 âûïîëíåíî.

Òåïåðü îïðåäåëèì îïåðàòîðû Sk äëÿ ìîíîìîâ tγ ∈ Rn äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

k ∈ N è γ ∈ Zn+ â âèäå

Skt
γ =

γj!

(γj + k)!λkγjλ
k(k−1)

2

tγ11 · . . . · tγj−1

j−1 ·

·

((
tj − b

k−1∑
s=0

λs
)γj+k

−
γj+k∑
r=γj+1

(−1)r
(γj + k)!

(γj + k − r)!r!
t
γj+k−r
j br

( k−1∑
s=0

λs
)r)

t
γj+1

j+1 ·. . .·t
γn
n .

Ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 3) òåîðåìû 1.2 íà Y äëÿ âñåõ k ∈ N:

T kSkt
γ =

(γj + k)!γj!λ
k(k−1)

2

(γj + k)!γj!λ
k(k−1)

2

tγ11 · . . . · tγj−1

j−1 ·

·
(
λk
( tj
λk

− b

λk

k−1∑
s=0

λs
)
+ b

k−1∑
s=0

λs
)γj

t
γj+1

j+1 · . . . · tγnn = tγ.
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Îïåðàòîðû Sk äëÿ ëþáûõ k ∈ N ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Skt
γ =

γj!

(γj + k)!λkγjλ
k(k−1)

2

tγ11 · . . . · tγj−1

j−1 ·

·

(
γj+k∑
r=0

(−1)r
(γj + k)!

(γj + k − r)!r!
t
γj+k−r
j br

( k−1∑
s=0

λs
)r
−

−
γj+k∑
r=γj+1

(−1)r
(γj + k)!

(γj + k − r)!r!
t
γj+k−r
j br

( k−1∑
s=0

λs
)r)

· tγj+1

j+1 · . . . · tγnn =

=
γj!

(γj + k)!λkγjλ
k(k−1)

2

tγ11 · . . . · tγj−1

j−1 ·

·
γj∑
r=0

(
(−1)r

(γj + k)!

(γj + k − r)!r!
t
γj+k−r
j br

( k−1∑
s=0

λs
)r)

· tγj+1

j+1 · . . . · tγnn .

Â ñèëó α) äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî M ∈ R+ íàéäåòñÿ ïîñòîÿí-

íàÿ CM = CM(m,M) ∈ R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn

óñëîâèþ

φm(t1, . . . , tn) ≥M(|t1|+ . . .+ |tn|)− CM ,

ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

e

sup
t∈Rn, tj ̸=0, j∈(1;n),

α∈Zn+: |α|≤m, αs≤γs, s∈(1;n)

(
(γ1−α1) ln |t1|+...+(γn−αn) ln |tn|−φm(t1,...,tn)

)
≤ eCM

γγ

(Me)|γ|
.

Îòñþäà äëÿ ëþáûõ k ∈ N ñëåäóåò, ÷òî

e

sup
t∈Rn, tj ̸=0, j∈(1;n),

α∈Zn+: |α|≤m, αs≤γs, s∈(1;n)

(
(γ1−α1) ln |t1|+...+(γj−αj+k) ln |tj |+...+(γn−αn) ln |tn|−φm(t1,...,tn)

)
≤

≤ eCM
(γj + k)γj+kγγ

γjγj(Me)|γ|+k
.

Äëÿ ëþáûõ m ∈ N è tγ ∈ Rn, γ ∈ Zn+ ïîëó÷èì

pm(Skt
γ) ≤ γj!

(γj + k)!|λ|kγj |λ|
k(k−1)

2

sup
t∈Rn, α∈Zn+: |α|≤m,

αs≤γs, s∈(1;n)

(
|t1|γ1−α1 · . . . · |tj−1|γj−1−αj−1·

·
k∑
r=0

(
(γj + k)!

(γj + k − r)!r!
|tj|γj+k−r−αj |b|r

( k−1∑
s=0

|λ|s
)r)

·
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·|tj+1|γj+1−αj+1 · . . . · |tn|γn−αne−φm(t)
)
≤

≤
γj∑
r=0

(
γj!

(γj + k − r)!r!|λ|kγj |λ|
k(k−1)

2

|b|r
( k−1∑
s=0

|λ|s
)r)

·

· sup
t∈Rn, α∈Zn+: |α|≤m,

αs≤γs, s∈(1;n)

(
|t1|γ1−α1 · . . . · |tj−1|γj−1−αj−1 · |tj|γj+k−r−αj ·

·|tj+1|γj+1−αj+1 · . . . · |tn|γn−αne−φm(t)
)
≤

≤ eCM

γj∑
r=0

γj!|b|rkr|λ|r(k−1)

(γj + k − r)!r!|λ|kγj |λ|
k(k−1)

2

(γj + k − r)γj+k−rγγ

γjγj(Me)|γ|+k−r
≤

≤ eCM

γj∑
r=0

γj!γ
γ|b|rkr

γjγje|γ|−γjr!(γj + k − r)1/2|λ|k(γj−r)+r|λ|
k(k−1)

2 M |γ|+k−r
≤

≤ eCM
γjγ

γγj!|b|γjkγj

γjγje|γ|−γj |λ|γj(γj + k)1/2|λ|
k(k−1)

2 M |γ|+k
−−−→
k→∞

0.

Òîãäà Sktγ → 0 ïðè k → ∞ â E(φ). Çíà÷èò, óñëîâèå 2) òåîðåìû 1.2 âûïîëíåíî.

Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1.2 âûïîëíåíû. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå |λ| ≥ 1

îïåðàòîð T ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå λ = 1 â ñëåäñòâèè 9.4 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ γ1) îïåðàòîð

Tf(x) =
N∑
j=1

cj(D
αj

x f)(x+ aj)

ãèïåðöèêëè÷åí â E(φ).
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� 10. Õàîòè÷åñêèå è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèå

îïåðàòîðû â E(φ)
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.3, äîêàæåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ γ1). Òîãäà

îïåðàòîð ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Tf(x) = ∂
∂xj
f(x) äëÿ ëþáûõ j ∈ (1;n),

ãäå f ∈ E(φ), õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà T â E(φ) è åãî äåéñòâèå

T : E(φ) → E(φ) ïîêàçàíû â òåîðåìå 1 èç ñòàòüè [89]. Äàëåå ïðèìåíèì

òåîðåìó 1.3. Â êà÷åñòâå W îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ìîíîìîâ xβ ïðè âñåõ β ∈ Zn+.
Ïî òåîðåìå 8.2 ìíîæåñòâî W ïëîòíî â E(φ).

Â ñèëó α) äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî M ∈ R+ íàéäåòñÿ ïîñòîÿí-

íàÿ CM = CM(m,M) ∈ R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn

óñëîâèþ

φm(t1, . . . , tn) ≥M(|t1|+ . . .+ |tn|)− CM ,

ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

e

sup
t∈Rn, tj ̸=0, j∈(1;n),

α∈Zn+: |α|≤m, αk≤βk, k∈(1;n)

(
(β1−α1) ln |t1|+...+(βn−αn) ln |tn|−φm(t1,...,tn)

)
≤ eCM

ββ

(Me)|β|
.

Òîãäà xβ ∈ E(φ) äëÿ ëþáûõ β ∈ Zn+, ïîñêîëüêó ïðè âñåõ m ∈ N

pm(x
β) ≤ e

sup
x∈Rn, xj ̸=0, j∈(1;n),

α∈Zn+: |α|≤m, αk≤βk, k∈(1;n)

((β1−α1) ln |x1|+...+(βn−αn) ln |xn|−φm(x1,...,xn))

≤

≤ eCM
ββ

(Me)|β|
<∞.

Îïðåäåëèì îïåðàòîð S : W → W â âèäå

Sxβ =

xj∫
0

ξβ11 · . . . · ξβjj · . . . · ξβnn dξj.

Î÷åâèäíî, óñëîâèå 3) íà W âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1) íà ìíîæåñòâå W . Äåéñòâèå îïåðàòîðà

T íà ìîíîì xβ ïðè ëþáûõ s ∈ N è β ∈ Zn+ èìååò âèä

T sxβ =


βj !

(βj−s)!x
β · x−sj ïðè s ≤ βj,

0 ïðè s > βj.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

pm(
∞∑
s=1

T sxβ) ≤
βj∑
s=1

βj!

(βj − s)!
·

·e

sup
x∈Rn, xj ̸=0, j∈(1;n),

α∈Zn+: |α|≤m, αk≤βk, k∈(1;n)

(
(β1−α1) ln |x1|+...+(βn−αn) ln |xn|−φm(x)

)
≤

≤ eCM
ββ

(Me)|β|

βj∑
s=1

βj!

(βj − s)!
<∞.

Óñëîâèå 1) âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2) íà ìíîæåñòâå W . Äåéñòâèå îïåðàòîðà

S íà ìîíîì xβ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ r ∈ N è β ∈ Zn+ ðàâíî

Srxβ =
βj!

(βj + r)!
xβ · xrj ∀ r ∈ N.

Çíà÷èò, ïðè âñåõ m ∈ N ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

pm(
∞∑
r=1

Srxβ) ≤
∞∑
r=1

βj!

(βj + r)!
·

·e

sup
x∈Rn, xj ̸=0, j∈(1;n),

α∈Zn+: |α|≤m, αk≤βk, k∈(1;n)

(
(β1−α1) ln |x1|+...+(βj−αj+r) ln |xj |+...+(βn−αn) ln |xn|−φm(x)

)
≤

≤ eCM

∞∑
r=1

βj!

(βj + r)!

ββ(βj + r)βj+r

βj
βj(Me)|β|+r

≤

≤ eCM
βj!β

β

βj
βje|β|−βj

∞∑
r=1

1

M |β|+r(βj + r)1/2
<∞.

Óñëîâèå 2) âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð T õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).

Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü äëÿ ñåìåéñòâà φ âûïîëíåíî óñëîâèå γ1). Òîãäà äèôôå-

ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Tf(x) = Dα
xf(x) = ∂|α|

∂x
α1
1 ...∂xαnn

f(x) äëÿ ëþáûõ α ∈ Zn+,
α ̸= (0, 0, . . . , 0), ãäå f ∈ E(φ), õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà T â E(φ) è åãî äåéñòâèå

T : E(φ) → E(φ) ïîêàçàíû â òåîðåìå 1 èç ñòàòüè [89]. Äîêàæåì óòâåðæäå-

íèå ïî òåîðåìå 1.3. Â êà÷åñòâå W îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ìîíîìîâ xβ ïðè âñåõ

β ∈ Zn+. Ïî òåîðåìå 8.2 W ïëîòíî â E(φ).
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Îïðåäåëèì îïåðàòîð S : W → W â âèäå

Sxβ =

xn∫
0

. . .

x1∫
0

ξβ11 · . . . · ξβnn dα1ξ1 . . . d
αnξn.

Î÷åâèäíî, óñëîâèå 3) íà W âûïîëíåíî.

Â ñèëó α) äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî M ∈ R+ íàéäåòñÿ ïîñòîÿí-

íàÿ CM = CM(m,M) ∈ R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn

óñëîâèþ

φm(t1, . . . , tn) ≥M(|t1|+ . . .+ |tn|)− CM ,

ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

e

sup
t∈Rn, tj ̸=0, j∈(1;n),

γ∈Zn+: |γ|≤m, γk≤βk, k∈(1;n)

(
(β1−γ1) ln |t1|+...+(βn−γn) ln |tn|−φm(t1,...,tn)

)
≤ eCM

ββ

(Me)|β|
.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1) íà ìíîæåñòâå W . Äåéñòâèå îïåðàòîðà

T íà ìîíîì xβ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ s ∈ N è β ∈ Zn+ èìååò âèä

T sxβ =


β!

(β−sα)!x
β−sα ïðè s ≤ s0,

0 ïðè s > s0,

ãäå s0 = min
j∈(1;n)

[βj
αj

]
. Òîãäà ïîëó÷èì

∞∑
s=1

T sxβ =

s0∑
s=1

β!

(β − sα)!
xβ−sα.

Çíà÷èò, ïðè âñåõ m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

pm(
∞∑
s=1

T sxβ) ≤
s0∑
s=1

β!

(β − sα)!
·

·e

sup
x∈Rn, xj ̸=0, j∈(1;n),

γ∈Zn+: |γ|≤m, γk≤βk, k∈(1;n)

(
(β1−sα1−γ1) ln |x1|+...+(βn−sαn−γn) ln |xn|−φm(x)

)
≤

≤ eCM

s0∑
s=1

β!

(β − sα)!

(β − sα)(β−sα)

(Me)|β|−s|α|
≤

≤ eCM

s0∑
s=1

β!

M |β|−s|α|(β1 − sα1)
1/2 . . . (βn − sαn)

1/2
<∞.
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Óñëîâèå 1) âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2) íà ìíîæåñòâå W . Äåéñòâèå îïåðàòîðà

S íà ìîíîì xβ ïðè ëþáûõ r ∈ N è β ∈ Zn+ ðàâíî

Srxβ =
β!

(β + rα)!
xβ+rα ∀ r ∈ N.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∞∑
r=1

Srxβ =
∞∑
r=1

β!

(β + rα)!
xβ+rα.

Ïîýòîìó ïðè âñåõ m ∈ N ïîëó÷èì îöåíêó

pm(
∞∑
r=1

Srxβ) ≤
∞∑
r=1

β!

(β + rα)!
·

·e

sup
x∈Rn, xj ̸=0, j∈(1;n),

γ∈Zn+: |γ|≤m, γk≤βk, k∈(1;n)

(
(β1+rα1−γ1) ln |x1|+...+(βn+rαn−γn) ln |xn|−φm(x)

)
≤

≤ eCM

∞∑
r=1

β!

(β + rα)!

(β + rα)(β+rα)

(Me)|β|+r|α|
≤

≤ eCM

∞∑
r=1

β!

M |β|+r|α|(β1 + rα1)
1/2 . . . (βn + rαn)

1/2
<∞.

Óñëîâèå 2) âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð T õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1.3 èçó÷èì ñâîéñòâà îïåðàòîðà êîìïîçèöèè

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà.

Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü ñåìåéñòâî φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ γ1). Òîãäà îïåðà-

òîð Tf(x) = Dα
xf(x+b) =

∂|α|

∂x
α1
1 ...∂xαnn

f(x+b) äëÿ ëþáûõ α ∈ Zn+, α ̸= (0, 0, . . . , 0),

b ∈ Rn \ {(0, 0, . . . , 0)}, ãäå f ∈ E(φ), õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé

â E(φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà T â E(φ) è åãî äåéñòâèå

T : E(φ) → E(φ) ïîêàçàíû â ñëåäñòâèè 9.4. Äàëåå ïðèìåíèì òåîðåìó 1.3.

Â êà÷åñòâå W îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ìîíîìîâ xβ ïðè âñåõ β ∈ Zn+. Ïî òåî-

ðåìå 8.2 ìíîæåñòâî W ïëîòíî â E(φ).
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Îïðåäåëèì îïåðàòîðû Sk : W → W äëÿ ëþáûõ k ∈ N â âèäå

Skx
β =

β!

(β + kα)!

((
x− kb

)β+kα − |β|+k|α|∑
γ: |γ|=|β|+|α|

(β + kα)!

γ!(β + kα− γ)!
xβ+kα−γkγbγ

)
.

Òîãäà óñëîâèå 3) âûïîëíåíî íà W ïðè âñåõ k ∈ N

T kSkx
β =

(β + kα)!β!

β!(β + kα)!

(
x− kb+ kb

)β
= xβ.

Â ñèëó α) äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî M ∈ R+ íàéäåòñÿ ïîñòîÿí-

íàÿ CM = CM(m,M) ∈ R+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn

óñëîâèþ

φm(t1, . . . , tn) ≥M(|t1|+ . . .+ |tn|)− CM ,

ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

e

sup
t∈Rn, tj ̸=0, j∈(1;n),

δ∈Zn+: |δ|≤m, δs≤βs, s∈(1;n)

(
(β1−δ1) ln |t1|+...+(βn−δn) ln |tn|−φm(t1,...,tn)

)
≤ eCM

ββ

(Me)|β|
.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1) íà ìíîæåñòâå W . Äåéñòâèå îïåðàòîðà

T íà ìîíîì xβ ïðè ëþáûõ k ∈ N è β ∈ Zn+ èìååò âèä

T kxβ =


β!

(β−kα)!
(
x+ kb

)β−kα
ïðè k ≤ k0,

0 ïðè k > k0,

ãäå k0 = min
j∈(1;n)

[βj
αj

]
. Òîãäà ïîëó÷èì

∞∑
k=1

T kxβ =

k0∑
k=1

β!

(β − kα)!

(
x+ kb

)β−kα
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ m ∈ N âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

pm(
∞∑
k=1

T kxβ) ≤
k0∑
k=1

β!

(β − kα)!
ek|b|·

·e

sup
t∈Rn, tj ̸=0, j∈(1;n),

δ∈Zn+: |δ|≤m, δs≤βs−kαs, s∈(1;n)

(
(β1−kα1−δ1) ln |t1|+...+(βn−kαn−δn) ln |tn|−φm(t)

)
≤

≤ eCM

k0∑
k=1

β!

(β − kα)!
ek|b|

(β − kα)β−kα

(Me)|β|−k|α|
≤
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≤ eCM

k0∑
k=1

β!ek|b|

M |β|−k|α|(β1 − kα1)
1/2 . . . (βn − kαn)

1/2
<∞.

Óñëîâèå 1) âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2) íà ìíîæåñòâå W .

Îïåðàòîðû Sk äëÿ ëþáûõ k ∈ N ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Skx
β =

β!

(β + kα)!

( |β|+k|α|∑
γ: |γ|=0

(β + kα)!

γ!(β + kα− γ)!
xβ+kα−γkγbγ−

−
|β|+k|α|∑

γ: |γ|=|β|+|α|

(β + kα)!

γ!(β + kα− γ)!
xβ+kα−γkγbγ

)
=

=
β!

(β + kα)!

|β|+|α|−1∑
γ: |γ|=0

(β + kα)!

γ!(β + kα− γ)!
xβ+kα−γkγbγ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∞∑
k=1

Skx
β =

∞∑
k=1

β!

(β + kα)!

|β|+|α|−1∑
γ: |γ|=0

(β + kα)!

γ!(β + kα− γ)!
xβ+kα−γkγbγ.

Çíà÷èò, ïðè âñåõ m ∈ N ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

pm(
∞∑
k=1

Skx
β) ≤

∞∑
k=1

β!

(β + kα)!

|β|+|α|−1∑
γ: |γ|=0

(β + kα)!kγbγ

γ!(β + kα− γ)!
·

·e

sup
t∈Rn, tj ̸=0, j∈(1;n),

δ∈Zn+: |δ|≤m, δs≤βs−γs, s∈(1;n)

(
(β1+kα1−γ1−δ1) ln |t1|+...+(βn+kαn−γn−δn) ln |tn|−φm(t)

)
≤

≤ eCM

∞∑
k=1

|β|+|α|−1∑
γ: |γ|=0

β!kγbγ

γ!(β + kα− γ)!

(β + kα− γ)β+kα−γ

(Me)|β|+k|α|−|γ| ≤

≤ eCM

∞∑
k=1

|β|+|α|−1∑
γ: |γ|=0

β!kγbγ

γ!(β1 + kα1 − γ1)
1/2 . . . (βn + kαn − γn)

1/2M |β|+k|α|−|γ|
≤

≤ eCM

∞∑
k=1

(|β|+ |α|)β!k|β|+|α|−1b|β|+|α|−1

γ!Mk(|α|−1)(β1 + kα1)
1/2 . . . (βn + kαn)

1/2
<∞.

Óñëîâèå 2) âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð T õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèé â E(φ).
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Ãëàâà 4. Ñâîéñòâà îáîáùåííîãî îïåðàòîðà Äàíêëà

� 11. Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà

îáîáùåííîãî îïåðàòîðà Äàíêëà â H(C)

Äàëåå ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé H(C), ñíàáæåííîå
òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H∗(C)
ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî, à ÷åðåç PC � ïðîñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé ýêñïî-

íåíöèàëüíîãî òèïà. Îáîçíà÷èì â âèäå spanE ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà E

â H(C). Îïðåäåëèì òîïîëîãèþ â H(C) ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû íîðì

ps(f) = sup
z∈Ks

|f(z)|, s = 1, 2, . . . ,

ãäå Ks � êîìïàêòû â C ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ òàêèå, ÷òî Ks ⊂ Ks+1, s ∈ N
è

∞⋃
s=1

Ks = C. Ïî àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìå Ðóíãå [87, ãë. 4, � 2], [116, ï. 23]

ñèñòåìà ïîëèíîìîâ ïëîòíà â H(C), çíà÷èò, ïðîñòðàíñòâî H(C) ñåïàðàáåëü-

íî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî H(C) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå. Îòìåòèì, ÷òî

H(C) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà.
Îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f èç ïðîñòðàíñòâà

H(C) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Λf(z) =
d

dz
f(z) +

c

z

m−1∑
j=0

αjf(αjz), z ∈ C,

ãäå ÷èñëî c = const > 0, c ∈ R+ è ïàðàìåòð m = const ≥ 2, m ∈ N �

íåêîòîðûå çàäàííûå âåëè÷èíû, à êîýôôèöèåíòû αj èìåþò âèä

αj = e
2πij
m , j ∈ (0;m− 1).

Òîãäà â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèé c è m ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷-

íûå îïåðàòîðû Äàíêëà.Îïåðàòîð Äàíêëà îïðåäåëÿåòñÿ êàê åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé

ïðè óñëîâèè m = 2:

Λ0f(z) =
d

dz
f(z) +

c

z

(
f(z)− f(−z)

)
.

Î÷åâèäíî, îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà â ïðîñòðàíñòâå H(C) ëèíåéíûé,

à òàêæå îí íåïðåðûâíûé, êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 11.1 íèæå.
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Äåéñòâèå îïåðàòîðà Λ íà ìîíîì zn ïðè ëþáûõ k ∈ N è n ∈ N èìååò âèä

Λkzn =

q(n)q(n− 1) . . . q(n− k + 1)zn−k ïðè 1 ≤ k ≤ n,

0 ïðè k > n,

ãäå ÷åðåç q(k) îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûå êîýôôèöèåíòû

q(n) = n+ c
m−1∑
j=0

e
2πij(n+1)

m , n ∈ N.

Îòñþäà íàõîäèì ðåçóëüòàò åãî äåéñòâèÿ äëÿ ëþáûõ k ∈ N íà öåëóþ ôóíêöèþ

f(z) =
+∞∑
k=0

akz
k:

Λkf(z) =
+∞∑
n=k

anq(n)q(n− 1) . . . q(n− k + 1)zn−k, k ∈ N.

Èçó÷èì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè q.

Ëåììà 11.1. Ôóíêöèÿ

q(z) = z + c

m−1∑
j=0

e
2πij(z+1)

m

ïðè ïðîèçâîëüíûõ k ∈ Z ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

q(k) =

k + cm ïðè k = lm− 1, ãäå l ∈ Z,

k ïðè k ̸= lm− 1, ãäå l ∈ Z.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

k! < q(1)q(2) . . . q(k − 1)q(k) <
(k + cm)!

(cm)!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî c = const > 0, c ∈ R+ è ïàðàìåòð

m = const ≥ 2, m ∈ N � íåêîòîðûå çàäàííûå âåëè÷èíû.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

s(k) =
m−1∑
j=0

e
2πij(k+1)

m .

Âû÷èñëèì åãî çíà÷åíèå êàê êîíå÷íóþ ñóììó ïåðâûõ m ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè:

s(k) =
e2πi(k+1) − 1

e
2πi(k+1)

m − 1
=

−ie−
πi(k+1)

m

(
e2πi(k+1) − 1

)
−i
(
e

πi(k+1)
m − e

−πi(k+1)
m

) =
−i
(
e

2πi(k+1)(m−1/2)
m − e−

πi(k+1)
m

)
−i
(
e

πi(k+1)
m − e

−πi(k+1)
m

) .
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ýéëåðà, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå:

s(k) =
−i
(
cos 2π(k+1)(m−1/2)

m − cos π(k+1)
m

)
+
(
sin 2π(k+1)(m−1/2)

m + sin π(k+1)
m

)
2 sin π(k+1)

m

=

=
sinπ(k + 1)

sin π(k+1)
m

(
cos

π(k + 1)(m− 1)

m
− i sin

π(k + 1)(m− 1)

m

)
.

Äëÿ ïîñëåäíåé ñóììû âîçìîæíû íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Åñëè sin π(k+1)
m = 0, òî ÷èñëà k èìåþò âèä k = ml − 1, l ∈ Z. Òîãäà

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

s(k) =
m−1∑
j=0

e2πilj =
m−1∑
j=0

1 = m, q(k) = k + cm.

Åñëè sin π(k+1)
m ̸= 0, òî ñóììà ðàâíà

s(k) =
sin π(k + 1)

sin π(k+1)
m

(
cos

π(k + 1)(m− 1)

m
−i sin π(k + 1)(m− 1)

m

)
= 0, q(k) = k.

Èòàê, ôóíêöèÿ q ïðè ïðîèçâîëüíûõ k ∈ Z ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

q(k) =

k + cm ïðè k = lm− 1, ãäå l ∈ Z,

k ïðè k ̸= lm− 1, ãäå l ∈ Z.

Ââèäó òîãî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ïàðàìåòðå m äëÿ âñåõ öåëûõ k

ðàâåíñòâî k = lm − 1 íå âûïîëíÿåòñÿ îäíîâðåìåííî, òî ñïðàâåäëèâû ñòðîãèå

îöåíêè:

q(1)q(2) . . . q(k) > 1 · 2 · . . . · k = k!,

q(1)q(2) . . . q(k) < (cm+ 1) · (cm+ 2) · . . . · (cm+ k) =
(cm+ k)!

(cm)!
.

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå

k! < q(1)q(2) . . . q(k) <
(k + cm)!

(cm)!
.

Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå q(k) ïðè óñëîâèè k = 0 ðàâíî

q(0) = cs(0) = c
m−1∑
j=0

e
2πij
m =

sinπ

sin π
m

(
cos

π(m− 1)

m
− i sin

π(m− 1)

m

)
= 0.
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Çíà÷èò, äëÿ ôóíêöèè q âåðíû ôîðìóëû q(0) = 0 è q(k) ̸= 0 ïðè k ∈ N.
Êàê ïîêàçàíî â ñòàòüå [78, ñ. 60], ôóíêöèþ

q(z) = z + c
m−1∑
j=0

e
2πij(z+1)

m

â ñèëó èçîìîðôíîñòè ïðîñòðàíñòâ H∗(C) è H0({∞}) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

q(z) = pF0(z) = F0ξ(e
ξz),

ãäå ôóíêöèîíàë F0 ∈ H∗(C) òàêîé, ÷òî àññîöèèðîâàííàÿ ê íåìó ôóíêöèÿ

g0 ∈ H0({∞}) èìååò âèä

g0(z) =
1

z2
+ c

m−1∑
j=0

e
2πij
m (k+1)

z − 2πij
m

.

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 11.2. Äåéñòâèå îáîáùåííîãî îïåðàòîðà Äàíêëà Λ íà ôóíêöèþ f â

H(C) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåéñòâèÿ ôóíêöèîíàëà F0 ∈ H∗(C) íà ôóíê-
öèþ f ïî ôîðìóëå

Λf(z) =
1

z
F0ξ

(
f(eξ

))
,

ãäå ôóíêöèîíàë F0 òàêîé, ÷òî àññîöèèðîâàííàÿ ê íåìó ôóíêöèÿ èìååò âèä

g0(z) =
1

z2
+ c

m−1∑
j=0

e
2πij
m (k+1)

z − 2πij
m

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì öåëóþ ôóíêöèþ f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n. Â ñèëó ïðèâåäåí-

íîé âûøå ôîðìóëû äåéñòâèå îïåðàòîðà Λ íà ôóíêöèþ f ìîæíî çàïèñàòü â

ñëåäóþùåì âèäå:

Λf(z) =
+∞∑
n=1

anq(n)z
n−1 =

+∞∑
n=1

an pF0(n)z
n−1 =

+∞∑
n=1

anF0ξ(e
ξn)zn−1,

ãäå ôóíêöèîíàë F0 ∈ H∗(C) îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì, ÷òî àññîöèèðîâàííàÿ ê íåìó
ôóíêöèÿ èìååò âèä

g0(z) =
1

z2
+ c

m−1∑
j=0

e
2πij
m (k+1)

z − 2πij
m

.
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Ïî òåîðåìå 11.1 îïåðàòîð Λ íåïðåðûâåí â H(C), òîãäà Λf(z) ∈ H(C) è
ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå:

+∞∑
n=1

anF0ξ(e
ξn)zn−1 = F0ξ

(1
z

+∞∑
n=1

an(e
ξz)

n)
=

1

z
F0ξ

(
f(eξz)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå îïåðàòîðà Λ íà ôóíêöèþ f â H(C) ðàâíîñèëüíî äåé-
ñòâèþ íà íåå ôóíêöèîíàëà F0 ∈ H∗(C) ïî ôîðìóëå

Λf(z) =
1

z
F0ξ

(
f(eξz)

)
.

Äëÿ îáîáùåííîãî îïåðàòîðà Äàíêëà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-

íèÿ.

Òåîðåìà 11.1. Îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà Λ îòîáðàæàåò íåïðåðûâíî ïðî-

ñòðàíñòâî öåëûõ ôóíêöèé H(C) â ïðîñòðàíñòâî H(C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ öåëóþ ôóíêöèþ f ∈ H(C), ïîëîæèì,
÷òî f(0) = 1. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Rs = sup

z∈Ks

|z|, s ∈ N. Îáðàç ôóíêöèè èìååò

âèä

Λf(z) = f ′(z) +
c

z

m−1∑
j=0

αj
(
f(αjz)− 1

)
+
c

z

m−1∑
j=0

αj =

= f ′(z) + c

m−1∑
j=0

αj

(
f(αjz)− f(0)

)
z

= f ′(z) + c
m−1∑
j=0

α2
j

1∫
0

f ′(αjzt)dt.

Ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè âûïîëíÿåòñÿ

îöåíêà

∀ s ∈ N ps(f
′) ≤ ps(f)

Rs
.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∀ s ∈ N ps(Λf(z)) ≤ ps(f
′) + c

m−1∑
j=0

|αj|2ps(f ′) ≤

≤ (cm+ 1)ps(f
′) ≤ (cm+ 1)

ps(f)

Rs
<∞.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Λ íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò H(C) â H(C).
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Òåîðåìà 11.2. Îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà Λ ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, îïåðàòîð Λ ëèíåéíûé â H(C), åãî íåïðåðûâíîñòü
ïîêàçàíà â òåîðåìå 11.1. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ 1)�3) òåîðåìû 1.2.

Ïîëîæèì X0 = Y0 = span
{
zn
}
n∈N0

. Ìíîæåñòâà X0 è Y0 ïëîòíû â H(C).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Rs = sup

z∈Ks

|z|, s ∈ N. Äåéñòâèå îïåðàòîðà Λ íà ìîíîì zn

äëÿ ëþáûõ k ∈ N è n ∈ N èìååò âèä

Λkzn =

q(n)q(n− 1) . . . q(n− k + 1)zn−k ïðè 1 ≤ k ≤ n,

0 ïðè k > n;

ãäå ÷åðåç q(k) îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíò q(k) = k + c
m−1∑
j=0

e
2πij(k+1)

m .

Îïðåäåëèì îïåðàòîð S : Y0 → H(C) â âèäå

Skzt =
1

q(t+ k)q(t+ k − 1) . . . q(t+ 1)
zt+k, k, t ∈ N.

Ïîëîæèì Sk = Sk, k ∈ N. Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 3) íà Y0.
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1) íà ìíîæåñòâå X0. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

s ∈ N è n ∈ N ïðè óñëîâèè k > n, ãäå k ∈ N, ps(Λ
kzn) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

óñëîâèå 1) âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì óñëîâèå 2) íà ìíîæåñòâå Y0. Òîãäà ïðè ëþáûõ s ∈ N è n ∈ N

ps(S
kzn) =

1∣∣q(n+ k)q(n+ k − 1) . . . q(n+ 1)
∣∣ supz∈Ks

|z|n+k ≤

≤ n!

(n+ k)!
Rn+k
s −−−→

k→∞
0.

Â ñèëó ýòîãî óñëîâèå 2) âåðíî. Èòàê, äëÿ Λ ñïðàâåäëèâû âñå òðåáîâàíèÿ òåîðå-

ìû 1.2. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð Λ ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(C).

Òåîðåìà 11.3. Îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà Λ õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèé â H(C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà Λ : H(C) → H(C) ïîêàçàíà â òåî-
ðåìå 11.1. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ 1)�3) òåîðåìû 1.3. Ââåäåì ìíîæåñòâî

W = span{zn}n∈N0
. Îíî ïëîòíî â H(C). Îáîçíà÷èì Rs = sup

z∈Ks

|z|, s ∈ N. Äåé-

ñòâèå îïåðàòîðà Λ íà ìîíîì zn ïðè ëþáûõ k ∈ N è n ∈ N èìååò âèä

Λkzn =

q(n)q(n− 1) . . . q(n− k + 1)zn−k ïðè 1 ≤ k ≤ n,

0 ïðè k > n;
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ãäå ÷åðåç q(k) îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíò q(k) = k + c
m−1∑
j=0

e
2πij(k+1)

m .

Îïðåäåëèì îïåðàòîð S : W → W â âèäå

Skzt =
1

q(t+ k)q(t+ k − 1) . . . q(t+ 1)
zt+k, k, t ∈ N.

Ïîëîæèì Sk = Sk, k ∈ N. Î÷åâèäíî, óñëîâèå 3) íà W âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ 1) íàW . Òîãäà ïðè âñåõ s ∈ N è n ∈ N
ïîëó÷èì, ÷òî

∞∑
k=0

sup
z∈Ks

|Λkzn| = sup
z∈Ks

|z|n +
n∑
k=1

∣∣q(n)q(n− 1) . . . q(n− k + 1)
∣∣ sup
z∈Ks

|z|n−k =

= Rn
s +

n∑
k=1

∣∣q(n)q(n− 1) . . . q(n− k + 1)Rn−k
s

∣∣ <∞,

ïîñêîëüêó ÷èñëà s è n ôèêñèðîâàíû. Çíà÷èò, ðÿä
∞∑
k=1

Λkzn áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ

â H(C). Óñëîâèå 1) âûïîëíåíî.
Ïðîâåðèì óñëîâèå 2) íàW . Äëÿ ëþáûõ s ∈ N è n ∈ N ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∞∑
k=0

sup
z∈Ks

|Skzn| = sup
z∈Ks

|z|n +
∞∑
k=1

1∣∣q(n+ k)q(n+ k − 1) . . . q(n+ 1)
∣∣ supz∈Ks

|z|n+k ≤

≤ Rn
s +

∞∑
k=1

n!

(n+ k)!
Rn+k
s <∞.

Èòàê, ðÿä
∞∑
k=1

Skzn áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ â H(C). Óñëîâèå 2) âåðíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð Λ õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé

â H(C).
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� 12. Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà

îáîáùåííîãî îïåðàòîðà Äàíêëà â F(φ,C)

Îáîçíà÷èì ÷åðåçF(φ,C) ïðîñòðàíñòâîF(φ) ïðè n = 1 ñ óñëîâèÿìè i1)�i4)

íà ñåìåéñòâî φ è äëÿ âñåõ m ∈ N φm(z) = φm(|z|), ãäå z ∈ C. Îïðåäåëèì
îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà Λ äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f èç ïðîñòðàíñòâà F(φ,C)
ïî ôîðìóëå

Λf(z) =
d

dz
f(z) +

c

z

m−1∑
j=0

αjf(αjz),

ãäå ÷èñëî c = const > 0, c ∈ R+ è ïàðàìåòð m = const ≥ 2, m ∈ N �

íåêîòîðûå çàäàííûå âåëè÷èíû, à êîýôôèöèåíòû αj èìåþò âèä

αj = e
2πij
m , j ∈ (0;m− 1).

Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 12.1. Îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà Λ â ïðîñòðàíñòâå F(φ,C)
íåïðåðûâåí è îòîáðàæàåò åãî â F(φ,C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì íåêîòîðóþ ôóíêöèþ f ∈ F(φ,C), ïîëîæèì, ÷òî
f(0) = 1. Â ñèëó àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè f Λf ∈ H(C).

Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Êîøè, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

d

dz
f(z) =

1

(2πi)

∫
Πz

f(ξ) dξ

(ξ − z)2
,

ãäå R > 0 è r ≥ R � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, z � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç

íåêîòîðîãî îãðàíè÷åííîãî êðóãà B(0, R) =
{
z ∈ C : |z| ≤ R

}
, à ξ � òî÷êà èç

îêðóæíîñòè Πz =
{
ξ ∈ C : |ξ − z| = r, r > 0

}
. Äàëåå íàéäåì îöåíêó ñâåðõó:∣∣∣∣ ddzf(z)

∣∣∣∣ ≤ r +R

r2
max
ξ∈Πz

|f(ξ)| ≤ 2

r
max
ξ∈Πz

|f(ξ)|.

Òàê êàê äëÿ âñåõ s ∈ N è z ∈ C ps(f) = sup
z∈C

(|f(z)|e−φs(z)), ãäå f ∈ F(φ,C),
òî

|f(z)| ≤ ps+1(f)e
φs+1(z).

Â ñèëó i4) ïðè âñåõ s ∈ N ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

sup
z∈C

(
exp(max

ξ∈Πz

φs+1(ξ)) exp(−φs(z))
)
≤ exp

(
sup
z∈C

(φs+1(z)− φs(z))
)
≤ ecs.
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Äëÿ ëþáûõ s ∈ N ïîëó÷èì

ps

( d
dz
f(z)

)
≤ 2

r
ps+1(f) sup

z∈C

(
exp(max

ξ∈Πz

φs+1(ξ)) exp(−φs(z))
)
≤ 2ecs

r
ps+1(f) <∞.

Îáðàç ôóíêöèè ïðè ëþáûõ f ∈ F(φ,C) èìååò âèä

Λf(z) =
d

dz
f(z) +

c

z

m−1∑
j=0

αj
(
f(αjz)− 1

)
+
c

z

m−1∑
j=0

αj =

=
d

dz
f(z) + c

m−1∑
j=0

αj

(
f(αjz)− f(0)

)
z

=
d

dz
f(z) + c

m−1∑
j=0

α2
j

1∫
0

d

dz
f(αjzt)dt.

Ïîñêîëüêó φs(z) = φs(|z|) äëÿ âñåõ s ∈ N , ãäå z ∈ C, òî ïðè âñåõ s ∈ N
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ps(Λf(z)) ≤ ps(
d

dz
f) + c

m−1∑
j=0

|αj|2ps(
d

dz
f(αjz)) ≤

≤ 2
ecs

r
ps+1(f) + c

m−1∑
j=0

2
ecs

r
ps+1(f) ≤ 2(cm+ 1)

ecs

r
ps+1(f) <∞.

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Λ íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò F(φ,C) â F(φ,C).

Òåîðåìà 12.2. Îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà Λ ãèïåðöèêëè÷åñêèé â ïðî-

ñòðàíñòâå F(φ,C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçàíî â òåîðåìå 12.1, îïåðàòîð Λ ëèíåéíûé è íåïðå-

ðûâíûé â F(φ,C). Ïðîâåðèì óñëîâèÿ 1)�3) òåîðåìû 1.2. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

X0 = Y0 = span
{
zn
}
n∈N0

. Ïî ëåììå 4.1 X0 è Y0 ïëîòíû â F(φ,C).
Äåéñòâèå îïåðàòîðà Λ íà ìîíîì zn äëÿ ëþáûõ k ∈ N è n ∈ N èìååò âèä:

Λkzn =

q(n)q(n− 1) . . . q(n− k + 1)zn−k ïðè 1 ≤ k ≤ n,

0 ïðè k > n;

ãäå ÷åðåç q(k) îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíò q(k) = k + c
m−1∑
j=0

e
2πij(k+1)

m .

Îïðåäåëèì îïåðàòîð S : Y0 → F(φ,C) â âèäå

Skzt =
1

q(t+ k)q(t+ k − 1) . . . q(t+ 1)
zt+k, k, t ∈ N.

Ïîëîæèì Sk = Sk, k ∈ N. Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 3) íà Y0.
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Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1) íà ìíîæåñòâå X0. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

s ∈ N è n ∈ N ïðè óñëîâèè k > n, ãäå k ∈ N, ps(Λ
kzn) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

óñëîâèå 1) âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì óñëîâèå 2) íà ìíîæåñòâå Y0. Èç óñëîâèÿ i1) ñëåäóåò, ÷òî ïðè

âñåõ s ∈ N äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî M ∈ R+ ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ

CM ∈ R+ òàêàÿ, ÷òî φs(z) ≥ M |z| − CM ïðè âñåõ z ∈ C. Ïîýòîìó äëÿ âñåõ

n ∈ N0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

e
sup

z∈C\{0}

(
n ln |z|−φs(z)

)
≤ eCM

nn

(Me)n
.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ s ∈ N è n ∈ N ñëåäóåò, ÷òî

ps(S
kzn) ≤ n!

(n+ k)!
e

sup
z∈C\{0}

(
(n+k) ln |z|−φs(z)

)
≤ eCMn!

(n+ k)(1/2)Mk(n+1)
−−−→
k→∞

0.

Â ñèëó ýòîãî óñëîâèå 2) âåðíî, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ÷èñëî M ìîæíî âçÿòü

ñêîëü óãîäíî áîëüøèì. Èòàê, äëÿ îïåðàòîðà Λ ñïðàâåäëèâû âñå òðåáîâàíèÿ

òåîðåìû 1.2. Ñëåäîâàòåëüíî, Λ ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ,C).

Òåîðåìà 12.3. Îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà Λ õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèé â ïðîñòðàíñòâå F(φ,C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà Λ â F(φ,C) ïîêàçàíà â òåîðå-

ìå 12.1. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ 1)�3) òåîðåìû 1.3. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà W îïðåäå-

ëèì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà ìîíîìîâ W = span
{
zn
}
n∈N0

. Ïî ëåììå 4.1

W ïëîòíî â F(φ,C).
Äåéñòâèå îïåðàòîðà Λ íà ìîíîì zn ïðè ïðîèçâîëüíûõ k ∈ N è n ∈ N

èìååò âèä:

Λkzn =

q(n)q(n− 1) . . . q(n− k + 1)zn−k ïðè 1 ≤ k ≤ n,

0 ïðè k > n;

ãäå ÷åðåç q(k) îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíò q(k) = k + c
m−1∑
j=0

e
2πij(k+1)

m .

Îïðåäåëèì îïåðàòîð S : W → W â âèäå

Skzt =
1

q(t+ k)q(t+ k − 1) . . . q(t+ 1)
zt+k, k, t ∈ N.

Ïîëîæèì Sk = Sk, k ∈ N. Î÷åâèäíî, óñëîâèå 3) íà W âûïîëíåíî.
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Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ 1) íà W . Èç óñëîâèÿ i1) ñëåäóåò, ÷òî

ïðè âñåõ s ∈ N äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî M ∈ R+ ñóùåñòâóåò ïîñòî-

ÿííàÿ CM ∈ R+ òàêàÿ, ÷òî φs(z) ≥ M |z| − CM ïðè âñåõ z ∈ C. Ïîýòîìó äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ n ∈ N0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

e
sup

z∈C\{0}

(
n ln |z|−φs(z)

)
≤ eCM

nn

(Me)n
.

Òîãäà ïðè âñåõ s ∈ N è n ∈ N ïîëó÷èì, ÷òî

ps(
∞∑
k=0

|Λkzn|) ≤
n∑
k=0

sup
z∈C

(
|Λkzn|e−φs(z)

)
≤ eCM

nn

(Me)n
+

+eCM

n∑
k=1

∣∣q(n)q(n− 1) . . . q(n− k + 1)
∣∣(n− k)n−k

(Me)n−k
<∞,

ïîñêîëüêó ÷èñëà s è n ôèêñèðîâàíû. Çíà÷èò, ðÿä
∞∑
k=1

Λkzn áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ

íà W . Óñëîâèå 1) âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì óñëîâèå 2) íàW . Äëÿ ëþáûõ s ∈ N è n ∈ N ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ps(
∞∑
k=0

|Skzn|) ≤
∞∑
k=0

sup
z∈C

(
|Skzn|e−φs(z)

)
≤

≤ eCM
nn

(Me)n
+
eCMn!

Mn

∞∑
k=1

1

Mk(n+ k)1/2
<∞.

Èòàê, ðÿä
∞∑
k=1

Skzn áåçóñëîâíî ñõîäèòñÿ íà W , ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ÷èñ-

ëî M ìîæíî âçÿòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì. Óñëîâèå 2) âåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

îïåðàòîð Λ õàîòè÷åñêèé è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèé â F(φ,C).
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå èçó÷åíû ñâîéñòâà ãèïåðöèêëè÷íîñòè, õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷íîñòè êëàññè÷åñêèõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â ñëåäó-

þùèõ ïðîñòðàíñòâàõ:

ïðîñòðàíñòâî H(Ω) àíàëèòè÷åñêèõ â Ω ôóíêöèé;

âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî F(φ) öåëûõ â Cn ôóíêöèé;

âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî E(φ) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â Rn ôóíêöèé.

Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå H(Ω),

êîììóòèðóþùèé ñ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå ÿâëÿþùèéñÿ

ñêàëÿðíûì êðàòíûì òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèê-

ëè÷åñêèì (òåîðåìà 2.6). Òàêæå îí õàîòè÷åñêèé (òåîðåìà 3.5) è ÷àñòî-

ãèïåðöèêëè÷åñêèé (òåîðåìà 3.6) â H(Ω).

2. Èçó÷åíû ñâîéñòâà ïëîòíîñòè ïîëèíîìîâ, ïîëíîòû ñèñòåìû ýêñïîíåíò â

ïðîñòðàíñòâå F(φ), äîêàçàíà ãèïåðöèêëè÷íîñòü îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöè-

ðîâàíèÿ, ñäâèãà, ñâåðòêè è èõ ðàçëè÷íûõ êîìïîçèöèé â F(φ). Ëèíåéíûé

íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â F(φ), êîììóòèðóþùèé ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíî-

ãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå ñîâïàäàþùèé ñî ñêàëÿðíûì êðàòíûì òîæ-

äåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì â ýòîì ïðîñòðàí-

ñòâå (òåîðåìà 5.5). Äîêàçàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé îïåðàòîð îáëàäàåò

ñâîéñòâàìè õàîòè÷íîñòè (òåîðåìà 6.1) è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè (òåîðå-

ìà 6.2) â F(φ).

3. Â ïðîñòðàíñòâå E(φ) ðàññìîòðåíî ñâîéñòâî ãèïåðöèêëè÷íîñòè îïåðàòî-

ðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñäâèãà, ñâåðòêè è èõ ðàçëè÷íûõ êîìïîçèöèé.

Ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â E(φ), êîììóòèðóþùèé
ñ îïåðàòîðàìè ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è íå ÿâëÿþùèéñÿ ñêàëÿð-

íûì êðàòíûì òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì

â ýòîì ïðîñòðàíñòâå (òåîðåìà 9.1). Ïðèâåäåíû òåîðåìû î õàîòè÷íîñòè è
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÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (òåîðåìà 10.2) è

îïåðàòîðà êîìïîçèöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñäâèãà (òåîðåìà 10.3) â E(φ).
4. Èçó÷åíû íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáîáùåííîãî îïåðàòîðà Äàíêëà â ïðîñòðàí-

ñòâå H(C) öåëûõ ôóíêöèé ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà

êîìïàêòàõ, à èìåííî ïðèâåäåí âèä ôóíêöèè, ïîëó÷àåìîé ïðè äåéñòâèè

ýòîãî îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ èç H(C), ïîêàçàíî, ÷òî äåéñòâèå îáîáùåí-

íîãî îïåðàòîðà Äàíêëà íà öåëóþ ôóíêöèþ ðàâíîñèëüíî äåéñòâèþ íà íåå

ôóíêöèîíàëà îïðåäåëåííîãî âèäà. Äîêàçàíû óòâåðæäåíèÿ, ÷òî îáîáùåí-

íûé îïåðàòîð Äàíêëà ÿâëÿåòñÿ ãèïåðöèêëè÷åñêèì (òåîðåìà 11.2), à òàêæå

õàîòè÷åñêèì è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷åñêèì (òåîðåìà 11.3) â H(C). Ïîêàçàíî,
÷òî îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàíêëà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ãèïåðöèêëè÷íîñòè

(òåîðåìà 12.2), õàîòè÷íîñòè è ÷àñòî-ãèïåðöèêëè÷íîñòè (òåîðåìà 12.3) â

ïðîñòðàíñòâå F(φ,C).
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