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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Îäíîé èç àêòèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ
îáëàñòåé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà è åå ïðèëîæåíèÿ. Ðàçâèòèå äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ èí-
ñïèðèðîâàíî êàê òåîðåòè÷åñêèì èíòåðåñîì ê íåìó, òàê è åãî èñïîëüçîâàíèåì
â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ. Äðîáíûå ïðîèçâîäíûå ïîâñåìåñòíî èñïîëüçó-
þòñÿ â èññëåäîâàíèÿõ ïî ìåõàíèêå âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé, ïðè îïèñàíèè
äâèæåíèÿ âî ôðàêòàëüíûõ ñðåäàõ (ïî÷âà, êðîâåíîñíàÿ ñèñòåìà), ìîäåëèðîâà-
íèÿ òóðáóëåíòíîñòè, ïðîöåññîâ â ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè, ìàòåìàòè÷åñêîé
ýêîíîìèêå è äð.

Ñðåäè ìíîãèõ ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ÷àùå âñåãî
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâîäíûå Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ è Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Äæðáà-
øÿíà � Íåðñåñÿíà,÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ íàçâàííûå äðîáíûå
ïðîèçâîäíûå, à òàêæå ëþáûå èõ êîíå÷íûå êîìïîçèöèè. Âñå ýòî ñâèäåòåëüñòâó-
åò îá àêòóàëüíîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ.
Ïóñòü Z � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A : DA → Z , DA ⊂ Z , Z � îòêðûòîå

ìíîæåñòâî â R×Zn, îïåðàòîð B : Z → Z íåëèíåéíûé, Dσk , k = 0, 1, . . . , n, �
ïðîèçâîäíûå Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà (îïðåäåëåíèå ñì. íèæå). Â ðàáîòå áóäåò
ðàññìîòðåíà íà÷àëüíàÿ çàäà÷à

Dσkz(t0) = zk, k = 0, 1, . . . , n− 1, (1)

äëÿ ëèíåéíûõ (ïðè B = f(t)) è íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Dσnz(t) = Az(t) +B(t,Dσ0z(t), Dσ1z(t), . . . , Dσn−1z(t)) (2)

ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà îïåðàòîðû A,B.
Ïîìèìî óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî äðîáíîé ïðîèçâîäíîé

Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà, â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ óðàâíåíèÿ,
ñîäåðæàùèå ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ íåòðèâèàëüíûì ÿäðîì ïðè ýòîé ïðîèçâîä-
íîé, óðàâíåíèÿ èç ýòîãî êëàññà áóäåì íàçûâàòü âûðîæäåííûìè ýâîëþöèîí-
íûìè. Ïóñòü X è Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, L,M : X → Y , kerL ̸= {0},
X � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R×X n, îïåðàòîð N : X → Y íåëèíåéíûé. Áóäåò
èññëåäîâàíà íà÷àëüíàÿ çàäà÷à òèïà Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

DσkPx(t0) = xk, k = 0, 1, . . . , n− 1, (3)

äëÿ ëèíåéíûõ (ïðè N = g(t)) è íåëèíåéíûõ âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé

DσnLx(t) =Mx(t) +N(t,Dσ0x(t), Dσ1x(t), . . . , Dσn−1x(t)) (4)

ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ íà îïåðàòîðû L,M,N . Îáùèå ðåçóëüòàòû î íà÷àëü-
íûõ çàäà÷àõ äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ áóäóò
èñïîëüçîâàíû äëÿ èçó÷åíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ. Ïðîèçâîäíàÿ
Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà áûëà ââåäåíà â ðàññìîòðåíèå â ðàáîòå 1 (ïóáëèêàöèÿ

1Äæðáàøÿí Ì. Ì., Íåðñåñÿí À. Á. Äðîáíûå ïðîèçâîäíûå è çàäà÷à Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà // Èçâ. Àêàä. íàóê Àðìÿíñêîé ÑÑÐ. Ìàòåìàòèêà. 1968. Ò. 3, � 1. Ñ. 1�28.
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2 ÿâëÿåòñÿ åå àíãëèéñêèì ïåðåâîäîì; ñì. òàêæå ðàáîòó 3). Ïóñòü 0 < αk ≤ 1,
k = 0, 1, . . . , n ∈ N, ïðîèçâîäíûìè Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà íàçûâàþòñÿ âû-
ðàæåíèÿ Dσ0z(t) := Dα0−1

t z(t),

Dσkz(t) := Dαk−1
t D

αk−1
t D

αk−2
t . . . Dα0

t z(t), k = 1, 2, . . . , n,

ãäå Dβ
t z(t) � ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà β ïðè β > 0 è èíòå-

ãðàë Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà −β ïðè β ≤ 0. Çäåñü æå èññëåäîâàíà íà-
÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè ýòîì çàäàþòñÿ
äëÿ ìëàäøèõ ïðîèçâîäíûõ Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà Dσk , k = 0, 1, . . . , n.

Ðàçëè÷íûå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è ñèñòåì óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà ðàññìàòðèâà-
ëèñü â ðàáîòàõ À. Â. Ïñõó, Ì. Ã. Ìàæãèõîâîé,Ì. Î. Ìàì÷óåâà, Ô. Ò. Áîãàòû-
ðåâîé,A. Ahmad è D. Baleanu.

Âûðîæäåííûå ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû óðàâíåíèé ÷àñòî âñòðå-
÷àþòñÿ ñðåäè íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàçëè÷íûå
àâòîðû èññëåäóþò íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì
óðàâíåíèé öåëîãî ïîðÿäêà, ñðåäè ðàáîò ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé îòìåòèì ðà-
áîòû R. E. Showalter, Í. À. Ñèäîðîâà, Á. Â. Ëîãèíîâà, Ì. Â. Ôàëàëååâà,
Ã. Â. Äåìèäåíêî, Ñ. Â. Óñïåíñêîãî, È. È. Ìàòâååâîé, À. È. Êîæàíîâà, A. Favini,
A. Yagi, Ã. À. Ñâèðèäþêà, Â. Å. Ôåäîðîâà, È. Â. Ìåëüíèêîâîé, À. È. Ôè-
ëèíêîâà, Ñ.Ã. Ïÿòêîâà, À. Ã. Ñâåøíèêîâà, Ì. Î. Êîðïóñîâà, À. Á. Àëüøè-
íà, Þ. Ä. Ïëåòíåðà, È. À. Øèøìàðåâà, Å. È. Êàéêèíîé, Ï. È. Íàóìêèíà.
Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êîíêðåòíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé, îáûêíîâåííûå è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, òàê è àáñòðàêòíûå îáûêíî-
âåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Óðàâíåíèÿ
â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íå ðàçðåøèìûå îòíîñèòåëüíî äðîáíîé ïðîèçâîä-
íîé Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ èëè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî, ñ ïðèëîæåíèÿìè ê êîí-
êðåòíûì íà÷àëüíî-êðàåâûì çàäà÷àì èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Â. Å. Ôåäîðîâà,
Ì. Â. Ïëåõàíîâîé è èõ ó÷åíèêîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îá àíàëèòè÷åñêèõ ðàçðåøàþùèõ
ñåìåéñòâàõ îïåðàòîðîâ, íåâûðîæäåííûõ è âûðîæäåííûõ, ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíè-
åì ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ, â òîì ÷èñëå
âûðîæäåííûõ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ, íà ñëó÷àé óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèç-
âîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà. Ðàíåå ïîäîáíûå îáîáùåíèÿ äëÿ ýâîëþöè-
îííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé áûëè ïîëó÷åíû ß. Ïðþññîì, äëÿ óðàâíåíèé
ñ ïðîèçâîäíîé Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî � Ý. Ã. Áàæëåêîâîé. Äëÿ óðàâíåíèé ñ
ïðîèçâîäíîé Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ, ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñè-
ìîâà � Êàïóòî è Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ àíàëèòè÷åñêèå ðàçðåøàþùèå ñåìåéñòâà
îïåðàòîðîâ èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Â. Å. Ôåäîðîâà è åãî ñîàâòîðîâ.

Öåëè è çàäà÷è. Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â èññëå-
äîâàíèè âîïðîñîâ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå-
íèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà (2)
(â êâàçèëèíåéíîì ñëó÷àå � îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà �

2Dzhrbashyan M. M., Nersesyan A. B. Fractional derivatives and Cauchy problem for di�erential equations

of fractional order // Fractional Calculus and Applied Analysis. 2020. Vol. 23. P. 1810�1836.
3Äæðáàøÿí Ì. Ì. Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé â êîìïëåêñíîé îáëàñòè.

Ì. : Íàóêà., 1968. 672 c.
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Íåðñåñÿíà), à òàêæå âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíû-
ìè Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà. Â ïåðâîì ñëó÷àå, íåâûðîæäåííîì, ðàññìîòðåíû
êëàññû óðàâíåíèé ñ îãðàíè÷åííûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì è ñ ñåêòîðèàëüíûì
îïåðàòîðîì ïðè èñêîìîé ôóíêöèè, ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ çà-
äà÷à Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà (1). Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ
îòíîñèòåëüíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ëèáî ñåêòîðèàëüíîñòü ïàðû ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ â óðàâíåíèè (4) (ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà è
ïðè èñêîìîé ôóíêöèè), âëåêóùàÿ ñóùåñòâîâàíèå ïàð èíâàðèàíòíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ èñõîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ Äæðáàøÿíà �
Íåðñåñÿíà çàäàþòñÿ íå äëÿ âñåé èñêîìîé ôóíêöèè, à òîëüêî äëÿ åå ïðîåêöèè
íà ïîäïðîñòðàíñòâî áåç âûðîæäåíèÿ, ÷òî è îçíà÷àåò çàäàíèå óñëîâèé òèïà
Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (3).

Çàäà÷åé ðàáîòû òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ àáñòðàêòíûõ ðå-
çóëüòàòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïðîèçâîäíûìè Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà
ïî âðåìåíè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Íîâèçíà ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî ðàíåå óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà â áàíà-
õîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïî-âèäèìîìó, íå ðàññìàòðèâàëèñü. È åñëè ðåçóëüòàòû
î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà äëÿ íåâûðîæäåííîãî ëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì â ïðàâîé ÷àñòè àíàëîãè÷íû
ðåçóëüòàòàì êëàññèêîâ4, òî ðåçóëüòàòû î òàêèõ æå çàäà÷àõ â ñëó÷àå íåîãðàíè-
÷åííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ïðàâîé ÷àñòè, à òàêæå â âûðîæäåííîì ñëó÷àå
àíàëîãîâ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå íå èìåþò.

Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå ñ ïðèìåíåíèåì àáñòðàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ óòâåð-
æäåíèÿ îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå-
íèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òàê-
æå ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Â ÷àñòíîñòè ýòî êàñàåòñÿ øèðîêèõ êëàññîâ óðàâíåíèé ñ
ìíîãî÷ëåíàìè îò ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ïåðåìåííûì, êàê ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé
Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà ïî âðåìåíí�îé ïåðåìåííîé, òàê è âûðîæäåííûõ.

Òåì ñàìûì, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè
è âíîñÿò âêëàä â òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèç-
âîäíûìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Äèññåðòàöèîí-
íàÿ ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð, îíà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íîâûõ
êëàññîâ çàäà÷ è ïîèñêàì ìåòîäîâ èõ èññëåäîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ðàç-
âèâàþò òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à
òàêæå îáîáùàþò ðåçóëüòàòû òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ íà ñëó÷àé óðàâíå-
íèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà, è, òåì ñàìûì, âíîñÿò
âêëàä â ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðèêëàäíûå çàäà÷è ñ óðàâíåíèÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ïîçâîëÿ-
åò èññëåäîâàòü ðàçâèòàÿ â ðàáîòå òåîðèÿ, èãðàþò çíà÷èìóþ ðîëü â ìåõàíèêå,
ôèçèêå, áèîëîãèè è äð. îáëàñòÿõ íàóêè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò
âûáèðàòü êîððåêòíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷ äëÿ êîíêðåòíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì
óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïîìîãàþò îïðåäåëèòü íåêîòîðûå ñâîé-
ñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, ìîãóò ïîñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ðàç-

4Äæðáàøÿí Ì. Ì., Íåðñåñÿí À. Á. Äðîáíûå ïðîèçâîäíûå è çàäà÷à Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà // Èçâ. Àêàä. íàóê Àðìÿíñêîé ÑÑÐ. Ìàòåìàòèêà. 1968. Ò. 3, � 1. Ñ. 1�28.
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ðàáîòêè àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ïîèñêà èõ ðåøåíèé.
Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñ-

ñëåäóþòñÿ íà÷àëüíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Äæð-
áàøÿíà � Íåðñåñÿíà, ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå, êàê ðàçðåøåííûå îòíîñè-
òåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà, òàê è âûðîæäåííûå,
ñ íåîáðàòèìûì ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ïðè ýòîé ïðîèçâîäíîé.

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ èññëåäóþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè ðàçðåøàþùèõ ñå-
ìåéñòâ îïåðàòîðîâ, îáîáùàþùåé òåîðèþ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ íà ñëó÷àé óðàâ-
íåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè. Äëÿ íåâûðîæäåííîãî íåîäíîðîäíîãî ëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà
ïðåäñòàâëåíî â òåðìèíàõ ðàçðåøàþùèõ îïåðàòîðîâ. Ýòà ôîðìóëà ðåøåíèÿ
ïîçâîëÿåò íåâûðîæäåííîå êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå ðåäóöèðîâàòü ê èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, èññëåäîâàòü êîòîðîå óäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåî-
ðåìû Áàíàõà î ñæèìàþùåì îòîáðàæåíèè â ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûõ ôóíêöè-
îíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Óðàâíåíèå, íå ðàçðåøèìîå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé
ïî âðåìåíè, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè óñëîâèè ñïåêòðàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè èëè
ñåêòîðèàëüíîñòè ïàðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â óðàâíåíèè. Ýòè óñëîâèÿ íà îïå-
ðàòîðû âëåêóò ñóùåñòâîâàíèå ïàð èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â èñõîäíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, ÷òî ïîçâîëÿåò èñõîäíóþ çàäà÷ó ðåäóöèðîâàòü ê çàäà÷å äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé íà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ. Ïðè ýòîì
óðàâíåíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâå áåç âûðîæäåíèÿ ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî ñòàð-
øåé ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà è èìååò îãðàíè÷åííûé èëè ñåêòî-
ðèàëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè, à ïîòîìó èññëåäîâàíî âûøå. À
óðàâíåíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâå âûðîæäåíèÿ ñîäåðæèò íèëüïîòåíòíûé îïåðà-
òîð ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, ÷òî ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò äîêàçàòåëüñòâî åãî
îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè.

Âûðîæäåííîå êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè äîïîëíè-
òåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íåñêîëüêèõ òèïîâ, ïðè êîòîðûõ óäàåòñÿ îïèñàííóþ âû-
øå ñõåìó èññëåäîâàíèÿ äîâåñòè äî êîíöà: îáðàç íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà ëåæèò
â ïîäïðîñòðàíñòâå áåç âûðîæäåíèÿ, ëèáî íåëèíåéíûé îïåðàòîð çàâèñèò òîëü-
êî îò ýëåìåíòîâ ïîäïðîñòðàíñòâà áåç âûðîæäåíèÿ, ëèáî òîëüêî îò ýëåìåíòîâ
ïîäïðîñòðàíñòâà âûðîæäåíèÿ.

Ìåòîäîëîãèÿ èññëåäîâàíèÿ ðàññìîòðåííûõ â äèññåðòàöèè íà÷àëüíî-êðà-
åâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé èëè ñèñòåì ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ çàêëþ÷àåòñÿ â èõ ðåäóêöèè ê óæå èññëåäîâàííûì íà÷àëüíûì çàäà÷àì
äëÿ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ïóòåì âûáîðà ïîäõîäÿùèõ îïåðàòî-
ðîâ è ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü îäèí
àáñòðàêòíûé ðåçóëüòàò äëÿ öåëîãî ðÿäà îäíîòèïíûõ, íî èíîãäà î÷åíü ðàçëè÷-
íûõ ïî ôîðìå íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
1. Èññëåäîâàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿ-

íà äëÿ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî
äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà, ñ îãðàíè÷åííûì îïåðà-
òîðîì â ïðàâîé ÷àñòè. Äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî
êëàññà óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ.

2. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è òèïà Øîóîëòåðà �
Ñèäîðîâà äëÿ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâ-
íåíèé ñ ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà è ñî ñïåêòðàëüíî îãðàíè-
÷åííîé ïàðîé îïåðàòîðîâ. Äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþ-
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ùåãî êëàññà óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ëîêàëüíîãî ðåøå-
íèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà íåëèíåéíûé îïåðàòîð.

3. Íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðàçðåøàþùèõ ñåìåéñòâ
îïåðàòîðîâ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîä-
íîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà. Èññëåäîâàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà äëÿ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíå-
íèé ñ íåîãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì, ïîðîæäàþùèì àíàëèòè÷åñêîå â ñåê-
òîðå ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ. Äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ëî-
êàëüíîãî ðåøåíèÿ.

4. Íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âûðîæäåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðàçðåøà-
þùèõ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåííûì îïåðàòî-
ðîì ïðè ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà. Èññëåäîâàíà îäíîçíà÷íàÿ
ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è òèïà Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ ëèíåéíûõ íåîä-
íîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðîé íåîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàþùåé
âûðîæäåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ.

5. Îáùèå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðå-
øèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèëîæåíèÿõ óðàâ-
íåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ðàçðåøèìûõ è íå ðàç-
ðåøèìûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà
ïî âðåìåíè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáîñíîâàíà ñòðîãîñòüþ ïðèìåíÿåìûõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, êîððåêòíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðàõ êà-
ôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ×åëÿáèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòå-
òà (ðóêîâîäèòåëü ïðîô. Â. Å. Ôåäîðîâ), íà Ìåæãîðîäñêîì íàó÷íî-èññëåäî-
âàòåëüñêîì ñåìèíàðå ¾Íåêëàññè÷åñêèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ (ðó-
êîâîäèòåëü ïðîô. À. È. Êîæàíîâ), íà êîíôåðåíöèÿõ: Ìåæäóíàðîäíàÿ íà-
ó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Êîìïëåêñíûé àíàëèç, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà è íåëè-
íåéíûå óðàâíåíèÿ¿, Óôà, 2021, 2022; Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ
¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è êîìïüþòåðíûå íàóêè: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿, Èð-
êóòñê, 2021, 2022; Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íåëîêàëüíûå êðà-
åâûå çàäà÷è è ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè, èíôîðìà-
òèêè è ôèçèêè¿, Íàëü÷èê, 2021, 2023; International Conference on Di�erential
and Functional Di�erential Equations, Moscow, 2022; International Conference on
Di�erential Equations and Dynamical Systems, Suzdal, 2022; O.A. Ladyzhenskaya
Centennial Conference on PDE's, St. Petersburg, 2022.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 22 ðà-
áîòàõ, èç êîòîðûõ 8 ñòàòåé îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü
ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèé ÂÀÊ, áàçû äàííûõ Web of Science è Scopus.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ëè÷-
íî ñîèñêàòåëåì. Â ðàáîòå [1] Ì. Â. Ïëåõàíîâîé ïðåäëîæåíà èäåÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ëåììû 4, Â. Å. Ôåäîðîâûì ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà (L, σ)-
îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ è ïðåäëîæåíà ñõåìà èõ èñïîëüçîâàíèÿ â �4 ñòàòüè.
Â ðàáîòå [2] Å. Ì. Èæáåðäååâîé ïðèíàäëåæàò ðåçóëüòàòû ïåðâîãî ïàðàãðàôà,
Â. Å. Ôåäîðîâûì è À. Ð. Âîëêîâîé íàïèñàí âòîðîé ïàðàãðàô. Â ñòàòüå [3]
Ì. Â. Ïëåõàíîâîé ïðèíàäëåæèò èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2, Â. Å. Ôåäî-
ðîâûì ââåäåíî îïðåäåëåíèå 1 è ïðåäëîæåíà ñõåìà èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 1
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äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. Â ðàáîòå [4] íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì
áûëà ïðåäëîæåíà ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2, àâòîðñòâî âñåõ äîêàçà-
òåëüñòâ ïðèíàäëåæèò Å. Ì. Èæáåðäååâîé. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â [5] è ñõåìà
äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 ïðèíàäëåæèò Ì. Â. Ïëåõàíîâîé, âñå îñòàëüíûå ðå-
çóëüòàòû ñòàòüè áûëè ïîëó÷åíû àâòîðîì äèññåðòàöèè ñàìîñòîÿòåëüíî. Â ðà-
áîòå [6] Å. Ì. Èæáåðäååâà ïðîâåëà èññëåäîâàíèå çàäà÷, ïîñòàíîâêà êîòîðûõ
áûëà ïðåäëîæåíà Ì. Â. Ïëåõàíîâîé, ïîñëåäíåé òàêæå áûëè ïîëó÷åíû îöåí-
êè íà íîðìó íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7. Â ðàáîòå [7]
íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à è ïðåäëîæåíû èëëþñòðèðóþ-
ùèå ïðèìåðû â ðàçäåëå 6.1, ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå êîòîðûõ áûëî ïðîâåäåíî
àâòîðîì äèññåðòàöèè. Òàêèì îáðàçîì, â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëüêî ðåçóëüòà-
òû, ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî àâòîðó äèññåðòàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà îáúåìîì
â 133 ñòðàíèöû ñîäåðæèò ââåäåíèå, 3 ãëàâû, çàêëþ÷åíèå, ñïèñîê îáîçíà÷åíèé
è ñîãëàøåíèé, ñïèñîê ëèòåðàòóðû, ñîñòîÿùèé èç 111 èñòî÷íèêîâ.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îïèñàíû àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ, èñòîðèîãðàôèÿ âî-
ïðîñà, ïîñòàíîâêà çàäà÷è, íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, èõ òåîðåòè÷åñêàÿ
è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü, ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó ïî-
ëîæåíèÿ, ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèè, êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.

Â ïåðâîé ãëàâå â �1.1 îïðåäåëåíà äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Äæðáàøÿíà �
Íåðñåñÿíà. Äðîáíûé èíòåãðàë Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α > 0 ôóíêöèè z

èìååò âèä Jαt z(t) :=
t∫
0

(t−s)α−1

Γ(α)
z(s)ds, t > 0. Äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà �

Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà α > 0ôóíêöèè z îïðåäåëÿåòñÿ êàê RDα
t z(t) := Dm

t J
m−α
t z(t),

ãäå m − 1 < α ≤ m ∈ N, Dm
t := dm

dtm
� ïðîèçâîäíàÿ öåëîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü

{αk}n0 = {α0, α1, . . . , αn} � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, 0 < αk ≤ 1,

k = 0, 1, . . . , n ∈ N. Îáîçíà÷èì σk :=
k∑
j=0

αj−1, k = 0, 1, . . . , n, ñëåäîâàòåëüíî

−1 < σk ≤ k − 1. Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè

Dσ0z(t) := Dα0−1
t z(t), (5)

Dσkz(t) := Dαk−1
t D

αk−1
t D

αk−2
t . . . Dα0

t z(t), k = 1, 2, . . . , n. (6)

Äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà Dσn, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ {αk}n0 , îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (5), (6).

Çàòåì â �1.2 äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êëàññè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Z

Dσkz(0) = zk, k = 0, 1, . . . , n− 1, (7)

Dσnz(t) = Az(t), t > 0, (8)

Ôóíêöèÿ z ∈ C(R+;Z) ∩ L1,loc(R+;Z) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7), (8),
åñëè Dσk

t z ∈ AC(R+;Z), k = 0, 1, . . . , n − 1, Dσn
t z ∈ C(R+;Z), ðàâåíñòâî (8)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ t ∈ R+ è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (7). Çäåñü R+ = {0} ∪ R+.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü A ∈ L(Z), zk ∈ Z, 0 < αk ≤ 1, k = 0, 1, . . . , n, α0+αn > 1.
Òîãäà ôóíêöèÿ

z(t) =
n−1∑
k=0

tσkEσn,σk+1(t
σnA)zk
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ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (7), (8).

Çäåñü L(Z) � áàíàõîâà àëãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ íà

Z , Eα,β(Z) =
∞∑
j=0

Zj

Γ(αj+β)
, Z ∈ L(Z), � ôóíêöèÿ Ìèòòàã-Ëåôôëåðà.

Â �1.4 àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Dσnz(t) = Az(t) + f(t). (9)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A ∈ L(Z), zk ∈ Z, k = 0, 1 . . . , n − 1, 0 < αk ≤ 1,
k = 0, 1 . . . , n, α0 + αn > 1, f ∈ C([0, T ];Z) ïðè αn = 1 è f ∈ C1

γ([0, T ];Z) äëÿ
íåêîòîðîãî γ < 1 ïðè αn < 1. Òîãäà ôóíêöèÿ

z(t) =
n−1∑
k=0

tσkEσn,σk+1(t
σnA)zk +

t∫
0

(t− s)σn−1Eσn,σn((t− s)σnA)f(s)ds (10)

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (7), (9).

Òîò ôàêò, ÷òî ñïåöèàëüíîå ââåäåííîå ïðîñòðàíñòâî C1
γ([t0, T ];Z) ôóíêöèé v ∈

C([t0, T ];Z) ∩ C1((t0, T ];Z), òàêèõ, ÷òî (t − t0)
γv′(t) ∈ C([t0, T ];Z) äëÿ íåêî-

òîðîãî γ ∈ R, ñ íîðìîé ∥v∥C1
γ([t0,T ];Z) := sup

t∈[t0,T ]
∥v(t)∥Z + sup

t∈[t0,T ]
∥(t − t0)

γv′(t)∥Z
ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì, äîêàçàí â �1.3.

Â �1.5 ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ êîìïîçèöèÿ äâóõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Ãåðà-
ñèìîâà � Êàïóòî è/èëè Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ
Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà, à â �1.6 àíàëîãè÷íûé ôàêò äîêàçàí äëÿ êîìïîçè-
öèè ëþáîãî ÷èñëà ïðîèçâîäíûõ Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî è Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ.
Ïóñòü ml − 1 < βl ≤ ml ∈ N, sl − 1 < γl < sl ∈ N, rl ∈ {0, 1}, l = 1, 2, . . . , p,
òîãäà äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

p∏
l=1

(GDβl)1−rl(Dγl
t )

rl (11)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîëüíóþ êîìïîçèöèþ p ∈ N äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî GDβl è Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ Dγl

t .

Òåîðåìà 3. Ëþáîé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âèäà (11) ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà.

Ôîðìóëà ðåøåíèÿ (10) ïîçâîëèëà â �1.7 ðåäóöèðîâàòü çàäà÷ó

Dσkz(t0) = zk, k = 0, 1, . . . , n− 1, (12)

äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíûìè Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà

Dσnz(t) = Az(t) +B(t,Dσ0z(t), Dσ1z(t), . . . , Dσn−1z(t)) (13)

ê èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

z(t) =
n−1∑
k=0

(t− t0)σkEσn,σk+1((t− t0)σnA)zk+
t∫

t0

(t−s)σn−1Eσn,σn((t−s)σnA)Bz(s)ds,

ãäå Bz(s) := B(s,Dσ0z(s), Dσ1z(s), . . . , Dσn−1z(s)). Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü A ∈ L(Z), zk ∈ Z, k = 0, 1 . . . , n − 1, αk ∈ (0, 1), k =
0, 1, . . . , n, α0 + αn > 1, Z � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R × Z, âûïîëíÿåòñÿ
âêëþ÷åíèå (t0, z0, z1, . . . , zn−1) ∈ Z, B ∈ C1(Z;Z). Òîãäà ïðè íåêîòîðîì t1 > t0
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (12), (13).

Â �1.8 ïîëó÷åííûå àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîãî è
êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà èñïîëü-
çîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ìíîãî÷ëå-
íàìè îò ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âûñîêîãî ïîðÿäêà, äèôôåðåíöèàëüíîãî ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, è ñ ïðîèçâîäíûìè Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà
ïî âðåìåíè. Ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåí ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé íå äîëæåí îáðà-
ùàòüñÿ â íóëü íà ñïåêòðå ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà è äîëæåí èìåòü ñòåïåíü
íå íèæå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà ïðè èñêîìîé ôóíêöèè.

Ïóñòü Pϱ(λ) =
ϱ∑
j=0

cjλ
j, Qϱ(λ) =

ϱ∑
j=0

djλ
j, cj, dj ∈ C, j = 0, 1, . . . , ϱ ∈ N0,

cϱ ̸= 0, Ω ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω,

(Λu)(ξ) :=
∑
|q|≤2r

aq(ξ)
∂ |q|u(ξ)

∂ξq11 ∂ξ
q2
2 . . . ∂ξ

qd
d

, aq ∈ C∞(Ω),

(Blu)(ξ) :=
∑
|q|≤rl

blq(ξ)
∂ |q|u(ξ)

∂ξq11 ∂ξ
q2
2 . . . ∂ξ

qd
d

, blq ∈ C∞(∂Ω), l = 1, 2, . . . , r,

q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ Nd
0, |q| = q1 + q2 + · · ·+ qd, ïó÷îê îïåðàòîðîâ Λ, B1, . . . , Br

ðåãóëÿðíî ýëëèïòè÷åí. Ïóñòü îïåðàòîð Λ1 ∈ Cl(L2(Ω)) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëå-
íèÿ DΛ1

= H2r
{Bl}(Ω) := {v ∈ H2r(Ω) : Blv(ξ) = 0, l = 1, 2, . . . , r, ξ ∈ ∂Ω}

äåéñòâóåò êàê Λ1u := Λu. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ1 � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðà-
òîð, òîãäà ñïåêòð σ(Λ1) îïåðàòîðà Λ1 âåùåñòâåííûé, äèñêðåòíûé, ñ êîíå÷íîé
êðàòíîñòüþ. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñïåêòð σ(Λ1) îãðàíè÷åí ñïðàâà è íå ñîäåð-
æèò íóëÿ, {φk : k ∈ N} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé â L2(Ω) ñèñòåìîé ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà Λ1, ïðîíóìåðîâàííûõ â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λk : k ∈ N} ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

Dσku(ξ, t0) = uk(ξ), k = 0, 1, . . . , n− 1, ξ ∈ Ω, (14)

BlΛ
ku(ξ, t) = 0, k = 0, 1, . . . , ϱ− 1, l = 1, 2, . . . , r, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (t0, t1], (15)

DσnPϱ(Λ)u(ξ, t) = Qϱ(Λ)u(ξ, t) + F (ξ,Dσ0u(ξ, t), . . . , Dσn−1u(ξ, t)),

(ξ, t) ∈ Ω× (t0, t1], (16)

ãäå Dσk � äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà ïî ïåðåìåííîé t,
k = 0, 1, . . . , n. Âîçüìåì ïðîñòðàíñòâà è îïåðàòîðû

X ={v∈H2rϱ+r0(Ω) :BlΛ
kv(ξ)=0, k = 0, 1, . . . , ϱ− 1, l = 1, 2, . . . , r, ξ ∈ ∂Ω},

Y = Hr0(Ω), L = Pϱ(Λ) ∈ L(X ;Y), M = Qϱ(Λ) ∈ L(X ;Y).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü αk ∈ (0, 1), k = 0, 1, . . . , n, α0 + αn > 1, ñïåêòð σ(Λ1)
íå ñîäåðæèò òî÷êè 0 è íóëåé ïîëèíîìà Pϱ(λ), 4rϱ + 2r0 > d, uk ∈ X , k =
0, 1 . . . , n − 1, F ∈ C∞(Ω × Rn;R). Òîãäà ïðè íåêîòîðîì t1 > t0 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (14)�(16) â öèëèíäðå Ω× [t0, t1].
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Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ñ âûðîæäåííûì îïåðàòî-
ðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà ïðè óñëîâèè ñïåê-
òðàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ïàðû îïåðàòîðîâ â ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Â
�2.1 ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèå è èçâåñòíûå ñâîéñòâà òàêèõ ïàð îïåðàòîðîâ, â
÷àñòíîñòè ñóùåñòâîâàíèå ïàð èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ X è Y äëÿ îïåðàòîðîâ èç óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü L ∈ L(X ;Y), M ∈ Cl(X ;Y). Îïðåäåëèì L-ðåçîëüâåíòíîå ìíîæå-
ñòâî ρL(M) := {µ ∈ C : (µL −M)−1 ∈ L(Y ;X )} îïåðàòîðà M è åãî L-ñïåêòð
σL(M) := C \ ρL(M), îáîçíà÷èì RL

µ(M) := (µL−M)−1L, LLµ := L(µL−M)−1.
Îïåðàòîð M íàçûâàåòñÿ (L, σ)-îãðàíè÷åííûì5, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå a > 0,
÷òî äëÿ âñåõ µ ∈ C, òàêèõ, ÷òî |µ| > a, âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå µ ∈ ρL(M). Â
ýòîì ñëó÷àå ïàðó îïåðàòîðîâ (L,M) áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðàëüíî îãðàíè÷åí-
íîé. Ïðè óñëîâèè (L, σ)-îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà M äëÿ γ = {µ ∈ C : |µ| =
r > a} ñëåäóþùèå îïåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè:

P :=
1

2πi

∫
γ

RL
µ(M) dµ ∈ L(X ), Q :=

1

2πi

∫
γ

LLµ(M) dµ ∈ L(Y).

Ïîëîæèì X 0 := kerP , X 1 := imP , Y0 := kerQ, Y1 := imQ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Lk (Mk) ñóæåíèå îïåðàòîðà L (M) íà X k (DMk

= DM ∩ X k), k = 0, 1.
Â �2.2 ïîëó÷åíà òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è òèïà Øî-

óîëòåðà � Ñèäîðîâà

DσkPz(t0) = zk, k = 0, 1, . . . , n− 1, (17)

äëÿ âûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

DσnLx(t) =Mx(t) + g(t) (18)

ñî ñïåêòðàëüíî îãðàíè÷åííîé ïàðîé îïåðàòîðîâ (L,M), kerL ̸= {0}. Ïðè ýòîì
çàäà÷à ðåäóöèðóåòñÿ ê ñèñòåìå çàäà÷è Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà äëÿ óðàâ-
íåíèÿ âèäà (9) è óðàâíåíèÿ ñ íèëüïîòåíòíûì îïåðàòîðîì ïðè ïðîèçâîäíîé
Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà áåç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü îïåðàòîð M (L, p)-îãðàíè÷åí, 0 < αk ≤ 1, k = 0, 1, . . . , n,
α0 + αn > 1, g ∈ C([0, T ];Y) ïðè αn = 1 è g ∈ C1

γ([0, T ];Y) äëÿ íåêîòîðîãî

γ < 1 ïðè αn < 1, (DσnG)lM−1
0 (I −Q)g ∈ C((0, T ];X ), l = 0, 1, . . . , p, xk ∈ X 1,

k = 0, 1, . . . , n−1. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (17), (18),
è îíî èìååò âèä

x(t) = −
p∑
l=0

(DσnG)lM−1
0 (I −Q)g(t) +

n−1∑
k=0

tσkEσn,σk+1(t
σnL−1

1 M)Pxk+

+

t∫
0

(t− s)σn−1Eσn,σn((t− s)σnL−1
1 M)L−1

1 Qg(s)ds.

5Sviridyuk G. A., Fedorov V. E. Linear Sobolev Type Equations and Degenerate Semigroups of Operators.

Utrecht; Boston : VSP. 216 p.
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Â �2.3�2.5 àíàëîãè÷íàÿ ñõåìà èñïîëüçîâàíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëîêàëüíîé
îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (17) äëÿ êâàçèëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ

DσnLx(t) =Mx(t) +N(t,Dσ0x(t), Dσ1x(t), . . . , Dσn−1x(t)) + f(t). (19)

Â �2.3 ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíî óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè îáðàçà íåëèíåéíîãî
îïåðàòîðà N ïîäïðîñòðàíñòâó Y1.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü 0 < αk < 1, k = 0, 1, . . . , n, α0 + αn > 1, îïåðàòîð M
(L, p)-îãðàíè÷åí, X � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå R × X n, N ∈
C1(X;X ), imN ⊂ Y1, f ∈ C((t0, T ];Y), Qf ∈ C1([t0, T ];Y), (DσnG)lM−1

0 (I −
Q)f ∈ C((t0, T ];X ), Dσk(DσnG)lM−1

0 (I − Q)f ∈ C1([t0, T ];X ), l = 0, 1, . . . , p,
xk ∈ X 1, k = 0, 1, . . . , n − 1, ïðè ýòîì (t0, x0, x1, . . . , xn−1) ∈ X. Òîãäà ïðè
íåêîòîðîì t1 > t0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (17), (19) íà
îòðåçêå [t0, t1].

Â �2.4 ïðèìåíåíî óñëîâèå çàâèñèìîñòè îïåðàòîðà N òîëüêî îò ýëåìåíòîâ ïîä-
ïðîñòðàíñòâà âûðîæäåíèÿ X 0.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü α0 = 1, 0 < αk ≤ 1, k = 1, 2, . . . , n, îïåðàòîð M (L, 0)-
îãðàíè÷åí, ìíîæåñòâî X îòêðûòî â R × X n; îïåðàòîð N ∈ C(X;Y), äëÿ
âñåõ (t, z0, . . . , zn−1) ∈ X N(t, z0, . . . , zn−1) = N1(t, P0z0, . . . , P0zn−1) äëÿ íåêî-
òîðîãî N1 ∈ C(W ;Y), (I − Q)N1 ∈ C1(W ;Y); x0, x1 . . . xn−2 ∈ X , xn−1 ∈
X 1, îòîáðàæåíèå M−1

0 [(I − Q)N1]
′
xn−1

(t, z0, z1, . . . , zn−1) : X 0 → X 0 ÿâëÿåò-

ñÿ áèåêöèåé ïðè âñåõ ýëåìåíòàõ (t, z0, z1, . . . , zn−1) èç îêðåñòíîñòè òî÷êè
(t0, P0x0, P0x1, . . . , P0xn−2, 0) ∈ W, ïðè ýòîì

P0x0 +M−1
0 (I −Q)N1(t0, P0x0, P0x1, . . . , P0xn−2, 0) = 0.

Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå t1 > t0, ÷òî çàäà÷à

Dσkx(t0) = xk, k = 0, 1, . . . , n− 2, Dσn−1Px(t0) = xn−1

DσnLx(t) =Mx(t) +N(t,Dσ0x(t), Dσ1x(t), . . . , Dσn−1x(t)). (20)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà îòðåçêå [t0, t1].

Â �2.5 èñïîëüçîâàíî óñëîâèå çàâèñèìîñòè íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà N òîëü-
êî îò ýëåìåíòîâ ïîäïðîñòðàíñòâà áåç âûðîæäåíèÿ X 1.
Òåîðåìà 9. Ïóñòü 0 < αk ≤ 1, k = 0, 1 . . . , n, α0 + αn > 1, îïåðàòîð M
(L, 0)-îãðàíè÷åí, X � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå R × X n, N :
X → Y, äëÿ âñåõ (t0, z0, . . . , zn−1) ∈ X âåðíî ðàâåíñòâî N(t0, z0, . . . , zn−1) =
N1(t0, P z0, . . . , P zn−1) ïðè íåêîòîðîì N1 ∈ C1(V ;Y). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
(t0, x0, x1, . . . , xn−1) ∈ V ñóùåñòâóåò t1 > t0, òàêîå ÷òî çàäà÷à (17), (20)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà îòðåçêå [t0, t1].

Â �2.6 èññëåäóåòñÿ êëàññ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, àíàëîãè÷íûé êëàññó èç �1.8,
íî ïðè óñëîâèè îáðàùåíèÿ â íóëü ìíîãî÷ëåíà ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé íà
ñïåêòðå ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Â îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â �1.8,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî Pϱ(λk) = 0 äëÿ íåêîòîðûõ k ∈ N. Åñëè ìíîãî÷ëåíû Pϱ è
Qϱ íå èìåþò îáùèõ êîðíåé íà ìíîæåñòâå {λk}, îïåðàòîð M (L, 0)-îãðàíè÷åí,
à ïðîåêòîðû èìåþò âèä

P =
∑

Pϱ(λk) ̸=0

⟨·, φk⟩φk, Q =
∑

Pϱ(λk )̸=0

⟨·, φk⟩φk,
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ãäå ⟨·, ·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû â âèäå

DσkPϱ(Λ)u(ξ, 0) = yk(ξ), k = 0, 1, . . . , n− 1, ξ ∈ Ω.

Â �2.7 ïðèâåäåíû ïðèìåðû âûðîæäåííûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé,
ëåæàùèõ â êàæäîì èç êëàññîâ, èçó÷åííûõ â �2.3�2.5, â �2.8 äîêàçàíà îäíî-
çíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ íàãðóæåííîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé Ñêîòò-Áëýðà ñ ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà ïî âðåìåíè

Dσkv(ξ, t0) = v0k(ξ), ξ ∈ Ω, k = 0, 1, . . . , n− 1,

v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (t0, t1],

Dσn(1− χ∆)v(ξ, t) = −(ṽ · ∇)v(ξ, t)− (v · ∇)ṽ(ξ, t)− r(ξ, t)+

+
n−1∑
l=0

Fl(D
σ0v(ξ0, t), D

σ1v(ξ1, t), . . . , D
σn−1v(ξn−1, t))D

σlv(ξ, t),

∇ · v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ Ω× (t0, t1].

Çäåñü Ω ⊂ Rd � îãpàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãpàíèöåé ∂Ω, χ ∈ R, ṽ �
çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, Fl � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè l = 0, 1, . . . , n−1, ξl ∈
Ω � çàäàííûå òî÷êè. Âåêòîð-ôóíêöèè ñêîðîñòè æèäêîñòè v = (v1, v2, . . . , vd)
è åå ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ r = (r1, r2, . . . , rd) = ∇p íåèçâåñòíû.

Â �2.9 äîêàçàíà êîððåêòíîñòü ëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
(9) ñ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì A, c ïîñòîÿííûì íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì u
è óñëîâèåì ïåðåîïðåäåëåíèÿ, çàäàâàåìûì èíòåãðàëîì Ñòèëòüåñà. Ðàññìîòðèì
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Dσnz(t) = Az(t) + φ(t)u, t ∈ (0, T ], (21)

ãäå Z � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ L(Z), Dσn � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà, îïðåäåëÿåìàÿ íàáîðîì {αk}nk=0, αk ∈ (0, 1], k =
0, 1, . . . , n; T > 0, φ ∈ C([0, T ];R), u ∈ Z. Ñíàáäèì óðàâíåíèå (21) óñëîâèÿìè

Dσkz(0) = zk, k = 0, 1, . . . , n− 1, (22)

T∫
0

z(t)dµ(t) = zT . (23)

Ôóíêöèÿ µ èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà (0, T ], â óñëîâèè (23) èñïîëüçóåò-
ñÿ èíòåãðàë Ðèìàíà � Ñòèëòüåñà, zk ∈ Z, k = 0, 1, . . . , n−1, zT ∈ Z èçâåñòíû.

Îáîçíà÷èì ψ := zT −
T∫
0

n−1∑
k=0

tσkEσn,σk+1(t
σnA)zkdµ(t) ∈ Z , σ(A) � ñïåêòð îïå-

ðàòîðà A. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé îáðàòíîé çàäà÷è (21)�(23) íàçîâåì

ôóíêöèþ χ(λ) :=
T∫
0

dµ(t)
t∫
0

(t− s)σn−1Eσn,σn((t− s)σnλ)φ(s)ds, λ ∈ C.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü A ∈ L(Z), φ ∈ C([0, T ];R) ïðè αn = 1 è φ ∈ C1
γ([0, T ];R)

äëÿ íåêîòîðîãî γ < 1 ïðè αn < 1, µ : (0, T ] → R � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè. Òîãäà çàäà÷à (21)�(23) êîððåêòíà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà χ(λ) ̸= 0 äëÿ âñåõ λ ∈ σ(A). Ðåøåíèå çàäà÷è (21)�(23) â ñëó÷àå åãî

ñóùåñòâîâàíèÿ èìååò âèä u = χ(A)
−1
ψ.
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Â �2.10 ýòîò ðåçóëüòàò áûë èñïîëüçîâàí äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè
àíàëîãè÷íîé îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ

DσnLx(t) =Mx(t) + φ(t)u, t ∈ (0, T ], (24)

DσkPx(0) = xk ∈ X 1, k = 0, . . . , n− 1, (25)
T∫

0

x(t)dµ(t) = xT ∈ X , (26)

â êîòîðîé, êàê è ïðåæäå, Dσn � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Äæðáàøÿíà � Íåðñå-
ñÿíà, φ ∈ C([0, T ];R), ýëåìåíò u ∈ Y íåèçâåñòåí.
Òåîðåìà 11. Ïóñòü M (L, p)-îãðàíè÷åí, φ ∈ C([0, T ];R) ïðè αn = 1 è φ ∈
C1
γ([0, T ];R) äëÿ íåêîòîðîãî γ < 1 ïðè αn < 1, (Dσn)lGlφ ∈ C((0, T ];L(X 0)),

Dσk(Dσn)lGlφ ∈ C([0, T ];L(X 0)) äëÿ k = 0, 1, . . . , n − 1, l = 0, 1, . . . , p, µ :
(0, T ] → R � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Òîãäà çàäà÷à (24)�(26) êîð-
ðåêòíà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà χ(λ) ̸= 0 ïðè âñåõ λ ∈ σL(M),
T∫
0

φ(t)dµ(t) ̸= 0. Ðåøåíèå çàäà÷è (24)�(26) â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ èìååò

âèä u = χ(S)
−1
ψ + F (T )(I − P )xT .

Â �2.11 áûëà ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Êåëü-
âèíà � Ôîéãòà äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-
íåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïðîèçâîäíîé Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà,
ëèíåéíàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ïîðîæäàåò àíàëèòè÷åñêîå â ñåêòîðå ðàçðåøàþùåå ñå-
ìåéñòâî îïåðàòîðîâ. Â �3.1 ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå ðàçðåøàþùèå ñåìåéñòâà
îïåðàòîðîâ äëÿ óðàâíåíèÿ

Dσnz(t) = Az(t), (27)

èññëåäîâàíû èõ ñâîéñòâà, âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.
Çäåñü A ∈ Cl(Z), ò. å. ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð ñ ïëîòíîé â Z îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ DA, äåéñòâóþùèé â Z .
Îïðåäåëåíèå 1. Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {Sk(t) ∈ L(Z) : t > 0} íàçûâàåòñÿ
k-ðàçðåøàþùèì, k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, äëÿ óðàâíåíèÿ (27), åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) {Sk(t) ∈ L(Z) : t > 0} ñèëüíî íåïðåðûâíî ïðè t > 0;
(ii) Sk(t)[DA] ⊂ DA, Sk(t)Ax = ASk(t)x äëÿ âñåõ x ∈ DA, t > 0;
(iii) äëÿ êàæäîãî zk ∈ DA Sk(t)zk ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Dσkz(0) = zk,

Dσlz(0) = 0, l ∈ {0, 1, . . . , n− 1} \ {k} äëÿ óðàâíåíèÿ (27).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Sθ,a := {λ ∈ C : | arg(λ− a)| < θ, λ ̸= a} äëÿ θ ∈ [π/2, π],
a ∈ R, Σψ := {t ∈ C : | arg t| < ψ, t ̸= 0} äëÿ ψ ∈ (0, π/2]. k-Ðàçðåøàþùåå ñå-
ìåéñòâî îïåðàòîðîâ, k ∈ {0, 1, . . . , n−1}, íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì, åñëè îíî
èìååò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â ñåêòîð Σψ0

ïðè íåêîòîðîì ψ0 ∈ (0, π/2].
Àíàëèòè÷åñêîå k-ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {Sk(t) ∈ L(Z) : t > 0}
èìååò òèï (ψ0, a0, β) ïðè íåêîòîðûõ ψ0 ∈ (0, π/2], a0 ∈ R, β ≥ 0, åñëè äëÿ âñåõ
ψ ∈ (0, ψ0), a > a0 ñóùåñòâóåò C(ψ, a), òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ Σψ âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ∥Sk(t)∥L(Z) ≤ C(ψ, a)eaRe t|t|−β.

Â �3.2 ââåäåí â ðàññìîòðåíèå êëàññ ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ îïåðàòîðîâA{αk}.
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Îïðåäåëåíèå 2. Îïåðàòîð A ∈ Cl(Z) ïðèíàäëåæèò êëàññó A{αk}(θ0, a0) äëÿ
íåêîòîðûõ θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0, αk ∈ (0, 1], k = 0, 1, . . . , n, åñëè:

(i) äëÿ âñåõ λ ∈ Sθ0,a0 èìååì λσn ∈ ρ(A);
(ii) äëÿ ëþáûõ θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 ñóùåñòâóåò òàêîå K(θ, a) > 0, ÷òî äëÿ

âñåõ λ ∈ Sθ,a

∥Rλσn(A)∥L(Z) ≤
K(θ, a)

|λ− a|α0|λ|σn−σ0−1
.

Çäåñü ρ(A) � ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî îïåðàòîðà A, Rµ(A) := (µI − A)−1.
Ïîêàçàíà íåîáõîäèìîñòü è äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ A ∈ A{αk}(θ0, a0) ïðè íåêî-
òîðûõ θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0 äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ â ñåêòîðå k-
ðàçðåøàþùèõ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ óðàâíåíèÿ (27), k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}.
Òåîðåìà 12. Ïóñòü αk ∈ (0, 1], k = 0, 1, . . . , n, α0 + αn > 1, θ0 ∈ (π/2, π],
a0 ≥ 0.

(i) Åñëè ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå 0-ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòî-
ðîâ òèïà (θ0 − π/2, a0,−σ0) äëÿ óðàâíåíèÿ (27), òî A ∈ A{αk}(θ0, a0).

(ii) Åñëè A ∈ A{αk}(θ0, a0), òî äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, . . . , n−1 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå k-ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {Sk(t) ∈
L(Z) : t > 0} òèïà (θ0−π/2, a0,max{−σk, 0}) äëÿ óðàâíåíèÿ (27). Áîëåå òîãî,
Sk(t) ≡ Zk(t) ≡ Jσk−σ0t Z0(t), k = 0, 1, . . . , n− 1, t > 0.

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îïðåäåëåííûå ïðè A ∈ A{αk}(θ0, a0) îïåðàòîðû

Zk(t) =
1

2πi

∫
Γ

λσn−σk−1Rλσn(A)e
λtdλ, t > 0, k = 0, 1, . . . , n− 1,

ãäå Γ := Γ+ ∪ Γ− ∪ Γ0, Γ± := {λ ∈ C : λ = a+ re±iθ, r ∈ (δ,∞)}, Γ0 := {λ ∈ C :
λ = a+ δeiφ, φ ∈ (−θ, θ)} äëÿ íåêîòîðûõ δ > 0, a > a0, θ ∈ (π/2, θ0).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Yβ(t) =
1

2πi

∫
Γ

λβRλσn(A)e
λtdλ, β ∈ R.

Â �3.3 äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (7), (27) ïðè A ∈ A{αk}.
Ïóñòü ãäå Cγ([0, T ];Z), γ ∈ (0, 1], � ïðîñòðàíñòâî Ãåëüäåðà, DA � îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A, ñíàáæåííàÿ åãî íîðìîé ãðàôèêà.
Òåîðåìà 13. Ïóñòü αk ∈ (0, 1], k = 0, 1, . . . , n, α0 + αn > 1, θ0 ∈ (π/2, π],
a0 ≥ 0, A ∈ A{αk}(θ0, a0), f óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé :

(i) f ∈ C([0, T ];DA) ïðè αn = 1 è f ∈ C([0, T ];DA) ∩ C1
γ([0, T ];Z) äëÿ

íåêîòîðîãî γ ∈ (0, 1) ïðè αn < 1;
(ii) f ∈ Cγ([0, T ];Z) ïðè αn = 1 è f ∈ Cγ([0, T ];Z) ∩ C1

γ([0, T ];Z) äëÿ
íåêîòîðîãî γ ∈ (0, 1) ïðè αn < 1.

Òîãäà ôóíêöèÿ

z(t) =
n−1∑
k=0

Zk(t)zk +

t∫
0

Y0(t− s)f(s)ds

ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà (7) äëÿ
óðàâíåíèÿ Dσnz(t) = Az(t) + f(t).
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Â �3.4 ïîëó÷åíà òåîðåìà î âîçìóùåíèè îïåðàòîðîâ êëàññà A{αk}.
Òåîðåìà 14. Ïóñòü αk ∈ (0, 1], k = 0, 1, . . . , n, α0 + αn > 1, θ0 ∈ (π/2, π],
a0 ≥ 0, A ∈ A{αk}(θ0, a0), B ∈ Cl(Z), äëÿ âñåõ x ∈ DA ⊂ DB âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ∥Bx∥Z ≤ β∥Ax∥Z + γ∥x∥Z , ãäå β, γ ≥ 0, ñóùåñòâóåò q ∈ (0, 1),
òàêîå, ÷òî β(1 +K(θ, a)) < q äëÿ ëþáûõ θ ∈ (π/2, θ0), a > a0. Òîãäà A+B ∈
A{αk}(θ0, a1) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî a1 > a0.

Àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû â �3.5 ïðè èçó÷åíèè íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Îëäðîéäà ñ ïðîèçâîäíûìè Äæðáà-
øÿíà � Íåðñåñÿíà ïî âðåìåíè.

Â �3.6 îïðåäåëåí êëàññ ïàð îïåðàòîðîâ H{αk}, ïðèíàäëåæíîñòü êîòîðîìó
ïàðû (L,M) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå ïàð èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ áàíà-
õîâûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y , â êîòîðûõ äåéñòâóþò îïåðàòîðû. Ýòî ïîçâîëèëî
ðåäóöèðîâàòü âûðîæäåííîå óðàâíåíèå (18) ñ ïàðîé (L,M) ∈ H{αk} ê ñèñòåìå
äâóõ óðàâíåíèé íà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ: ðàçðåøåííîãî
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì èçA{αk} è àëãåáðàè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü L,M ∈ Cl(X ;Y). Ïàðà îïåðàòîðîâ (L,M) ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó H{αk}(θ0, a0) äëÿ íåêîòîðûõ θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0, αk ∈ (0, 1],
k = 0, 1, . . . , n, σn > 0, åñëè

(i) äëÿ âñåõ λ ∈ Sθ0,a0 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå λ
σn ∈ ρL(M);

(ii) äëÿ ëþáûõ θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 ñóùåñòâóåò K(θ, a) > 0, òàêîå, ÷òî
äëÿ âñåõ µ ∈ Sθ,a

max{∥RL
µσn(M)∥L(X ), ∥LLµσn(M)∥L(Y)} ≤ K(θ, a)

|µ− a|α0|µ|σn−σ0−1
.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà X è Y ðåôëåêñèâíû, ïðè ýòîì
(L,M) ∈ H{αk}(θ0, a0). Òîãäà

(i) X = X 0 ⊕X 1, Y = Y0 ⊕ Y1;
(ii) ïðîåêòîð P (Q) íà ïîäïðîñòðàíñòâî X 1 (Y1) âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà

X 0 (Y0) èìååò âèä P = s- lim
n→∞

nRL
n(M) (Q = s- lim

n→∞
nLLn(M));

(iii) L0 = 0, M0 ∈ Cl(X 0;Y0), L1,M1 ∈ Cl(X 1;Y1);
(iv) ñóùåñòâóþò îáðàòíûå îïåðàòîðû L−1

1 ∈Cl(Y1;X 1) èM−1
0 ∈L(Y0;X 0);

(v) åñëè L1 ∈ L(X 1;Y1) èëè M1 ∈ L(X 1;Y1), òî S ∈ Aα(θ0, a0);
(vi) åñëè L−1

1 ∈ L(Y1;X 1) èëè M−1
1 ∈ L(Y1;X 1), òî V ∈ Aα(θ0, a0).

Â �3.7 ïîñòðîåíû âûðîæäåííûå ðàçðåøàþùèå ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ óðàâ-
íåíèÿ (18),

Ëåììà 1. Ïóñòü αk ∈ (0, 1], k = 0, 1, . . . , n, (L,M) ∈ H{αk}(θ0, a0), θ0 ∈
(π/2, π), a0 ≥ 0, Γ = ∂Sθ,a äëÿ θ ∈ (π/2, θ0), a > a0. Òîãäà ñåìåéñòâà{

Xβ(t) =
1

2πi

∫
Γ

µσn−1+βRL
µσn(M)eµtdµ ∈ L(X ) : t > 0

}

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìû â ñåêòîð Σθ0−π/2, ïðè÷åì,

∥Xβ(t)∥L(X ) ≤ Cβ(θ, a)e
aRet(|t|−1 + a)β, β ≥ 0,

∥Xβ(t)∥L(X ) ≤ Cβ(θ, a)e
aRet|t|−β, β < 0.
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Â �3.8 äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è òèïà
Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà (17) äëÿ âûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (18) â
ñëó÷àå (L,M) ∈ H{αk}(θ0, a0).

Òåîðåìà 16. Ïóñòü áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà X è Y ðåôëåêñèâíû, αk ∈ (0, 1],
k = 0, 1, . . . , n, α0 + αn > 1, θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0, ïàðà îïåðàòîðîâ (L,M) ∈
H{αk}(θ0, a0), L1 ∈ L(X 1) èëè îïåðàòîð M1 ∈ L(X 1), f ∈ C([0, T ];Y), ïðè
αn = 1 L−1

1 Qf ∈ C
(
[0, T ];DL−1

1 M1

)
∪ Cγ([0, T ];X 1

)
, ïðè αn < 1 L−1

1 Qf ∈
(C

(
[0, T ];DL−1

1 M1

)
∩ C1

γ([0, T ];X 1
)
) ∪ (Cγ([0, T ];X 1

)
∩ C1

γ([0, T ];X 1
)
) äëÿ íåêî-

òîðîãî γ ∈ (0, 1), xk ∈ DL−1
1 M1

, k = 0, 1, . . . , n − 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (17), (18), ïðè ýòîì îíî èìååò âèä

x(t) =
n−1∑
k=0

X−σk(t)xk +

t∫
0

X1−σn(t− s)L−1
1 Qf(s)ds−M−1

0 (I −Q)f(t).

Â �3.9 ýòè ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ìíîãî÷ëåíàìè îò ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âûñîêîãî
ïîðÿäêà, äèôôåðåíöèàëüíîãî ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, ñ ïðîèçâîä-
íûìè Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà ïî âðåìåíè. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò �1.8 è �2.6,
ìíîãî÷ëåí ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé èìååò ñòåïåíü íèæå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà
ïðè èñêîìîé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

DσnPϱ(Λ)u(ξ, t) = Qϱ(Λ)u(ξ, t) + h(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ],

Âîçüìåì ϱ0 := max{j ∈ {0, 1, . . . , ϱ− 1} : cj ̸= 0},

X = {v ∈ H2rϱ0(Ω) : BlΛ
kv(ξ) = 0, k = 0, 1, . . . , ϱ0 − 1, l = 1, 2, . . . , r, ξ ∈ ∂Ω},

Y = L2(Ω), L = Pϱ(Λ) ∈ L(X ;Y), M = Qϱ(Λ) ∈ Cl(X ;Y),

DM = {v ∈ H2rϱ(Ω) : BlΛ
kv(ξ) = 0, k = 0, 1, . . . , ϱ− 1, l = 1, 2, . . . , r, ξ ∈ ∂Ω},

Òåîðåìà 17. Ïóñòü αk ∈ (0, 1], k = 0, 1, . . . , n, σn ∈ [1, 2), Z = X , ïðè
(−1)ϱ−ϱ0dϱ/cϱ0 < 0, Pϱ(λk) ̸= 0 äëÿ âñåõ k ∈ N. Òîãäà îïåðàòîð A = L−1M ñ
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ DA = DM ïðèíàäëåæèò êëàññó A{αk}(θ0, a0) äëÿ íåêî-
òîðûõ θ0 ∈ (π/2, π), a0 > 0.

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû îá îä-
íîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà, êàê ðàçðåøåííûõ îòíî-
ñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, òàê è ñîäåðæàùèõ ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ íåòðè-
âèàëüíûì ÿäðîì ïðè ýòîé ïðîèçâîäíîé. Ïðè ýòîì ëèíåéíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîðîæäàþùåé ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ, àíàëèòè-
÷åñêîå â ðàçðåçàííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (ñëó÷àé îãðàíè÷åííîãî îïåðàòî-
ðà èëè ñïåêòðàëüíî îãðàíè÷åííîé ïàðû îïåðàòîðîâ) èëè â ñåêòîðå. Ïîëó÷åí-
íûå àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê èññëåäîâàíèþ íà÷àëüíî-êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
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Äàëüíåéøèå ïåðñïåêòèâû ðàçâèòèÿ òåìàòèêè äàííîé ðàáîòû ñâÿçàíû ñ
èññëåäîâàíèåì ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ äëÿ
êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ àíàëèòè÷åñêèì â ñåêòîðå ðàçðåøàþùèì ñåìåé-
ñòâîì îïåðàòîðîâ, äëÿ ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ñèëüíî íåïðå-
ðûâíûì ðàçðåøàþùèì ñåìåéñòâîì. Èíòåðåñ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü òàêæå èññëå-
äîâàíèå îáðàòíûõ çàäà÷ è ðàçëè÷íûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ ïðî-
èçâîäíûìè Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà.
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