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Общая характеристика работы

В настоящей работе исследуются линейные обыкновенные дифференциальные
уравнения дробного порядка вида

𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0 (1)

с постоянными и переменными запаздыванием 𝜏 и коэффициентами 𝜆, 𝜇, 𝐻(𝑡) –
функция Хевисайда.

Актуальность темы исследования.

Дробное исчисление представляет собой обобщение классической теории диф-
ференциального исчисления и связано с операциями интегрирования и дифферен-
цирования нецелого порядка.

Уравнения, содержащие дробные производные, позволяют моделировать раз-
личные эффекты, часто встречающиеся в природных явлениях, и представляют со-
бой хороший инструмент для описания эффекта памяти и наследственных свойств
различных материалов и процессов. При протекании процессов происходит задержка
времени. Задержка возникает в естественной системе, потому что всегда существует
временная продолжительность некоторых скрытых процессов. Поэтому дифферен-
циальные уравнения, содержащие как дробную производную, так и запаздывание
аргумента, являются более реалистичными при описании математических моделей
различных процессов.

Линейное обыкновенное дифференциальное уравнение дробного порядка

𝐷𝛼
𝑎𝑥𝑦(𝑥)− 𝜆𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑛− 1 < 𝛼 ≤ 𝑛

одним из первых рассматривал Дж. Баррет в работе1, в которой получено решение
линейного обыкновенного дифференциального уравнения дробного порядка мето-
дом последовательных приближений. Майнарди Ф. и Горенфло Р. показана реа-
лизуемость метода Лапласа для решения уравнения дробного порядка и важность
функции Миттаг-Леффлера в дробном исчислении2. А. В. Псху для обыкновенного
дифференциального уравнения с дробной производной Римана–Лиувилля дискретно
распределенного порядка

𝐷𝛼
0𝑥𝑢(𝑥)−

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖𝐷
𝛼𝑖
0𝑥𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑛− 1 < 𝛼 ≤ 𝑛, 𝛼 > 𝛼𝑖

1Barrett J. H. Differential equations of non-integer order // Canadian J. Math. –1954. –Vol. 6, No. 4. –P. 529–541.
2Mainardi F., Gorenflo R. The Mittag-Leffler function in the Riemann–Liouville fractional calculus // Boundary

value problems, special functions and fractional calculus (Ed. A.A.Kilbas). Belorussian State University, –Minsk. –1996.

–P. 215–225.
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получено явное представление решения и выписаны необходимые и достаточные
условия разрешимости начальной задачи3. Работа I. Ozturk4 посвящена исследова-
нию краевой задачи для обыкновенного дифференциального уравнения с дробной
производной и со спектральным параметром. В работах А. М. Нахушева приведены
постановки видоизмененных задач Коши и Неймана для уравнения второго порядка
с дробной производной5, а также исследована краевая задача для уравнения второго
порядка с производной Римана–Лиувилля в группе младших членов6

𝑦′′(𝑥) + 𝑎0(𝑥)𝑦
′(𝑥) +

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗(𝑥)𝐷
𝛼𝑗

0𝑥𝜔𝑗(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑎𝑚+1(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥).

В работе7 R. P. Agarwal, M. Benchohra и S. Hamani решена краевая задача для
уравнения с производной Герасимова–Капуто третьего порядка.

Оператор дробного дифференцирования Джрбашяна–Нерсесяна впервые вве-
ден М. М. Джрбашяном и А. Б. Нерсесяном в работе8, в которой для линейного
дифференциального уравнения с производной Джрбашяна–Нерсесяна

𝐷𝜎𝑛
0𝑥𝑦(𝑥)+𝑝0(𝑥)𝐷

𝜎𝑛−1

0𝑥 𝑦(𝑥)+· · ·+𝑝𝑛−1(𝑥)𝐷
𝜎0
0𝑥𝑦(𝑥)+𝑝𝑛(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝜎𝑛 =

𝑛∑︁
𝑗=0

𝛾𝑗−1 > 0,

0 < 𝛾𝑗 ≤ 1, доказано существование и единственность решения задачи Коши и
получено представление решения. Однозначная разрешимость начальных задач для
линейных уравнений в банаховых пространствах с композицией двух дробных про-
изводных исследована в работах9,10.

Приведем ряд работ, посвященных краевым задачам для дифференциальных
уравнений (в том числе в частных производных) с производной Джрбашяна–Нерсеся-

3Псху А. В. Начальная задача для линейного обыкновенного дифференциального уравнения дробного порядка

// Матем. сб. –2011. –Т. 202, № 4. –С. 111–122.
4Ozturk I. On the theory of frational differential equation // Reports of Adyghe (Cirassian) International Academy of

Scienses. –1998. –Vol. 3, No 2. –P. 35–39.
5Нахушев А. М. Дробное исчисление и его применение. –М.: Физматлит, 2003. –272 с.
6Нахушев А. М. Задача Штурма–Лиувилля для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка

с дробными производными в младших членах // ДАН СССР. –1977. –Т. 234, № 2. –C. 308–311.
7Agarwal R.P., Benchohra M., Hamani S. Boundary value problems for fractional differential equations // Georgian

Mathematical Journal. –2009. –Vol. 16, No. 3. –P 401–411.
8Джрбашян М. М., Нерсесян А. Б. Дробные производные и задача Коши для дифференциальных уравнений

дробного порядка // Изв. Акад. Наук Арм. ССР. –1968. –Т. 3, № 1. –C. 3–29.
9Волкова А. Р., Ижбердеева Е. М., Федоров В. Е. Начальные задачи для уравнений с композицией дробных

производных. Челябинский физико-математический журнал. –2021. –Т. 6, №. 3. –С. 269–277.
10Fedorov V. E, Plekhanova M. V, Izhberdeeva E. M. Initial value problems of linear equations with

the Dzhrbashyan–Nersesyan derivative in Banach spaces // Symmetry. –2021. –Vol. 13, No. 6. –P. 1058.

https://doi.org/10.3390/sym13061058.
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на. Исследованию краевой задачи типа Штурма–Лиувилля посвящена работа11, где
приведено доказательство теоремы существования и единственности решения для
обыкновенного дифференциального уравнения дробного порядка. Ф. Т. Богатыре-
вой доказана теорема о влиянии распределения параметров оператора Джрбашяна–
Нерсесяна на постановки задач12.

Важным классом дифференциальных уравнений являются уравнения с запаз-
дывающим аргументом. Постановки начальной и краевых задач для обыкновенных
дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом

𝑥(𝑛)(𝑡) =
𝑛−1∑︁
𝑝=0

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑎𝑝𝑗(𝑡)𝑥
𝑝(𝑡− 𝜏𝑗(𝑡)) + 𝑓(𝑡)

приведены и исследованы в работе 13 С. Б. Норкиным и в работе14 А. М. Зверкиным,
Г. А. Каменским, С. Б. Норкиным и Л. Э. Эльсгольцем.

Решение дифференциального уравнения с производной Герасимова–Капуто по-
рядка 0 < 𝛼 ≤ 1 с постоянными коэффициентами и постоянным запаздыванием
получено в работах15,16. В случае производной Римана–Лиувилля решение началь-
ной задачи получено R. Agarwal, S. Hristova, D. O’Regan в работе17 и X. Zhang в
работе18.

Цель работы. Основной целью диссертационной работы является исследова-
ние начальных и краевых задач для линейных обыкновенных дифференциальных
уравнений дробного порядка с запаздывающим аргументом и развитие методов ис-
следования задач для таких уравнений.

Методы исследования. Результаты работы получены с использованием ме-
тодов теории дробного исчисления, теории специальных функций, функции Грина,

11Джрбашян М. М. Краевая задача для дифференциального оператора дробного порядка типа Штурма–

Лиувилля // Изв. АН Армянской ССР. –1970. –Т. 5, № 2. –С. 71–96.
12Богатырева Ф. Т. Краевые задачи для уравнения в частных производных первого порядка с операторами

Джрбашяна–Нерсесяна // Челябинский физико-математический журнал. –2021. –Т. 6, № 4. –С. 403–416.
13Норкин С. Б. О решениях линейного однородного дифференциального уравнения второго порядка с запазды-

вающим аргументом // Успехи математических наук. –1959. –Т. 14, № 1(85). –С. 199–206.
14Зверкин А. М., Каменский Г. А., Норкин С. Б., Эльсгольц Л. Э. Дифференциальные уравнения с отклоняю-

щимся аргументом // УМН. –1962. –Т. 72, № 2(104). –С. 77–164.
15Garrappa R., Kaslik E. On initial conditions for fractional delay differential equations // Communications in Nonlinear

Science and Numerical Simulation. –2020. –Vol. 90. 105359.
16Naifar O., Nagy A. M., Makhlouf A. B., Kharrat M., Hammami M. A. Finite-time stability of linear fractional-order

time-delay systems // Int J Robust Nonlinear Control. –2019. –29. –P. 180–187.
17Agarwal R., Hristova S., O’Regan D. Explicit solutions of initial value problems for linear scalar Riemann–Liouville

fractional differential equations with a constant delay // Mathematics. –2020. –Vol. 32, No. 8(1).
18Zhang X. Some results of linear fractional order time-delay system // Appl. Math. Comp. –2008. –Vol. 197, No. 1.

–P. 407–411.
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теории интегральных уравнений, метода шагов (метода последовательного интегри-
рования).

Научная новизна. В работе для исследуемых уравнений построено фунда-
ментальное решение, доказана теорема об асимптотическом поведении фундамен-
тального решения, доказана теорема существования и единственности решения на-
чальной задачи, в том числе в случае уравнения с переменными коэффициентами
и с переменным запаздыванием, получены решения обобщенной краевой задачи ти-
па Штурма, обобщенной краевой задачи Дирихле–Неймана, задачи с условием типа
Штурма–Лиувилля, а также нелокальных краевых задач.

Положения, выносимые на защиту.

1. Теорема об общем преставлении фундаментального решения. Формула Лагран-
жа. Теорема об асимптотическом поведении.

2. Теоремы существования и единственности решений начальной задачи для
уравнений с постоянными и переменными запаздыванием и коэффициентами.

3. Теоремы существования и единственности решений краевых задач Штурма
и Дирихле–Неймана. Функция Грина задачи Дирихле–Неймана.

4. Теорема существования и единственности решения краевой задачи с услови-
ями типа Штурма–Лиувилля и теорема о конечности числа вещественных собствен-
ных значений этой задачи.

5. Функция Грина нелокальных краевых задач типа Стеклова первого и второго
классов и внутреннекраевой задачи.

Практическая и теоретическая ценность.

Результаты работы носят теоретической характер. Полученные результаты вне-
сут вклад в развитие теории дифференциальных уравнений с запаздывающим ар-
гументом и в теорию уравнений дробного порядка. Практическая ценность обуслов-
лена прикладной значимостью теории дифференциальных уравнений дробного по-
рядка с запаздывающим аргументом в математическом моделировании и других
областях.

Апробация работы.

Результаты работы обсуждались на научно-исследовательском семинаре по со-
временному анализу, информатике и физике ИПМА КБНЦ РАН (руководители:
д.ф.-м.н. Нахушев А. М., д.ф.-м.н. Псху А. В.), на междугородском научно-иссле-
довательском семинаре «Неклассические задачи математической физики» (Инсти-
тут математики им. С. Л. Соболева, Математический центр в Академгородке, АН
Республики Саха-Якутия, Челябинский государственный университет) (руководи-
тели: А. И. Кожанов, И. Е. Егоров, С. В. Попов, В. Е. Федоров, А. П. Солдатов,
С. Г. Пятков), на научном семинаре «Современные проблемы математической физи-
ки» Института математики имени В. И. Романовского АН Республики Узбекистан и
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ИПМА КБНЦ РАН (руководители: Ш. А. Алимов, А. В. Псху, Р. Р. Ашуров.), на за-
седаниях отдела Дробного исчисления ИПМА КБНЦ РАН (руководитель: д.ф.-м.н.
Псху А. В.), на научном семинаре «Дифференциальные уравнения и математиче-
ское моделирование» при Совете молодых ученых и специалистов ИПМА КБНЦ
РАН (председатель д.ф.-м.н. Мамчуев М. О.), и докладывались на российских и
международных конференциях: «Нелокальные краевые задачи и родственные про-
блемы математической биологии, информатики и физики» (Нальчик, 2018), «Теория
операторов, комплексный анализ и математическое моделирование» (Дивноморское,
2016), "Modern methods, problems and applications of operator theory and harmonic
analysis – IX"(Rostov-on-Don, 2019), «Современные методы математической физики
и их приложения» (Ташкент, 2020), «Традиционная международная апрельская ма-
тематическая конференция в честь дня науки республики Казахстан» (2022), «Акту-
альные проблемы прикладной математики» (Терскол, 2016–2018), «Математическое
моделирование фрактальных процессов, родственные проблемы анализа и информа-
тики»(Терскол, 2012), «Современные вопросы математической физики, математиче-
ской биологии и информатики» (Нальчик, 2014), XIV Владикавказская молодежная
математическая школа «Математический анализ и математическое моделирование»
(Цей, 2018), на X–XIV Школах молодых ученых «Нелокальные краевые задачи и
проблемы современного анализа и информатики» (Нальчик – Эльбрус, 2012–2016),
«Уфимская осенняя математическая школа – 2023» (Уфа, 4-8 октября 2023).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 18 статьях,
в том числе 12 статей в изданиях, входящих в перечень ВАК. Список статей приво-
дится в конце автореферата.

Личное участие автора в получении научных результатов. Все резуль-
таты, выносимые на защиту, опубликованы без соавторов и являются самостоятель-
ным исследованием автора.

Структура и объем. Диссертация состоит из введения, вводных сведений,
трех глав, объединяющих 12 пунктов, заключения и списка литературы, содержа-
щего 131 наименований, и изложена на 103 страницах.

Основное содержание работы

ВВведении приводится краткий обзор работ, относящихся к теме диссертации,
выписываются основные результаты, выносимые на защиту.

Во Вводных сведениях приводятся основные определения используемых опе-
раторов, специальных функций, их свойства, а также формулы из теории дробного
интегро-дифференцирования, необходимые для изложения результатов диссертации.

В первой главе исследуется уравнение c дробной производной Джрбашяна–
Нерсесяна произвольного порядка

𝐿𝑢 ≡ 𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑚}
0𝑡 𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0, (2)
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где 𝐻(𝑡) – функция Хевисайда, 𝜆, 𝜇 – произвольные постоянные, 𝜏 – фиксирован-
ное положительное число.

Оператор дробного дифференцирования Джрбашяна–Нерсесяна порядка

𝛼 =
𝑚∑︀
𝑘=0

𝛾𝑘 − 1 (0 < 𝛾𝑘 ≤ 1, 𝛾0 + 𝛾𝑚 > 1) определяется как композиция

𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑚}
𝑎𝑡 𝑢(𝑡) = 𝐷𝛾𝑚−1

𝑎𝑡 𝐷
𝛾𝑚−1

𝑎𝑡 . . . 𝐷𝛾0
𝑎𝑡𝑢(𝑡) (3)

операторов интегро-дифференцирования Римана–Лиувилля, которые определяются
следующим образом:

𝐷𝛼
𝑎𝑡𝑔(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
sign(𝑡− 𝑎)

Γ(−𝛼)

𝑡∫︀
𝑎

𝑔(𝜉)𝑑𝜉

|𝑡− 𝜉|𝛼+1
, 𝛼 < 0;

𝑔(𝑡), 𝛼 = 0;

sign𝑛(𝑡− 𝑎)
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝐷𝛼−𝑛

𝑎𝑡 𝑔(𝑡), 𝑛− 1 < 𝛼 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ N.

(4)

В разделе 1.1 введена специальная функция

𝑊𝜈(𝑡) = 𝑊 𝛼
𝜈 (𝑡; 𝜏, 𝜆, 𝜇) ≡

𝑁(𝑡)∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼𝑠+𝜈−1
+ 𝐸𝑠+1

𝛼,𝛼𝑠+𝜈(𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+), 𝑡 > 0, (5)

где 𝛼 > 0, 𝜈 ∈ R, 𝜏 ≥ 0, 𝜆, 𝜇 ∈ R,

(𝑧)𝜌+ =

{︂
𝑧𝜌, 𝑧 > 0
0, 𝑧 ≤ 0,

𝑁(𝑡) =
⌈︀
𝑡
𝜏

⌉︀
, где ⌈𝑥⌉ = min{𝑛 ∈ Z|𝑛 ≥ 𝑥} – ближайшее справа от числа 𝑥 целое

число (потолок числа). Исследованы свойства функции (5) и доказана теорема о
фундаментальном решении.

Определение 1 Фундаментальным решением уравнения (2) назовем функцию 𝑣(𝑡−𝜉),

удовлетворяющую уравнению

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾0}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉)− 𝜆𝑣(𝑡− 𝜉)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜉 − 𝜏)𝑣(𝑡− 𝜉 − 𝜏) = 0

и условиям ⎧⎪⎨⎪⎩
lim
𝜉→𝑡

𝐷𝛾𝑚−1
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉) = 1,

lim
𝜉→𝑡

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾𝑘+1}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉) = 0, 𝑘 = 0,𝑚− 2.

Теорема 1 Функция 𝑊𝛾𝑚(𝑡 − 𝜉) является фундаментальным решением уравне-

ния (2).
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В разделе 1.2 для уравнения (2) получен аналог формулы Лагранжа

(𝐿𝑢 * 𝑣)(𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾𝑘+1}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉)𝐷

{𝛾0,...,𝛾𝑘}
0𝜉 𝑢(𝜉)

⃒⃒𝑡
0
+

+ 𝑢(𝑡) *
[︁
𝐷

{𝛾𝑚,...,𝛾0}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡)− 𝜆𝑣(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑣(𝑡− 𝜏)

]︁
,

(𝑢 * 𝑣)(𝑡) – свертка Лапласа функций 𝑢 и 𝑣.
В разделе 1.3 исследуется начальная задача для уравнения (2).

Определение 2 Регулярным решением уравнения (2) назовем функцию 𝑢 = 𝑢(𝑡)

такую, что 𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑘}
0𝑡 𝑢(𝑡) ∈ 𝐴𝐶[0, 1], 𝑘 = 0,𝑚− 1, и удовлетворяющую уравнению

(2) для всех 𝑡 > 0.

Задача 1 Найти регулярное решение уравнения (2), удовлетворяющее условиям

lim
𝑡→0

𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑖}
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑢𝑖, 𝑖 = 0,𝑚− 1, (6)

где 𝑢𝑖 – заданные действительные числа.

Теорема 2 Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(0,∞) представима в виде

𝑓(𝑡) = 𝐷𝛾𝑚−1
0𝑡 𝑔(𝑡), 𝑔(𝑡) ∈ 𝐿(0,∞).

Тогда решение задачи (2), (6) существует, единственно и имеет вид

𝑢(𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝑊𝜌𝑖(𝑡) + (𝑓 *𝑊𝛼)(𝑡), 𝜌𝑖 =
𝑖∑︁

𝑘=0

𝛾𝑘.

В разделе 1.4 получены асимптотические формулы для функции 𝑊𝜈(𝑡) при
1 < 𝛼 < 2 : если 𝜆 → +∞, то

𝑊𝜈(𝑡)= 𝜆
1−𝜈
𝛼 𝑒𝜆

1
𝛼 𝑡 +

𝑡𝜈−𝛼−1

𝜆Γ(𝜈 − 𝛼)
− 𝑡𝜈−2𝛼−1

𝜆2Γ(𝜈 − 2𝛼)
+𝑂

(︀
𝜆−3

)︀
,

и если же 𝜆 → −∞

𝑊𝜈(𝑡)=
𝑡𝜈−𝛼−1

|𝜆|Γ(𝜈 − 𝛼)
− 𝑡𝜈−2𝛼−1

|𝜆|2Γ(𝜈 − 2𝛼)
+𝑂

(︀
|𝜆|−3

)︀
.
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В разделе 1.5 исследуется начальная задача для уравнения с переменными
коэффициентами и переменным запаздыванием

𝐷
{𝛾0,𝛾1}
0𝑡 𝑢(𝑡)− 𝜆(𝑡)𝑢(𝑡)− 𝜇(𝑡)𝑢(𝑡− 𝜏(𝑡)) = 𝑓(𝑡), (7)

где 0 < 𝛾0, 𝛾1 ≤ 1, причем 𝛾0 + 𝛾1 > 1, 𝜆(𝑡), 𝜇(𝑡) – непрерывные функции,
функция 𝜏(𝑡) – непрерывно-дифференцируемая функция, обладающая следующи-
ми свойствами:

1) функция 𝜏(𝑡) > 0 для всех 𝑡 ∈ [0,∞) ;
2) для любого 𝑐 ≥ −𝜏(0) функция 𝜏(𝑡) пересекается с прямой 𝑡 − 𝑐 ровно в

одной точке.

Задача 2 Найти регулярное решение 𝑢(𝑡) уравнения (7), удовлетворяющее усло-

вию

𝑢(𝑡) = 𝜙0(𝑡), −𝜏(0) ≤ 𝑡 ≤ 0, lim
𝑡→0

𝐷𝛾0−1
0𝑡 𝑢 = 𝑎. (8)

Обозначим через 𝐻𝜀[0,∞) класс функций, удовлетворяющих условию Гёльдера по-
рядка 𝜀. Справедлива теорема.

Теорема 3 Пусть функции 𝜆(𝑡), 𝜇(𝑡) ∈ 𝐻𝜀, 𝜀 > 𝛾0, и для функции 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶[0,∞)

справедливо интегральное представление

𝑓(𝑡) = 𝐷𝛾1−1
0𝑡 𝑔(𝑡).

Тогда существует регулярное решение 𝑢(𝑡) уравнения (7), удовлетворяющее усло-

вию (8) при всех 𝑡 > 0, и оно единственно.

Во второй главе исследуются локальные двухточечные краевые задачи для
уравнения с запаздывающим аргументом с дробной производной Римана–Лиувилля

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 𝑓(𝑡), 0 < 𝑡 < 1. (9)

В разделе 2.1 для уравнения (9) порядка 𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛 получено решение
краевой задачи с обобщенными краевыми условиями Штурма.

Задача 3 Найти регулярное решение уравнения (9), удовлетворяющее условиям⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑖𝑘 lim
𝑡→0

𝐷𝛼−𝑘
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝,

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏𝑗𝑘 lim
𝑡→1

𝐷𝛼−𝑘
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐𝑝+𝑗, 𝑗 = 1, 𝑞,

(10)

где 𝑝+ 𝑞 = 𝑛, 𝑎𝑖𝑘, 𝑏𝑗𝑘, 𝑐𝑖, 𝑐𝑝+𝑗 – заданные постоянные.

10



Теорема 4 Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1) и выполнено условие⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
...

...
...

...

𝑎𝑝1 𝑎𝑝2 . . . 𝑎𝑝𝑛
𝑛∑︀

𝑠=1
𝑏1𝑠𝑊𝑠(𝜆)

𝑛∑︀
𝑠=1

𝑏1𝑠𝑊𝑠−1(𝜆) . . .
𝑛∑︀

𝑠=1
𝑏1𝑠𝑊𝑠−𝑛+1(𝜆)

...
...

...
...

𝑛∑︀
𝑠=1

𝑏𝑞𝑠𝑊𝑠(𝜆)
𝑛∑︀

𝑠=1
𝑏𝑞𝑠𝑊𝑠−1(𝜆) . . .

𝑛∑︀
𝑠=1

𝑏𝑞𝑠𝑊𝑠−𝑛+1(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
̸= 0. (11)

Тогда: 1) существует регулярное решение задачи (9), (10), которое имеет вид

𝑢(𝑡) =
1

△

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑊𝛼−𝑠+1(𝑡)

[︃
𝑝∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖𝑀𝑖𝑠 +

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑝+𝑗𝑀𝑝+𝑗,𝑠

]︃
+

+

1∫︁
0

𝑓(𝜉)
[︁
𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)− 1

△

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑊𝛼−𝑠+1(𝑡)

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑀𝑝+𝑗,𝑠

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑗𝑘𝑊𝑘(1− 𝜉)
]︁
𝑑𝜉;

2) решение задачи (9), (10) единственно тогда и только тогда, когда выполнено

условие (11).

Здесь, 𝑀𝑖𝑗 – алгебраическое дополнение к элементу определителя (11).
В разделе 2.2 для уравнения (9) при 1 < 𝛼 ≤ 2 исследована краевая задача с

однородными условиями типа Штурма–Лиувилля:

Задача 4 Найти регулярное решение уравнения (9), удовлетворяющее условиям

𝑎 lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑏 lim

𝑡→0
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) = 0,

𝑐 lim
𝑡→1

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑑 lim

𝑡→1
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) = 0,
(12)

где 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 – заданные постоянные, причем 𝑎2 + 𝑏2 ̸= 0 и 𝑐2 + 𝑑2 ̸= 0.

Лемма 1 Функция

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉) +
1

△

(︁
𝑐𝑊1(1− 𝜉) + 𝑑𝑊2(1− 𝜉)

)︁(︁
𝑏𝑊𝛼(𝑡)− 𝑎𝑊𝛼−1(𝑡)

)︁
,

определенная для тех 𝜆 и 𝜇, для которых выполнено условие

△ = 𝑎𝑐(𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)) + (𝑎𝑑− 𝑏𝑐)𝑊1(1)− 𝑏𝑑𝑊2(1) ̸= 0, (13)

является функцией Грина задачи (9), (12).
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Теорема 5 Пусть 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1) и выполнено условие (13). Тогда:

1) существует регулярное решение задачи (9), (12), которое имеет вид

𝑢(𝑡) =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉;

2) решение задачи (9), (12) единственно тогда и только тогда, когда выполняется

условие (13).

В разделе 2.3 исследована задача Дирихле –Неймана для уравнения (9) при
𝑛− 1 < 𝛼 ≤ 𝑛.

Задача 5 Найти регулярное решение уравнения (9), удовлетворяющее краевым

условиям ⎧⎨⎩ lim
𝑡→0

𝐷𝛼−𝛽𝑖

0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝,

lim
𝑡→1

𝐷
𝛼−𝛿𝑗
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 𝑞,

(14)

причем 𝑝+ 𝑞 = 𝑛, 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 – заданные постоянные, 𝛽𝑖, 𝛿𝑗 – элементы из множества

{1, 2, . . . , 𝑛}.

Определение 3 Функцией Грина задачи (9), (14) назовем функцию 𝐺(𝑡, 𝜉), удо-

влетворяющую свойствам:

1. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) непрерывна для всех 𝑡 и 𝜉 из отрезка [0, 1];

2. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет соотношениям

lim
𝜀→0

[︂
𝐷𝛼−𝑛

0𝑡

𝜕𝑛−1

𝜕𝜉𝑛−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡−𝜀

−𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝑛−1

𝜕𝜉𝑛−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡+𝜀

]︂
= (−1)𝑛−1;

3. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) в интервалах (0, 𝑡) и (𝑡, 1) является решением однород-

ного уравнения

𝜕𝛼
1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉)− 𝜆𝐺(𝑡, 𝜉)− 𝜇𝐻(1− 𝜉 − 𝜏)𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏) = 0,

где 𝜕𝛼
1𝜉𝐺 = 𝐷𝛼−𝑛

1𝜉
𝑑𝑛

𝑑𝜉𝑛𝐺 – производная Герасимова–Капуто;

4. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет краевым условиям

𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝛽𝑠−1

𝜕𝜉𝛽𝑠−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

= 0, 𝑠 = 𝑝+ 1, 𝑛,

𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝛿𝑠−1

𝜕𝜉𝛿𝑠−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

= 0, 𝑠 = 𝑞 + 1, 𝑛.
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Лемма 2 Функция

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)− 1

△

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡)

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐷𝑗𝑠𝑊𝛿𝑗(1− 𝜉), (15)

определенная для тех 𝜆 и 𝜇, для которых выполняется условие

△ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝑊𝛿1−𝛽1+𝑝+1(1) 𝑊𝛿1−𝛽2+𝑝+1(1) . . .𝑊𝛿1−𝛽𝑞+𝑝+1(1)

𝑊𝛿2−𝛽1+𝑝+1(1) 𝑊𝛿2−𝛽2+𝑝+1(1) . . .𝑊𝛿2−𝛽𝑞+𝑝+1(1)

. . . . . . . . .

𝑊𝛿𝑞−𝛽1+𝑝+1(1) 𝑊𝛿𝑞−𝛽2+𝑝+1(1) . . .𝑊𝛿𝑞−𝛽𝑞+𝑝+1(1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ̸= 0, (16)

является функцией Грина задачи (9), (14).

В формуле (15) 𝐷𝑖𝑗 – алгебраическое дополнение к элементу определителя (16).

Теорема 6 Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(0, 1)∩𝐿(0, 1) и выполнено условие (16). Тогда:
1) решение задачи (9), (14) существует, единственно и имеет вид

𝑢(𝑡) =

𝑝∑︁
𝑖=1

(−1)𝛽𝑖−1𝑎𝑖

[︂
𝜕𝛽𝑖−1

𝜕𝜉𝛽𝑖−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

]︂
𝜉=0

−

−
𝑞∑︁

𝑗=1

(−1)𝛿𝑗−1𝑏𝑗

[︂
𝜕𝛿𝑗−1

𝜕𝜉𝛿𝑗−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

]︂
𝜉=1

+

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉;

2) решение задачи (9), (14) единственно тогда и только тогда, когда выполняется

условие (16).

В разделе 2.4 исследованы спектральные свойства задачи (9), (12).

Определение 4 Собственными значениями задачи (9), (12) назовем значения 𝜆,

при которых задача (9), (12) имеет регулярное решение, тождественно не равное

нулю.

Теорема 7 Задача (9), (12) имеет лишь конечное число вещественных собствен-

ных значений.
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В третьей главе для уравнения (9) при 1 < 𝛼 ≤ 2 рассматриваются нелокаль-
ные краевые задачи типа Стеклова первого и второго классов и внутреннекраевая
задача с условиями, связывающими значение искомой функции на граничной точке
со значениями во внутренних точках.

В разделе 3.1 исследуется краевая задача типа Стеклова первого класса.

Задача 6 Найти регулярное решение уравнения (9), удовлетворяющее условиям:

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

= 𝑐1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

+ 𝑐2𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

,

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

= 𝑐3𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

+ 𝑐4𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

.
(17)

Лемма 3 Функция

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉) +
𝑊𝛼(𝑡)

△

[︁
𝐴2𝑊1(1− 𝜉)−𝑊2(1− 𝜉)[𝑐4𝐴2 + 𝑐2𝐵2]

]︁
−

− 𝑊𝛼−1(𝑡)

△

[︁
𝐴1𝑊1(1− 𝜉)−𝑊2(1− 𝜉)[𝑐4𝐴1 + 𝑐2𝐵1]

]︁
,

определенная для тех 𝜆 и 𝜇, для которых выполнено условие

△ = 𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1 ̸= 0, (18)

является функцией Грина задачи (9), (17).

В формуле (18) коэффициенты 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 2, определены соотношениями

𝐴1 = 𝑐2𝑊2(1)− 1, 𝐴2 = 𝑐2𝑊1(1) + 𝑐1,

𝐵1 = 𝑊1(1)− 𝑐4𝑊2(1), 𝐵2 = 𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)− 𝑐4𝑊1(1)− 𝑐3.

Теорема 8 Пусть 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1) и выполнено условие (18). Тогда:

1) решение задачи (9), (17) существует и имеет вид

𝑢(𝑡) =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉;

2) решение задачи (9), (17) единственно тогда и только тогда, когда выполнено

условие (18).

В разделе 3.2 исследуется краевая задача типа Стеклова второго класса.

14



Задача 7 Найти регулярное решение 𝑢(𝑡) уравнения (9), удовлетворяющее усло-

виям ⎧⎨⎩𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

= 𝑑1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

,

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

= 𝑑2𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

+ 𝑑3𝐷
𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

.
(19)

Теорема 9 Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1) и выполнено условие

△ = 𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1 ̸= 0. (20)

Тогда: 1) решение задачи (9), (19) существует и имеет вид

𝑢(𝑡) =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉;

2) решение задачи (9), (19) единственно тогда и только тогда, когда выполнено

условие (20).

В решении (9) 𝐺(𝑡, 𝜉) – функция Грина задачи (9), (19), а в условии (20) через
𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2 обозначены следующие соотношения:

𝐴1 = 𝑊2(1), 𝐴2 = 𝑊1(1)− 𝑑1, (21)

𝐵1 = 𝑊1(1)− 𝑑3, 𝐵2 = 𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)− 𝑑2. (22)

В разделе 3.3 для уравнения (9) исследуется внутреннекраевая задача.

Задача 8 Найти регулярное решение 𝑢(𝑡) уравнения (9), удовлетворяющее усло-

виям

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐1, lim

𝑡→1
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡)−𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

lim
𝑡→𝑡𝑘

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐2, 0 < 𝑡𝑘 < 1, 𝑛 ∈ N. (23)

Лемма 4 Функция

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)− 𝑊𝛼(𝑡)

△

[︃
𝑊2(1− 𝜉)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐻(𝑡𝑘 − 𝜉)𝑊2(𝑡𝑘 − 𝜉)

]︃
,

определенная для тех 𝜆 и 𝜇, для которых выполнено условие

△ = 𝑊2(1)− 𝑎
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑊2(𝑡𝑘) ̸= 0, (24)

является функцией Грина задачи (9), (23) .
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Теорема 10 Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1) и выполнено условие (24).

Тогда: 1) регулярное решение задачи (9), (23) существует и имеет вид

𝑢(𝑡) = −𝑐1𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=0

+ 𝑐2𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=1

+

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉;

2) решение задачи (9), (23) единственно тогда и только тогда, когда выполнено

условие (24).
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Заключение

В диссертации «Краевые задачи для линейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений дробного порядка с запаздывающим аргументом» получены следу-
ющие основные результаты:

1. Получено фундаментальное решение дифференциального уравнения с произ-
водной Джрбашяна–Нерсесяна. Исследованы свойства фундаментального решения
и доказана теорема о его асимптотическом поведении.

2. Доказана теорема существования и единственности решения начальной зада-
чи. Реализован метод шагов в случае переменного запаздывания.

3. Получено явное представление решения краевой задачи с условиямиШтурма,
которое является новым результатом в том числе в теории дифференциальных урав-
нений целого порядка. Реализован метод функции Грина для решения двухточечных
краевых задач типа Штурма–Лиувилля и обобщенной задачи Дирихле–Неймана для
уравнения произвольного порядка с дробной производной Римана–Лиувилля. Дока-
заны теоремы существования и единственности. Получены условия, гарантирующие
однозначную разрешимость этих задач.

4. Исследованы спектральные свойства решения задачи с условиями типаШтур-
ма–Лиувилля. Показано, что задача с условиями типа Штурма–Лиувилля может
иметь лишь конечное число вещественных собственных значений.

5. Построены функции Грина нелокальных краевых задач типа Стеклова перво-
го и второго классов, а также краевой задачи с условиями, связывающими значение
искомой функции на граничной точке со значениями во внутренних точках. Дока-
заны теоремы существования и единственности решений.
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