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Введение

В настоящей работе исследуются линейные обыкновенные дифференци-

альные уравнения дробного порядка с запаздывающим аргументом и изуча-

ются методы решения начальных и краевых задач для этих уравнений.

Актуальность темы исследования.

Дробное исчисление представляет собой обобщение классической теории

дифференциального исчисления и связано с операциями интегрирования

и дифференцирования нецелого (дробного) порядка.

В настоящее время количество работ, посвященных дифференциальным

уравнениям дробного порядка, заметно растет. Интерес исследователей вы-

зван тем, что количество областей науки, в которых используются уравне-

ния, содержащие дробные производные, варьируется от биологии и медицины

до теории управления, инженерии, финансов, а также оптики, физики и так

далее. Дробные производные и интегралы не являются локальными опера-

торами. Все дробные операторы учитывают всю историю рассматриваемого

процесса, что позволяет моделировать различные эффекты, часто встречаю-

щиеся в природных явлениях и представляют собой хороший инструмент для

описания памяти и наследственных свойств различных материалов и процес-

сов. Поэтому основная причина успешности применения дробного исчисления

заключается в том, что математические модели, содержащие дробные опера-

торы, часто более точны, чем модели, содержащие производные целого по-

рядка.

На сегодняшний день имеется обширный список монографий и статей, по-

священных теории дробного исчисления. Приведем сначала ряд монографий,

где можно найти наиболее общую информацию по теории дробного интегро-

дифференцирования: М. М. Джрбашян [13], K. B. Oldham, J. Spanier [80],

С. Г. Самко, А. А. Килбас, О. И. Маричев [40], I. Podlubny [82], А. М. Наху-

шев [24],А. В. Псху [32],А. В. Псху [35],A. A. Kilbas, H. M. Srivastava, J. J. Tru-
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jillo [72], В. В. Учайкин [44], М. О. Мамчуев [20], J. Antonio и T. Machado [69].

Одной из первых работ, посвященных обыкновенным дифференциаль-

ным уравнениям дробного порядка, является работа J. H. Barrett [58], в кото-

рой было получено решение линейного дифференциального уравнения дроб-

ного порядка методом последовательных приближений. R. Gorenflo и F. Mai-

nardi в работе [68] показана реализуемость метода Лапласа для решения урав-

нения дробного порядка и важность функции Миттаг-Леффлера в дробном

исчислении [76].

А. В. Псху в работе [34] для обыкновенного дифференциального урав-

нения с дробной производной Римана – Лиувилля дискретно распределенно-

го порядка получено явное представление решения и получены необходимые

и достаточные условия разрешимости начальной задачи. Общее представле-

ние решения уравнения с дробным дискретно распределенным оператором

Герасимова – Капуто было получено Л. Х. Гадзовой в работе [10], где была

доказана теорема существования и единственности решения начальной зада-

чи. В работе [19] М. О. Мамчуевым получено решение начальной задачи для

системы уравнений в частных производных с дробной производной Римана –

Лиувилля.

Работа I. Ozturk [81] посвящена исследованию краевой задачи для обык-

новенного дифференциального уравнения с дробной производной и со спек-

тральным параметром. А. П. Хромов в работе [48] исследовал разложение по

собственным функциям задачи с затухающими краевыми условиями целого

порядка.

Постановки видоизмененных задач Коши и Неймана для уравнения вто-

рого порядка с дробной производной приведены А. М. Нахушевым в рабо-

те [24], а также исследована краевая задача для обыкновенного дифферен-

циального уравнения второго порядка с производной Римана – Лиувилля

в группе младших членов в работе [25]. R. P. Agarwal, M. Benchohra
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и S. Hamani в работе [55] решается краевая задача для уравнения с произ-

водной Герасимова – Капуто третьего порядка.

Задачи Дирихле и Неймана для уравнения дискретно распределенного

порядка исследованы Л. Х. Гадзовой в работе [65]. Краевые задачи со смеще-

нием для дифференциального уравнения с производной Джрбашяна – Нерсе-

сяна и для уравнения с оператором дискретно распределенного дифференци-

рования исследованы в работах Ф. Т. Богатыревой [60] и Л. Х. Гадзовой [10].

Краевые задачи для уравнений и систем уравнений в частных производ-

ных дробного порядка исследованы в монографиях А. В. Псху [32]

и М. О. Мамчуева [20].

Существует большое количество монографий, посвященных прикладным

задачам, использующим методы дробного интегро-дифференцирования. По-

дробное описание применения дробного исчисления к различным областям

науки и техники на современном этапе дано в монографиях K. B. Oldham,

J. Spanier [80], I. Podlubny [82] и В. В. Учайкина [44] и [89], а также Р. Хил-

фера [71], R. L. Bagley и P. J. Torvik [56], В. Е. Тарасова [88] и др.

С развитием теории дробного исчисления увеличивается и количество

работ, посвященных исследованию уравнений с различными дробными опера-

торами. А. М. Нахушевым в работе [28] впервые был введен оператор непре-

рывного (континуального) дифференцирования.

А. В. Псху в работе [37] для дифференциального уравнения с континуаль-

ной производной получено фундаментальное решение и изучены его свойства.

В работах [33] и [38] построен аналог формулы Ньютона – Лейбница и решена

задача Коши.

Б. И. Эфендиевым в работах [51], [53] для дифференциального уравнения

второго порядка с континуальной производной получено фундаментальное ре-

шение и найдено решение задачи Коши.

Оператор дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна впер-
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вые введен М. М. Джрбашяном и А. Б. Нерсесяном в работе [15], в которой

для линейного дифференциального уравнения с производной Джрбашяна –

Нерсесяна доказано существование и единственность решения задачи Коши и

получено представление решения.

Однозначная разрешимость начальных задач для линейных уравнений

в банаховых пространствах с композицией двух дробных производных иссле-

дована А. Р. Волковой, Е. М. Ижбердеевой и В. Е. Федоровым в работе [8],

а также В. Е. Федоровым, М. В. Плехановой и Е. М. Ижбердеевой в рабо-

те [64]. Явное представление решения начальной задачи для уравнения с про-

изводными Джрбашяна – Нерсесяна с постоянными коэффициентами полу-

чено Ф. Т. Богатыревой в работе [4].

Исследованию начальной задачи для системы линейных обыкновенных

дифференциальных уравнений с матричным коэффициентом с оператором

дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна посвящена работа

М. О. Мамчуева [77].

Приведем ряд работ, посвященных краевым задачам для дифференци-

альных уравнений, в том числе в частных производных, с производной Джр-

башяна – Нерсесяна.

Исследованию краевой задачи типа Штурма – Лиувилля посвящена ра-

бота [14], где приведено доказательство теоремы существования и единствен-

ности решения для обыкновенного дифференциального уравнения дробного

порядка. Ф. Т. Богатыревой получено решение краевой задачи в прямоуголь-

ной области для уравнения в частных производных [6] и доказана теорема

о влиянии распределения параметров оператора Джрбашяна – Нерсесяна на

постановки задач.

Важным классом дифференциальных уравнений являются уравнения

с запаздывающим аргументом. При протекании процессов происходит задерж-

ка времени. Задержка возникает в естественной системе, потому что всегда
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существует временная продолжительность некоторых скрытых процессов. По-

этому, дифференциальные уравнения, содержащие как дробную производную,

так и запаздывание аргумента, являются более реалистичными при описании

математических моделей различных процессов.

Дифференциальные уравнения с запаздыванием находят применение

в таких областях науки, как популяционная динамика, эпидемиология, им-

мунология, физиология.

Например, при моделировании динамики распространения вируса гепа-

тита С считается, что производная дробного порядка представляет собой дол-

говременную иммунную память, необходимую для промежуточных клеточ-

ных взаимодействий. Временная задержка включается в модель для пред-

ставления внутриклеточной задержки между начальным заражением клетки

вирусом гепатита С и высвобождением новых вирусов [85].

Также, дифференциальные уравнения дробного порядка с запаздываю-

щим аргументом могут быть полезны экономистам при расчете оптимальных

инвестиционных стратегий [17].

Дифференциальным уравнениям с запаздывающим аргументом посвяще-

ны монографии R. E. Bellman и K. L. Cooke [59], Л. Э. Эльсгольца и С. Б. Нор-

кина [49], А. Д. Мышкиса [22], [21], [11].

Дифференциальные уравнения с запаздывающим аргументом в литера-

туре также называют функционально-дифференциальными уравнениями (см.,

например, J. K. Hale [47], работы Н. В. Азбелева с В. П. Максимовым [1],

Н. В. Азбелева, В. П. Максимова, Л. Ф. Рахматуллиной [2], Л. А. Бекларян [3],

В. Г. Пименова [31]).

Постановки начальной и краевых задач для обыкновенных дифференци-

альных уравнений с запаздывающим аргументом приведены и исследованы в

работе [30] С. Б. Норкиным и в работе [16] А. М. Зверкиным, Г. А. Камен-

ским, С. Б. Норкиным и Л. Э. Эльсгольцем. В работе [39] Р. К. Романовским
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и Е. М. Назаруком развит метод Ляпунова для линейных систем функциональ-

но-дифференциальных уравнений в пространстве Соболева.

Вопрос о разрешимости функционально-дифференциальных уравнений в

пространствах Соболева рассматривал В. В. Власов [7]. Линейные уравнения

соболевского типа с запаздыванием исследовали В. Е. Федоров с Е. А. Омель-

ченко в работах [45] и [46]. В работе C. E. Falbo [62] приводится описание мето-

дов решения линейных обыкновенных дифференциальных уравнений

с постоянными коэффициентами и с запаздывающим аргументом: метода ша-

гов и метода характеристик. I. O. Rus и V. Darzu-Ilea предложен метод для

решения краевой задачи для уравнения с запаздывающим и опережающим

аргументами [86].

Явное представление решения дифференциального уравнения с произ-

водной Герасимова – Капуто порядка 0 < 𝛼 ≤ 1 с постоянными коэффи-

циентами и постоянным запаздыванием получено R. Garrappa и E. Kaslik

в работе [67], а в случае производной Римана – Лиувилля решение начальной

задачи получено R. Agarwal, S. Hristova, D. O’Regan в работе [54] и X. Zhang

в работе [93]. Для уравнения с матричным коэффициентом начальная задача

исследовалась в работах M. Li, J. Wang [73] и [74]. В работе [79] авторами

исследовано дифференциальное уравнение с дробной производной Герасимо-

ва – Капуто с запаздывающим аргументом и получены достаточные условия

устойчивости решения. Отметим также работу [57], где предложен новый ме-

тод исследования нелинейных дифференциальных уравнений дробного поряд-

ка с запаздывающим аргументом путем сведения к интегральному уравнению

типа Вольтерра – Стилтьеса.

Цель работы. Основной целью диссертационной работы является ис-

следование начальных и краевых задач для линейных обыкновенных диф-

ференциальных уравнений дробного порядка с запаздывающим аргументом

и развитие методов изучения задач для таких уравнений.
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Методы исследования. Результаты работы получены с использовани-

ем методов теории дробного исчисления, теории специальных функций, ме-

тода функции Грина, теории интегральных уравнений, метода шагов (метода

последовательного интегрирования).

Научная новизна. В работе для исследуемых уравнений построено фун-

даментальное решение, доказана теорема об асимптотическом поведении фун-

даментального решения, доказана теорема существования и единственности

решения начальной задачи, в том числе в случае уравнения с переменными

коэффициентами и с переменным запаздыванием, получены решения обоб-

щенной краевой задачи типа Штурма, обобщенной краевой задачи Дирихле –

Неймана, задачи с условием типа Штурма – Лиувилля, а также нелокальных

краевых задач. Результаты, выносимые на защиту, являются новыми.

Положения, выносимые на защиту.

1. Теорема об общем преставлении фундаментального решения. Формула

Лагранжа. Теорема об асимптотическом поведении.

2. Теоремы существования и единственности решений начальной задачи

для уравнений с постоянными и переменными запаздыванием и коэффициен-

тами.

3. Теоремы существования и единственности решений краевых задач

Штурма и Дирихле – Неймана. Функция Грина задачи Дирихле – Неймана.

4. Теорема существования и единственности решения краевой задачи

с условиями типа Штурма – Лиувилля и теорема о конечности числа веще-

ственных собственных значений этой задачи.

5. Функция Грина нелокальных краевых задач типа Стеклова первого и

второго классов и внутреннекраевой задачи.

Практическая и теоретическая ценность.

Результаты работы носят теоретической характер. Полученные результа-

ты внесут вклад в развитие теории дифференциальных уравнений с запазды-
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вающим аргументом и в теорию уравнений дробного порядка. Практическая

ценность обусловлена прикладной значимостью теории дифференциальных

уравнений дробного порядка с запаздывающим аргументом в математическом

моделировании и других областях.

Апробация работы.

Результаты работы обсуждались на научно-исследовательском семинаре

по современному анализу, информатике и физике ИПМА КБНЦ РАН (руко-

водители: д.ф.-м.н. Нахушев А. М., д.ф.-м.н. Псху А. В.), на междугородском

научно-исследовательском семинаре «Неклассические задачи математической

физики» (Институт математики им. С. Л. Соболева, Математический центр

в Академгородке, АН Республики Саха-Якутия, Челябинский государствен-

ный университет) (руководители: А. И. Кожанов, И. Е. Егоров, С. В. Попов,

В. Е. Федоров, А. П. Солдатов, С. Г. Пятков), на научном семинаре «Со-

временные проблемы математической физики» Института математики имени

В. И. Романовского АН Республики Узбекистан и ИПМА КБНЦ РАН (руко-

водители: Ш. А. Алимов, А. В. Псху, Р. Р. Ашуров.), на заседаниях отдела

Дробного исчисления ИПМАКБНЦ РАН (руководитель д.ф.-м.н. Псху А. В.),

на научном семинаре «Дифференциальные уравнения и математическое мо-

делирование» при Совете молодых ученых и специалистов ИПМА КБНЦ

РАН (председатель д.ф.-м.н. Мамчуев М. О.), и докладывались на российских

и международных конференциях: «Нелокальные краевые задачи и родствен-

ные проблемы математической биологии, информатики и физики» (Нальчик,

2018), «Теория операторов, комплексный анализ и математическое моделиро-

вание» (Дивноморское, 2016), "Modern methods, problems and applications of

operator theory and harmonic analysis – IX" (Rostov-on-Don, 2019), «Современ-

ные методы математической физики и их приложения» (Ташкент, 2020), «Тра-

диционная международная апрельская математическая конференция в честь

дня науки республики Казахстан» (2022), «Актуальные проблемы прикладной
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математики» (Терскол, 2016–2018), «Математическое моделирование фрак-

тальных процессов, родственные проблемы анализа и информатики» (Тер-

скол, 2012), «Современные вопросы математической физики, математической

биологии и информатики» (Нальчик, 2014), XIV Владикавказская молодеж-

ная математическая школа «Математический анализ и математическое моде-

лирование» (Цей, 2018), на X–XIV Школах молодых ученых «Нелокальные

краевые задачи и проблемы современного анализа и информатики»(Нальчик

– Эльбрус, 2012–2016), «Уфимская осенняя математическая школа – 2023»

(г. Уфа, 4-8 октября 2023).

Публикации. Основные результаты диссертации отражены в работах

[94–110]. Из них [95, 100–103, 107–110] опубликованы в изданиях, входящих

в перечень ВАК.

Личное участие автора в получении научных результатов. Все

результаты, выносимые на защиту, опубликованы без соавторов и являются

самостоятельным исследованием автора.

Структура и объем. Диссертация состоит из введения, вводных сведе-

ний, трех глав, объединяющих 12 пунктов, заключения и списка литературы,

содержащего 131 наименований и изложена на 104 страницах.

Основное содержание работы

В Введении приводится краткий обзор работ, относящихся к теме дис-

сертации, выписываются основные результаты, выносимые на защиту.

Во Вводных сведениях приводятся основные определения использу-

емых операторов, специальных функций, их свойства, а также формулы из

теории дробного интегро-дифференцирования, необходимые для изложения

результатов диссертации.

Объектами исследования работы являются линейные обыкновенные диф-
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ференциальные уравнения дробного порядка вида

𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0 (1)

с постоянными и переменными запаздыванием 𝜏 и коэффициентами 𝜆, 𝜇,

𝐻(𝑡) – функция Хевисайда.

В первой главе исследуется уравнение c дробной производной Джрба-

шяна – Нерсесяна произвольного порядка

𝐿𝑢 ≡ 𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑚}
0𝑡 𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0, (2)

где 𝐻(𝑡) – функция Хевисайда, 𝜆, 𝜇 – произвольные постоянные, 𝜏 – фик-

сированное положительное число.

В разделе 1.1 введена специальная функция

𝑊𝜈(𝑡) = 𝑊 𝛼
𝜈 (𝑡; 𝜏, 𝜆, 𝜇) ≡

𝑁(𝑡)∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼𝑠+𝜈−1
+ 𝐸𝑠+1

𝛼,𝛼𝑠+𝜈(𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+), 𝑡 > 0, (3)

(𝑧)𝜌+ =

⎧⎨⎩ 𝑧𝜌, 𝑧 > 0,

0, 𝑧 ≤ 0,

𝑁(𝑡) =
⌈︀
𝑡
𝜏

⌉︀
, где ⌈𝑥⌉ = min{𝑛 ∈ Z|𝑛 ≥ 𝑥} – ближайшее справа от числа 𝑥

целое число (потолок числа).

Исследованы свойства функции (3) и доказана теорема о фундаменталь-

ном решении.
Определение. Фундаментальным решением уравнения (2) назовем

функцию 𝑣(𝑡− 𝜉), удовлетворяющую уравнению

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾0}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉)− 𝜆𝑣(𝑡− 𝜉)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜉 − 𝜏)𝑣(𝑡− 𝜉 − 𝜏) = 0 (4)

и условиям ⎧⎨⎩ lim
𝜉→𝑡

𝐷𝛾𝑚−1
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉) = 1,

lim
𝜉→𝑡

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾𝑘+1}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉) = 0, 𝑘 = 0,𝑚− 2.

Теорема. Функция 𝑊𝛾𝑚(𝑡− 𝜉) является фундаментальным решением

уравнения (2).



13

В разделе 1.2 для уравнения (2) получен аналог формулы Лагранжа

(𝐿𝑢 * 𝑣)(𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾𝑘+1}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉)𝐷

{𝛾0,...,𝛾𝑘}
0𝜉 𝑢(𝜉)

⃒⃒𝑡
0
+

+ 𝑢(𝑡) *
[︁
𝐷

{𝛾𝑚,...,𝛾0}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡)− 𝜆𝑣(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑣(𝑡− 𝜏)

]︁
,

(𝑢 * 𝑣)(𝑡) – свертка Лапласа функций 𝑢 и 𝑣.

В разделе 1.3 исследуется начальная задача для уравнения (2).
Задача. Найти регулярное решение уравнения (2), удовлетворяющее

условиям
lim
𝑡→0

𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑖}
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑢𝑖, 𝑖 = 0,𝑚− 1, (5)

где 𝑢𝑖 – заданные действительные числа.
Теорема. Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(0,∞) представима в виде

𝑓(𝑡) = 𝐷𝛾𝑚−1
0𝑡 𝑔(𝑡), 𝑔(𝑡) ∈ 𝐿(0,∞).

Тогда решение задачи (2), (5) существует, единственно и имеет вид

𝑢(𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝑊𝜌𝑖(𝑡) + (𝑓 *𝑊𝛼)(𝑡).

В разделе 1.4 получены асимптотические формулы для функции 𝑊𝜈(𝑡)

при 1 < 𝛼 < 2 :

при 𝜆 → +∞

𝑊𝜈(𝑡) = 𝜆
1−𝜈
𝛼 𝑒𝜆

1
𝛼 𝑡 +

𝑡𝜈−𝛼−1

𝜆Γ(𝜈 − 𝛼)
− 𝑡𝜈−2𝛼−1

𝜆2Γ(𝜈 − 2𝛼)
+𝑂

(︀
𝜆−3
)︀
;

при 𝜆 → −∞

𝑊𝜈(𝑡) =
𝑡𝜈−𝛼−1

|𝜆|Γ(𝜈 − 𝛼)
− 𝑡𝜈−2𝛼−1

|𝜆|2Γ(𝜈 − 2𝛼)
+𝑂

(︀
|𝜆|−3

)︀
.

В разделе 1.5 исследуется начальная задача для уравнения с перемен-

ными коэффициентами и переменным запаздыванием

𝐷
{𝛾0,𝛾1}
0𝑡 𝑢(𝑡)− 𝜆(𝑡)𝑢(𝑡)− 𝜇(𝑡)𝑢(𝑡− 𝜏(𝑡)) = 𝑓(𝑡), (6)

где 0 < 𝛾0, 𝛾1 ≤ 1, причем 𝛾0 + 𝛾1 > 1, 𝜆(𝑡), 𝜇(𝑡) – непрерывные функ-

ции, функция 𝜏(𝑡) – непрерывно-дифференцируемая функция, обладающая

следующими свойствами:
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1) функция 𝜏(𝑡) > 0 для всех 𝑡 ∈ [0,∞) ;

2) для любого 𝑐 ≥ −𝜏(0) функция 𝜏(𝑡) пересекается с прямой 𝑡 − 𝑐

ровно в одной точке.
Задача. Найти регулярное решение 𝑢(𝑡) уравнения (6), удовлетворяю-

щее условию

𝑢(𝑡) = 𝜙0(𝑡), −𝜏(0) ≤ 𝑡 ≤ 0, lim
𝑡→0

𝐷𝛾0−1
0𝑡 𝑢 = 𝑎, (7)

где 𝜙0(𝑡) – заданная непрерывно-дифференцируемая функция.
Теорема. Пусть функции 𝜆(𝑡), 𝜇(𝑡) ∈ 𝐻𝜀, 𝜀 > 𝛾0, и для функции

𝑓(𝑡) ∈ 𝐶[0,∞) справедливо интегральное представление

𝑓(𝑡) = 𝐷𝛾1−1
0𝑡 𝑔(𝑡).

Тогда существует регулярное решение 𝑢(𝑡) уравнения (6), удовлетворяющее

условию (7) при всех 𝑡 > 0, и оно единственно.

Во второй главе исследуются локальные двухточечные краевые задачи

для уравнения с запаздывающим аргументом с дробной производной Римана

– Лиувилля

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 𝑓(𝑡), 0 < 𝑡 < 1. (8)

В разделе 2.1 для уравнения (8) порядка 𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛 получено

решение краевой задачи с обобщенными краевыми условиями Штурма.
Задача. Найти регулярное решение уравнения (8), удовлетворяющее

условиям ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑖𝑘 lim
𝑡→0

𝐷𝛼−𝑘
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝,

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏𝑗𝑘 lim
𝑡→1

𝐷𝛼−𝑘
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐𝑝+𝑗, 𝑗 = 1, 𝑞,

(9)

где 𝑝+ 𝑞 = 𝑛, 𝑎𝑖𝑘, 𝑏𝑗𝑘, 𝑐𝑖, 𝑐𝑝+𝑗 – заданные постоянные.
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Теорема. Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1) и выполнено условие

△ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
...

...
...

...
𝑎𝑝1 𝑎𝑝2 . . . 𝑎𝑝𝑛

𝑛∑︀
𝑠=1

𝑏1𝑠𝑊𝑠(𝜆)
𝑛∑︀

𝑠=1
𝑏1𝑠𝑊𝑠−1(𝜆) . . .

𝑛∑︀
𝑠=1

𝑏1𝑠𝑊𝑠−𝑛+1(𝜆)

...
...

...
...

𝑛∑︀
𝑠=1

𝑏𝑞𝑠𝑊𝑠(𝜆)
𝑛∑︀

𝑠=1
𝑏𝑞𝑠𝑊𝑠−1(𝜆) . . .

𝑛∑︀
𝑠=1

𝑏𝑞𝑠𝑊𝑠−𝑛+1(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
̸= 0. (10)

Тогда: 1) существует регулярное решение задачи (8), (9), которое имеет вид

𝑢(𝑡) =
1

△

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑊𝛼−𝑠+1(𝑡)

⎡⎣ 𝑝∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑀𝑖𝑠 +

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑝+𝑗𝑀𝑝+𝑗,𝑠

⎤⎦+
+

1∫︁
0

𝑓(𝜉)
[︁
𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)− 1

△

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑊𝛼−𝑠+1(𝑡)

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑀𝑝+𝑗,𝑠

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑗𝑘𝑊𝑘(1− 𝜉)
]︁
𝑑𝜉;

2) решение задачи (8), (9) единственно тогда и только тогда, когда выпол-

нено условие (10).

Здесь, 𝑀𝑖𝑗 – алгебраическое дополнение к элементу определителя (10).

В разделе 2.2 для уравнения (8) при 1 < 𝛼 ≤ 2 исследована краевая

задача с однородными условиями типа Штурма – Лиувилля.
Задача. Найти регулярное решение уравнения (8), удовлетворяющее

условиям
𝑎 lim

𝑡→0
𝐷𝛼−1

0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑏 lim
𝑡→0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) = 0,

𝑐 lim
𝑡→1

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑑 lim

𝑡→1
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) = 0,
(11)

где 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 – заданные постоянные, причем 𝑎2 + 𝑏2 ̸= 0 и 𝑐2 + 𝑑2 ̸= 0.

Лемма. Функция

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡−𝜉)𝑊𝛼(𝑡−𝜉)+
1

△

(︁
𝑐𝑊1(1−𝜉)+𝑑𝑊2(1−𝜉)

)︁(︁
𝑏𝑊𝛼(𝑡)−𝑎𝑊𝛼−1(𝑡)

)︁
,

определенная для тех 𝜆 и 𝜇, для которых выполнено условие

△ = 𝑎𝑐(𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)) + (𝑎𝑑− 𝑏𝑐)𝑊1(1)− 𝑏𝑑𝑊2(1) ̸= 0, (12)

является функцией Грина задачи (8), (11).
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Теорема.Пусть 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1)∩𝐶(0, 1) и выполнено условие (12). Тогда:
1) существует регулярное решение задачи (8), (11), которое имеет вид

𝑢(𝑡) =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉;

2) решение задачи (8), (11) единственно тогда и только тогда, когда выпол-

няется условие (12).

В разделе 2.3 исследована задача Дирихле – Неймана для уравнения (8)

при 𝑛− 1 < 𝛼 ≤ 𝑛.

Задача. Найти регулярное решение уравнения (8), удовлетворяющее
краевым условиям ⎧⎨⎩ lim

𝑡→0
𝐷𝛼−𝛽𝑖

0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝,

lim
𝑡→1

𝐷
𝛼−𝛿𝑗
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 𝑞,

(13)

причем 𝑝+ 𝑞 = 𝑛, 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 – заданные постоянные, 𝛽𝑖, 𝛿𝑗 – элементы из мно-

жества {1, 2, . . . , 𝑛}.
Лемма. Функция

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)− 1

△

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡)

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐷𝑗𝑠𝑊𝛿𝑗(1− 𝜉), (14)

определенная для тех 𝜆 и 𝜇, для которых выполняется условие

△ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑊𝛿1−𝛽1+𝑝+1(1) 𝑊𝛿1−𝛽2+𝑝+1(1) . . .𝑊𝛿1−𝛽𝑞+𝑝+1(1)

𝑊𝛿2−𝛽1+𝑝+1(1) 𝑊𝛿2−𝛽2+𝑝+1(1) . . .𝑊𝛿2−𝛽𝑞+𝑝+1(1)

. . . . . . . . .

𝑊𝛿𝑞−𝛽1+𝑝+1(1) 𝑊𝛿𝑞−𝛽2+𝑝+1(1) . . .𝑊𝛿𝑞−𝛽𝑞+𝑝+1(1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ̸= 0, (15)

является функцией Грина задачи (8), (13).

В формуле (14) 𝐷𝑖𝑗 – алгебраическое дополнение к элементу определи-

теля (15).
Теорема. Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(0, 1) ∩ 𝐿(0, 1) и выполнено условие

(15). Тогда: 1) решение задачи (8), (13) существует, единственно и имеет
вид
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𝑢(𝑡) =

𝑝∑︁
𝑖=1

(−1)𝛽𝑖−1𝑎𝑖

[︂
𝜕𝛽𝑖−1

𝜕𝜉𝛽𝑖−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

]︂
𝜉=0

−

−
𝑞∑︁

𝑗=1

(−1)𝛿𝑗−1𝑏𝑗

[︂
𝜕𝛿𝑗−1

𝜕𝜉𝛿𝑗−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

]︂
𝜉=1

+

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉;

2) решение задачи (8), (13) единственно тогда и только тогда, когда выпол-

няется условие (15).

В разделе 2.4 исследованы спектральные свойства задачи (8), (11).

Определение. Собственными значениями задачи (8), (11) назовем зна-

чения 𝜆, при которых задача (8), (11) имеет регулярное решение, тожде-

ственно не равное нулю.

Теорема. Задача (8), (11) имеет лишь конечное число вещественных

собственных значений.

В третьей главе для уравнения (8) при 1 < 𝛼 ≤ 2 рассматриваются

нелокальные краевые задачи типа Стеклова первого и второго классов и внут-

реннекраевая задача с условиями, связывающими значение искомой функции

на граничной точке со значениями во внутренних точках.

В разделе 3.1 исследуется краевая задача типа Стеклова первого класса.
Задача. Найти регулярное решение уравнения (8), удовлетворяющее

условиям:
𝐷𝛼−1

0𝑡 𝑢(𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑐1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

+ 𝑐2𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

,

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

= 𝑐3𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

+ 𝑐4𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

.
(16)

Теорема. Пусть 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1) и выполнено условие

△ = 𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1 ̸= 0. (17)

Тогда: 1) решение задачи (8), (16) существует и имеет вид

𝑢(𝑡) =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉; (18)

2) решение задачи (8), (16) единственно тогда и только тогда, когда выпол-
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нено условие (17). В формуле (17)

𝐴1 = 𝑐2𝑊2(1)− 1, 𝐴2 = 𝑐2𝑊1(1) + 𝑐1,

𝐵1 = 𝑊1(1)− 𝑐4𝑊2(1), 𝐵2 = 𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)− 𝑐4𝑊1(1)− 𝑐3.

Доказано, что функция

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)+
𝑊𝛼(𝑡)

△

[︁
𝐴2𝑊1(1− 𝜉)−𝑊2(1− 𝜉)[𝑐4𝐴2+ 𝑐2𝐵2]

]︁
−

− 𝑊𝛼−1(𝑡)

△

[︁
𝐴1𝑊1(1− 𝜉)−𝑊2(1− 𝜉)[𝑐4𝐴1 + 𝑐2𝐵1]

]︁
является функций Грина задачи (8), (16).

В разделе 3.2 исследуется краевая задача типа Стеклова второго класса.
Задача. Найти регулярное решение 𝑢(𝑡) уравнения (8), удовлетворя-

ющее условиям{︃
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡)
⃒⃒
𝑡=1

= 𝑑1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

,

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

= 𝑑2𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

+ 𝑑3𝐷
𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

.
(19)

Теорема. Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1) и выполнено условие

△ = 𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1 ̸= 0. (20)

Тогда: 1) решение задачи (8), (19) существует и имеет вид

𝑢(𝑡) =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉;

2) решение задачи (8), (19) единственно тогда и только тогда, когда выпол-

нено условие (20). В формуле (20)

𝐴1 = 𝑊2(1), 𝐴2 = 𝑊1(1)− 𝑑1,

𝐵1 = 𝑊1(1)− 𝑑3, 𝐵2 = 𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)− 𝑑2.

Доказано, что функция
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𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉) +
𝑊𝛼(𝑡)

△

[︁
𝐴2𝑊1(1− 𝜉)−𝐵2𝑊2(1− 𝜉)

]︁
−

− 𝑊𝛼−1(𝑡)

△

[︁
𝐴1𝑊1(1− 𝜉)−𝐵1𝑊2(1− 𝜉)

]︁
является функцией Грина задачи (8), (19).

В разделе 3.3 для уравнения (8) исследуется внутреннекраевая задача.
Задача. Найти регулярное решение 𝑢(𝑡) уравнения (8), удовлетворя-

ющее условиям

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐1, lim

𝑡→1
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡)− 𝑎
𝑛∑︁

𝑘=1

lim
𝑡→𝑡𝑘

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐2, (21)

где 0 < 𝑡𝑘 < 1, 𝑛 ∈ N.
Теорема. Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∪ 𝐶(0, 1) и выполнено условие

△ = 𝑊2(1)− 𝑎
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑊2(𝑡𝑘) ̸= 0. (22)

Тогда: 1) регулярное решение задачи (8), (21) существует и имеет вид

𝑢(𝑡) = −𝑐1𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=0

+ 𝑐2𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=1

+

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉;

2) решение задачи (8), (21) единственно тогда и только тогда, когда выпол-

нено условие (22).

Доказано, что функция

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)− 𝑊𝛼(𝑡)

△

[︃
𝑊2(1− 𝜉)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐻(𝑡𝑘 − 𝜉)𝑊2(𝑡𝑘 − 𝜉)

]︃
является функцией Грина задачи (8), (21).
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0.1 Специальные функции

Последние десятилетия функция Миттаг-Леффлера привлекает все боль-

шее внимание исследователей из-за ее роли в решении задач, связанных с

интегральными и дифференциальными уравнениями дробного порядка.

Функция типа Миттаг-Леффлера определяется с помощью ряда

[13, c. 117], [72]

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽)
, 𝑧, 𝛼, 𝛽 ∈ C, Re(𝛼) > 0, (0.1)

где Γ(𝑧) – гамма-функция Эйлера, которая определяется по формуле:

Γ(𝑧) =

∞∫︁
0

𝑒−𝑡𝑡𝑧−1𝑑𝑡, Re 𝑧 > 0. (0.2)

Для гамма-функции справедливы соотношения:

Γ(𝑧 + 1) = 𝑧Γ(𝑧), (0.3)

Γ(𝑛+ 1) = 𝑛!, 𝑛 ∈ N. (0.4)

Для функции Миттаг-Леффлера справедливы следующие свойства [72]:

1) формула автотрансформации:

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) =
1

Γ(𝛽)
+ 𝑧𝐸𝛼,𝛽+𝛼(𝑧);

2) формула дифференцирования целого порядка:(︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂𝑛 [︀
𝑧𝛽−1𝐸𝛼,𝛽(𝑧)

]︀
= 𝑧𝛽−𝑛−1𝐸𝛼,𝛽−𝑛(𝑧);

3) формула дифференцирования дробного порядка:

𝐷𝛾
0𝑡

[︀
𝑧𝛽−1𝐸𝛼,𝛽(𝜆𝑧

𝛼)
]︀
= 𝑧𝛽−𝛾−1𝐸𝛼,𝛽−𝛾(𝜆𝑧

𝛼).

В последние годы повышенное внимание исследователей привлекает обоб-

щенная функция Миттаг-Леффлера, которая определяется по формуле [72],
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[84]

𝐸𝜌
𝛼,𝛽(𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

(𝜌)𝑘𝑧
𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽)𝑘!
, 𝑧, 𝛼, 𝛽, 𝜌 ∈ C, Re(𝛼) > 0, (0.5)

где 𝛼, 𝛽 ∈ C, Re𝛼 > 0, (𝜌)𝑘 = Γ(𝜌+ 𝑘)/Γ(𝜌) – символ Похгаммера.

Функцию (0.5) в литературе называют также функцией Прабхакара или

трехпараметрической функцией Миттаг-Леффлера.

Для функции (0.5) справедливы следующие формулы дифференцирова-

ния целого порядка [87](︂
𝑑

𝑑𝑧

)︂𝑛

𝐸𝜌
𝛼,𝛽(𝑧) = (𝜌)𝑛𝐸

𝜌+𝑛
𝛼,𝛼𝑛+𝛽(𝑧); (0.6)(︂

𝑑

𝑑𝑧

)︂𝑛 [︁
𝑧𝛽−1𝐸𝜌

𝛼,𝛽(𝑧
𝛼)
]︁
= 𝑧𝛽−𝑛−1𝐸𝜌

𝛼,𝛽−𝑛(𝑧
𝛼); (0.7)

формула дробного интегро-дифференцирования [66]

𝐷𝛾
0𝑡

[︁
𝑧𝛽−1𝐸𝜌

𝛼,𝛽(𝜆𝑧
𝛼)
]︁
= 𝑧𝛽−𝛾−1𝐸𝜌

𝛼,𝛽−𝛾(𝜆𝑧
𝛼) (0.8)

и формула автотрансформации [87]

𝐸𝜌
𝛼,𝛽(𝑧)− 𝐸𝜌−1

𝛼,𝛽 (𝑧) = 𝑧𝐸𝜌
𝛼,𝛼+𝛽(𝑧). (0.9)

Имеет место соотношение, связывающее обобщенную функциюМиттаг-Леффлера

и производную по параметру от функции Миттаг-Леффлера [87](︂
𝑑

𝑑𝜆

)︂𝑛 [︀
𝑧𝛽−1𝐸𝛼,𝛽(𝜆𝑧

𝛼)
]︀
= 𝑛!𝑧𝛼𝑛+𝛽−1𝐸𝑛+1

𝛼,𝛼𝑛+𝛽(𝜆𝑧
𝛼).

Обобщенная функция Райта [90] определяется с помощью ряда

𝑝Ψ𝑞

[︂
(𝛼𝑟, 𝛽𝑟)

(𝜌𝑟, 𝜇𝑟)

⃒⃒⃒⃒
𝑧

]︂
=

∞∑︁
𝑘=0

∏︀𝑝
𝑟=1 Γ(𝛽𝑟 + 𝛼𝑟𝑘)∏︀𝑞
𝑟=1 Γ(𝜇𝑟 + 𝜌𝑟𝑘)

𝑧𝑘

𝑘!
. (0.10)

Обобщенную функцию Миттаг-Леффлера можно записать в терминах обоб-

щенной функции Райта в виде [72]:

𝐸𝜌
𝛼,𝛽(𝑧) =

1

Γ(𝜌)
1Ψ1

[︂
(𝜌, 1)

(𝛽, 𝛼)

⃒⃒⃒⃒
𝑧

]︂
. (0.11)
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Пусть 0 < κ < 2, |𝜁| ≤ min(𝜋, 32𝜋κ − 𝜀) − 𝜀 и |𝜂| ≤ 𝜋. Тогда для

обобщенной функции Райта справедлива асимптотическая формула

𝑝Ψ𝑞(𝑧) = 𝐼(𝑍) + 𝐽(−𝑧), (0.12)

𝐼(𝑍) = 𝑍𝑣𝑒𝑍

[︃
𝑀−1∑︁
𝑚=0

𝐴𝑚𝑍
−𝑚 +𝑂

(︀
𝑍−𝑀

)︀]︃
,

где 𝑍 = κ(ℎ|𝑧|)1/κ𝑒𝑖𝜁/κ, 𝜁 = arg(𝑧), 𝜂 = arg(−𝑧), κ = 1+ 𝜌1+ · · ·+ 𝜌𝑞 −𝛼𝑝,

ℎ =

(︂
𝑝∏︀

𝑟=1
𝛼𝛼𝑟
𝑟

)︂(︂
𝑞∏︀

𝑟=1
𝜌𝜌𝑟𝑟

)︂
, 𝑣 =

𝑝∑︀
𝑟=1

𝛽𝑟 −
𝑞∑︀

𝑟=1
𝜇𝑟 +

1
2(𝑝− 𝑞), 𝑀 ∈ N, 𝐴𝑚 опреде-

ляются из неравенства

⃒⃒⃒⃒
⃒

∏︀𝑝
𝑟=1 Γ(𝛽𝑟 + 𝛼𝑟𝑘)

(ℎκκ)𝑘Γ(𝑘 + 1)
∏︀𝑞

𝑟=1 Γ(𝜇𝑟 + 𝜌𝑟𝑘)
−

𝑀−1∑︁
𝑚=0

𝐴𝑚

Γ(κ𝑘 − 𝑣 +𝑚+ 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ <

<
𝐾

Γ(κ𝑘 − 𝑣 +𝑀 + 1)
, 𝐾 > 0,

𝐽(−𝑧) = 𝐻(−𝑧) +𝑂
(︀
𝑧−𝑁+𝛿

)︀
, 𝐻(−𝑧) =

𝑝∑︁
𝑟=1

𝑙𝑟∑︁
𝑙=0

𝑃𝑟,𝑙(−𝑧)−(𝑙+𝛽𝑟)/𝛼𝑟 ,

где 𝐿𝑟 + 𝛽𝑟 < 𝑁 < 𝐿𝑟 + 𝛽𝑟 + 1, 𝑃𝑟,𝑙(−𝑧)−(𝑙+𝛽𝑟)/𝛼𝑟 – вычет функции

Γ(−𝑘)(−𝑧)𝑘
∏︀𝑝

𝑟=1 Γ(𝛽𝑟 + 𝛼𝑟𝑘)∏︀𝑞
𝑟=1 Γ(𝜇𝑟 + 𝜌𝑟𝑘)

в точках −(𝑙 + 𝛽𝑟)/𝛼𝑟.

В случае 0 < κ < 2, |𝜂| ≤ 𝜋
2 (2− κ)− 𝜀 для обобщенной функции Райта

справедлива асимптотическая формула [90], [91], [92]

𝑝Ψ𝑞(𝑧) = 𝐽(−𝑧). (0.13)
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0.2 Операторы интегро-дифференцирования дробного порядка

Оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана – Лиу-

вилля определяется по формуле [24, c. 9]:

𝐷𝛼
𝑠𝑡𝑔(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sign(𝑡− 𝑠)

Γ(−𝛼)

𝑡∫︀
𝑠

𝑔(𝜉)𝑑𝜉

|𝑡− 𝜉|𝛼+1
, 𝛼 < 0;

𝑔(𝑡), 𝛼 = 0;

sign𝑛(𝑡− 𝑠)
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝐷𝛼−𝑛

𝑠𝑡 𝑔(𝑡), 𝑛− 1 < 𝛼 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ N,

(0.14)

Γ(𝑧) – гамма-функция Эйлера (0.2).

Для функции 𝑢(𝑡) такой, что 𝐷𝛽−𝑘
𝑠𝑡 ∈ 𝐴𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑎 ≤ 𝑠, 𝑡 ≤ 𝑏, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚,

справедлива обобщенная формула Ньютона – Лейбница

𝐷𝛼
𝑠𝑡𝐷

𝛽
𝑠𝑡𝑢(𝑡) = 𝐷𝛼+𝛽

𝑠𝑡 𝑢(𝑡)−
𝑚∑︁
𝑘=1

|𝑠− 𝑡|−𝛼−𝑘

Γ(1− 𝛼− 𝑘)
lim
𝑡→𝑠

𝐷𝛽−𝑘
𝑠𝑡 𝑢(𝑡), (0.15)

где 𝛼 ∈ R, 𝑚− 1 < 𝛽 ≤ 𝑚, 𝑚 ∈ N.

В случае произвольного 𝛼 ∈ R и 𝛽 ≤ 0 композиция дробных операторов

равна

𝐷𝛼
𝑠𝑡𝐷

𝛽
𝑠𝑡𝑢(𝑡) = 𝐷𝛼+𝛽

𝑠𝑡 𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) ∈ 𝐿[0, 𝑙]. (0.16)

Пусть 𝛼 ≤ 0, 𝑝, 𝑞 ≥ 1, 1
𝑝 +

1
𝑞 ≤ 1 − 𝛼. Тогда для функции 𝑔(𝑡) ∈ 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] и

ℎ(𝑡) ∈ 𝐿𝑞[𝑎, 𝑏] справедлива формула дробного интегрирования по частям [24],

[35], [75]
𝑏∫︁

𝑎

𝑔(𝑡)𝐷𝛼
𝑎𝑡ℎ(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑏∫︁
𝑎

ℎ(𝑡)𝐷𝛼
𝑏𝑡𝑔(𝑡)𝑑𝑡. (0.17)

Для степенных функций справедлива формула дробного интегрирования

и дифференцирования

𝐷𝛼
𝑠𝑡|𝑡− 𝑠|𝜇−1 =

Γ(𝜇)

Γ(𝜇− 𝛼)
|𝑡− 𝑠|𝜇−𝛼−1, 𝜇 > 0.

Оператор дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна опре-

деляется соотношением [15]

𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑚}
𝑠𝑡 𝑢(𝑡) = 𝐷𝛾𝑚−1

𝑠𝑡 𝐷
𝛾𝑚−1

𝑠𝑡 . . . 𝐷𝛾0
𝑠𝑡𝑢(𝑡), (0.18)
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𝛼 =
𝑚∑︀
𝑘=0

𝛾𝑘 − 1, 0 < 𝛾𝑘 ≤ 1, 𝛾0 + 𝛾𝑚 > 1.

В случае 𝛾0 = 𝛼 − 𝑚 + 1, 𝛾𝑘 = 1, (𝑘 = 1,𝑚) оператор Джрбашяна –

Нерсесяна понимается в смысле дробного оператора Римана – Лиувилля

𝐷
{𝛼−𝑚+1,1,...,1}
𝑠𝑡 𝑢(𝑡) = 𝐷𝛼

𝑠𝑡𝑢(𝑡), 𝑚− 1 < 𝛼 ≤ 𝑚.

Оператор дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна связан

с дробным оператором Римана – Лиувилля следующим соотношением [36]

𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑚}
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝐷𝛼

0𝑡𝑢(𝑡)−
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝜌𝑘−𝛼−1

Γ(𝜌𝑘 − 𝛼)

[︁
𝐷

{𝛾0,...,𝛾𝑘}
0𝑡 𝑢(𝑡)

]︁
𝑡=0

, (0.19)

где

𝜌𝑘 =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝛾𝑖, 𝑘 = 0,𝑚. (0.20)

В случае 𝛾𝑚 = 𝛼−𝑚+ 1, 𝛾𝑘 = 1, (𝑘 = 0,𝑚− 1) оператор Джрбашяна –

Нерсесяна переходит в производную Герасимова – Капуто (регуляризованная

дробная производная)

𝐷
{1,...,1,𝛼−𝑚+1}
𝑠𝑡 𝑢(𝑡) = 𝜕𝛼

𝑠𝑡𝑢(𝑡), 𝑚− 1 < 𝛼 ≤ 𝑚,

где дробная производная Герасимова – Капуто определяется равенством

𝜕𝛼
𝑠𝑡𝑢(𝑡) = sign𝑚(𝑡− 𝑠)𝐷𝛼−𝑚

𝑠𝑡 𝑢(𝑚)(𝑡), 𝑚− 1 < 𝛼 ≤ 𝑚, 𝑚 ∈ N, (0.21)

и связана с производной Римана – Лиувилля следующим соотношением [35]:

𝜕𝛼
𝑠𝑡𝑢(𝑡) = 𝐷𝛼

𝑠𝑡𝑢(𝑡)−
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑢(𝑘)(𝑠)

Γ(𝑘 − 𝛼 + 1)
|𝑡− 𝑠|𝑘−𝛼. (0.22)

Свертка Лапласа функций 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥) ∈ 𝐿[0, 𝑙] (𝑙 > 0) представляется

в виде интеграла [23]

(𝑢 * 𝑣)(𝑡) =
𝑡∫︁

0

𝑢(𝑠)𝑣(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠. (0.23)
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Справедлива формула дробного дифференцирования в смысле Римана – Ли-

увилля от свертки функций 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥) ∈ 𝐿[0, 𝑙] (𝑙 > 0) и 𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑣(𝑡) ∈ 𝐴𝐶[0, 𝑙]

[82, с. 99]

𝐷𝛼
0𝑡(𝑢 * 𝑣)(𝑡) = (𝑢 *𝐷𝛼

0𝑡𝑣)(𝑡) + 𝑢(𝑡) lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑣(𝑡). (0.24)
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Глава 1

Общее представление решений

В этой главе рассматривается линейное обыкновенное дифференциальное

уравнение с оператором дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсе-

сяна с запаздывающим аргументом

𝐿𝑢 ≡ 𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑚}
0𝑡 𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0, (1.0.1)

𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑚}
0𝑡 – оператор дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна

(0.18) порядка

𝛼 =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝛾𝑘 − 1, 0 < 𝛾𝑘 ≤ 1, 𝛾0 + 𝛾𝑚 > 1,

𝜆, 𝜇 – произвольные постоянные, 𝜏 – фиксированное положительное число,

𝐻(𝑡) – функция Хевисайда

𝐻(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝑡 ≤ 0,

1, 𝑡 > 0.

Для уравнения (1.0.1) построено фундаментальное решение, получена

формула Лагранжа, доказана теорема существования и единственности ре-

шения начальной задачи.

В случае переменного запаздывания 𝜏(𝑡) и переменных коэффициентов

𝜆(𝑡) и 𝜇(𝑡) решение начальной задачи получено методом шагов.
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1.1 Фундаментальное решение

В этом пункте введем специальную функцию 𝑊𝜈(𝑡) и покажем справед-

ливость ее свойств. Для уравнения (1.0.1) докажем теорему о фундаменталь-

ном решении.

Определение 1.1.1. Регулярным решением уравнения (1.0.1) назовем функ-

цию 𝑢 = 𝑢(𝑡) такую, что 𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑘}
0𝑡 𝑢(𝑡) ∈ 𝐴𝐶[0,∞), 𝑘 = 0,𝑚− 1, и удо-

влетворяющую уравнению (1.0.1) для всех 𝑡 > 0.

Введем в рассмотрение функцию

𝑊𝜈(𝑡) =𝑊 𝛼
𝜈 (𝑡; 𝜏,𝜆, 𝜇)≡

𝑁(𝑡)∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠(𝑡−𝑠𝜏)𝛼𝑠+𝜈−1
+ 𝐸𝑠+1

𝛼,𝛼𝑠+𝜈(𝜆(𝑡−𝑠𝜏)𝛼+), 𝑡 > 0, (1.1.1)

где 𝛼 > 0, 𝜈 ∈ R, 𝜏 ≥ 0, 𝜆, 𝜇 ∈ R,

(𝑧)𝜌+ =

⎧⎨⎩ 𝑧𝜌, 𝑧 > 0

0, 𝑧 ≤ 0,
(1.1.2)

𝑁(𝑡) =

⌈︂
𝑡

𝜏

⌉︂
, (1.1.3)

где ⌈𝑥⌉ = min{𝑛 ∈ Z|𝑛 ≥ 𝑥} – потолок числа 𝑥.

Далее, так как по всему тексту диссертационной работы параметр 𝛼 обо-

значает порядок уравнения, 𝜏 – запаздывание аргумента, 𝜆, 𝜇 – коэффици-

енты уравнения, то в записи 𝑊 𝛼
𝜈 (𝑡; 𝜏,𝜆, 𝜇) будем опускать эти параметры и

писать 𝑊𝜈(𝑡).

Функция (1.1.1) возникает при решении начальной задачи для уравнения

(1.0.1) с помощью преобразования Лапласа. Мы опускаем ее получение, так

как в дальнейшем будем изучать ее свойства, в том числе будем показывать,

что функция 𝑊𝜈(𝑡) является решением специального уравнения (см. (1.1.8)).

Для функции (1.1.1) справедливы следующие свойства:

1. Функция (1.1.1) в точках 𝑡 = (𝑘 + 1)𝜏 (𝑘 = 0, ..., 𝑁 − 1) непрерывна

при 𝜈 > 1−𝛼, а во внутренних точках 𝑡 ∈ (𝑘𝜏, (𝑘+1)𝜏) 𝑊𝜈(𝑡) непрерывна

для любых 𝜈.
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Непрерывность функции (1.1.1) в точках 𝑡 ∈ (𝑘𝜏, (𝑘 + 1)𝜏) следует из

представления функции 𝑊𝜈(𝑡).

В точках 𝑡 = (𝑘 + 1)𝜏 ( 𝑘 = 0, ..., 𝑁 − 1 ) предел справа отличается от

предела слева наличием одного лишнего слагаемого

𝜇𝑘+1(𝑡− (𝑘 + 1)𝜏)𝛼𝑘+𝛼+𝜈−1
+ 𝐸𝑘+2

𝛼,𝛼𝑘+𝛼+𝜈(𝜆(𝑡− (𝑘 + 1)𝜏)𝛼+),

которое при 𝜈 > 1− 𝛼 равно нулю.
2. Для функции (1.1.1) справедлива формула интегрирования дробного

порядка:
𝐷−𝛼

0𝑡 𝑊𝜈(𝑡) = 𝑊𝜈+𝛼(𝑡). (1.1.4)

Действительно, из определения дробного интеграла (0.14), представления

функции 𝑊𝜈(𝑡) (1.1.1) и из формулы дифференцирования обобщенной функ-

ции Миттаг-Леффлера (0.8) получаем, что

𝐷−𝛼
0𝑡 𝑊𝜈(𝑡)=

𝑁∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠𝐷−𝛼
𝑠𝜏,𝑡(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼𝑠+𝜈−1

+ 𝐸𝑠+1
𝛼,𝛼𝑠+𝜈(𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+) =

=
𝑁∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼𝑠+𝜈−1
+ 𝐸𝑠+1

𝛼,𝛼𝑠+𝜈(𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+) *
(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼−1

+

Γ(𝛼)
=

=
𝑁∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼𝑠+𝛼+𝜈−1
+ 𝐸𝑠+1

𝛼,𝛼𝑠+𝛼+𝜈(𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+) = 𝑊𝜈+𝛼(𝑡).

3. Для функции (1.1.1) справедлива формула дифференцирования целого

порядка 𝑛 при 𝜈 > 0:
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑊𝜈(𝑡) = 𝑊𝜈−𝑛(𝑡). (1.1.5)

Действительно, используя формулу дифференцирования целого порядка

обобщенной функции Миттаг-Леффлера (0.7) имеем соотношение

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑊𝜈(𝑡) =

𝑁∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠 𝑑
𝑛

𝑑𝑡𝑛
(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼𝑠+𝜈−1

+ 𝐸𝑠+1
𝛼,𝛼𝑠+𝜈(𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+) =

=
𝑁∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼𝑠−𝑛+𝜈−1
+ 𝐸𝑠+1

𝛼,𝛼𝑠−𝑛+𝜈(𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+) = 𝑊𝜈−𝑛(𝑡),
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и при 𝜈 > 𝑛− 𝛼 + 1 функция 𝑊𝜈−𝑛(𝑡) непрерывна.

4. Для функции (1.1.1) справедлива формула дифференцирования дробно-

го порядка 𝛽 > 0 при 𝜈 > 0:

𝐷𝛽
0𝑡𝑊𝜈(𝑡) = 𝑊𝜈−𝛽(𝑡). (1.1.6)

Действительно, используя формулу дробного интегрирования (1.1.4) и фор-

мулу дифференцирования целого порядка (1.1.5), имеем:

𝐷𝛽
0𝑡𝑊𝜈(𝑡) =

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝐷𝛽−𝑛

0𝑡 𝑊𝜈(𝑡) =
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑊𝜈−𝛽+𝑛(𝑡) = 𝑊𝜈−𝛽(𝑡).

5. Функция 𝑊𝜈(𝑡) удовлетворяет уравнению:

𝑊𝜈(𝑡) = 𝜆𝑊𝜈+𝛼(𝑡) + 𝜇𝑊𝜈+𝛼(𝑡− 𝜏) +
𝑡𝜈−1

Γ(𝜈)
, 𝜈 ∈ R. (1.1.7)

Действительно, в силу (0.9) имеем:

𝑊𝜈(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼𝑠+𝜈−1
+ 𝐸𝑠+1

𝛼,𝛼𝑠+𝜈(𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+) =

=
𝑁∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼𝑠+𝜈−1
+

[︀
𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+𝐸

𝑠+1
𝛼,𝛼𝑠+𝜈+𝛼(𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+)+𝐸𝑠

𝛼,𝛼𝑠+𝜈(𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+)
]︀
=

= 𝜆𝑊𝜈+𝛼(𝑡) +
𝑡𝜈−1

Γ(𝜈)
+

𝑁∑︁
𝑚=1

𝜇𝑚(𝑡−𝑚𝜏)𝛼𝑚+𝜈−1
+ 𝐸𝑚

𝛼,𝛼𝑚+𝜈(𝜆(𝑡−𝑚𝜏)𝛼+) =

= 𝜆𝑊𝜈+𝛼(𝑡) + 𝜇𝑊𝜈+𝛼(𝑡− 𝜏) +
𝑡𝜈−1

Γ(𝜈)
.

6. Из свойств (1.1.6) и (1.1.7) следует, что

𝐷𝛼
0𝑡𝑊𝜈(𝑡)− 𝜆𝑊𝜈(𝑡)− 𝜇𝑊𝜈(𝑡− 𝜏) =

𝑡𝜈−𝛼−1

Γ(𝜈 − 𝛼)
, 𝜈 > 0. (1.1.8)

Справедлива лемма:

Лемма 1.1.1. Для функции 𝑊𝑘(𝑡) справедливо соотношение (𝑘− 𝑖 > 1−𝛼)

𝑊
(𝑖)
𝑘 (0) =

{︂
0, 𝑘 ̸= 𝑖+ 1,

1, 𝑘 = 𝑖+ 1.
(1.1.9)
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Доказательство. Действительно, из формул (1.1.1) и (1.1.5) следует, что при
𝑘 ̸= 𝑖+ 1

lim
𝑡→0

𝑊
(𝑖)
𝑘 (𝑡) = lim

𝑡→0
𝑊𝑘−𝑖(𝑡) =

= lim
𝑡→0

[︀
𝑡𝑘−𝑖−1𝐸𝛼,𝑘−𝑖(𝜆𝑡

𝛼) + 𝜇(𝑡− 𝜏)𝛼+𝑘−𝑖−1
+ 𝐸2

𝛼,𝛼+𝑘−𝑖(𝜆(𝑡− 𝜏)𝛼+) + ...
]︀
= 0,

и при 𝑘 = 𝑖+ 1

lim
𝑡→0

𝑊
(𝑖)
𝑘 (𝑡)=lim

𝑡→0
𝑊1(𝑡)=lim

𝑡→0

[︀
𝐸𝛼,1(𝜆𝑡

𝛼) + 𝜇(𝑡− 𝜏)𝛼+𝐸
2
𝛼,𝛼+1(𝜆(𝑡− 𝜏)𝛼+) + ...

]︀
= 1.

Определение 1.1.2. Фундаментальным решением уравнения (1.0.1) назо-
вем функцию 𝑣(𝑡− 𝜉), удовлетворяющую уравнению

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾0}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉)− 𝜆𝑣(𝑡− 𝜉)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜉 − 𝜏)𝑣(𝑡− 𝜉 − 𝜏) = 0 (1.1.10)

и условиям ⎧⎨⎩ lim
𝜉→𝑡

𝐷𝛾𝑚−1
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉) = 1,

lim
𝜉→𝑡

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾𝑘+1}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉) = 0, 𝑘 = 0,𝑚− 2.

(1.1.11)

Теорема 1.1.1. Функция 𝑊𝛾𝑚(𝑡−𝜉) является фундаментальным решением
уравнения (1.0.1).

Доказательство. Пусть 𝑡 − 𝜉 = 𝑠 в уравнении (1.1.10). Тогда приходим к
уравнению

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾0}
0𝑠 𝑣(𝑠)− 𝜆𝑣(𝑠)− 𝜇𝐻(𝑠− 𝜏)𝑣(𝑠− 𝜏) = 0. (1.1.12)

Из формул (1.1.6) и (1.1.7) имеем

𝐷𝛾0−1
0𝑠 . . . 𝐷𝛾𝑚

0𝑠 𝑊𝛾𝑚(𝑠) = 𝐷𝛾0−1
0𝑠 . . . 𝐷𝛾𝑚

0𝑠

(︂
𝜆𝑊𝛼+𝛾𝑚(𝑠)+𝜇𝑊𝛼+𝛾𝑚(𝑠− 𝜏)+

𝑡𝛾𝑚−1

Γ(𝛾𝑚)

)︂
=

= 𝜆𝑊𝛼+𝛾𝑚−𝛾0−···−𝛾𝑚+1(𝑠) + 𝜇𝑊𝛼+𝛾𝑚−𝛾0−···−𝛾𝑚+1(𝑠− 𝜏) =

= 𝜆𝑊𝛾𝑚(𝑠) + 𝜇𝑊𝛾𝑚(𝑠− 𝜏),

а справедливость условий (1.1.11) следует из формул (1.1.6) и (1.1.9):

lim
𝑠→0

𝐷𝛾𝑚−1
0𝑠 𝑊𝛾𝑚(𝑠) = lim

𝑠→0
𝑊1(𝑠) = 𝑊1(0) = 1;
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lim
𝑠→0

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾𝑘+1}
0𝑠 𝑊𝛾𝑚(𝑠) = lim

𝑠→0
(𝜆𝑊𝜌𝑘+𝛾𝑚(𝑠) +𝑊𝜌𝑘+𝛾𝑚(𝑠− 𝜏)) = 0, 𝑘 = 0,𝑚− 2.

Таким образом, показали, что функция 𝑊𝛾𝑚(𝑡) является фундаментальным
решением уравнения (1.0.1).

В случае, когда оператор Джрбашяна – Нерсесяна в уравнении (1.0.1)

переходит в оператор Римана – Лиувилля

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0, (1.1.13)

то есть при 𝛾0 = 𝛼 − 𝑚 + 1, 𝛾𝑘 = 1, (𝑘 = 1,𝑚), фундаментальное решение

(1.1.13) определяется следующим образом:

Определение 1.1.3. Фундаментальным решением уравнения (1.1.13) назо-
вем функцию 𝑣(𝑡− 𝜉), удовлетворяющую уравнению

𝜕𝛼
𝑡𝜉𝑣(𝑡− 𝜉)− 𝜆𝑣(𝑡− 𝜉)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜉 − 𝜏)𝑣(𝑡− 𝜉 − 𝜏) = 0 (1.1.14)

и условиям ⎧⎪⎨⎪⎩
lim
𝜉→𝑡

𝑣(𝑡− 𝜉) = 1,

lim
𝜉→𝑡

𝜕𝑚−𝑘−1

𝜕𝜉𝑚−𝑘−1𝑣(𝑡− 𝜉) = 0, 𝑘 = 0,𝑚− 2.

Справедлива теорема.

Теорема 1.1.2. Функция 𝑊1(𝑡− 𝜉) является фундаментальным решением
уравнения (1.1.13).

Доказательство. Справедливость этой теоремы следует из доказательства
теоремы (1.1.1).

1.2 Формула Лагранжа

В этом пункте докажем справедливость формулы Лагранжа.

Теорема 1.2.1. Пусть функции 𝑢(𝑡) и 𝑣(𝑡) ∈ 𝐿(0, 𝑙), 𝑙 > 0, такие, что

𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑘}
0𝑡 𝑢(𝑡) ∈ 𝐴𝐶[0, 𝑙], 𝐷

{𝛾𝑚,...,𝛾𝑘+1}
0𝑡 𝑣(𝑡) ∈ 𝐴𝐶[0, 𝑙], 𝑘 = 0, . . . ,𝑚− 1.

Тогда справедлива формула Лагранжа

𝑡∫︁
0

𝐿𝑢(𝜉)𝑣(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾𝑘+1}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉) 𝐷

{𝛾0,...,𝛾𝑘}
0𝜉 𝑢(𝜉)

⃒⃒⃒𝑡
0
+
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+

𝑡∫︁
0

𝑢(𝜉)𝐿*𝑣(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉, (1.2.1)

где

𝐿*𝑣(𝑡− 𝜉) = 𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾0}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉)− 𝜆𝑣(𝑡− 𝜉)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜉− 𝜏)𝑣(𝑡− 𝜉− 𝜏). (1.2.2)

Доказательство. Домножим дифференциальное выражение 𝐿𝑢(𝜉) на функ-
цию 𝑣(𝑡− 𝜉) и проинтегрируем по 𝜉 от 0 до 𝑡. Тогда получим

𝑡∫︁
0

𝐿𝑢(𝜉)𝑣(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 =

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑡− 𝜉)𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑚}
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉 − 𝜆

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑡− 𝜉)𝑢(𝜉)𝑑𝜉−

−𝜇

𝑡∫︁
0

𝐻(𝜉 − 𝜏)𝑣(𝑡− 𝜉)𝑢(𝜉 − 𝜏)𝑑𝜉. (1.2.3)

Используя определение производной Джрбашяна – Нерсесяна (0.18) и
формулу дробного интегрирования по частям (0.17), проинтегрируем 𝑚 раз
первый интеграл в правой части (1.2.3):

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑡− 𝜉)𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑚}
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉 =

𝑡∫︁
0

𝐷𝛾𝑚−1
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉)𝐷

𝛾𝑚−1

0𝜉 . . . 𝐷𝛾0
0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 =

= 𝐷𝛾𝑚−1
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉)𝐷

𝛾𝑚−1−1
0𝜉 . . . 𝐷𝛾0

0𝜉𝑢(𝜉)
⃒⃒⃒𝑡
0
+

+

𝑡∫︁
0

𝐷
𝛾𝑚−1−1
𝑡𝜉 𝐷𝛾𝑚

𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉)𝐷
𝛾𝑚−2

0𝜉 . . . 𝐷𝛾0
0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 =

= · · · =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾𝑚−𝑘}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉) 𝐷

{𝛾0,...,𝛾𝑚−𝑘−1}
0𝜉 𝑢(𝜉)

⃒⃒⃒𝑡
0
+

+

𝑡∫︁
0

𝐷𝛾1
𝑡𝜉 . . . 𝐷

𝛾𝑚
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉)𝐷𝛾0−1

0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉 =

=
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾𝑘+1}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉) 𝐷

{𝛾0,...,𝛾𝑘}
0𝜉 𝑢(𝜉)

⃒⃒⃒𝑡
0
+

𝑡∫︁
0

𝑢(𝜉)𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾0}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉.
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Подставим полученное выражение в (1.2.3):

𝑡∫︁
0

𝐿𝑢(𝜉)𝑣(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 =
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾𝑘+1}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉) 𝐷

{𝛾0,...,𝛾𝑘}
0𝜉 𝑢(𝜉)

⃒⃒⃒𝑡
0
+

+

𝑡∫︁
0

𝑢(𝜉)𝐷
{𝛾𝑚,...,𝛾0}
𝑡𝜉 𝑣(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 − 𝜆

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑡− 𝜉)𝑢(𝜉)𝑑𝜉−

−𝜇

𝑡∫︁
0

𝑣(𝑡− 𝜉)𝐻(𝜉 − 𝜏)𝑢(𝜉 − 𝜏)𝑑𝜉. (1.2.4)

Заменяя 𝜉 − 𝜏 на 𝜉 в последнем интеграле равенства (1.2.4) получим, что

𝑡∫︁
0

𝐻(𝜉 − 𝜏)𝑢(𝜉 − 𝜏)𝑣(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 =

𝑡∫︁
0

𝐻(𝑡− 𝜉 − 𝜏)𝑢(𝜉)𝑣(𝑡− 𝜉 − 𝜏)𝑑𝜉. (1.2.5)

Тогда, учитывая (1.2.5), приходим к формуле (1.2.1).

1.3 Решение задачи Коши

Далее сформулируем задачу Коши для уравнения (1.0.1):

Задача 1.3.1. Найти регулярное решение уравнения (1.0.1), удовлетворяю-
щее начальным условиям

lim
𝑡→0

𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑖}
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑢𝑖, 𝑖 = 0,𝑚− 1. (1.3.1)

Справедлива следующая

Теорема 1.3.1. Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(0,∞) представима в виде

𝑓(𝑡) = 𝐷𝛾𝑚−1
0𝑡 𝑔(𝑡), 𝑔(𝑡) ∈ 𝐿(0,∞). (1.3.2)

Тогда решение задачи (1.0.1), (1.3.1) существует, единственно и имеет вид

𝑢(𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝑊𝜌𝑖(𝑡) + (𝑓 *𝑊𝛼)(𝑡). (1.3.3)

В формуле (1.3.3) 𝜌𝑖 =
𝑖∑︀

𝑘=0

𝛾𝑘.
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Доказательство. Покажем, что решение (1.3.3) удовлетворяет уравнению
(1.0.1). Для этого, учитывая определение оператора Джрбашяна – Нерсесяна,
представление функции 𝑓(𝑡) (1.3.2) и формулу дробного интегрирования по
частям (0.17), вычислим значение выражения:

𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑚}
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝐷𝛾𝑚−1

0𝑡 𝐷
𝛾𝑚−1

0𝑡 . . . 𝐷𝛾0
0𝑡

[︃
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝑊𝜌𝑖(𝑡) +𝐷𝛾𝑚−1
0𝑡 𝑔(𝑡) *𝑊𝛼(𝑡)

]︃
=

= 𝐷𝛾𝑚−1
0𝑡 𝐷

𝛾𝑚−1

0𝑡 . . .
𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝛾0−1

0𝑡

[︃
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝑊𝜌𝑖(𝑡) + 𝑔(𝑡) *𝑊𝛼−𝛾𝑚+1(𝑡)

]︃
.

Далее, используя формулу автотрансформации (1.1.7) функции 𝑊𝜈(𝑡) имеем:

𝐷𝛾𝑚−1
0𝑡 𝐷

𝛾𝑚−1

0𝑡 . . . 𝐷𝛾1
0𝑡

𝑑

𝑑𝑡

[︃
𝑢0
(︁
𝜆𝑊𝛼+1(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼+1(𝑡− 𝜏) + 1

)︁
+

𝑚−1∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑊𝜌𝑖−𝛾0+1(𝑡)

+𝑔(𝑡)*𝑊𝛼−𝛾𝑚−𝛾0+2(𝑡)
]︁
= 𝐷𝛾𝑚−1

0𝑡 𝐷
𝛾𝑚−1

0𝑡 . . .
𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝛾1−1

0𝑡

[︁
𝑢0
(︁
𝜆𝑊𝛼(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜏)

)︁
+

+
𝑚−1∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑊𝜌𝑖−𝛾0(𝑡) + 𝑔(𝑡) *𝑊𝛼−𝛾𝑚−𝛾0+1(𝑡)
]︁
= · · · =

= 𝐷𝛾𝑚−1
0𝑡

𝑑

𝑑𝑡

[︃
𝑚−2∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖
(︁
𝜆𝑊𝛼+𝜌𝑖−𝜌𝑚−1+1(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼+𝜌𝑖−𝜌𝑚−1+1(𝑡− 𝜏)

)︁
+

+𝑢𝑚−1[𝜆𝑊𝛼+1(𝑡)+𝜇𝑊𝛼+1(𝑡− 𝜏)+1]+ 𝑔(𝑡) * (𝜆𝑊𝛼+1(𝑡)+𝜇𝑊𝛼+1(𝑡− 𝜏)+1)
]︁
=

= 𝐷𝛾𝑚−1
0𝑡

[︃
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖
(︁
𝜆𝑊𝛼+𝜌𝑖−𝜌𝑚−1

(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼+𝜌𝑖−𝜌𝑚−1
(𝑡− 𝜏)

)︁
+

+ 𝑔(𝑡) * [𝜆𝑊𝛼(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜏)] + 𝑔(𝑡)
]︁
=

=
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖
(︁
𝜆𝑊𝜌𝑖(𝑡) + 𝜇𝑊𝜌𝑖(𝑡− 𝜏)

)︁
+𝐷𝛾𝑚−1

0𝑡 𝑔(𝑡) * [𝜆𝑊𝛼(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜏)]+

+𝐷𝛾𝑚−1
0𝑡 𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝜆𝑢(𝑡) + 𝜇𝑢(𝑡− 𝜏).
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Из формулы (1.1.9) следует, что решение (1.3.3) удовлетворяет начальным
условиям (1.3.1):

𝐷𝛾𝑖−1
0𝑡 𝐷

𝛾𝑖−1

0𝑡 . . . 𝐷𝛾0
0𝑡𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=0

=
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝐷
𝛾𝑖−1
0𝑡 𝐷

𝛾𝑖−1

0𝑡 . . . 𝐷𝛾0
0𝑡𝑊𝛾0+𝛾1+···+𝛾𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=0

=

= 𝑢𝑖𝑊1(𝑡)
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢𝑖.

Рассмотрим однородную задачу, соответствующую задаче (1.0.1), (1.3.1)

𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑚}
0𝑡 𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 0,

lim
𝑡→0

𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑖}
0𝑡 𝑢(𝑡) = 0, 𝑖 = 0,𝑚− 1.

(1.3.4)

Используя соотношение, связывающее дробную производную Джрбашяна –
Нерсесяна с производной Римана – Лиувилля (0.19) и учитывая однородные
начальные условия, из задачи (1.3.4) приходим к следующей

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 0, lim

𝑡→0
𝐷𝛼−𝑖

0𝑡 𝑢(𝑡) = 0, 𝑖 = 0,𝑚− 1,

которая имеет только тривиальное решение. Значит, решение неоднородной
задачи (1.0.1), (1.3.1) единственно.

Покажем, что функция (1.3.3) является регулярным решением задачи,
т.е. 𝐷

{𝛾0,...,𝛾𝑘}
0𝑡 𝑢(𝑡) ∈ 𝐴𝐶[0,∞), 𝑘 = 0,𝑚− 1. Используя интегральное пред-

ставление функции 𝑓(𝑡) (1.3.2) и формулу автотрансформации функции 𝑊𝜈(𝑡)

(1.1.7) запишем:

𝐷
{𝛾0,...,𝛾𝑘}
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝐷𝛾𝑘−1

0𝑡 𝐷
𝛾𝑘−1

0𝑡 . . . 𝐷𝛾0
0𝑡

[︃
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝑊𝜌𝑖(𝑡) + (𝐷𝛾𝑚−1
0𝑡 𝑔 *𝑊𝛼)(𝑡)

]︃
=

= 𝐷𝛾𝑘−1
0𝑡 𝐷

𝛾𝑘−1

0𝑡 . . .
𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝛾0−1

0𝑡

[︃
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝑊𝜌𝑖(𝑡) + (𝑔 *𝑊𝛼−𝛾𝑚+1)(𝑡)

]︃
=

= 𝐷𝛾𝑘−1
0𝑡 𝐷

𝛾𝑘−1

0𝑡 . . .
𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝛾1−1

0𝑡

[︁
𝑢0(𝜆𝑊𝛼(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜏)) +

𝑚−1∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑊𝜌𝑖−𝛾0(𝑡)+

+(𝑔*𝑊𝛼−𝛾𝑚−𝛾0+1)(𝑡)
]︁
= · · · = 𝑢𝑘+

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖
(︁
𝜆𝑊𝛼+𝜌𝑖−𝜌𝑘+1(𝑡)+𝜇𝑊𝛼+𝜌𝑖−𝜌𝑘+1(𝑡−𝜏)

)︁
+

+
𝑚−1∑︁
𝑖=𝑘+1

𝑢𝑖𝑊𝜌𝑖−𝜌𝑘+1 + (𝑔 *𝑊𝛼−𝛾𝑚−𝜌𝑘+2)(𝑡) = 𝐷−1
0𝑡 (𝑔 *𝑊𝛼−𝛾𝑚−𝜌𝑘+1)(𝑡) + 𝑢𝑘+
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+
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑢𝑖𝐷
−1
0𝑡 [𝜆𝑊𝛼+𝜌𝑖−𝜌𝑘(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼+𝜌𝑖−𝜌𝑘(𝑡− 𝜏)] +

𝑚−1∑︁
𝑖=𝑘+1

𝑢𝑖𝐷
−1
0𝑡 𝑊𝜌𝑖−𝜌𝑘(𝑡).

В случае 𝑘 = 𝑚− 1 вторая сумма отсутствует в последнем выражении.
Получили [40, с. 21], что функция 𝐷

{𝛾0,...,𝛾𝑘}
0𝑡 𝑢(𝑡) ∈ 𝐴𝐶[0,∞).

Частными случаями задачи (1.0.1), (1.3.1) являются начальные задачи

для уравнения с производной Римана – Лиувилля и уравнения с производной

Герасимова – Капуто:

Задача 1.3.2. Найти регулярное решение уравнения

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0, (1.3.5)

удовлетворяющее условиям

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−𝑘
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑢𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛; (1.3.6)

Задача 1.3.3. Найти регулярное решение уравнения

𝜕𝛼
0𝑡𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0, (1.3.7)

удовлетворяющее условиям

𝑢(𝑘−1)(0) = 𝑢𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. (1.3.8)

Теорема 1.3.2. Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 𝑙)∩𝐶(0, 𝑙). Тогда решение задачи
(1.3.5), (1.3.6) существует, единственно и имеет вид

𝑢(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘𝑊𝛼−𝑘+1(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉. (1.3.9)

Теорема 1.3.3. Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(0, 1) представима в виде

𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼−𝑛
0𝑡 𝑔(𝑡), 𝑔(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1).

Тогда решение задачи (1.3.7), (1.3.8) существует, единственно и имеет вид

𝑢(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘𝑊𝑘(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉. (1.3.10)

В решениях (1.3.9) и (1.3.10) функция 𝑊𝜈(𝑡) определяется рядом (1.1.1).
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1.4 Асимптотика фундаментального решения

В этом пункте для функции 𝑊𝜈(𝑡), которая является фундаментальным

решением, доказываются теоремы об асимптотических представлениях.

Теорема 1.4.1. Для функции 𝑊𝜈(𝑡) при 0 < 𝛼 < 2 справедливы асимпто-
тические формулы:

при 𝜆 → +∞

𝑊𝜈(𝑡)= 𝜆
1−𝜈
𝛼 𝑒𝜆

1
𝛼 𝑡 +

𝑡𝜈−𝛼−1

𝜆Γ(𝜈 − 𝛼)
− 𝑡𝜈−2𝛼−1

𝜆2Γ(𝜈 − 2𝛼)
+𝑂

(︀
𝜆−3
)︀
, (1.4.1)

и при 𝜆 → −∞

𝑊𝜈(𝑡)=
𝑡𝜈−𝛼−1

|𝜆|Γ(𝜈 − 𝛼)
− 𝑡𝜈−2𝛼−1

|𝜆|2Γ(𝜈 − 2𝛼)
+𝑂

(︀
|𝜆|−3

)︀
. (1.4.2)

Доказательство. Используя формулу, связывающую обобщенную функцию
Миттаг-Леффлера с обобщенной функцией Райта (0.11) перепишем функцию
𝑊𝜈(𝑡) в виде:

𝑊𝜈(𝑡)=

𝑁(𝑡)∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠

𝑠!
(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼𝑠+𝜈−1

+ 1Ψ1

[︂
(𝑠+ 1, 1)

(𝛼𝑠+ 𝜈,𝛼)

⃒⃒⃒⃒
𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+

]︂
. (1.4.3)

Запишем асимптотические формулы для функции

1Ψ1

[︁
(𝑠+1,1)
(𝛼𝑠+𝜈,𝛼)

⃒⃒⃒
𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+

]︁
при 𝜆 → +∞ и 𝜆 → −∞ используя формулы (0.12)

и (0.13). Для этого запишем сначала

𝐼(𝑍) =
[︁
𝜆

1
𝛼 (𝑡− 𝑠𝜏)+

]︁𝑠+1−𝛼𝑠−𝜈
𝑒𝜆

1
𝛼 (𝑡−𝑠𝜏)+

{︁
𝛼−𝑠 +𝑂

(︁
[𝜆

1
𝛼 (𝑡− 𝑠𝜏)+]

−1
)︁}︁

;

𝐽(−𝑧) =
𝐿𝑟∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙(𝑠+ 𝑙)!|𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+|−(𝑙+𝑠+1)

𝑙!Γ(𝜈 − 𝛼(𝑙 + 1))
+𝑂

(︀
|𝜆|−𝑀+𝛿

)︀
.

Тогда,

1Ψ1(𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+) = 𝛼−𝑠
[︁
𝜆

1
𝛼 (𝑡− 𝑠𝜏)+

]︁𝑠+1−𝛼𝑠−𝜈
𝑒𝜆

1
𝛼 (𝑡−𝑠𝜏)++

+
𝐿𝑟∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙(𝑠+ 𝑙)!|𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+|−(𝑙+𝑠+1)

𝑙!Γ(𝜈 − 𝛼(𝑙 + 1))
+𝑂

(︀
|𝜆|−𝑀+𝛿

)︀
при 𝜆 → +∞, (1.4.4)
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откуда и следует формула (1.4.1).
При 𝜆 → −∞ асимптотическая формула для функции 1Ψ1(𝜆(𝑡 − 𝑠𝜏)+)

имеет вид (0.13):

1Ψ1(𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)+) =
𝐿𝑟∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙(𝑠+ 𝑙)!|𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+|−(𝑙+𝑠+1)

𝑙!Γ(𝜈 − 𝛼(𝑙 + 1))
+𝑂

(︀
|𝜆|−𝑀+𝛿

)︀
.

Тогда

𝑊𝜈(𝑡) =

𝑁(𝑡)∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠

𝑠!
(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼𝑠+𝜈−1

+

[︃
𝐿𝑟∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙(𝑠+ 𝑙)!|𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+|−(𝑙+𝑠+1)

𝑙!Γ(𝜈 − 𝛼(𝑙 + 1))
+

+𝑂
(︀
|𝜆(𝑡− 𝑠𝜏)𝛼+|−𝑀+𝛿

)︀ ]︁
= 𝑡𝜈−1

[︃
𝐿𝑟∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙|𝜆𝑡𝛼|−(𝑙+1)

Γ(𝜈 − 𝛼(𝑙 + 1))
+𝑂

(︀
|𝜆|−𝑀+𝛿

)︀]︃
=

=
𝑡𝜈−𝛼−1

|𝜆|Γ(𝜈 − 𝛼)
− 𝑡𝜈−2𝛼−1

|𝜆|2Γ(𝜈 − 2𝛼)
+𝑂

(︀
|𝜆|−3

)︀
.

1.5 Уравнение с переменными коэффициентами. Метод шагов

В этом пункте исследуется начальная задача для уравнения с оператором

дробного дифференцирования Джрбашяна – Нерсесяна (0.18) с переменными

коэффициентами и переменным запаздыванием

𝐷
{𝛾0,𝛾1}
0𝑡 𝑢(𝑡)− 𝜆(𝑡)𝑢(𝑡)− 𝜇(𝑡)𝑢(𝑡− 𝜏(𝑡)) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0, (1.5.1)

где 0 < 𝛾0, 𝛾1 ≤ 1, причем 𝛾0 + 𝛾1 > 1, 𝜆(𝑡), 𝜇(𝑡) – непрерывные функ-

ции, функция 𝜏(𝑡) – непрерывно-дифференцируемая функция, обладающая

следующими свойствами:

1) функция 𝜏(𝑡) > 0 для всех 𝑡 ∈ [0,∞);

2) для любого 𝑐 ≥ −𝜏(0) функция 𝜏(𝑡) пересекается с прямой 𝑡 − 𝑐

ровно в одной точке.

Построим последовательность точек 𝑡𝑘 таких, что 𝑡0 = 0, 𝑡𝑘+1 опреде-

ляются как решения уравнения

𝑡− 𝜏(𝑡) = 𝑡𝑘,
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то есть из соотношения

𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘 + 𝜏(𝑡𝑘+1), 𝑘 = 0, 1, . . .

Из свойств, наложенных на функцию 𝜏(𝑡), следует, что 𝑡𝑘 → ∞ при 𝑘 → ∞.

Разобьем луч (0,∞) точками 𝑡𝑘

0 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑛 < . . . (1.5.2)

Регулярным решением уравнения (1.5.1) назовем функцию

𝑢(𝑡) ∈ 𝐶([−𝜏(0), 0] ∪ (0,∞)) и 𝐷𝛾0−1
0𝑡 𝑢(𝑡) ∈ 𝐴𝐶[0,∞), которая удовлетворяет

этому уравнению для всех 𝑡 > 0.

Задача 1.5.1. Найти регулярное решение 𝑢(𝑡) уравнения (1.5.1), удовлетво-
ряющее условию

𝑢(𝑡) = 𝜙0(𝑡), −𝜏(0) ≤ 𝑡 ≤ 0, lim
𝑡→0

𝐷𝛾0−1
0𝑡 𝑢 = 𝑎, (1.5.3)

где 𝜙0(𝑡) – заданная непрерывно-дифференцируемая функция.

Подействуем оператором 𝐷−𝛼
0𝑡 на обе части уравнения (1.5.1), приведём

его к интегральному виду:

𝑢(𝑡)−𝐷−𝛼
0𝑡 𝜆(𝑡)𝑢(𝑡)−𝐷−𝛼

0𝑡 𝜇(𝑡)𝑢(𝑡− 𝜏(𝑡)) = 𝐷−𝛼
0𝑡 𝑓(𝑡) + 𝑎

𝑡𝛾0−1

Γ(𝛾0)
. (1.5.4)

Решение задачи будем искать методом шагов. На первом шаге 𝑡 ∈ (0, 𝑡1].

Тогда 𝑡 − 𝜏(𝑡) ∈ [−𝜏(0), 0], а 𝑢(𝑡 − 𝜏(𝑡)) = 𝜙0(𝑡 − 𝜏(𝑡)), и уравнение (1.5.4)

сводится к следующему уравнению

𝑢(𝑡)− 1

Γ(𝛼)

𝑡∫︁
0

𝜆(𝜉)(𝑡− 𝜉)𝛼−1𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐹0(𝑡), (1.5.5)

где

𝐹0(𝑡) = 𝐷−𝛼
0𝑡 𝜇(𝑡)𝜙0(𝑡− 𝜏(𝑡)) +𝐷−𝛼

0𝑡 𝑓(𝑡) + 𝑎
𝑡𝛾0−1

Γ(𝛾0)
.

На втором шаге 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], а 𝑡− 𝜏(𝑡) ∈ [0, 𝑡1]. С учетом этого уравнение

(1.5.4) сводится к уравнению

𝑢(𝑡)− 1

Γ(𝛼)

𝑡∫︁
𝑡1

𝜆(𝜉)(𝑡− 𝜉)𝛼−1𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐹1(𝑡),
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где

𝐹1(𝑡) = 𝐷−𝛼
0𝑡 𝑓(𝑡) + 𝑎

𝑡𝛾0−1

Γ(𝛾0)
+

+𝐷−𝛼
0𝑡 𝜇(𝑡)𝜙1(𝑡− 𝜏(𝑡)) +

1

Γ(𝛼)

𝑡1∫︁
0

𝜆(𝜉)𝜙1(𝜉)(𝑡− 𝜉)𝛼−1𝑑𝜉.

Продолжая метод шагов, на (𝑘+1)-ом шаге при 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1], 𝑢(𝑡−𝜏(𝑡)) =

= 𝜙𝑘(𝑡− 𝜏(𝑡)) уравнение (1.5.4) запишем в виде

𝑢(𝑡)− 1

Γ(𝛼)

𝑡∫︁
𝑡𝑘

𝜆(𝜉)(𝑡− 𝜉)𝛼−1𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐹𝑘(𝑡), (1.5.6)

где

𝐹𝑘(𝑡) = 𝐷−𝛼
0𝑡 𝑓(𝑡) + 𝑎

𝑡𝛾0−1

Γ(𝛾0)
+

+𝐷−𝛼
0𝑡 𝜇(𝑡)𝜙𝑘(𝑡− 𝜏(𝑡)) +

1

Γ(𝛼)

𝑘−1∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛+1∫︁
𝑡𝑛

𝜆(𝜉)𝜙𝑛+1(𝜉)(𝑡− 𝜉)𝛼−1𝑑𝜉. (1.5.7)

Таким образом, решение задачи (1.5.1), (1.5.3) на каждом шаге сводится

к решению интегрального уравнения Вольтерра.

Проверим непрерывность решения 𝑢(𝑡) в каждой точке 𝑡𝑘 :

lim
𝑡→𝑡𝑘−0

𝑢(𝑡) =
1

Γ(𝛼)

𝑡𝑘−0∫︁
𝑡𝑘−1

𝜆(𝜉)𝑢(𝜉)(𝑡𝑘 − 𝜉)𝛼−1𝑑𝜉+

+

[︂
𝐷−𝛼

0𝑡 𝑓(𝑡) + 𝑎
𝑡𝛾0−1

Γ(𝛾0)
+𝐷−𝛼

0𝑡 𝜇(𝑡)𝑢(𝑡− 𝜏(𝑡))

]︂
𝑡=𝑡𝑘−0

+

+
1

Γ(𝛼)

𝑡𝑘−1∫︁
0

𝜆(𝜉)𝑢(𝜉)(𝑡𝑘 − 𝜉)𝛼−1𝑑𝜉 =
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= 𝐷−𝛼
0𝑡𝑘

𝜆(𝑡)𝑢(𝑡) +

[︂
𝐷−𝛼

0𝑡 𝑓(𝑡) + 𝑎
𝑡𝛾0−1

Γ(𝛾0)
+𝐷−𝛼

0𝑡 𝜇(𝑡)𝑢(𝑡− 𝜏(𝑡))

]︂
𝑡=𝑡𝑘

;

lim
𝑡→𝑡𝑘+0

𝑢(𝑡) =
1

Γ(𝛼)

𝑡𝑘+0∫︁
𝑡𝑘

𝜆(𝜉)𝑢(𝜉)(𝑡𝑘 − 𝜉)𝛼−1𝑑𝜉+

+

[︂
𝐷−𝛼

0𝑡 𝑓(𝑡) + 𝑎
𝑡𝛾0−1

Γ(𝛾0)
+𝐷−𝛼

0𝑡 𝜇(𝑡)𝑢(𝑡− 𝜏(𝑡))

]︂
𝑡=𝑡𝑘+0

+

+
1

Γ(𝛼)

𝑡𝑘∫︁
0

𝜆(𝜉)𝑢(𝜉)(𝑡𝑘 − 𝜉)𝛼−1𝑑𝜉 =

=

[︂
𝐷−𝛼

0𝑡 𝑓(𝑡) + 𝑎
𝑡𝛾0−1

Γ(𝛾0)
+𝐷−𝛼

0𝑡 𝜇(𝑡)𝑢(𝑡− 𝜏(𝑡))

]︂
𝑡=𝑡𝑘

+𝐷−𝛼
0𝑡𝑘

𝜆(𝑡)𝑢(𝑡).

Обозначим через 𝐻𝜀[0,∞) класс функций, удовлетворяющих условию

Гёльдера порядка 𝜀. Справедлива теорема.

Теорема 1.5.1. Пусть функции 𝜆(𝑡), 𝜇(𝑡) ∈ 𝐻𝜀[0,∞), 𝜀 > 𝛾0, и для функ-
ции 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶[0,∞) справедливо интегральное представление

𝑓(𝑡) = 𝐷𝛾1−1
0𝑡 𝑔(𝑡). (1.5.8)

Тогда существует регулярное решение 𝑢(𝑡) уравнения (1.5.1), удовлетворя-
ющее условию (1.5.3) при всех 𝑡 > 0, и оно единственно.

Замечание 1.5.1. Решение интегрального уравнения (1.5.4) при 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1]

(𝑘 = 0, 1, . . . ) имеет вид:

𝑢(𝑡) = 𝐹𝑘(𝑡) +

𝑡∫︁
𝑡𝑘

𝐹𝑘(𝜉)
∞∑︁
𝑛=0

𝐾𝑛(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉,

где

𝐾𝑛+1(𝑡, 𝜉) = 𝐷−𝛼
𝜉𝑡 𝜆(𝑡)𝐾𝑛(𝑡, 𝜉), 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝐾1(𝑡, 𝜉)=

(𝑡− 𝜉)𝛼−1

Γ(𝛼)
𝜆(𝜉).

Доказательство. Так как 𝜆(𝑡) и 𝜇(𝑡) принадлежат классу Гёльдера и спра-
ведливо интегральное представление (1.5.8), перепишем функцию (1.5.7) в ви-
де
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𝐹𝑘(𝑡) = 𝐷−𝛼
0𝑡 𝐷

𝛾1−1
0𝑡 𝑔(𝑡) + 𝑎

𝑡𝛾0−1

Γ(𝛾0)
+

+𝐷−𝛼
0𝑡 𝐷

𝛾1−1
0𝑡 𝑀(𝑡) +

1

Γ(𝛼)

𝑘−1∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛+1∫︁
𝑡𝑛

(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝐷𝛾1−1
0𝑠 𝑁(𝑠)𝑑𝑠, (1.5.9)

где

𝐷𝛾1−1
0𝑡 𝑀(𝑡) = 𝜇(𝑡)𝜙𝑘(𝑡− 𝜏(𝑡)), 𝑀(𝑡) ∈ 𝐿[0,∞),

𝐷𝛾1−1
0𝑡 𝑁(𝑡) = 𝜆(𝑡)𝜙𝑛+1(𝑡), 𝑛 = 0, ..., 𝑘 − 1, 𝑁(𝑡) ∈ 𝐿[0,∞).

(1.5.10)

Применяя формулу композиции операторов Римана – Лиувилля (0.16) и фор-
мулу дробного интегрирования по частям (0.17), из (1.5.9) получаем

𝐹𝑘(𝑡) = 𝐷−𝛾0
0𝑡 𝑔(𝑡) + 𝑎

𝑡𝛾0−1

Γ(𝛾0)
+

+𝐷−𝛾0
0𝑡 𝑀(𝑡) +

1

Γ(𝛾0)

𝑘−1∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛+1∫︁
𝑡𝑛

𝑁(𝑠)(𝑡− 𝑠)𝛾0−1𝑑𝑠. (1.5.11)

Тогда, запишем решение задачи в виде

𝑢(𝑡) = 𝐷−𝛾0
0𝑡 𝑔(𝑡) + 𝑎

𝑡𝛾0−1

Γ(𝛾0)
+𝐷−𝛾0

0𝑡 𝑀(𝑡) +
1

Γ(𝛾0)

𝑘−1∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛+1∫︁
𝑡𝑛

𝑁(𝑠)(𝑡− 𝑠)𝛾0−1𝑑𝑠+

+

𝑡∫︁
𝑡𝑘

𝐷𝛾1−1
0𝜉 𝐹 *

𝑘 (𝜉)

[︂
(𝑡− 𝜉)𝛼−1

Γ(𝛼)
+𝐷−𝛼

𝜉𝑡 𝜆(𝑡)
(𝑡− 𝜉)𝛼−1

Γ(𝛼)
+

+𝐷−𝛼
𝜉𝑡 𝜆(𝑡)𝐷−𝛼

𝜉𝑡 𝜆(𝑡)
(𝑡− 𝜉)𝛼−1

Γ(𝛼)
+ . . .

]︂
𝑑𝜉,

где

𝐷𝛾1−1
0𝜉 𝐹 *

𝑘 (𝜉) = 𝜆(𝜉)𝐷𝛾1−1
0𝜉

[︂
𝐷−𝛼

0𝜉 𝑔(𝜉) +𝐷−𝛼
0𝜉 𝑀(𝜉) + 𝑎

𝜉𝛼−1

Γ(𝛼)
+

+
1

Γ(𝛼)

𝑘−1∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛+1∫︁
𝑡𝑛

𝑁(𝑠)(𝜉 − 𝑠)𝛼−1𝑑𝑠

⎤⎦. (1.5.12)
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Используя формулу дробного интегрирования по частям (0.17) перепишем
последнее выражение для 𝑢(𝑡) :

𝑢(𝑡) = 𝐷−𝛾0
0𝑡 𝑔(𝑡) + 𝑎

𝑡𝛾0−1

Γ(𝛾0)
+𝐷−𝛾0

0𝑡 𝑀(𝑡) +
1

Γ(𝛾0)

𝑘−1∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛+1∫︁
𝑡𝑛

𝑁(𝑠)(𝑡− 𝑠)𝛾0−1𝑑𝑠+

+

𝑡∫︁
𝑡𝑘

𝐹 *
𝑘 (𝜉)

[︂
(𝑡− 𝜉)𝛾0−1

Γ(𝛾0)
+𝐷−𝛾0

𝜉𝑡 𝜆(𝑡)
(𝑡− 𝜉)𝛼−1

Γ(𝛼)
+

+𝐷−𝛾0
𝜉𝑡 𝜆(𝑡)𝐷−𝛼

𝜉𝑡 𝜆(𝑡)
(𝑡− 𝜉)𝛼−1

Γ(𝛼)
+ . . .

]︂
𝑑𝜉.

Подействуем оператором 𝐷𝛾0−1
0𝑡 на 𝑢(𝑡)

𝐷𝛾0−1
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝐷−1

0𝑡 𝑔(𝑡) +𝐷−1
0𝑡 𝑀(𝑡) + 𝑎+

𝑘−1∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛+1∫︁
𝑡𝑛

𝑁(𝑠)𝑑𝑠+

+

𝑡∫︁
𝑡𝑘

𝐹 *
𝑘 (𝜉)

[︂
1 +𝐷−1

𝜉𝑡 𝜆(𝑡)
(𝑡− 𝜉)𝛼−1

Γ(𝛼)
+𝐷−1

𝜉𝑡 𝜆(𝑡)𝐷
−𝛼
𝜉𝑡 𝜆(𝑡)

(𝑡− 𝜉)𝛼−1

Γ(𝛼)
+ . . .

]︂
𝑑𝜉.

Из последнего выражения следует, что функция 𝐷𝛾0−1
0𝑡 𝑢(𝑡) является абсолют-

но непрерывной [40]. Найдем далее производную от 𝐷𝛾0−1
0𝑡 𝑢(𝑡) :

𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝛾0−1

0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑔(𝑡) +𝑀(𝑡) + 𝐹 *
𝑘 (𝑡)+

+

𝑡∫︁
𝑡𝑘

𝐹 *
𝑘 (𝜉)𝜆(𝑡)

[︂
(𝑡− 𝜉)𝛼−1

Γ(𝛼)
+𝐷−𝛼

𝜉𝑡 𝜆(𝑡)
(𝑡− 𝜉)𝛼−1

Γ(𝛼)
+ . . .

]︂
𝑑𝜉.

Применим теперь к последнему соотношению оператор 𝐷𝛾1−1
0𝑡 . Получаем:

𝐷𝛾1−1
0𝑡

𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝛾0−1

0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝐷
{𝛾0,𝛾1}
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝐷𝛾1−1

0𝑡 𝑔(𝑡) +𝐷𝛾1−1
0𝑡 𝑀(𝑡) +𝐷𝛾1−1

0𝑡 𝐹 *
𝑘 (𝑡)+

+𝜆(𝑡)

𝑡∫︁
𝑡𝑘

𝐷𝛾1−1
0𝜉 𝐹 *

𝑘 (𝜉)

[︂
(𝑡−𝜉)𝛼−1

Γ(𝛼)
+𝐷−𝛼

𝜉𝑡 𝜆(𝑡)
(𝑡−𝜉)𝛼−1

Γ(𝛼)
+. . .

]︂
𝑑𝜉.
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Из последнего выражения, ввиду обозначений (1.5.10) и (1.5.12), получаем:

𝐷
{𝛾0,𝛾1}
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝜇(𝑡)𝑢(𝑡− 𝜏(𝑡)) + 𝜆(𝑡)𝑢(𝑡).

Замечание 1.5.2. Отметим, что случай, когда метод шагов не может быть
продолжен далее некоторой точки 𝑡𝑘, называется особым и может наступить
при 𝜏(𝑡𝑘) = 0, когда в окрестности справа от точки 𝑡𝑘 функция 𝜏(𝑡) рас-
тет медленнее, чем 𝑡. Особый случай заведомо не может наступить, если
inf 𝜏(𝑡) > 0 [49, с. 21].

Замечание 1.5.3. В случае, когда 𝛾0 = 1, 𝛾1 = 𝛼 и 𝜆, 𝜇 – произвольные
постоянные, из уравнения (1.5.1) следует уравнение с производной Герасимова
– Капуто порядка 0 < 𝛼 ≤ 1

𝜕𝛼
0𝑡𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝑢(𝑡− 𝜏(𝑡)) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0,

и решение начальной задачи для него запишется в следующем виде для всех
𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1], 𝑘 = 0, 1, . . . :

𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡𝑘)𝐸𝛼,1(𝜆(𝑡− 𝑡𝑘)
𝛼)+

+

𝑡∫︁
𝑡𝑘

⎡⎣𝑓(𝜉) + 𝜇𝑢(𝜉 − 𝜏(𝜉))− 1

Γ(1− 𝛼)

𝑡𝑘∫︁
0

𝑢′(𝑠)𝑑𝑠

(𝜉 − 𝑠)𝛼

⎤⎦(𝑡−𝜉)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(𝜆(𝑡−𝜉)𝛼)𝑑𝜉.

Замечание 1.5.4. В случае, когда 𝛾0 = 𝛼, 𝛾1 = 1 и 𝜆, 𝜇 – произвольные
постоянные, из уравнения (1.5.1) следует уравнение с производной Римана –
Лиувилля порядка 0 < 𝛼 ≤ 1

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝑢(𝑡− 𝜏(𝑡)) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0,

и решение начальной задачи для него запишется в следующем виде для всех
𝑡 ∈ (𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1], 𝑘 = 0, 1, . . . :

𝑢(𝑡) = 𝐹𝑘(𝑡) + 𝜆

𝑡∫︁
𝑡𝑘

𝐹𝑘(𝜉)(𝑡− 𝜉)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(𝜆(𝑡− 𝜉)𝛼),

где

𝐹𝑘 = 𝐷−𝛼
0𝑡 𝑓(𝑡) +

𝑡𝛼−1

Γ(𝛼)
𝐷𝛼−1

0𝑡 𝑢(𝑡)
⃒⃒⃒
𝑡=0

+

+𝐷−𝛼
0𝑡 𝜇(𝑡)𝑢(𝑡− 𝜏(𝑡)) +

𝜆

Γ(𝛼)

𝑡𝑘∫︁
0

𝑢(𝜉)(𝑡− 𝜉)𝛼−1𝑑𝜉.
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Глава 2

Двухточечные краевые задачи

Данная глава посвящена краевым задачам для линейного обыкновенно-

го уравнения с дробной производной Римана – Лиувилля с запаздывающим

аргументом

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 𝑓(𝑡), 0 < 𝑡 < 1, (2.0.1)

где 𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡) – дробная производная Римана – Лиувилля (0.14),𝛼 ∈ (𝑛− 1, 𝑛],

𝜆, 𝜇 – произвольные постоянные, 𝜏 – фиксированное положительное число.

Строится решение задачи с обобщенными краевыми условиями типа

Штурма. В случае 𝑛 = 2 реализуется метод функции Грина. Доказывает-

ся теорема о конечности числа вещественных собственных значений.

Исследуется обобщенная краевая задача Дирихле – Неймана, для которой

доказывается теорема существования и единственности и построена функция

Грина.

2.1 Задача с условиями типа Штурма

Определение 2.1.1. Регулярным решением уравнения (2.0.1) назовем
функцию 𝑢(𝑡) из класса 𝐷𝛼−𝑛

0𝑡 𝑢(𝑡) ∈ 𝐶𝑛(0, 1), 𝑢(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1), и удовлетворя-
ющую этому уравнению.

Задача 2.1.1. Найти регулярное решение уравнения (2.0.1), удовлетворяю-
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щее условиям ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑖𝑘 lim
𝑡→0

𝐷𝛼−𝑘
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝,

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑏𝑗𝑘 lim
𝑡→1

𝐷𝛼−𝑘
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐𝑝+𝑗, 𝑗 = 1, 𝑞,

(2.1.1)

причем 𝑝+ 𝑞 = 𝑛, 𝑎𝑖𝑘, 𝑏𝑗𝑘, 𝑐𝑖, 𝑐𝑝+𝑗 – заданные постоянные.

Из решения задачи Коши (1.3.9) для уравнения (2.0.1) имеем, что

𝐷𝛼−𝑘
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=1

=
𝑛∑︁

𝑠=1

𝐷𝛼−𝑠
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=0

𝑊𝑘−𝑠+1(1) + (𝑓 *𝑊𝑘)(1), 𝑘 = 1, 𝑛,

(𝑓 * 𝑊𝑘)(1) – свертка Лапласа (0.23). С учетом этого перепишем краевые

условия задачи (2.1.1) в виде:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑖𝑘 lim
𝑡→0

𝐷𝛼−𝑘
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐𝑖,

𝑛∑︀
𝑘=1

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−𝑘
0𝑡 𝑢(𝑡)

𝑛∑︀
𝑠=1

𝑏𝑗𝑠𝑊𝑠−𝑘+1(1) = 𝑐𝑝+𝑗 −
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑗𝑘(𝑓 *𝑊𝑘)(1),
(2.1.2)

𝑖 = 1, 𝑝, 𝑗 = 1, 𝑞. Систему уравнений (2.1.2) будем решать методом Крамера

[18]. Определитель этой системы равен

△ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
... ... ... ...

𝑎𝑝1 𝑎𝑝2 . . . 𝑎𝑝𝑛
𝑛∑︀

𝑠=1
𝑏1𝑠𝑊𝑠(𝜆)

𝑛∑︀
𝑠=1

𝑏1𝑠𝑊𝑠−1(𝜆) . . .
𝑛∑︀

𝑠=1
𝑏1𝑠𝑊𝑠−𝑛+1(𝜆)

... ... ... ...
𝑛∑︀

𝑠=1
𝑏𝑞𝑠𝑊𝑠(𝜆)

𝑛∑︀
𝑠=1

𝑏𝑞𝑠𝑊𝑠−1(𝜆) . . .
𝑛∑︀

𝑠=1
𝑏𝑞𝑠𝑊𝑠−𝑛+1(𝜆)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
̸= 0. (2.1.3)

Вычислим определители △𝑠, которые получаются путем замены 𝑠 -го столб-

ца на столбец свободных членов системы (2.1.2):

△𝑠 =

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑀𝑖𝑠 +

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑝+𝑗𝑀𝑝+𝑗,𝑠 −
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝑓 *𝑊𝑘)(1)

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝑘𝑀𝑝+𝑗,𝑠, 𝑠 = 1, 𝑛.

В последнем соотношении через 𝑀𝑖𝑗 обозначено алгебраическое дополнение к

элементу матрицы определителя (2.1.3), стоящему на пересечении 𝑖 -ой строки



47

и 𝑗 -го столбца. Тогда решение системы (2.1.2) имеет вид:

𝐷𝛼−𝑠
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=0

=
△𝑠

△
, 𝑠 = 1, 𝑛. (2.1.4)

Подставим в решение задачи Коши (1.3.9) полученные значения (2.1.4). Тогда

получим:

𝑢(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑠=1

△𝑠

△
𝑊𝛼−𝑠+1(𝑡) + (𝑓 *𝑊𝛼)(𝑡)

или

𝑢(𝑡) =
1

△

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑊𝛼−𝑠+1(𝑡)

⎡⎣ 𝑝∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑀𝑖𝑠 +

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑝+𝑗𝑀𝑝+𝑗,𝑠

⎤⎦+

+

1∫︁
0

𝑓(𝜉)
[︁
𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)−

− 1

△

𝑛∑︁
𝑠=1

𝑊𝛼−𝑠+1(𝑡)

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑀𝑝+𝑗,𝑠

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏𝑗𝑘𝑊𝑘(1− 𝜉)
]︁
𝑑𝜉. (2.1.5)

Полученный результат сформулируем в виде теоремы:

Теорема 2.1.1. Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1)∩𝐶(0, 1) и выполнено условие
(2.1.3). Тогда:

1) существует регулярное решение задачи (2.0.1), (2.1.1), которое име-
ет вид (2.1.5);

2) решение задачи (2.0.1), (2.1.1) единственно тогда и только тогда,
когда выполнено условие (2.1.3).

2.2 Метод функции Грина

В этом разделе методом функции Грина строится решение уравнения

(2.0.1) при 1 < 𝛼 ≤ 2, удовлетворяющее краевым условиям

𝑎 lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑏 lim

𝑡→0
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) = 0,

𝑐 lim
𝑡→1

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑑 lim

𝑡→1
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) = 0,
(2.2.1)
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где 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 – заданные постоянные, причем 𝑎2 + 𝑏2 ̸= 0 и 𝑐2 + 𝑑2 ̸= 0.

Определение 2.2.1. Функцией Грина задачи (2.0.1), (2.2.1) назовем функ-
цию 𝐺(𝑡, 𝜉), удовлетворяющую свойствам:

1) функция 𝐺(𝑡, 𝜉) непрерывна для всех 𝑡 и 𝜉 из отрезка [0, 1];

2) функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет соотношению

lim
𝜀→0

[︀
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)|𝜉=𝑡+𝜀−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)|𝜉=𝑡−𝜀

]︀
= 1; (2.2.2)

3) функция 𝐺(𝑡, 𝜉) является решением сопряженного уравнения

𝜕𝛼
1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉)− 𝜆𝐺(𝑡, 𝜉)− 𝜇𝐻(1− 𝜏 − 𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏) = 0 (2.2.3)

в интервалах (0, 𝑡) и (𝑡, 1);

4) функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет краевым условиям⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎 lim
𝜉→0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉) + 𝑏 lim

𝜉→0
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉) = 0,

𝑐 lim
𝜉→1

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉) + 𝑑 lim

𝜉→1
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉) = 0.
(2.2.4)

Имеет место следующая лемма.

Лемма 2.2.1. Функция

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)+

+
(︁
𝑐𝑊1(1− 𝜉) + 𝑑𝑊2(1− 𝜉)

)︁𝑏𝑊𝛼(𝑡)− 𝑎𝑊𝛼−1(𝑡)

△
, (2.2.5)

заданная для таких 𝜆 и 𝜇, которые удовлетворяют условию

△ = 𝑎𝑐(𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)) + (𝑎𝑑− 𝑏𝑐)𝑊1(1)− 𝑏𝑑𝑊2(1) ̸= 0, (2.2.6)

является функцией Грина задачи (2.0.1), (2.2.1).

Доказательство. Докажем, что функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет свойствам 1-
4 из определения 2.2.1.

Справедливость первого свойства следует из представления (2.2.5) функ-
ции 𝐺(𝑡, 𝜉), а также из условия (2.2.6).

Далее вычислим значение выражения 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉) :

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉) = −𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊1(𝑡− 𝜉)−

−
(︁
𝑐𝜆𝑊𝛼(1−𝜉)+ 𝑐𝜇𝑊𝛼(1−𝜉 −𝜏) +𝑑𝑊1(1− 𝜉)

)︁𝑏𝑊2(𝑡)− 𝑎𝑊1(𝑡)

△
. (2.2.7)
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Подставляя (2.2.7) в свойство (2.2.2) при 𝜉 = 𝑡 + 𝜀 и 𝜉 = 𝑡 − 𝜀 и устремляя
𝜀 → 0 приходим к тождеству.

Покажем справедливость свойства (2.2.3). Используя определение произ-
водной Герасимова – Капуто (0.21) 𝜕𝛼

1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐷𝛼−2
1𝜉 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉), определение

(2.2.5) функции 𝐺(𝑡, 𝜉), свойства дифференцирования (1.1.6) и автотранс-
формации (1.1.7) функции 𝑊𝜈(𝑡) (1.1.1), имеем:

𝐷𝛼−2
1𝜉 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉) = 𝐷𝛼−2

1𝜉

[︁
𝐻(𝑡− 𝜉){𝜆𝑊2𝛼−2(𝑡− 𝜉) + 𝜇𝑊2𝛼−2(𝑡− 𝜉 − 𝜏)}+

+
(︁
𝑐{𝜆𝑊𝛼−1(1− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼−1(1− 𝜉 − 𝜏)}+

+ 𝑑{𝜆𝑊𝛼(1− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜉 − 𝜏)}
)︁𝑏𝑊𝛼(𝑡)− 𝑎𝑊𝛼−1(𝑡)

△

]︂
=

= 𝜆

[︂
𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉) + (𝑐𝑊1(1− 𝜉) + 𝑑𝑊2(1− 𝜉))

𝑏𝑊𝛼(𝑡)− 𝑎𝑊𝛼−1(𝑡)

△

]︂
+

+ 𝜇
[︁
𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉 − 𝜏)+

+ (𝑐𝑊1(1− 𝜉 − 𝜏) + 𝑑𝑊2(1− 𝜉 − 𝜏))
𝑏𝑊𝛼(𝑡)− 𝑎𝑊𝛼−1(𝑡)

△

]︂
=

= 𝜆𝐺(𝑡, 𝜉) + 𝜇𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏).

Справедливость условий (2.2.4) также следует из свойств функции 𝑊𝜈(𝑡)

(1.1.6) – (1.1.9). Найдем сначала значения выражений 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

и

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

:

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

= −𝑊1(𝑡)−
(︁
𝑐{𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)}+ 𝑑𝑊1(1)

)︁
×

×𝑏𝑊2(𝑡)− 𝑎𝑊1(𝑡)

△
;

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

= 𝑊2(𝑡) +
(︁
𝑐𝑊1(1) + 𝑑𝑊2(1)

)︁𝑏𝑊2(𝑡)− 𝑎𝑊1(𝑡)

△
.

Тогда, подставляя последние два выражения в первое из условий (2.2.4) по-
лучаем:

−𝑎𝑊1(𝑡) + 𝑏𝑊2(𝑡) +
𝑏𝑊2(𝑡)− 𝑎𝑊1(𝑡)

△
×

×
[︁
𝑏
(︁
𝑐𝑊1(1) + 𝑑𝑊2(1)

)︁
− 𝑎𝑐{𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)} − 𝑎𝑑𝑊1(1)

]︁
=
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= −𝑎𝑊1(𝑡) + 𝑏𝑊2(𝑡) +
𝑏𝑊2(𝑡)− 𝑎𝑊1(𝑡)

△
(−△) = 0.

Аналогично, для доказательства второго краевого условия находим сна-

чала значения выражений 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

и 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

:

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

= −𝑑
𝑏𝑊2(𝑡)− 𝑎𝑊1(𝑡)

△
,

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

= 𝑐
𝑏𝑊2(𝑡)− 𝑎𝑊1(𝑡)

△
,

подставляя которые во второе из условий (2.2.4) получаем, что

−𝑐𝑑
𝑏𝑊2(𝑡)− 𝑎𝑊1(𝑡)

△
+ 𝑑𝑐

𝑏𝑊2(𝑡)− 𝑎𝑊1(𝑡)

△
= 0.

Справедлива теорема.

Теорема 2.2.1. Пусть 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1) и выполнено условие (2.2.6).
Тогда:

1) существует регулярное решение задачи (2.0.1), (2.2.1), которое име-
ет вид

𝑢(𝑡) =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉; (2.2.8)

2) решение задачи (2.0.1), (2.2.1) единственно тогда и только тогда,
когда выполняется условие (2.2.6).

Доказательство. Покажем, что решение задачи (2.0.1), (2.2.1) имеет вид (2.2.8).
Для этого, умножим уравнение (2.0.1) на функцию 𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉) и проинтегри-
руем его по переменной 𝜉 от 𝜀 до 1− 𝜀 :

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼

0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 − 𝜆

1−𝜀∫︁
𝜀

𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉−

−𝜇

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝜉 − 𝜏)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 =

1−𝜀∫︁
𝜀

𝑓(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉. (2.2.9)

Будем интегрировать по частям первое слагаемое равенства (2.2.9):
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1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼

0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−1

0𝜉 𝑢(𝜉)
⃒⃒⃒1−𝜀

𝜀
−

−
𝑡−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−1
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉 −

1−𝜀∫︁
𝑡+𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−1
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉 =

= 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−1

0𝜉 𝑢(𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=1−𝜀

−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−1

0𝜉 𝑢(𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=𝜀

+

+𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

[︂
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=𝑡+𝜀

−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡−𝜀

]︂
+

+𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝜀

−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1−𝜀

+

+

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉. (2.2.10)

Учитывая свойства (2.2.2), (2.2.4) функции (2.2.5), краевые условия за-
дачи (2.2.1) и устремив 𝜀 → 0 из (2.2.10) получаем:

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼

0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) +

1∫︁
0

𝐷𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉. (2.2.11)

Заменяя 𝜉− 𝜏 на 𝜉 в третьем интеграле левой части выражения (2.2.9),
получаем

1∫︁
0

𝐻(𝜉 − 𝜏)𝑢(𝜉 − 𝜏)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 =

1∫︁
0

𝐻(1− 𝜏 − 𝜉)𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏)𝑑𝜉.

(2.2.12)
Подставляя (2.2.11) и (2.2.12) в уравнение (2.2.9) и используя формулу

дробного интегрирования по частям (0.17) приходим к соотношению
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𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) +𝐷𝛼−2

0𝑡

1∫︁
0

𝑢(𝜉)
[︁
𝐷𝛼−2

1𝜉 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉)− 𝜆𝐺(𝑡, 𝜉)−

− 𝜇𝐻(1− 𝑡− 𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏)
]︁
𝑑𝜉 = 𝐷𝛼−2

0𝑡

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉.

Действуя дифференциальным оператором 𝐷2−𝛼
0𝑡 на последнее равенство

и учитывая свойство (2.2.3) функции 𝐺(𝑡, 𝜉), получаем соотношение (2.2.8).
Покажем далее, что функция (2.2.8) действительно является решением

задачи (2.0.1), (2.2.1). Запишем функцию (2.2.8) в терминах функции 𝑊𝜈(𝑡) :

𝑢(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉+

+
𝑏𝑊𝛼(𝑡)− 𝑎𝑊𝛼−1(𝑡)

△

1∫︁
0

𝑓(𝜉) (𝑐𝑊1(1− 𝜉) + 𝑑𝑊2(1− 𝜉)) 𝑑𝜉.

Используя свойства (1.1.6) и (1.1.7) функции 𝑊𝜈(𝑡), а также так как функция
𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1), из последнего выражения приходим к следующему

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝜆

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 + 𝜇

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉 − 𝜏)𝑑𝜉.

Докажем, что функция 𝑢(𝑡) удовлетворяет краевым условиям (2.2.1)
(учитывая (1.1.9)):

𝑎 lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑏 lim

𝑡→0
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) =
1

△

1∫︁
0

𝑓(𝜉)
[︁
𝑐𝑊1(1− 𝜉) + 𝑑𝑊2(1− 𝜉)

]︁
×

×
[︀
𝑎𝑏𝑊1(0)− 𝑎2𝜆𝑊𝛼(0)− 𝑎2𝜇𝑊𝛼(−𝜏) + 𝑏2𝑊2(0)− 𝑎𝑏𝑊1(0)

]︀
𝑑𝜉 = 0.

Аналогично получаем, что

𝑐 lim
𝑡→1

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑑 lim

𝑡→1
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)
[︁
𝑐𝑊1(1− 𝜉) + 𝑑𝑊2(1− 𝜉)

]︁
×
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×
[︂
1 +

−𝑎𝑐(𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏))− (𝑎𝑑− 𝑐𝑏)𝑊1(1) + 𝑏𝑑𝑊2(1)

△

]︂
𝑑𝜉 =

=

1∫︁
0

𝑓(𝜉)
[︁
𝑐𝑊1(1− 𝜉) + 𝑑𝑊2(1− 𝜉)

]︁(︂
1− △

△

)︂
𝑑𝜉 = 0.

Для завершения доказательства теоремы покажем, что в случае, когда
условие разрешимости (2.2.6) не выполняется

△ = 𝑎𝑐(𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)) + (𝑎𝑑− 𝑏𝑐)𝑊1(1)− 𝑏𝑑𝑊2(1) = 0,

решение задачи не единственно, то есть однородная задача

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 0, (2.2.13)

𝑎 lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑏 lim

𝑡→0
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) = 0,

𝑐 lim
𝑡→1

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑑 lim

𝑡→1
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) = 0
(2.2.14)

имеет решение, отличное от нуля.
Рассмотрим функцию вида

𝑢̄(𝑡) = 𝐶1𝑊𝛼(𝑡) + 𝐶2𝑊𝛼−1(𝑡),

где 𝐶1, 𝐶2 – отличные от нуля константы.
Покажем, что функция 𝑢̄(𝑡) удовлетворяет уравнению (2.2.13):

𝐷𝛼
0𝑡𝑢̄(𝑡) = 𝐷𝛼

0𝑡[𝐶1𝑊𝛼(𝑡) + 𝐶2𝑊𝛼−1(𝑡)] = 𝐶1[𝜆𝑊𝛼(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜏)]+

+𝐶2[𝜆𝑊𝛼−1(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼−1(𝑡− 𝜏)] = 𝜆𝑢̄(𝑡) + 𝜇𝑢̄(𝑡− 𝜏).

Вычислив далее 𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) и 𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) при 𝑡 = 0 и 𝑡 = 1 и подставляя эти
значения в краевые условия (2.2.14), приходим к системе

𝑎𝐶1 + 𝑏𝐶2 = 0,

𝐶1[𝑐𝑊1(1) + 𝑑𝑊2(1)] + 𝐶2[𝑐𝜆𝑊𝛼(1) + 𝑐𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏) + 𝑑𝑊1(1)] = 0.
(2.2.15)

Определитель системы (2.2.15) равен⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑎 𝑏

𝑐𝑊1(1) + 𝑑𝑊2(1) 𝑐𝜆𝑊𝛼(1) + 𝑐𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏) + 𝑑𝑊1(1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = △ = 0.

Таким образом, решение задачи (2.0.1), (2.2.1) единственно тогда и только
тогда, когда выполнено условие (2.2.6).
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2.3 Задача Дирихле – Неймана

В этом пункте для уравнения (2.0.1) исследуется следующая задача с

обобщенными краевыми условиями вида:

Задача 2.3.1. Найти регулярное решение уравнения (2.0.1), удовлетворяю-
щее краевым условиям⎧⎨⎩ lim

𝑡→0
𝐷𝛼−𝛽𝑖

0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 𝑝,

lim
𝑡→1

𝐷
𝛼−𝛿𝑗
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 𝑞,

(2.3.1)

причем 𝑝+ 𝑞 = 𝑛, 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 – заданные постоянные, 𝛽𝑖, 𝛿𝑗 – элементы из мно-
жества {1, . . . , 𝑛}.

Определение 2.3.1. Функцией Грина задачи (2.0.1), (2.3.1) назовем функ-
цию 𝐺(𝑡, 𝜉), удовлетворяющую свойствам

1. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) непрерывна для всех 𝑡 и 𝜉 из отрезка [0, 1];

2. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет соотношениям

lim
𝜀→0

[︂
𝐷𝛼−𝑛

0𝑡

𝜕𝑛−1

𝜕𝜉𝑛−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡−𝜀

−𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝑛−1

𝜕𝜉𝑛−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡+𝜀

]︂
= (−1)𝑛−1; (2.3.2)

3. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) в интервалах (0, 𝑡) и (𝑡, 1) является решением од-
нородного уравнения

𝜕𝛼
1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉)− 𝜆𝐺(𝑡, 𝜉)− 𝜇𝐻(1− 𝜉 − 𝜏)𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏) = 0, (2.3.3)

где 𝜕𝛼
1𝜉 – производная Герасимова – Капуто (0.21);
4. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет краевым условиям⎧⎪⎨⎪⎩

𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝛽𝑠−1

𝜕𝜉𝛽𝑠−1𝐺(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=0

= 0, 𝑠 = 𝑝+ 1, 𝑛,

𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝛿𝑠−1

𝜕𝜉𝛿𝑠−1𝐺(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=1

= 0, 𝑠 = 𝑞 + 1, 𝑛.
(2.3.4)

Имеет место следующая лемма.

Лемма 2.3.1. Функция

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)− 1

△

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡)

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐷𝑗𝑠𝑊𝛿𝑗(1− 𝜉), (2.3.5)
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определенная для тех 𝜆 и 𝜇, для которых выполняется условие

△ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑊𝛿1−𝛽1+𝑝+1(1) 𝑊𝛿1−𝛽2+𝑝+1(1) . . .𝑊𝛿1−𝛽𝑞+𝑝+1(1)

𝑊𝛿2−𝛽1+𝑝+1(1) 𝑊𝛿2−𝛽2+𝑝+1(1) . . .𝑊𝛿2−𝛽𝑞+𝑝+1(1)

. . . . . . . . .

𝑊𝛿𝑞−𝛽1+𝑝+1(1) 𝑊𝛿𝑞−𝛽2+𝑝+1(1) . . .𝑊𝛿𝑞−𝛽𝑞+𝑝+1(1)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ̸= 0, (2.3.6)

𝐷𝑖𝑗 – алгебраические дополнения к элементам матрицы определителя (2.3.6),
стоящим на пересечении 𝑖 -ой строки и 𝑗 -го столбца, является функцией
Грина задачи (2.0.1), (2.3.1).

Замечание 2.3.1. Справедливы формулы разложения определителя (2.3.6)
по строкам

△ =

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑊𝛿𝑘−𝛽𝑗+𝑝+1(1)𝐷𝑘𝑗, 𝑘 = 1, 𝑞 (2.3.7)

и по столбцам

△ =

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑊𝛿𝑗−𝛽𝑘+𝑝+1(1)𝐷𝑗𝑘, 𝑘 = 1, 𝑞. (2.3.8)

Доказательство. Для доказательства леммы 2.3.1 покажем, что функция
𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет свойствам 1-4.

Справедливость первого свойства следует из представления функции
𝐺(𝑡, 𝜉) и условия (2.3.6).

Для доказательства свойства (2.3.2) вычислим 𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝑛−1

𝜕𝜉𝑛−1𝐺(𝑡, 𝜉) исполь-
зуя представление функции 𝐺(𝑡, 𝜉) (2.3.5) и свойства функции 𝑊𝜈(𝑡) (1.1.6)
и (1.1.7):

𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝑛−1

𝜕𝜉𝑛−1
𝐺(𝑡, 𝜉) =(−1)𝑛−1𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊1(𝑡− 𝜉)− (−1)𝑛−1

△

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑊𝑛−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡)×

×
𝑞∑︁

𝑗=1

𝐷𝑗𝑠[𝜆𝑊𝛼−𝑛+𝛿𝑗+1(1− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼−𝑛+𝛿𝑗+1(1− 𝜉 − 𝜏)].

Подставляя полученное выражение в левую часть соотношения (2.3.2) и учи-
тывая (1.1.9), получаем, что

lim
𝜀→0

[︂
𝐷𝛼−𝑛

0𝑡

𝜕𝑛−1

𝜕𝜉𝑛−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡−𝜀

−𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝑛−1

𝜕𝜉𝑛−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡+𝜀

]︂
=

= lim
𝜀→0

(−1)𝑛−1𝑊1(𝜀) = (−1)𝑛−1.
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Далее, для доказательства третьего свойства (2.3.3) вычислим 𝜕𝛼
1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉) ис-

пользуя определение производной Герасимова – Капуто:

𝜕𝛼
1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉) = (−1)𝑛𝐷𝛼−𝑛

1𝜉

𝜕𝑛

𝜕𝜉𝑛
𝐺(𝑡, 𝜉) =

= (−1)𝑛𝐷𝛼−𝑛
1𝜉

{︁
(−1)𝑛𝐻(𝑡− 𝜉)[𝜆𝑊2𝛼−𝑛(𝑡− 𝜉) + 𝜇𝑊2𝛼−𝑛(𝑡− 𝜉 − 𝜏)]−

−(−1)𝑛

△

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡)

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐷𝑗𝑠

[︁
𝜆𝑊𝛼+𝛿𝑗−𝑛(1− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼+𝛿𝑗−𝑛(1− 𝜉 − 𝜏)

]︁}︁
=

=𝐻(𝑡− 𝜉)[𝜆𝑊𝛼(𝑡− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜉 − 𝜏)]− 1

△

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡)×

×
𝑞∑︁

𝑗=1

𝐷𝑗𝑠

[︁
𝜆𝑊𝛿𝑗(1− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛿𝑗(1− 𝜉 − 𝜏)

]︁
.

Из последнего соотношения, группируя слагаемые с 𝜆 и 𝜇 (с учетом (2.3.5)),
приходим к свойству (2.3.3).

Справедливость условий (2.3.4) для функции 𝐺(𝑡, 𝜉) также следует из
представления 𝐺(𝑡, 𝜉) и свойств функции 𝑊𝜈(𝑡) (1.1.6) – (1.1.9).

Покажем справедливость свойств (2.3.4):

𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝛿𝑘−1

𝜕𝜉𝛿𝑘−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

= −(−1)𝛿𝑘−1

△

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑊𝑛−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡)

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑊𝛿𝑗−𝛿𝑘+1(0)𝐷𝑗𝑠,

откуда, ввиду свойства (1.1.9) функции 𝑊𝜈(𝑡) приходим к справедливости
второго из условий (2.3.4). Доказательство первого свойства проводится ана-
логично, используя (1.1.6) – (1.1.9) и замечание 2.3.1.

Справедлива теорема:

Теорема 2.3.1. Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(0, 1)∩𝐿(0, 1) и выполнено условие
(2.3.6). Тогда:
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решение задачи (2.0.1), (2.3.1) существует, единственно и имеет вид

𝑢(𝑡) =

𝑝∑︁
𝑖=1

(−1)𝛽𝑖−1𝑎𝑖
𝜕𝛽𝑖−1

𝜕𝜉𝛽𝑖−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

−

−
𝑞∑︁

𝑗=1

(−1)𝛿𝑗−1𝑏𝑗
𝜕𝛿𝑗−1

𝜕𝜉𝛿𝑗−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

+

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉; (2.3.9)

решение задачи (2.0.1), (2.3.1) единственно тогда и только тогда, когда вы-
полнено условие (2.3.6).

Доказательство. Покажем, что решение задачи (2.0.1), (2.3.1) имеет вид
(2.3.9). Домножим уравнение (2.0.1) на 𝐷𝛼−𝑛

0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉) и проинтегрируем по 𝜉,

меняющейся от 𝜀 до 1− 𝜀 ( 𝜀 → 0 ):

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−𝑛
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼

0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 − 𝜆

1−𝜀∫︁
𝜀

𝑢(𝜉)𝐷𝛼−𝑛
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉−

−𝜇

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐻(𝜉 − 𝜏)𝑢(𝜉 − 𝜏)𝐷𝛼−𝑛
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 =

1−𝜀∫︁
𝜀

𝑓(𝜉)𝐷𝛼−𝑛
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉. (2.3.10)

Вычислим первый интеграл в правой части равенства (2.3.10). После инте-
грирования 𝑛− 1 раз по частям, имеем:

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−𝑛
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼

0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 =
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝑘−1

𝜕𝜉𝑘−1
𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−𝑘

0𝜉 𝑢(𝜉)
⃒⃒⃒1
0
+

+(−1)𝑛−1

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝑛−1

𝜕𝜉𝑛−1
𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−𝑛+1

0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉.

Далее, разбивая последний интеграл на два интеграла от 𝜀 до 𝑡−𝜀 и от 𝑡+𝜀

до 1− 𝜀, и интегрируя их по частям, получаем:
1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−𝑛
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼

0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 =
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝑘−1

𝜕𝜉𝑘−1
𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−𝑘

0𝜉 𝑢(𝜉)
⃒⃒⃒1
0
+

+(−1)𝑛−1

[︂
𝐷𝛼−𝑛

0𝑡

𝜕𝑛−1

𝜕𝜉𝑛−1
𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−𝑛

0𝜉 𝑢(𝜉)
⃒⃒⃒𝑡−𝜀

𝜀
+𝐷𝛼−𝑛

0𝑡

𝜕𝑛−1

𝜕𝜉𝑛−1
𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−𝑛

0𝜉 𝑢(𝜉)
⃒⃒⃒1−𝜀

𝑡+𝜀

]︂
+
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+(−1)𝑛
1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝑛

𝜕𝜉𝑛
𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−𝑛

0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉,

откуда, используя формулу дробного интегрирования по частям (0.17), опре-
деление производной Герасимова – Капуто (0.21), свойство (2.3.2) функции
𝐺(𝑡, 𝜉) и условия задачи (2.3.1), имеем:

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−𝑛
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼

0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 =

1−𝜀∫︁
𝜀

𝑢(𝜉)𝐷𝛼−𝑛
0𝑡 𝜕𝛼

1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉+

+𝐷𝛼−𝑛
0𝑡 𝑢(𝑡) +

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝑘−1

𝜕𝜉𝑘−1
𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−𝑘

0𝜉 𝑢(𝜉)
⃒⃒⃒1
0
,

или (с учетом условий задачи (2.3.1))
1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−𝑛
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼

0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 =

1−𝜀∫︁
𝜀

𝑢(𝜉)𝐷𝛼−𝑛
0𝑡 𝜕𝛼

1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉+

+𝐷𝛼−𝑛
0𝑡 𝑢(𝑡) +

𝑞∑︁
𝑗=1

(−1)𝛿𝑗−1𝑏𝑗𝐷
𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝛿𝑗−1

𝜕𝜉𝛿𝑗−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

+

+
𝑛∑︁

𝑘=𝑞+1

(−1)𝛿𝑘−1𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝛿𝑘−1

𝜕𝜉𝛿𝑘−1
𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−𝛿𝑘

0𝜉 𝑢(𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=1

−

−
𝑝∑︁

𝑖=1

(−1)𝛽𝑖−1𝑎𝑖𝐷
𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝛽𝑖−1

𝜕𝜉𝛽𝑖−1
𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

−

−
𝑛∑︁

𝑘=𝑝+1

(−1)𝛽𝑘−1𝐷𝛼−𝑛
0𝑡

𝜕𝛽𝑘−1

𝜕𝜉𝛽𝑘−1
𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−𝛽𝑘

0𝜉 𝑢(𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=0

.

Подставляя последнее выражение в (2.3.10) и действуя оператором 𝐷𝑛−𝛼
0𝑡

(с учетом свойств 𝐺(𝑡, 𝜉) (2.3.3) и (2.3.4)), приходим к виду (2.3.9).
Докажем, что функция (2.3.9) удовлетворяет уравнению (2.0.1). Для это-

го используя определение функции Грина (2.3.5) запишем (2.3.9) в виде

𝑢(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 + 𝑃1(𝑡) + 𝑃2(𝑡),
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где

𝑃1(𝑡) = − 1

△

1∫︁
0

𝑓(𝜉)

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑊𝛿𝑗(1− 𝜉)

𝑞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑗𝑠𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡)𝑑𝜉,

𝑃2(𝑡) =

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖

⎡⎣𝑊𝛼−𝛽𝑖+1(𝑡)−
1

△

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑊𝛿𝑗−𝛽𝑖+1(1)

𝑞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑗𝑠𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡)

⎤⎦+
+

1

△

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗

𝑞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑗𝑠𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡).

Используя формулу дробного интегрирования по частям (0.17), свой-
ства дифференцирования (1.1.6) и автотрансформации (1.1.7) функции 𝑊𝜈(𝑡),

имеем:

𝐷𝛼
0𝑡

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 =
𝑑

𝑑𝑡

𝑑𝑛−1

𝑑𝑡𝑛−1
𝐷𝛼−𝑛

0𝑡

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 =

=
𝑑

𝑑𝑡

𝑑𝑛−1

𝑑𝑡𝑛−1

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊𝑛(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 =
𝑑

𝑑𝑡

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊1(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉.

Так как 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1), из последнего выражения получаем:

𝑓(𝑡) + 𝜆

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)
𝑑

𝑑𝑡

(︁
𝜆𝑊𝛼+1(𝑡− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼+1(𝑡− 𝜉 − 𝜏)

)︁
𝑑𝜉 =

= 𝑓(𝑡) + 𝜆

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 + 𝜇

𝑡−𝜏∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉 − 𝜏)𝑑𝜉.

Найдем далее 𝐷𝛼
0𝑡𝑃1(𝑡) и 𝐷𝛼

0𝑡𝑃2(𝑡) :

𝐷𝛼
0𝑡𝑃1(𝑡) = − 1

△

1∫︁
0

𝑓(𝜉)

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑊𝛿𝑗(1− 𝜉)×

×𝐷𝛼
0𝑡

𝑞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑗𝑠

(︂
𝜆𝑊2𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡) + 𝜇𝑊2𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡− 𝜏) +

𝑡𝛼−𝛽𝑠+𝑝

Γ(𝛼− 𝛽𝑠+𝑝 + 1)

)︂
𝑑𝜉 =
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= − 1

△

1∫︁
0

𝑓(𝜉)

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑊𝛿𝑗(1− 𝜉)

𝑞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑗𝑠

(︀
𝜆𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡− 𝜏)

)︀
𝑑𝜉 =

= 𝜆𝑃1(𝑡) + 𝜇𝑃1(𝑡− 𝜏),

и

𝐷𝛼
0𝑡𝑃2(𝑡) =

1

△
𝐷𝛼

0𝑡

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗

𝑞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑗𝑠𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡)+

+𝐷𝛼
0𝑡

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖

⎡⎣𝑊𝛼−𝛽𝑖+1(𝑡)−
1

△

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑊𝛿𝑗−𝛽𝑖+1(1)

𝑞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑗𝑠𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡)

⎤⎦=

=
1

△

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗

𝑞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑗𝑠

(︀
𝜆𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡− 𝜏)

)︀
+

+

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖
[︁
(𝜆𝑊𝛼−𝛽𝑖+1(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼−𝛽𝑖+1(𝑡− 𝜏))−

− 1

△

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑊𝛿𝑗−𝛽𝑖+1(1)

𝑞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑗𝑠(𝜆𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼−𝛽𝑠+𝑝+1(𝑡− 𝜏))

⎤⎦=
= 𝜆𝑃2(𝑡) + 𝜇𝑃2(𝑡− 𝜏).

Получили, что функция (2.3.9) удовлетворяет уравнению (2.0.1). Прове-
рим, что решение задачи удовлетворяет краевым условиям.

Используя формулу дифференцирования функции 𝑊𝜈(𝑡) (1.1.6), а также
(1.1.9), имеем, что

𝐷𝛼−𝛽𝑖

0𝑡 𝑢(𝑡)
⃒⃒⃒
𝑡=0

=

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘

⎡⎣𝑊𝛽𝑖−𝛽𝑘+1(0)−
1

△

𝑞∑︁
𝑗=1

𝑊𝛿𝑗−𝛽𝑘+1(1)

𝑞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑗𝑠𝑊𝛽𝑖−𝛽𝑠+𝑝+1(0)

⎤⎦.
Так как произведение элементов любого столбца определителя на алгебраиче-
ские дополнения элементов другого столбца равно нулю [18, с. 54], при 𝑘 = 𝑖

𝑊𝛽𝑖−𝛽𝑠+1(0) = 𝑊1(0) = 1, и при 𝑘 ̸= 𝑖 𝑊𝛽𝑖−𝛽𝑠+1(0) = 0, то

𝐷𝛼−𝛽𝑖

0𝑡 𝑢(𝑡)
⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝑎𝑖.
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Найдем далее значение 𝐷
𝛼−𝛿𝑗
0𝑡 𝑢(𝑡) при 𝑡 = 1. Справедливость второ-

го условия покажем используя формулу разложения определителя (2.3.6) по
столбцам (2.3.8) и свойство определителя о произведении элементов столбца
на алгебраические дополнения элементов другого столбца. Получим:

𝐷
𝛼−𝛿𝑗
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=1

=

𝑞∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘

𝑞∑︁
𝑠=1

𝐷𝑘𝑠𝑊𝛿𝑗−𝛽𝑠+𝑝+1(1),

откуда, при 𝑘 = 𝑗, приходим ко второму условию (2.3.1).

В случае 1 < 𝛼 ≤ 2 задача Дирихле для уравнения (2.0.1) ставится

следующим образом [101]:

Задача 2.3.2. Найти регулярное решение 𝑢(𝑡) уравнения (2.0.1), удовлетво-
ряющее условиям

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑎, lim

𝑡→1
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑏. (2.3.11)

Справедлива теорема существования и единственности решения задачи

(2.0.1), (2.3.11).

Теорема 2.3.2. Пусть 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1) и выполнено условие

𝑊2(1) ̸= 0.

Тогда решение задачи (2.0.1), (2.3.11) существует и имеет вид

𝑢(𝑡) = −𝑎𝐺𝜉(𝑡, 0) + 𝑏𝐺𝜉(𝑡, 1) +

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉. (2.3.12)

Решение задачи (2.0.1), (2.3.11) единственно тогда и только тогда, когда
выполнено условие 𝑊2(1) ̸= 0.

В решении (2.3.12) функция 𝐺(𝑡, 𝜉) определяется соотношением

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)− 𝑊𝛼(𝑡)

𝑊2(1)
𝑊2(1− 𝜉), (2.3.13)

и является функцией Грина задачи (2.0.1), (2.3.11).

Замечание 2.3.2. При
𝜆 > 0, 𝜇 > 0 (2.3.14)

функция (1.1.1) положительна. Значит, условие (2.3.14) обеспечивает выпол-
нение условия 𝑊2(1) ̸= 0.
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Замечание 2.3.3. При 𝜆 = 0 условие разрешимости 𝑊2(1) ̸= 0 примет вид

𝑁∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠(1− 𝑠𝜏)𝛼𝑠+1
+

Γ(𝛼𝑠+ 2)
̸= 0 (2.3.15)

и заведомо выполняется при 𝜇 ≥ 0. Из того, что ряд (1.1.1) конечный следует,
что (2.3.15) может нарушаться лишь для конечного числа 𝜇.

В случае 1 < 𝛼 ≤ 2 задача Неймана для уравнения (2.0.1) ставится

следующим образом [101]:

Задача 2.3.3. Найти регулярное решение 𝑢(𝑡) уравнения (2.0.1), удовлетво-
ряющее условиям

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑎, lim

𝑡→1
𝐷𝛼−1

0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑏, (2.3.16)

где 𝑎, 𝑏 – заданные постоянные.

Справедлива теорема существования и единственности решения задачи

(2.0.1), (2.3.16).

Теорема 2.3.3. Пусть 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1) и выполнено условие

𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏) ̸= 0.

Тогда решение задачи (2.0.1), (2.3.16) существует и имеет вид

𝑢(𝑡) = 𝑎𝑄(𝑡, 0)− 𝑏𝑄(𝑡, 1) +

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑄(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉. (2.3.17)

Решение задачи (2.0.1), (2.3.16) единственно тогда и только тогда, когда
выполнено условие 𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏) ̸= 0.

В решении (2.3.17) функция 𝑄(𝑡, 𝜉) определяется соотношением

𝑄(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)− 𝑊𝛼−1(𝑡)

𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)
𝑊1(1− 𝜉), (2.3.18)

и является функцией Грина задачи (2.0.1), (2.3.16).

Замечание 2.3.4. При
𝜆 > 0, 𝜇 > 0 (2.3.19)

функция 𝑊𝜈(𝑡) (1.1.1) положительна. Значит, условие (2.3.19) обеспечивает
выполнение условия 𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏) ̸= 0.
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Замечание 2.3.5. При 𝜆 = 0 условие разрешимости 𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1 − 𝜏)

̸= 0 примет вид
𝑁∑︁
𝑠=0

𝜇𝑠+1(1− (𝑠+ 1)𝜏)𝛼𝑠+𝛼−1
+

Γ(𝛼𝑠+ 𝛼)
̸= 0, (2.3.20)

и заведомо выполняется при 𝜇 > 0. Из того, что ряд (1.1.1) конечный следует,
что (2.3.20) может нарушаться лишь для конечного числа 𝜇.

2.4 О вещественных собственных значениях

Здесь, для краевой задачи с условиями типа Штурма – Лиувилля при

1 < 𝛼 ≤ 2 (2.0.1), (2.2.1) исследуется вопрос о вещественных собственных

значениях.

Определение 2.4.1. Собственными значениями задачи (2.0.1), (2.2.1)
назовем значения 𝜆, при которых задача (2.0.1), (2.2.1) имеет регулярное
решение, тождественно не равное нулю.

Лемма 2.4.1. Множество вещественных собственных значений задачи
(2.0.1), (2.2.1) совпадает со множеством вещественных нулей функции

Φ(𝜆) ≡ 𝑎𝑐(𝜆𝑊𝛼(1, 𝜏 ;𝜆, 𝜇) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏, 𝜏 ;𝜆, 𝜇))+

+ (𝑎𝑑− 𝑏𝑐)𝑊1(1, 𝜏 ;𝜆, 𝜇)− 𝑏𝑑𝑊2(1, 𝜏 ;𝜆, 𝜇). (2.4.1)

Доказательство. Справедливость этой леммы следует из того, что согласно
теореме 2.2.1, решение задачи (2.0.1), (2.2.1) единственно только при выпол-
нении условия (2.2.6). Значит, вопрос существования собственных значений
задачи (2.0.1), (2.2.1) эквивалентен вопросу существования вещественных ну-
лей функции (2.4.1).

Справедлива теорема:

Теорема 2.4.1. Задача (2.0.1), (2.2.1) имеет лишь конечное число веще-
ственных собственных значений.

Доказательство. Ввиду свойства (1.1.3) функция 𝑊𝜈(𝑡) содержит конечное
число слагаемых, поэтому Φ(𝜆) является целой функцией параметра 𝜆. Ис-
следуем ее свойства при 𝜆 → +∞ и 𝜆 → −∞.
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Пусть 𝑁 равно максимальному значению 𝑠, для которого выражение
(1 − 𝑠𝜏) > 0. Тогда асимптотическую формулу для формулы (2.4.1) полу-
чаем используя асимптотику функции 𝑊𝜈(1) (1.4.1), которая неограниченно
растет при 𝜆 → +∞.

При 𝜆 → −∞ из (1.4.3) и (1.4.2) имеем, что

Φ(𝜆) = −𝑎𝑐

[︂
1

|𝜆|Γ(−𝛼)
+ 𝜇

(1− 𝜏)−𝛼−1

|𝜆|2Γ(−𝛼)

]︂
+

+ (𝑎𝑑− 𝑏𝑐)

[︂
1

|𝜆|Γ(1− 𝛼)
− 1

|𝜆|2Γ(1− 2𝛼)

]︂
−

− 𝑏𝑑

[︂
1

|𝜆|Γ(2− 𝛼)
− 1

|𝜆|2Γ(2− 2𝛼)

]︂
+𝑂

(︀
|𝜆|−3

)︀
.

Перейдем к предельному соотношению

lim
𝜆→−∞

|𝜆|Φ(𝜆)= lim
𝜆→−∞

{︂
−𝑎𝑐

[︂
1

Γ(−𝛼)
+ 𝜇

(1− 𝜏)−𝛼−1

|𝜆|Γ(−𝛼)

]︂
+

+ (𝑎𝑑− 𝑏𝑐)

[︂
1

Γ(1− 𝛼)
− 1

|𝜆|Γ(1− 2𝛼)

]︂
− 𝑏𝑑

[︂
1

Γ(2− 𝛼)
− 1

|𝜆|Γ(2− 2𝛼)

]︂}︂
=

= −𝑎𝑐
1

Γ(−𝛼)
+ (𝑎𝑑− 𝑏𝑐)

1

Γ(1− 𝛼)
− 𝑏𝑑

1

Γ(2− 𝛼)
. (2.4.2)

Так как Φ(𝜆) – целая функция, то из асимптотической формулы для Φ(𝜆)

при 𝜆 → −∞ и соотношения (2.4.2) следует, что (2.4.1) может иметь только
конечное число вещественных нулей.

Замечание 2.4.1. При 𝜆 = 0 условие (2.2.6) запишется в виде

𝑁∑︁
𝑠=1

𝜇𝑠

[︂
𝑎𝑐

(1− 𝑠𝜏)𝛼𝑠−1

Γ(𝛼𝑠)
+ (𝑎𝑑− 𝑏𝑐)

(1− 𝑠𝜏)𝛼𝑠

Γ(𝛼𝑠+ 1)
− 𝑏𝑑

(1− 𝑠𝜏)𝛼𝑠+1

Γ(𝛼𝑠+ 2)

]︂
+

+𝑎𝑐𝜇𝑁+1 (1− (𝑁 + 1)𝜏)𝛼(𝑁+1)−1

Γ(𝛼(𝑁 + 1))
̸= 𝑏𝑐+ 𝑏𝑑− 𝑎𝑑,

то есть условие (2.2.1) может нарушаться только для конечного числа значе-
ний 𝜇.



65

Глава 3

Нелокальные краевые задачи

В этой главе для линейного обыкновенного дифференциального уравне-

ния с запаздывающим аргументом

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 𝑓(𝑡), 0 < 𝑡 < 1, (3.0.1)

где 𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡) – дробная производная Римана – Лиувилля (0.14),𝛼 ∈ (1, 2], 𝜆, 𝜇

– произвольные постоянные, 𝐻(𝑡) – функция Хевисайда, 𝜏 – фиксированное

положительное число, исследуются нелокальные краевые задачи типа Стекло-

ва первого и второго классов, а также нелокальная внутреннекраевая задача.

3.1 Задача типа Стеклова первого класса

Рассмотрим краевые условия общего вида

𝑎1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=0
+ 𝑎2𝐷

𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=0
+ 𝑎3𝐷

𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=1
+ 𝑎4𝐷

𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=1

= 0,

𝑏1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=0

+ 𝑏2𝐷
𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=0

+ 𝑏3𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=1

+ 𝑏4𝐷
𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=1

= 0.

(3.1.1)

В случае выполнения условия

𝑎2𝑏4 − 𝑎4𝑏2 ̸= 0 (3.1.2)

краевые условия (3.1.1) можно переписать в виде следующих условий [23],
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[26], [41]
𝐷𝛼−1

0𝑡 𝑢(𝑡)
⃒⃒
𝑡=0

= 𝑐1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

+ 𝑐2𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

,

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

= 𝑐3𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

+ 𝑐4𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

.
(3.1.3)

которые Стеклов В. А. отнес к первому классу нелокальных краевых усло-

вий [41], [42], [43]. В условиях (3.1.3) через 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4 обозначены следующие

соотношения:

𝑐1 =
𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1
𝑎2𝑏4 − 𝑎4𝑏2

, 𝑐2 =
−𝑎2𝑏3 + 𝑎3𝑏2
𝑎2𝑏4 − 𝑎4𝑏2

,

𝑐3 =
−𝑎1𝑏4 + 𝑎4𝑏1
𝑎2𝑏4 − 𝑎4𝑏2

, 𝑐4 =
−𝑎3𝑏4 + 𝑎4𝑏3
𝑎2𝑏4 − 𝑎4𝑏2

.

(3.1.4)

Определение 3.1.1. Регулярным решением уравнения (3.0.1) назовем
функцию 𝑢(𝑡) из класса 𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) ∈ 𝐶2(0, 1), 𝑢(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) и удовлетво-
ряющую этому уравнению для всех 𝑡 ∈ (0, 1).

В этом пункте будем исследовать задачу:

Задача 3.1.1. Найти регулярное решение уравнения (3.0.1), удовлетворяю-
щее условиям (3.1.3).

Определение 3.1.2. Функцией Грина задачи (3.0.1), (3.1.3) назовем функ-
цию 𝐺(𝑡, 𝜉), удовлетворяющую свойствам:

1. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) непрерывна для всех 𝑡 и 𝜉 из отрезка [0, 1];

2. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет соотношению

lim
𝜀→0

[𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)|𝜉=𝑡+𝜀−𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)|𝜉=𝑡−𝜀] = 1; (3.1.5)

3. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) является решением уравнения

𝜕𝛼
1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉)− 𝜆𝐺(𝑡, 𝜉)− 𝜇𝐻(1− 𝜏 − 𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏) = 0 (3.1.6)

в интервалах (0, 𝑡) и (𝑡, 1);

4. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет условиям{︃
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒
𝜉=0

= 𝑐1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=0

− 𝑐3𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=1

,

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=1

= −𝑐2𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=0

+ 𝑐4𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=1

.
(3.1.7)
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Лемма 3.1.1. Функция

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)+
𝑊𝛼(𝑡)

△

[︁
𝐴2𝑊1(1− 𝜉)−𝑊2(1− 𝜉)[𝑐4𝐴2+ 𝑐2𝐵2]

]︁
−

− 𝑊𝛼−1(𝑡)

△

[︁
𝐴1𝑊1(1− 𝜉)−𝑊2(1− 𝜉)[𝑐4𝐴1 + 𝑐2𝐵1]

]︁
, (3.1.8)

определенная для тех 𝜆 и 𝜇, для которых выполняется условие

△ = 𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1 ̸= 0, (3.1.9)

является функцией Грина задачи (3.0.1), (3.1.3).

В соотношениях (3.1.8) и (3.1.9) коэффициенты 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 2, опреде-

лены формулами

𝐴1 = 𝑐2𝑊2(1)− 1, 𝐴2 = 𝑐2𝑊1(1) + 𝑐1, (3.1.10)

𝐵1 = 𝑊1(1)− 𝑐4𝑊2(1), 𝐵2 = 𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)− 𝑐4𝑊1(1)− 𝑐3. (3.1.11)

Доказательство. Из представления функции 𝐺(𝑡, 𝜉) и условия (3.1.9) следу-
ет справедливость свойства 1.

Для доказательства свойства 2 определим сначала 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉) :

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉) = −𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊1(𝑡− 𝜉)−

− 𝑊2(𝑡)

△

(︁
𝐴2[𝜆𝑊𝛼(1− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜉 − 𝜏)]− [𝑐4𝐴2 + 𝑐2𝐵2]𝑊1(1− 𝜉)

)︁
+

+
𝑊1(𝑡)

△

(︁
𝐴1[𝜆𝑊𝛼(1− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜉 − 𝜏)]− [𝑐4𝐴1 + 𝑐2𝐵1]𝑊1(1− 𝜉)

)︁
и подставим в (3.1.5) при 𝜉 = 𝑡+ 𝜀 и 𝜉 = 𝑡− 𝜀 при 𝜀 → 0. Получаем:

lim
𝜀→0

[𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)|𝜉=𝑡+𝜀−𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)|𝜉=𝑡−𝜀] = 𝑊1(0) = 1.

Далее, из определения оператора Герасимова – Капуто (0.21) и представ-
ления функции 𝐺(𝑡, 𝜉), а также свойств (1.1.6) и (1.1.7) функции 𝑊𝜈(𝑡) на-
ходим
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𝐷𝛼−2
1𝜉 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)[𝜆𝑊𝛼(𝑡− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜉 − 𝜏)]+

+
𝑊𝛼(𝑡)

△

(︁
𝐴2[𝜆𝑊1(1− 𝜉) + 𝜇𝑊1(1− 𝜉 − 𝜏)]−

− [𝑐4𝐴2 + 𝑐2𝐵2][𝜆𝑊2(1− 𝜉) + 𝜇𝑊2(1− 𝜉 − 𝜏)]
)︁
−

− 𝑊𝛼−1(𝑡)

△

(︁
𝐴1[𝜆𝑊1(1− 𝜉) + 𝜇𝑊1(1− 𝜉 − 𝜏)]−

− [𝑐4𝐴1 + 𝑐2𝐵1][𝜆𝑊2(1− 𝜉) + 𝜇𝑊2(1− 𝜉 − 𝜏)]
)︁
= 𝜆𝐺(𝑡, 𝜉) + 𝜇𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏).

Свойство (3.1.7) доказывается используя представление функции 𝐺(𝑡, 𝜉) и
свойства функции 𝑊𝜈(𝑡). Найдем сначала значение 𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉) при 𝜉 = 0

и 𝜉 = 1. Используя обозначения (3.1.10) и (3.1.11) получаем, что

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

= 𝑊2(𝑡) +
𝑊2(𝑡)

△

[︁
𝐴2𝑊1(1)−𝑊2(1)[𝑐4𝐴2 + 𝑐2𝐵2]

]︁
−

−𝑊1(𝑡)

△

[︁
𝐴1𝑊1(1)−𝑊2(1)[𝑐4𝐴1 + 𝑐2𝐵1]

]︁
=

𝑊1(𝑡)

△
𝐵1 −

𝑊2(𝑡)

△
𝐵2;

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

= −𝑊1(𝑡)

△
𝐴1 +

𝑊2(𝑡)

△
𝐴2.

Аналогично найдем значение 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉) при 𝜉 = 0 и 𝜉 = 1:

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

=
𝑊1(𝑡)

△

(︁
𝑐3𝐴1 + 𝑐1𝐵1

)︁
− 𝑊2(𝑡)

△

(︁
𝑐3𝐴2 + 𝑐1𝐵2

)︁
;

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

= −𝑊1(𝑡)

△

(︁
𝑐4𝐴1 + 𝑐2𝐵1) +

𝑊2(𝑡)

△

(︁
𝑐4𝐴2 + 𝑐2𝐵2

)︁
.

Подставляя полученные выражения в свойства (3.1.7) и группируя соответ-
свующие слагаемые приходим к тождеству.

Имеет место теорема.

Теорема 3.1.1. Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1)∩𝐶(0, 1) и выполнено условие
(3.1.9).
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Тогда регулярное решение задачи (3.0.1), (3.1.3) существует и имеет
вид

𝑢(𝑡) =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉. (3.1.12)

Решение задачи (3.0.1), (3.1.3) единственно тогда и только тогда, когда вы-
полнено условие (3.1.9).

Доказательство. Покажем справедливость представления решения за-

дачи (3.0.1), (3.1.3) в виде (3.1.12). Домножим обе части уравнения (3.0.1) на

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉) и проинтегрируем по 𝜉, меняющейся от 𝜀 до 1− 𝜀 ( 𝜀 → 0 ):

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼

0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 − 𝜆

1−𝜀∫︁
𝜀

𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉−

−𝜇

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝜉 − 𝜏)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 =

1−𝜀∫︁
𝜀

𝑓(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉. (3.1.13)

Вычислим первый интеграл левой части равенства (3.1.13):

𝐼 =

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼

0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−1

0𝜉 𝑢(𝜉)
⃒⃒⃒1−𝜀

𝜀
−

−
𝑡−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−1
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉 −

1−𝜀∫︁
𝑡+𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−1
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉.

Интегрируя еще раз по частям интегралы в последнем выражении получаем:

𝐼 = 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼−1

0𝜉 𝑢(𝜉)
⃒⃒⃒1−𝜀

𝜀
−𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷
𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)

⃒⃒⃒𝑡−𝜀

𝜀
−

−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)

⃒⃒⃒1−𝜀

𝑡+𝜀
+

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉.

Учитывая краевые условия задачи (3.1.3) перепишем полученное соотношение

в виде:
1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼

0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 =

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉+
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+𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

[︂
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡,𝜉)
⃒⃒⃒
𝑡+𝜀

−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡,𝜉)

⃒⃒⃒
𝑡−𝜀

]︂
+

+𝐷𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

×

×
[︂
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=𝜀

− 𝑐1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝜀

+ 𝑐3𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1−𝜀

]︂
−

−𝐷𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

×

×
[︂
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=1−𝜀

+ 𝑐2𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝜀

− 𝑐4𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1−𝜀

]︂
.

Применяя к последнему выражению свойства функции Грина (3.1.5) и (3.1.7),

приходим к равенству

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼

0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)+

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉. (3.1.14)

В третьем интеграле левой части равенства (3.1.13) заменим 𝜉 − 𝜏 на 𝜉.

Получим:

1∫︁
0

𝐻(𝜉 − 𝜏)𝑢(𝜉 − 𝜏)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 =

1∫︁
0

𝐻(1− 𝜏 − 𝜉)𝑢(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏)𝑑𝜉. (3.1.15)

Подставляя (3.1.14) и (3.1.15) в уравнение (3.1.13) (используя формулу дроб-

ного интегрирования по частям (0.17)) имеем равенство

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) +𝐷𝛼−2

0𝑡

1∫︁
0

𝑢(𝜉)
[︁
𝐷𝛼−2

1𝜉 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉)− 𝜆𝐺(𝑡, 𝜉)−

−𝜇𝐻(1− 𝑡− 𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏)] 𝑑𝜉 = 𝐷𝛼−2
0𝑡

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉,

действуя на которое оператором 𝐷2−𝛼
0𝑡 (принимая во внимание свойство (3.1.6)

функции Грина) приходим к решению (3.1.12).
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Далее покажем, что функция (3.1.12) является решением уравнения (3.0.1).

Решение задачи (3.1.12) запишем в следующем виде:

𝑢(𝑡) = 𝜈1 + 𝜈2 + 𝜈3,

где

𝜈1 =

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉, 𝜈2=
𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△
𝑊𝛼−1(𝑡), 𝜈3=

𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
𝑊𝛼(𝑡),

𝐴3 = −𝑐2

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊2(1− 𝜉)𝑑𝜉, 𝐵3 =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)[𝑐4𝑊2(1− 𝜉)−𝑊1(1− 𝜉)]𝑑𝜉,

𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2 определены равенcтвами (3.1.10) и (3.1.11).

Вычислим 𝐷𝛼
0𝑡𝜈1, 𝐷𝛼

0𝑡𝜈2 и 𝐷𝛼
0𝑡𝜈3. Используя принадлежность функции

𝑓(𝑡) к классу 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1), а также свойства функции 𝑊𝜈(𝑡), имеем:

𝐷𝛼
0𝑡𝜈1 =

𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝛼−1

0𝑡

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 =
𝑑

𝑑𝑡

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊1(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 =

=

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)
𝑑

𝑑𝑡
(𝜆𝑊𝛼+1(𝑡− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼+1(𝑡− 𝜉 − 𝜏))𝑑𝜉 + 𝑓(𝑡) =

=

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)(𝜆𝑊𝛼(𝑡− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜉 − 𝜏))𝑑𝜉 + 𝑓(𝑡);

𝐷𝛼
0𝑡𝜈2 =

𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△
𝑑2

𝑑𝑡2
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑊𝛼−1(𝑡) =
𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△
𝑑2

𝑑𝑡2
𝑊1(𝑡) =

=
𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△
𝑑2

𝑑𝑡2
(𝜆𝑊𝛼+1(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼+1(𝑡− 𝜏)) =

=
𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△
(𝜆𝑊𝛼−1(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼−1(𝑡− 𝜏));
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𝐷𝛼
0𝑡𝜈3 =

𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝛼−1

0𝑡 𝑊𝛼(𝑡) =

=
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
𝑑

𝑑𝑡
(𝜆𝑊𝛼+1(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼+1(𝑡− 𝜏)) =

=
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
(𝜆𝑊𝛼(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜏)).

Используя формулы (1.1.6) и (1.1.7) из последних равенств получаем, что

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝜆

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 + 𝜇

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉 − 𝜏)𝑑𝜉,

или

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝜆𝑢(𝑡) + 𝜇𝑢(𝑡− 𝜏).

Покажем, что полученное решение (3.1.9) удовлетворяет краевым усло-

виям (3.1.3) задачи. Для этого найдем значения 𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) и 𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) :

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊1(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 +
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
𝑊1(𝑡)+

+
𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△

(︁
𝜆𝑊𝛼(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜏)

)︁
,

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊2(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 +
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
𝑊2(𝑡) +

𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△
𝑊1(𝑡).

Из последних двух выражений применяя обозначения (3.1.10) и (3.1.11) нахо-

дим:

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=0

=
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
,

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=1

=

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊1(1− 𝜉)𝑑𝜉 +
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
𝑊1(1)+

+
𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△

(︁
𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)

)︁
=

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊1(1− 𝜉)𝑑𝜉+



73

+
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
𝑊1(1) +

𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△

(︁
𝐵2 + 𝑐4𝑊1(1) + 𝑐3

)︁
,

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=0

=
𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△
,

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=1

=

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊2(1−𝜉)𝑑𝜉+
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
𝑊2(1)+

𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△
𝑊1(1).

Подставляя полученные значения 𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) и 𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) при 𝑡 = 0 и 𝑡 = 1 в

условия (3.1.3) приходим к тождеству.

3.2 Задача типа Стеклова второго класса

В данном пункте исследуется краевая задача типа Стеклова с условиями

второго класса⎧⎪⎨⎪⎩𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

= 𝑑1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

,

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

= 𝑑2𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

+ 𝑑3𝐷
𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

,
(3.2.1)

где

𝑑1 = −𝑏1
𝑏3
, 𝑑2 =

𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3
𝑎4𝑏3

, 𝑑3 = −𝑎2
𝑎4
, (3.2.2)

которые возникают из краевых условий (3.1.1) в случае выполнения требова-

ний [23]

𝑎2𝑏4 − 𝑎4𝑏2 = 0, |𝑎2|+ |𝑎4| > 0, 𝑎4𝑏1 + 𝑎2𝑏3 ̸= 0. (3.2.3)

Задача 3.2.1. Найти регулярное решение уравнения (3.0.1), удовлетворяю-
щее условиям (3.2.1).

Определение 3.2.1. Функцией Грина задачи (3.0.1), (3.2.1) назовем функ-
цию 𝐺(𝑡, 𝜉), удовлетворяющую свойствам:

1. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) непрерывна для всех 𝑡 и 𝜉 из отрезка [0, 1];

2. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет соотношению

lim
𝜀→0

[𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)|𝜉=𝑡+𝜀−𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)|𝜉=𝑡−𝜀] = 1; (3.2.4)

3. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) в интервалах (0, 𝑡) и (𝑡, 1) является решением
уравнения

𝜕𝛼
1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉)− 𝜆𝐺(𝑡, 𝜉)− 𝜇𝐻(1− 𝜏 − 𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏) = 0; (3.2.5)
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4. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет условиям{︃
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒
𝜉=0

= 𝑑1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=1

− 𝑑2𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=1

,

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=0

= 𝑑3𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=1

.
(3.2.6)

Имеет место следующая лемма.

Лемма 3.2.1. Функция

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉) +
𝑊𝛼(𝑡)

△

[︁
𝐴2𝑊1(1− 𝜉)−𝐵2𝑊2(1− 𝜉)

]︁
−

− 𝑊𝛼−1(𝑡)

△

[︁
𝐴1𝑊1(1− 𝜉)−𝐵1𝑊2(1− 𝜉)

]︁
, (3.2.7)

заданная для тех 𝜆 и 𝜇, удовлетворяющих условию

△ = 𝐴1𝐵2 − 𝐴2𝐵1 ̸= 0, (3.2.8)

является функцией Грина задачи (3.0.1), (3.2.1).

Здесь, через 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2 обозначены следующие соотношения:

𝐴1 = 𝑊2(1), 𝐴2 = 𝑊1(1)− 𝑑1, (3.2.9)

𝐵1 = 𝑊1(1)− 𝑑3, 𝐵2 = 𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏)− 𝑑2. (3.2.10)

Доказательство. Из представления функции 𝐺(𝑡, 𝜉) и условия (3.2.8) следу-
ет справедливость свойства 1.

Для доказательства свойства 2 определим сначала 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉) :

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉) = −𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊1(𝑡− 𝜉)−

− 𝑊2(𝑡)

△

(︁
𝐴2[𝜆𝑊𝛼(1− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜉 − 𝜏)]−𝐵2𝑊1(1− 𝜉)

)︁
+

+
𝑊1(𝑡)

△

(︁
𝐴1[𝜆𝑊𝛼(1− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜉 − 𝜏)]−𝐵1𝑊1(1− 𝜉)

)︁
.

Подставим полученное выражение в свойство 2 при 𝜉 = 𝑡 + 𝜀 и 𝜉 = 𝑡 − 𝜀.

Из свойства (1.1.9) функции 𝑊𝜈(𝑡) имеем, что 𝑊1(0) = 1, откуда следует
справедливость (3.2.4).

Далее, из определения оператора Герасимова – Капуто (0.21), а также из
свойств (1.1.6) и (1.1.7) функции 𝑊𝜈(𝑡) получаем выражение
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𝐷𝛼−2
1𝜉 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)[𝜆𝑊𝛼(𝑡− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜉 − 𝜏)]+

+
𝑊𝛼(𝑡)

△

(︁
𝐴2[𝜆𝑊1(1− 𝜉)+𝜇𝑊1(1− 𝜉− 𝜏)]−𝐵2[𝜆𝑊2(1− 𝜉)+𝜇𝑊2(1− 𝜉− 𝜏)]

)︁
−

−𝑊𝛼−1(𝑡)

△

(︁
𝐴1[𝜆𝑊1(1−𝜉)+𝜇𝑊1(1−𝜉−𝜏)]−𝐵1[𝜆𝑊2(1−𝜉)+𝜇𝑊2(1−𝜉−𝜏)]

)︁
,

из которого, согласно определению функции 𝐺(𝑡, 𝜉) (3.2.7), получаем

𝐷𝛼−2
1𝜉 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉) = 𝜆𝐺(𝑡, 𝜉) + 𝜇𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏).

Покажем далее справедливость первого свойства (3.2.6). Для этого, ис-
пользуя представление функции 𝐺(𝑡, 𝜉) и свойства функции 𝑊𝜈(𝑡) находим:

𝑑1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=1

− 𝑑2𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=1

=

=
𝑑1
△

(𝐵2𝑊2(𝑡)−𝐵1𝑊1(𝑡))−
𝑑2
△

(𝐴2𝑊2(𝑡)− 𝐴1𝑊1(𝑡)) =

=
𝑊1(𝑡)

△
[𝐴1𝑑2 −𝐵1𝑑1]−

𝑊2(𝑡)

△
[𝐴2𝑑2 −𝐵2𝑑1].

Вычислим теперь 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=0

:

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=0

= −𝑊1(𝑡)−
𝑊2(𝑡)

△

[︁
𝐴2(𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏))−𝐵2𝑊1(1)

]︁
+

+
𝑊1(𝑡)

△

[︁
𝐴1(𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1− 𝜏))−𝐵1𝑊1(1)

]︁
.

Используя соотношения (3.2.9) и (3.2.10), 𝜆𝑊𝛼(1) + 𝜇𝑊𝛼(1 − 𝜏)) и 𝑊1(1)

заменим соответственно на 𝐵2 + 𝑑2 и 𝐴2 + 𝑑1. Получаем:

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=0

= −𝑊1(𝑡)−
𝑊2(𝑡)

△

[︁
𝑑2𝐴2−𝑑1𝐵2

]︁
+
𝑊1(𝑡)

△

[︁
△+𝐴1𝑑2−𝐵1𝑑1

]︁
=

=
𝑊1(𝑡)

△

[︁
𝐴1𝑑2 −𝐵1𝑑1

]︁
− 𝑊2(𝑡)

△

[︁
𝑑2𝐴2 − 𝑑1𝐵2

]︁
.

Аналогично покажем справедливость второго из свойств (3.2.6). Находим
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сначала значение 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=1

:

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=1

= 𝑑3𝐴2
𝑊2(𝑡)

△
− 𝑑3𝐴1

𝑊1(𝑡)

△
.

Вычислим далее 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=0

:

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=0

= 𝑊2(𝑡) +
𝑊2(𝑡)

△

(︁
𝐴2𝑊1(1)−𝐵2𝑊2(1)

)︁
−

−𝑊1(𝑡)

△

(︁
𝐴1𝑊1(1)−𝐵1𝑊2(1)

)︁
.

Используя обозначения (3.2.9) и (3.2.10), в последнем выражении заменим
𝑊2(1) и 𝑊1() соответственно на 𝐴1 и 𝐵1 + 𝑑3. Получаем:

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒
𝜉=0

= 𝑊2(𝑡) +
𝑊2(𝑡)

△

(︁
−△+ 𝑑3𝐴2

)︁
− 𝑊1(𝑡)

△
𝑑3𝐴1 =

= 𝑑3

[︂
𝑊2(𝑡)

△
𝐴2 −

𝑊1(𝑡)

△
𝐴1

]︂
.

Таким образом, получили, что функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет условиям (3.2.6).

Справедлива теорема.

Теорема 3.2.1. Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1)∩𝐶(0, 1) и выполнено условие
(3.2.8).

Тогда решение задачи (3.0.1), (3.2.1) существует и имеет вид

𝑢(𝑡) =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉. (3.2.11)

Решение задачи (3.0.1), (3.2.1) единственно тогда и только тогда, когда вы-
полнено условие (3.2.8).

Доказательство. Справедливость представления решения задачи (3.0.1), (3.2.1)
в виде (3.2.11) доказывается аналогично доказательству теоремы 3.1.1.

Покажем, что функция (3.2.11) удовлетворяет уравнению (3.0.1). Для это-
го запишем (3.2.11) в виде

𝑢(𝑡) = 𝜈1 + 𝜈2 + 𝜈3,
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где

𝜈1(𝑡) =
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
𝑊𝛼(𝑡), 𝜈2(𝑡) =

𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△
𝑊𝛼−1(𝑡),

𝜈3(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉,

𝐴3 = −
1∫︁

0

𝑓(𝜉)𝑊2(1− 𝜉)𝑑𝜉, 𝐵3 = −
1∫︁

0

𝑓(𝜉)𝑊1(1− 𝜉)𝑑𝜉,

𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2 определены соотношениями (3.2.9) и (3.2.10).
Действуя на 𝜈1(𝑡) оператором 𝐷𝛼

0𝑡 (применяя свойства (1.1.6) и (1.1.7)
функции 𝑊𝜈(𝑡) ) получим:

𝐷𝛼
0𝑡𝜈1(𝑡) =

𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
𝑑2

𝑑𝑡2
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑊𝛼(𝑡) =
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
𝑑

𝑑𝑡
𝑊1(𝑡) =

=
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
𝑑

𝑑𝑡

(︁
𝜆𝑊𝛼+1(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼+1(𝑡− 𝜏)

)︁
=

=
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△

(︁
𝜆𝑊𝛼(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜏)

)︁
= 𝜆𝜈1(𝑡) + 𝜇𝜈1(𝑡− 𝜏).

Аналогично для 𝜈2(𝑡) находим, что

𝐷𝛼
0𝑡𝜈2(𝑡) = 𝜆𝜈2(𝑡) + 𝜇𝜈2(𝑡− 𝜏).

Вычислим теперь 𝐷𝛼
0𝑡𝜈3(𝑡) (с учетом того, что 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1) ∩ 𝐶(0, 1) ):

𝐷𝛼
0𝑡𝜈3 =

𝑑

𝑑𝑡
𝐷𝛼−1

0𝑡

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 =
𝑑

𝑑𝑡

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊1(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 =

=

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)
𝑑

𝑑𝑡

(︁
𝜆𝑊𝛼+1(𝑡− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼+1(𝑡− 𝜉 − 𝜏)

)︁
𝑑𝜉 + 𝑓(𝑡) =

=

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)
(︁
𝜆𝑊𝛼(𝑡− 𝜉) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜉 − 𝜏)

)︁
𝑑𝜉 + 𝑓(𝑡).



78

Таким образом, получили, что

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝜆𝑢(𝑡) + 𝜇𝑢(𝑡− 𝜏).

Покажем далее, что функция (3.2.11) удовлетворяет условиям (3.2.1).
Для этого, сначала запишем (3.2.11) в терминах функции 𝑊𝜈(𝑡) и найдем
𝐷𝛼−1

0𝑡 𝑢(𝑡) и 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) :

𝐷𝛼−1
0𝑡 𝑢(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊1(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 +𝑊1(𝑡)
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
+

+
𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△

(︁
𝜆𝑊𝛼(𝑡) + 𝜇𝑊𝛼(𝑡− 𝜏)

)︁
, (3.2.12)

и

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑓(𝜉)𝑊2(𝑡− 𝜉)𝑑𝜉 +𝑊1(𝑡)
𝐴3𝐵2 − 𝐴2𝐵3

△
+

+
𝐴1𝐵3 − 𝐴3𝐵1

△
𝑊1(𝑡). (3.2.13)

Подставляя выражения (3.2.12) и (3.2.13) при 𝑡 = 0 и 𝑡 = 1 в крае-
вые условия (3.2.1) задачи и применяя обозначения (3.2.9) и (3.2.10) после
подстановки, приходим к справедливости этих условий.

Замечание 3.2.1. В случае

𝑎2 = 𝑎4 = 𝑏2 = 𝑏4 = 0, 𝑎1𝑏3 − 𝑎3𝑏1 ̸= 0 (3.2.14)

условия (3.1.1) переходят в однородные условия задачи Дирихле:

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

= 0,

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

⃒⃒
𝑡=1

= 0,
(3.2.15)

решение которой получено во второй главе, и при 1 < 𝛼 ≤ 2 имеет вид

𝑢(𝑡) =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉,

где

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)− 𝑊𝛼(𝑡)

𝑊2(1)
𝑊2(1− 𝜉)

является функцией Грина этой задачи.
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3.3 Внутреннекраевая задача

В этом пункте для уравнения (3.0.1) исследуется задача с условиями,

связывающими значение искомой функции на граничной точке со значениями

во внутренних точках.

Задача 3.3.1. Найти регулярное решение 𝑢(𝑡) уравнения (3.0.1), удовлетво-
ряющее условиям⎧⎪⎨⎪⎩

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐1,

lim
𝑡→1

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)− 𝑎

𝑛∑︀
𝑘=1

lim
𝑡→𝑡𝑘

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐2,

(3.3.1)

где 0 < 𝑡𝑘 < 1, 𝑛 ∈ N.

Определение 3.3.1. Функцией Грина задачи (3.0.1), (3.3.1) назовем функ-
цию 𝐺(𝑡, 𝜉), удовлетворяющую свойствам:

1. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) непрерывна для всех 𝑡 и 𝜉 из отрезка [0, 1];

2. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет соотношениям

lim
𝜀→0

[︂
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=𝑡+𝜀

−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡−𝜀

]︂
= 1; (3.3.2)

lim
𝜀→0

[︂
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=𝑡𝑘+𝜀

−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡𝑘−𝜀

]︂
= 𝑎𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=1

; (3.3.3)

3. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) в интервалах (0, 𝑡) и (𝑡, 1) является решением од-
нородного уравнения

𝜕𝛼
1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉)− 𝜆𝐺(𝑡, 𝜉)− 𝜇𝐻(1− 𝜉 − 𝜏)𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏) = 0, (3.3.4)

где 𝜕𝛼
1𝜉 – производная Герасимова – Капуто (0.21);
4. Функция 𝐺(𝑡, 𝜉) удовлетворяет краевым условиям

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 0) = 0, 𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺(𝑡, 1) = 0. (3.3.5)

Имеет место следующая лемма.
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Лемма 3.3.1. Функция

𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊𝛼(𝑡− 𝜉)−

− 𝑊𝛼(𝑡)

△

[︃
𝑊2(1− 𝜉)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐻(𝑡𝑘 − 𝜉)𝑊2(𝑡𝑘 − 𝜉)

]︃
, (3.3.6)

определенная для тех значений 𝜆 и 𝜇, для которых выполняется

△ = 𝑊2(1)− 𝑎
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑊2(𝑡𝑘) ̸= 0, (3.3.7)

является функцией Грина задачи (3.0.1), (3.3.1).

Доказательство. Для доказательства леммы 3.3.1 покажем справедливость
свойств 1 – 4 из определения 3.3.1.

Справедливость свойства 1 следует из представления функции 𝐺(𝑡, 𝜉)

(3.3.6) и условия (3.3.7).
Для доказательства свойств (3.3.2) и (3.3.3) вычислим сначала

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉) :

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉) = −𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊1(𝑡− 𝜉)+

+
𝑊2(𝑡)

△

[︃
𝑊1(1− 𝜉)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐻(𝑡𝑘 − 𝜉)𝑊1(𝑡𝑘 − 𝜉)

]︃
.

Тогда из (1.1.9) получаем, что

lim
𝜀→0

[︂
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=𝑡+𝜀

−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡−𝜀

]︂
= lim

𝜀→0
𝑊1(𝜀) = 1.

Далее покажем справедливость (3.3.3):

lim
𝜀→0

[︂
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=𝑡𝑘+𝜀

−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡𝑘−𝜀

]︂
=

=
𝑊2(𝑡)

△
lim
𝜀→0

[︃
𝑊1(1− 𝑡𝑘 + 𝜀)−𝑊1(1− 𝑡𝑘 − 𝜀) + 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑊1(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘 + 𝜀)

]︃
=

= 𝑎
𝑊2(𝑡)

△
;

𝑎𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

= −𝑎𝐻(𝑡− 1)𝑊1(𝑡− 1)+
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+𝑎
𝑊2(𝑡)

△

[︃
𝑊1(0)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐻(𝑡𝑘 − 1)𝑊1(𝑡𝑘 − 1)

]︃
= 𝑎

𝑊2(𝑡)

△
𝑊1(0) = 𝑎

𝑊2(𝑡)

△
.

Для доказательства свойства (3.3.4) вычислим 𝜕𝛼
1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉) используя опре-

деление производной Герасимова – Капуто (0.21) и функции 𝐺(𝑡, 𝜉), а также
формулу дифференцирования (1.1.6) и автотрансформации (1.1.7) функции
𝑊𝜈(𝑡) :

𝜕𝛼
1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝐷𝛼−2

1𝜉 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉) = 𝐻(𝑡− 𝜉)
(︁
𝜆𝑊2(𝑡− 𝜉) + 𝜇𝑊2(𝑡− 𝜉 − 𝜏)

)︁
−

− 𝑊𝛼(𝑡)

△

[︁(︁
𝜆𝑊2(1− 𝜉) + 𝜇𝑊2(1− 𝜉 − 𝜏)

)︁
−

− 𝑎
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐻(𝑡𝑘 − 𝜉)
(︁
𝜆𝑊2(𝑡𝑘 − 𝜉) + 𝜇𝑊2(𝑡𝑘 − 𝜉 − 𝜏)

)︁]︃
,

откуда, группируя слагаемые с 𝜆 и 𝜇, получаем, что

𝜕𝛼
1𝜉𝐺(𝑡, 𝜉) = 𝜆𝐺(𝑡, 𝜉) + 𝜇𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏).

Покажем далее выполнимость свойства (3.3.5). Для этого, сначала най-
дем 𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉) :

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉) =

= 𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊2(𝑡− 𝜉)− 𝑊2(𝑡)

△

(︃
𝑊2(1− 𝜉)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐻(𝑡𝑘 − 𝜉)𝑊2(𝑡𝑘 − 𝜉)

)︃
.

При 𝜉 = 0 имеем:

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

= 𝑊2(𝑡)−
𝑊2(𝑡)

△

(︃
𝑊2(1)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑊2(𝑡𝑘)

)︃
=

= 𝑊2(𝑡)−
𝑊2(𝑡)

△
△ = 0.
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При 𝜉 = 1 используя свойство (1.1.9) функции 𝑊𝜈(𝑡), имеем:

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

= 𝐻(𝑡− 1)𝑊2(𝑡− 1)−

− 𝑊2(𝑡)

△

[︃
𝑊2(0)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐻(𝑡𝑘 − 1)𝑊2(𝑡𝑘 − 1)

]︃
= 0.

Справедлива теорема.

Теорема 3.3.1. Пусть функция 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿(0, 1)∩𝐶(0, 1) и выполнено условие
(3.3.7).

Тогда регулярное решение задачи (3.0.1), (3.3.1) существует и имеет
вид

𝑢(𝑡) = −𝑐1𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=0

+ 𝑐2𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=1

+

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉. (3.3.8)

Решение задачи (3.0.1), (3.3.1) единственно тогда и только тогда, когда вы-
полнено условие (3.3.7).

Доказательство. Докажем, что решение задачи (3.0.1), (3.3.1) имеет вид (3.3.8).
Домножим для этого уравнение (3.0.1) (1 < 𝛼 ≤ 2), записанное в терминах
переменной 𝜉, на функцию 𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉) и проинтегрируем от 0 до 1 по пе-
ременной 𝜉 :

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼
0𝜉𝑢(𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 − 𝜆

1∫︁
0

𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉−

−𝜇

1∫︁
0

𝐻(𝜉 − 𝜏)𝑢(𝜉 − 𝜏)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉. (3.3.9)

Проинтегрируем по частям первое слагаемое в равенстве (3.3.9) ( 𝜀 → 0 ):
1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼
0𝜉𝑢(𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 = 𝐷𝛼−1

0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒1−𝜀

𝜀
−

−
1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−1
0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉.
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Разобьем последний интеграл точками 𝜉 = 𝑡 и 𝜉 = 𝑡𝑘. Тогда

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼
0𝜉𝑢(𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 = 𝐷𝛼−1

0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒1−𝜀

𝜀
−

−

⎛⎝ 𝑡1−𝜀∫︁
𝜀

+

𝑡2−𝜀∫︁
𝑡1+𝜀

+ · · ·+
𝑡−𝜀∫︁

𝑡𝑛+𝜀

+

1−𝜀∫︁
𝑡+𝜀

⎞⎠𝐷𝛼−1
0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 =

= 𝐷𝛼−1
0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒1−𝜀

𝜀
−𝐷𝛼−2

0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒𝑡1−𝜀

𝜀
−

−𝐷𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒𝑡2−𝜀

𝑡1+𝜀
− · · · −𝐷𝛼−2

0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒𝑡−𝜀

𝑡𝑛+𝜀
−

−𝐷𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒1−𝜀

𝑡+𝜀
+

1∫︁
0

𝐷𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 =

= 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)

[︂
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=𝑡+𝜀

−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡−𝜀

]︂
+

+𝐷𝛼−2
0𝑡1

𝑢(𝑡1)

[︂
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=𝑡1+𝜀

−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡1−𝜀

]︂
+ · · ·+

+𝐷𝛼−2
0𝑡𝑛

𝑢(𝑡𝑛)

[︂
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=𝑡𝑛+𝜀

−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡𝑛−𝜀

]︂
+

+𝐷𝛼−1
0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=1

−𝐷𝛼−1
0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=0

+

+𝐷𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=0

−𝐷𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=1

+
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+

1∫︁
0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡)+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐷𝛼−2
0𝑡𝑘

𝑢(𝑡𝑘)

[︂
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=𝑡𝑘+𝜀

−𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑡𝑘−𝜀

]︂
+

+ 𝑐1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

−𝐷𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=1

+

+

1∫︁
0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉.

Из условия (3.3.1) имеем, что

lim
𝑡→1

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

lim
𝑡→𝑡𝑘

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑐2.

С учетом этого (и из свойств функции Грина (3.3.2) и (3.3.3)) имеем, что

1−𝜀∫︁
𝜀

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝐷𝛼

0𝜉𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐷𝛼−2
0𝑡𝑘

𝑢(𝑡𝑘)𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

+

+𝑐1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

−
[︃
𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐷𝛼−2
0𝑡𝑘

𝑢(𝑡𝑘) + 𝑐2

]︃
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=1

+

+

1∫︁
0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑐1𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

−

−𝑐2𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

+

1∫︁
0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉. (3.3.10)

Далее подставим (3.3.10) в соотношение (3.3.9):

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑐1𝐷

𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

− 𝑐2𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

+

+

1∫︁
0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉𝜉(𝑡, 𝜉)𝐷

𝛼−2
0𝜉 𝑢(𝜉)𝑑𝜉 − 𝜆

1∫︁
0

𝑢(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉−
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−𝜇

1∫︁
0

𝐻(𝜉 − 𝜏)𝑢(𝜉 − 𝜏)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉.

Принимая во внимание формулу дробного интегрирования по частям (0.17),
определение производной Герасимова – Капуто (0.21), и сделав замену
𝜉 − 𝜏 = 𝜉 в третьем интеграле

1∫︁
0

𝐻(𝜉 − 𝜏)𝑢(𝜉 − 𝜏)𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉 =

1∫︁
0

𝐻(1− 𝜉 − 𝜏)𝑢(𝜉)𝐺(𝑡, 𝜉 + 𝜏)𝑑𝜉,

а также с учетом свойства (3.3.4) функции Грина получаем соотношение

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑐1𝐷

𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=0

− 𝑐2𝐷
𝛼−2
0𝑡 𝐺𝜉(𝑡, 𝜉)

⃒⃒⃒
𝜉=1

=

1∫︁
0

𝑓(𝜉)𝐷𝛼−2
0𝑡 𝐺(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉,

подействовав на которое оператором 𝐷2−𝛼
0𝑡 приходим к равенству (3.3.8).

Доказательство того, что полученное решение (3.3.8) удовлетворяет урав-
нению (3.0.1) проводится аналогично доказательству в теоремах 3.1.1 и 3.2.1.

Покажем далее, что полученное решение удовлетворяет краевым услови-
ям (3.3.1). Для этого, будем действовать оператором 𝐷𝛼−2

0𝑡 на решение задачи,
записанное в терминах функции 𝑊𝜈(𝑡) :

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) = lim

𝑡→0

1∫︁
0

𝑓(𝜉)
[︁
𝐻(𝑡− 𝜉)𝑊2(𝑡− 𝜉)−

− 1

△

(︃
𝑊2(𝑡)

(︃
𝑊2(1− 𝜉)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐻(𝑡𝑘 − 𝜉)𝑊2(𝑡𝑘 − 𝜉)

)︃)︃]︃
𝑑𝜉+

+ 𝑐1

[︃
𝑊1(𝑡)−

1

△

(︃
𝑊2(𝑡)

(︁
𝑊1(1)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑊1(𝑡𝑘)
)︁)︃]︃

𝑡=0

+ 𝑐2
𝑊2(𝑡)

△

⃒⃒⃒
𝑡=0

.

Переходя к пределу и учитывая свойство (1.1.9) функции 𝑊𝜈(𝑡) получаем,
что

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑐1𝑊1(0) = 𝑐1.
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Аналогично проверяем выполнимость второго условия:

lim
𝑡→1

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

lim
𝑡→𝑡𝑘

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) =

1∫︁
0

𝑓(𝜉)

[︃
𝑊2(1− 𝜉)−

− 𝑎
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐻(𝑡𝑘 − 𝜉)𝑊2(𝑡𝑘 − 𝜉)− 1

△

(︃
𝑊2(1− 𝜉)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐻(𝑡𝑘 − 𝜉)𝑊2(𝑡𝑘 − 𝜉)

)︃
×

×
(︃
𝑊2(1− 𝜉)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐻(𝑡𝑘 − 𝜉)𝑊2(𝑡𝑘 − 𝜉)

)︃]︃
𝑑𝜉 + 𝑐1

[︃
𝑊1(1)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑊1(𝑡𝑘)−

− 1

△

𝑛∑︁
𝑘=1

(︃
𝑊1(1)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑊1(𝑡𝑘)

)︃(︃
𝑊2(1)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑊2(𝑡𝑘)

)︃]︃
+

+
𝑐2
△

[︃
𝑊2(1)− 𝑎

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑊2(𝑡𝑘)

]︃
= 𝑐2.

Далее покажем, что если условие (3.3.7) нарушается, то есть если

△ = 𝑊2(1)− 𝑎
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑊2(𝑡𝑘) = 0,

то решение однородной задачи не единственно. Рассмотрим функцию

𝑢(𝑡) = 𝐶𝑊𝛼(𝑡),

которая является решением однородной задачи

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑡)− 𝜆𝑢(𝑡)− 𝜇𝐻(𝑡− 𝜏)𝑢(𝑡− 𝜏) = 0,

lim
𝑡→0

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) = 0, lim

𝑡→1
𝐷𝛼−2

0𝑡 𝑢(𝑡)− 𝑎
𝑛∑︁

𝑘=1

lim
𝑡→𝑡𝑘

𝐷𝛼−2
0𝑡 𝑢(𝑡) = 0.

Но так как эта задача имеет только тривиальное решение, то соотвествующая
ей неоднородная задача будет иметь единственное решение.
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Заключение

В диссертации «Краевые задачи для линейных обыкновенных дифферен-

циальных уравнений дробного порядка с запаздывающим аргументом» полу-

чены следующие основные результаты:

1. Получено фундаментальное решение дифференциального уравнения с

производной Джрбашяна – Нерсесяна. Исследованы свойства фундаменталь-

ного решения и доказана теорема о его асимптотическом поведении.

2. Доказана теорема существования и единственности решения начальной

задачи. Реализован метод шагов в случае переменного запаздывания.

3. Получено явное представление решения краевой задачи с условиями

Штурма, которое является новым результатом в том числе в теории диффе-

ренциальных уравнений целого порядка. Реализован метод функции Грина

для решения двухточечных краевых задач типа Штурма – Лиувилля и обоб-

щенной задачи Дирихле – Неймана для уравнения произвольного порядка с

дробной производной Римана – Лиувилля. Доказаны теоремы существования

и единственности. Получены условия, гарантирующие однозначную разреши-

мость этих задач.

4. Исследованы спектральные свойства решения задачи с условиями ти-

па Штурма – Лиувилля. Показано, что задача с условиями типа Штурма –

Лиувилля может иметь лишь конечное число вещественных собственных зна-

чений.

5. Построены функции Грина нелокальных краевых задач типа Стеклова

первого и второго классов, а также краевой задачи с условиями, связываю-

щими значение искомой функции на граничной точке со значениями во внут-

ренних точках. Доказаны теоремы существования и единственности решений.
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Хочу выразить глубокую признательность и благодарность своему на-

учному руководителю доктору физико-математических наук Арсену Вла-

димировичу Псху за постановку задач, за помощь на всех этапах выполне-

ния диссертации, за ценные замечания и советы, а также доктору физико-

математических наук Мурату Османовичу Мамчуеву и кандидату физико-

математических наук Беслану Игорьевичу Эфендиеву за очень полезные ре-

комендации и советы во время выполнения работы.
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