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Введение

Актуальность темы исследования. Моделирование широкого спектра

явлений и процессов в природе приводит к динамическим системам, подвержен­

ным внешним и внутренним возмущениям: шумам данных, неопределённостям

в параметрах, сезонным и структурным флуктуациям. Анализ влияния возму­

щений на устойчивость и глобальные свойства решений является классической

проблемой качественной теории дифференциальных уравнений, основы кото­

рой были заложены в работах А. Пуанкаре [86] и А.М. Ляпунова [56] в конце

XIX века. Результаты таких исследований позволяют судить о надежности и

корректности моделей, прогнозировать долгосрочное поведение систем, а так­

же разрабатывать эффективные методы управления динамикой.

Для автономных и периодических возмущений с малой постоянной ин­

тенсивностью многие задачи удаётся решить с помощью известных результа­

тов и методов теории устойчивости, развитых в работах Н.Г. Четаева [106],

И.Г. Малкина [57], Н.Н. Красовского [52], Ж. Ла-Салля [201], М.М. Хапае­

ва [100], В.В. Румянцева [88], теории бифуркаций, содержащихся в работах

А.А. Андронова с соавторами [6, 42], В.И. Арнольда с соавторами [95], Н.Н. Ба­

утина [11], Ш. Чоу и Дж.К. Хейла [153], Дж. Гукенхеймера и Ф. Холмса [176],

Л.П. Шильникова с соавторами [62, 63], и асимптотического анализа, отра­

женных, например, в работах Н.Н. Боголюбова и Ю.А. Митропольского [15],

А.Х. Найфэ [68] и М.В. Федорюка [99].

Отдельный круг задач возникает в связи с исследованием решений диффе­

ренциальных уравнений под действием медленно меняющихся со временем воз­

мущений, содержащих малый параметр. Явления, наблюдаемые в таких моде­

лях, выступают объектами исследований теории релаксационных колебаний [95,

гл. 4], динамических бифуркаций [211] и теории возмущений интегрируемых

систем [9, гл. 6, § 4]. В частности, эффекты затягивания потери устойчивости,

асимптотическое описание решений в переходных слоях, критические значения
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скорости изменения параметров и поведение решений на далеких временах или

при стремлении параметра к нулю обсуждались в работах А.Н. Тихонова [96],

Л.С. Понтрягина [85], В.И. Арнольда [7], А.Б. Васильевой и В.Ф. Бутузова [24],

Е.Ф. Мищенко и Н. X. Розова [65], А. И. Нейштадта [72, 73], Н.Р. Лебовица

и Р.Дж. Шаара [202], Р. Хабермана [177], Г.Дж.М. Мари [216], О.М. Киселе­

ва [194], К. Кюна [198], К. Перриман [231], Л.А. Калякина [40, 41], А.И. Ней­

штадта и Д.В. Трещева [74] и С.В. Болотина [16]. Однако в настоящей работе

наличие малого параметра не предполагается, и исследуются бифуркационные

явления другого типа.

Многие современные задачи нелинейной математической физики сводятся

к изучению дифференциальных уравнений с возмущениями, интенсивность ко­

торых затухает со временем. В этом случае возмущённая динамика описывается

с помощью асимптотически автономных систем

𝑑x

𝑑𝑡
= f(x) + g(x, 𝑡), x ∈ Rℓ, 𝑡 ≥ 𝑡0, (1)

где для любого компактного множества 𝐷 ⊂ Rℓ существует предел g(x, 𝑡) → 0

при 𝑡 → ∞ равномерно для всех x ∈ 𝐷. Вектор-функция g(x, 𝑡) соответствует

возмущению предельной автономной системы

𝑑y

𝑑𝑡
= f(y). (2)

Известно, что такие возмущения могут существенно повлиять на качественные

и асимптотические свойства решений предельных уравнений. Настоящая работа

посвящена развитию методов исследования устойчивости и асимптотического

анализа, позволяющих эффективно оценивать влияние различных классов за­

тухающих детерминированных и стохастических возмущений типа белого шума

на глобальные свойства решений нелинейных систем.

Первая часть работы посвящена детерминированным возмущениям нели­

нейных гамильтоновых систем на плоскости:

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= −𝜕𝑥2𝐻(𝑥1, 𝑥2) + 𝑔1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡),
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝜕𝑥1𝐻(𝑥1, 𝑥2) + 𝑔2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡). (3)
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Предполагается, что функции 𝐻(𝑥1, 𝑥2), 𝑔1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) и 𝑔2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) являются бес­

конечно дифференцируемыми для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 и 𝑡 ≥ 𝑡0. Изучается вли­

яние возмущений на устойчивость, локальные бифуркации и асимптотическое

поведение решений на бесконечности по независимой переменной. От возмуще­

ний не требуется сохранения гамильтоновой структуры уравнений, но предпо­

лагается степенная асимптотика

𝑔𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑔𝑖,𝑘(𝑥1, 𝑥2, 𝑆(𝑡)), 𝑡→ ∞, 𝑞 ∈ Z+ := {1, 2, . . . } (4)

с коэффициентами, зависящими периодически от некоторой заданной функции

𝑆(𝑡). В частности, рассматриваются возмущения с асимптотически постоянной

частотой 𝑆 ′(𝑡) ∼ 𝑠, с чирпированной частотой (chirped frequency) 𝑆 ′(𝑡) ∼ 𝑠𝑡𝜈

при 𝜈 > 0, а также неосциллирующие возмущения с 𝑆 ′(𝑡) ≡ 0. Заметим, что за­

тухающие коэффициенты вида 𝑡−𝑘/𝑞 встречаются в различных классах нелиней­

ных дифференциальных уравнений, включая уравнения Пенлеве [136] и модели

авторезонанса [195]. При этом в возмущениях можно рассматривать и другие

функции, стремящиеся к нулю на бесконечности по времени. Однако, рассуж­

дения и вычисления в таком случае в значительно степени повторяли бы при­

ведённые ниже с большей громоздкостью и меньшей эффективностью.

Нетрудно проверить, что рациональные степени 𝑘/𝑞 при 𝑞 > 1 в (4) мо­

гут быть сведены к целым показателям 𝑘 заменой независимой переменной:

𝜃 = 𝑡1/𝑞. Тогда в левой части возмущённой системы (3) появится затухающий

множитель 𝜃−(𝑞−1), что сделает задачу о долговременном поведении решений

сингулярно возмущённой. В этом случае, глобальное поведение решений не мо­

жет быть выведено из соответствующих предельных уравнений, в которых фор­

мально положено 𝜃 = ∞. С другой стороны, возмущённая система, записанная

в переменной 𝜏 = 𝜖𝑡 с малым параметром 0 < 𝜖 ≪ 1, также является сингу­

лярно возмущённой при 𝜖→ 0. В некоторых случаях асимптотическое решение

такой задачи при 𝜖 → 0 и 0 < 𝜏 ≤ 𝒪(1), даёт приближение для решений в

исходной переменной 𝑡 = 𝜏/𝜖. Однако, такой подход обычно не используется
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при исследовании поведения решений на бесконечности [279], [228], [46], [18],

[34]. Более того, известные асимптотические конструкции с малым параметром

в таких задачах в общем случае оказываются не применимы [38].

Вторая часть работы посвящена влиянию случайных возмущений. Случай­

ные коэффициенты в возмущениях позволяют учитывать неопределённости и

флуктуации, делая математическую модель более реалистичной и адекватной

исследуемым явлениям [105], [90], [79], [104], [44]. Специальный класс представ­

ляют возмущения типа белого шума. Под белым шумом обычно понимается

стационарный гауссовский случайный процесс с нулевым средним значением

и постоянной спектральной плотностью. Нетрудно проверить, что для такого

процесса ковариационная функция имеет вид 𝛿-функции Дирака, а дисперсия

бесконечна. Поэтому такие процессы обычно понимаются в некотором обобщён­

ном смысле и используются для моделирования воздействий, которые быстро

меняются и не коррелируют в различные моменты времени (см., например, [79,

гл.2, § 5] и [118, §3.2]). В этом случае возмущённые уравнения имеют вид стоха­

стических дифференциальных уравнений и записываются в форме дифферен­

циалов

𝑑x = (f(x) + g(x, 𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝜇G(x, 𝑡) 𝑑w, x(𝑡0) = x0 ∈ Rℓ,

которая является сокращённой записью интегрального уравнения

x(𝑡) = x0 +

𝑡∫︁
𝑡0

(f(x(𝑠)) + g(x(𝑠), 𝑠)) 𝑑𝑠+ 𝜇

𝑡∫︁
𝑡0

G(x(𝑠), 𝑠) 𝑑w(𝑠),

где w(𝑡) = (𝑤1(𝑡), . . . , 𝑤ℓ(𝑡))
𝑇 — многомерный винеровский процесс, опреде­

лённый на некотором вероятностном пространстве, G(x, 𝑡) — гладкая матрица

размерности ℓ × ℓ, 𝜇 > 0 — параметр, который используется для контроля за

интенсивностью шума, и последнее слагаемое — стохастический интеграл Ито

(см., например, [227, гл. 3] и [241, гл. 4]). Известно, что даже слабые случайные

возмущения способны существенно изменить поведение решений детерминиро­
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ванных систем: например, привести к потере устойчивости равновесия и выходу

траекторий из любой ограниченной области.

В настоящей работе рассматриваются мультипликативные стохастические

возмущения асимптотически автономных систем вида (3). В этом случае ℓ =

2, f(x) ≡ (𝜕𝑥2𝐻(𝑥1, 𝑥2),−𝜕𝑥1𝐻(𝑥1, 𝑥2))
𝑇 , g(x, 𝑡) ≡ (𝑔1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 𝑔2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡))

𝑇 .

Предполагается, что для коэффициентов матрицы G(x, 𝑡) ≡ {𝐺𝑖,𝑗(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)}2×2

справедливы асимптотические разложения, аналогичные (4). Исследуется вли­

яние шума на устойчивость, бифуркации и поведение траекторий решений на

далеких временах.

Наконец, отметим задачи, в которых возникают асимптотически автоном­

ные системы. Например, уравнения Пенлеве, имеющие множество физических

приложений [34, с. 31–44], с помощью замен П. Бутру [133], [134] сводятся к

системам с затухающими коэффициентами. В частности, подстановка 𝑢(𝑧) =

𝑧𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) = 𝑥′1(𝑡), 𝑡 = 𝑧2 приводит четвёртое уравнение Пенлеве

𝑢𝑧𝑧 =
𝑢2𝑧
2𝑢

+
3

2
𝑢3 + 4𝑧𝑢2 + 2(𝑧2 − 𝛼1)𝑢+

𝛼2

𝑢

к виду (1) с

f(𝑥1, 𝑥2) ≡

⎛⎝ 𝑥2
𝑥22
2𝑥1

+ 𝑥1
2 + 𝑥21 +

3𝑥31
8

⎞⎠ ,

g(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡

⎛⎝ 0

−𝑡−1
(︁
𝛼1𝑥1
2 + 𝑥2

)︁
+ 𝑡−2

(︁
𝛼2

4𝑥1
+ 𝑥1

8

)︁⎞⎠ .

Более того, похожие редукции имеют место для широкого класса нелинейных

дифференциальных уравнений [136], [171], [91], [253], [254], [184]. Пример друго­

го типа даёт математическая модель эпидемии [141]:

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝛼0 − 𝐽 − 𝛼1𝑆 + 𝛼2𝑅,

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝐽 − (𝛼3 + 𝛼1)𝐼,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛼3𝐼 − (𝛼1 + 𝛼2)𝑅

с параметрами 𝛼𝑖 и некоторой функцией скорости заражения 𝐽 = 𝐺(𝑆, 𝐼, 𝑅,𝑁)𝐼,

где 𝑁 = 𝑆+ 𝐼+𝑅. Нетрудно проверить, что функция 𝑁(𝑡) удовлетворяет урав­

нению 𝑑𝑁/𝑑𝑡 = 𝛼0−𝛼1𝑁 и имеет вид𝑁(𝑡) ≡ 𝛼0/𝛼1+(𝑁(𝑡0)−𝛼0/𝛼1) exp(−𝛼1(𝑡−
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𝑡0)). Следовательно, функции 𝐼(𝑡) = 𝑥1(𝑡) и 𝑅(𝑡) = 𝑥2(𝑡) удовлетворяют асимп­

тотически автономной системе (1) с

f(𝑥1, 𝑥2) ≡

⎛⎝𝐺(︁𝛼0

𝛼1
− 𝑥1 − 𝑥2, 𝑥1, 𝑥2,

𝛼0

𝛼1

)︁
𝑥1 − (𝛼3 + 𝛼1)𝑥1

𝛼3𝑥1 − (𝛼1 + 𝛼2)𝑥2

⎞⎠ ,

g(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡

⎛⎝𝐺 (𝑁 − 𝑥1 − 𝑥2, 𝑥1, 𝑥2, 𝑁)𝑥1 −𝐺
(︁
𝛼0

𝛼1
− 𝑥1 − 𝑥2, 𝑥1, 𝑥2,

𝛼0

𝛼1

)︁
𝑥1

0

⎞⎠ .

Похожие редукции к асимптотически автономным системам используются в

задачах небесной механики [240], при исследовании синхронизации связанных

осцилляторов [156] и в моделях динамики ДНК [273]. Затухающие со временем

коэффициенты также встречаются в уравнениях типа Матукумы, моделирую­

щих динамику шарового скопления звёзд [226], [237], в задаче об устойчивости

сплавов с памятью формы [43, § 3.3.4], в системах, описывающих движение

сжимаемого газа через пористую среду с зависящим от времени коэффициен­

том трения [229], [185], [173], в задачах о стабилизации вращательного движения

твёрдых тел с переменным моментом инерции [107] и с переменным управляю­

щим моментом [2], [111]. Стохастические дифференциальные уравнения с зату­

хающими коэффициентами возникают, например, при моделировании процесса

формирования планет из протосолнечной туманности [163], при моделировании

аномальной диффузии [80], в задачах о стохастической аппроксимации [70], в за­

дачах о глобальной оптимизации с помощью алгоритма имитации отжига [151],

[146] и в задачах об оптимальном управлении стохастическими системами [13],

[81].

Степень разработанности темы исследования. Влиянию затухаю­

щих возмущений на глобальные свойства динамических систем посвящено боль­

шое число работ.

Для линейных систем с почти постоянными коэффициентами вопросы об

асимптотике решений возмущённых уравнений на бесконечности по независи­

мой переменной обсуждались в работах О. Перрона [230], Н. Левинсона [206],
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[207], [208], А. Винтнера [280], [281], Ф.В. Аткинсона [123], П. Хартмана [181], А.

Девинаца [159], У.А. Хариса и Д.А. Латса [179], [180], Дж.С. Кассела [143], М.

Пинто [233], В.Ш. Бурда [21], А. Самойленко [238], Ю.А. Коняева и Ю. Г. Мар­

тыненко [49], П.Н. Нестерова [75], [76], [77], Н.Ф. Валеева и Я.Т. Султанаева [23]

при различных ограничениях на затухающие возмущения. Близкие задачи об

исследовании индекса дефекта и спектра соответствующих дифференциальных

операторов рассматривались в работах М.А. Наймарка [67, гл. VII], Б. Саймо­

на [245], М.В. Федорюка [98], А. Девинаца [160], Дж.Д. Долларда и Ч.Н. Фрид­

мана [162], М. Бен-Арци [129], М. Истхэма [164], А. Киселева [193], С. Денисова

и С. Купина [157] и М. Лукича [212].

Асимптотика решений на бесконечности для различных классов нелиней­

ных неавтономных систем исследовалась в работах А.Д. Брюно [18], В.В. Коз­

лова и С.Д. Фурты [46], где для построения главных членов асимптотики вы­

водились соответствующие укороченные уравнения. При этом наиболее харак­

терной формой асимптотических разложений оказывались ряды по степеням и

логарифмам независимой переменной с постоянными коэффициентами. Постро­

ение асимптотических решений в форме степенных рядов с осциллирующими

коэффициентами обсуждалось в работах П. Бутру [133], [134], А.Д. Брюно и

И.В. Горючкиной [19], Л.А. Калякина [37], [38]. Вопросы обоснования формаль­

ных асимптотических конструкций изучались в работах А.Н. Кузнецова [54],

Л.А. Калякина [187], [39], Р.Р. Гонцова и И.В. Горючкиной [28].

Качественное исследование асимптотически автономных систем восходит

к работе Л. Маркуса [217], где обсуждалась связь между поведением траек­

торий возмущённой системы и свойствами решений соответствующих предель­

ных уравнений, а также обобщалась теория Пуанкаре-Бендиксона (см., напри­

мер, [45, гл. XIV]) на асимптотически автономные плоские системы. В частно­

сти, было доказано, что если предельная система имеет локально асимптотиче­

ски устойчивую неподвижную точку, то она является аттрактором для возму­

щённой системы [217, Теорема 2]. Кроме того, если все траектории предельной
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системы являются неограниченными, то и решения асимптотически автономной

системы также неограничены [217, Теорема 3]. Результаты Л. Маркуса уточ­

нялись и обобщались на асимптотически автономные полупотоки в работах Х.

Тимe [274], [221]. В частности, было показано, что предельное множество асимп­

тотически автономного полупотока является цепно-рекуррентным множеством

(см. [154, с. 37]) предельного автономного полупотока, обсуждались свойства

траекторий при наличии функции Ляпунова для предельной системы, а так­

же исследовались примеры асимптотически автономных систем, демонстриру­

ющие поведение отличное от динамики соответствующих предельных уравне­

ний.

Близкие вопросы обсуждались в работах Р. Беллмана [14, гл. II], где для

линейных асимптотически автономных систем исследовались условия сохране­

ния ограниченности решений. Условия почти периодичности решений иссле­

довались в [282] для одного класса нелинейных уравнений второго порядка с

асимптотически постоянным коэффициентом и в [276], [175], [33] для более об­

щих асимптотически автономных систем. Задачи об устойчивости равновесия

по Ляпунову в системах с неавтономными возмущениями, интегрируемыми на

полуоси, обсуждалась в работах И. Вркоча [27], Ф.Брауэра [135], Т. Ёсидза­

вы [283, §24], А. Штрауса и Дж.А. Йорка [272] при довольно жёстких ограни­

чениях на невозмущённые уравнения. Например, предполагалось наличие гло­

бальной функции Ляпунова, линейность правой части, экспоненциальная или

асимптотическая устойчивость. Отметим также работу [48], где анализирова­

лась устойчивость равновесия в системах близких к линейным с полиномиаль­

но периодической матрицей при некоторых предположениях на действительные

части собственных значений и достаточно быстром затухании нелинейных доба­

вок. Такие системы сводятся к асимптотически автономным с помощью замены

независимой переменной. Устойчивость специальных классов нелинейных дис­

сипативных систем при постоянно действующих затухающих возмущениях ис­

следовалась в [148]. Скорость сходимости решений асимптотически автономных
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скалярных систем к глобально устойчивому равновесию предельных уравнений

обсуждалась в [117]. Устойчивость равновесия для одного класса неавтономных

механических систем исследовалась в [1] методом функций Ляпунова. Отметим

также работы [236], [182], в которых изучалась асимптотическая устойчивость

равновесия для уравнений второго порядка с нелинейными неавтономными ко­

эффициентами диссипации. Обзор результатов об устойчивости неавтономных

систем второго порядка с потенциальными и диссипативными силами содер­

жится в [64, гл. 3].

Работа Л. Маркуса стимулировала дальнейшие исследования, посвящён­

ные качественным свойствам неавтономных систем дифференциальных урав­

нений. В частности, в работах Дж.Р. Селла [243] развивался подход, позво­

ляющий свести изучение неавтономных уравнений к исследованию динамиче­

ских систем на расширенном пространстве, построенном на множестве транс­

ляций правых частей. Ключевое место при этом занимают соответствующие

предельные уравнения, полученные как сходящаяся в определённой топологии

последовательность сдвигов правой части [220], [244]. Заметим, что универсаль­

ность динамической системы сдвигов на пространстве непрерывных функций

отмечалась ранее М.В. Бебутовом [12]. Применение такого подхода в задачах

об устойчивости неавтономных систем содержится в [60], где различные свой­

ства решений выводятся на основе анализа предельных уравнений. В частно­

сти, для асимптотически автономных систем показано (см. [60, Теорема 1.8.6]),

что если предельная система (2) имеет функцию Ляпунова 𝑉 (y) и множество

E = {y ∈ Rℓ : 𝑑𝑉/𝑑𝑡 = 0} является компактным и асимптотически устойчи­

вым, то любое ограниченное решение возмущённой системы (1) сходится к E.

Метод предельных уравнений использовался в работах А.С. Андреева при ис­

следовании вопросов устойчивости и стабилизации неавтономных механических

систем [4], [5].

Аналогичный переход к динамическим системам применялся в [147] при ис­

следовании некоторых классов неавтономных диссипативных разностных, функ­
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ционально-дифференциальных и полулинейных параболических уравнений. В

[149] обсуждались условия существования аттракторов для неавтономных эво­

люционных уравнений в частных производных на основе анализа семейств опе­

раторов, действующих на фазовом пространстве, расширенном пространством

символов, каждый из которых состоит из всех неавтономных коэффициентов

правой части уравнения. Другой подход, основанный на понятии равномерной

эквивалентности, к исследованию и классификации неавтономных векторных

полей на замкнутых многообразиях при наличии у интегральных кривых экс­

поненциальной дихотомии содержится в работах Л.М. Лермана и В.З. Гри­

неса [55], [205], [29], [30]. В работах В.А. Плисса [82], [83], [53] рассматрива­

лись ограниченные решения, и обсуждались вопросы структурной устойчиво­

сти неавтономных систем с произвольной зависимостью от времени. При этом

одним из ключевых условий выступала гиперболичность соответствующей ли­

неаризованной системы на каждом отрезке разбиения временной оси.

Бифуркации в неавтономных и асимптотически автономных системах изу­

чались, например, в [200], где вводились понятия устойчивости решений и ат­

трактора, основанные на идеи pullback-сходимости, при которой фиксируется

текущий момент времени 𝑡, а предел рассматривается при устремлении началь­

ного момента 𝑡0 к минус бесконечности. Используя эти понятия, для скалярных

дифференциальных уравнений с коэффициентами, зависящими от времени, ана­

лизировались бифуркации, связанные с изменением pullback-устойчивости и по­

явлением новых устойчивых состояний. В частности, обсуждались неавтоном­

ные версии бифуркации типа «вилка», «обмен устойчивости» и «седло-узел».

Похожие уравнения рассматривались в [197], где под бифуркацией понималось

(непрерывное или разрывное) изменение структуры pullback-аттрактора при

вариации параметров системы. В [235] бифуркации связывались с изменени­

ем структуры области притяжения, и рассматривались примеры бифуркаций

асимптотически автономных систем, которые переносятся из предельных урав­

нений. В [234] для неавтономных разностных и обыкновенных дифференциаль­
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ных уравнений развивалась теория бифуркаций, основанная на методах функ­

ционального анализа [284, гл. 8], в рамках которой в качестве бифурцирующих

объектов рассматривались ограниченные решения, а бифуркации понимались

как ветвление решений.

Особый интерес в задачах с затухающими возмущениями представляют

так называемые критические случаи, когда собственные значения матрицы пре­

дельной линеаризованной системы имеют нулевые действительные части. Слу­

чай чисто мнимых и различных собственных значений рассматривался в рабо­

те Л.Д. Пустыльникова [87], где обсуждалась «проблема центра» (см., напри­

мер, [32, гл. III]), и для аналитической системы обыкновенных дифференциаль­

ных уравнений описывались условия, при которых затухающие возмущения не

нарушают предельную динамику. Близкими к таким критическим случаям яв­

ляются задачи о возмущённых гамильтоновых системах.

Теория возмущений гамильтоновых систем является активной и важной

областью исследования (см., например, [58], [97], [9, гл. 5]). В частности, значи­

тельно число работ посвящено малым периодическим возмущениям гамильто­

ниана. Классический результат о сохранении нерезонансных торов в возмущён­

ных гамильтоновых системах связан с исследованиями А.Н. Колмогорова [47],

В.И. Арнольда [8] и Ю.К. Мозера [66]. Малость меры разрушающихся торов

оценивалась в работах А.И. Нейштадта [71], [225]. Экспоненциальная оценка

времени устойчивости для многомерных гамильтоновых систем, близких к ин­

тегрируемым, обоснована в работе Н.Н. Нехорошева [78]. Формальная устой­

чивость и нормальные формы гамильтоновых систем обсуждались в работах

А.Д. Брюно [17], [20]. Непрерывная процедура нормализации гамильтоновых

систем конструировалась в работе Д.В. Трещева [275]. Устойчивость равнове­

сий в резонансных случаях и близкие вопросы, связанные с границами областей

устойчивости, обсуждались в [58], [59], [204], [219], [103], [108].

Гамильтоновы системы с затухающими возмущениями рассматривались

в [84], где доказывалось слабое отклонение решений от инвариантных торов
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при условии интегрируемости мажоранты возмущений на полуоси. Устойчи­

вость инвариантных торов относительно малых возмущений, экспоненциально

затухающих со временем, исследовалась в [168] для систем с квадратичным

по действию гамильтонианом и в [142] для более общих систем. Обобщение

этих результатов для возмущений с достаточно быстрым степенным затухани­

ем содержится в [239]. Затухающие негамильтоновы возмущения неавтономных

гамильтоновых систем рассматривались в [203], где обсуждалась асимптотиче­

ская устойчивость равновесия системы при наличии некоторых специальных

оценок как для гамильтониана, так и для возмущающих функций. Отметим,

что в настоящей работе наличие гамильтоновой структуры возмущений не пред­

полагается.

Таким образом, в зависимости от свойств как предельных уравнений, так

и возмущений, затухающие добавки могут либо сохранять предельную автоном­

ную динамику и не оказывать на неё существенного влияния, либо приводить

к качественным изменениям в глобальном поведении траекторий. Несмотря на

большое число работ, посвящённых асимптотически автономным системам, ло­

кальные бифуркации и перестройки решений в гамильтоновых системах под

действием затухающих со временем возмущений до сих пор недостаточно изу­

чены. В частности, остаются открытыми вопросы о влиянии нелинейных зату­

хающих возмущений на сохранение и потерю устойчивости предельных систем

и на проявление резонансных эффектов в асимптотическом поведении решений

на больших временах. Настоящая работа направлена на решение этих задач.

Влияние стохастических возмущений на качественные и асимптотические

свойства решений дифференциальных уравнений исследовалось в работах Г.Дж.

Кушнера [199], М.И. Фрейдлина и А.Д. Вентцеля [169], А.В. Скорохода [242],

Р.З. Хасьминского [192], И.Я. Каца и А.А. Мартынюка [188]. Известно, что да­

же слабые случайные возмущения могут привести к значительным изменениям

в поведении траекторий, например, нарушить устойчивость системы и вызвать

выход траекторий из любой ограниченной области. Кроме этого в нелинейных



18

системах могут наблюдаться различные явления, индуцированные шумом, та­

кие как, стохастический резонанс [172], когерентный резонанс [232], стохастиче­

ская синхронизация [224] и синхронизация шумом [174].

Значительное число работ посвящено стохастическим возмущениям с ав­

тономными коэффициентами: 𝜕𝑡g(x, 𝑡) ≡ 0 и 𝜕𝑡G(x, 𝑡) ≡ 0. В частности, в [191]

рассматривались возмущения гамильтоновой системы с нелинейным трением,

и исследовалось предельное поведение плотности стационарного распределения

при стремлении параметров шума и трения к нулю. Похожие системы с малым

параметром рассматривались в [127] и [158], где анализировалась асимптотика

старшего показателя Ляпунова. Теория устойчивости и метод функций Ляпуно­

ва для стохастических дифференциальных уравнений разрабатывались в [199],

[192], [188]. В [169] развивалась теория больших уклонений для оценки влияния

малых стохастических возмущений на долговременное поведение траекторий.

Асимптотика среднего времени выхода траекторий из окрестности равновесия

под действием шума и оценка распределения вероятностей точек выхода иссле­

довались в [169, гл. 4, §2], [218], [223], [131]. Условия стабилизации неустойчи­

вого равновесия с помощью мультипликативного шума исследовались в [114].

Асимптотическая эквивалентность решений стохастических уравнений и соот­

ветствующих усечённых обыкновенных дифференциальных уравнений на бес­

конечности обсуждалась в [189] и [137]. Множество работ посвящено стохастиче­

ским бифуркациям, которые в целом понимаются как качественные изменения

динамики стохастической системы при вариации параметров [121, гл. 9]. На­

пример, в [222] рассматривались бифуркации через исследование качественных

изменений стационарной функции плотности вероятности и анализ уравнений

Фоккера-Планка. Метод функции стохастической чувствительности, основан­

ный на приближении стационарной плотности вероятности вблизи аттрактора

с помощью квазипотенциала и квадратичной формы, которая определяет кова­

риацию отклонений случайных траекторий, применялся в работах [124], [125],

[126]. Комбинация метода функций Ляпунова и оценки плотности распределе­
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ния амплитуды решений использовалась в [213] при исследовании бифуркаций

в одной стохастически возмущённой системе. Анализ бифуркаций, связанный с

исследованием соответствующих случайных динамических систем, инвариант­

ных мер и качественных изменений свойств показателей Ляпунова, содержится

в [119], [128], [120], [155]. Подход, основанный на исследовании свойств спектра

дихотомии при анализе стохастических бифуркаций, применялся в [140] и [161].

Меньше работ посвящено неавтономным стохастическим возмущениям.

Например, слабо нелинейные системы с малым периодическим возбуждением

и малым шумом рассматривались в [69], где исследовалось усреднённое урав­

нение Фоккера-Планка. В [35] анализировался главный член асимптотики по

малому параметру для решений одного класса сингулярно возмущённых стоха­

стических дифференциальных уравнений. Теория сингулярных возмущений в

сочетании с вероятностными методами применялась в [130] для исследования

влияние шума на динамические бифуркации в системах с медленно меняющи­

мися параметрами. Явление стохастического резонанса в системах с периодиче­

ским возбуждением и малым шумом анализировалось в [183] с помощью теории

больших отклонений. Другой подход в задаче о стохастическом резонансе, ос­

нованный на методах случайных динамических систем, применялся в [150] для

доказательства существования притягивающей случайной периодической орби­

ты. Вопросы существования случайных периодических траекторий в системах

стохастических дифференциальных уравнений с периодическими коэффициен­

тами обсуждались также в [166] и [167].

Отдельный круг работ посвящён влиянию шума с затухающей интенсивно­

стью. В частности, устойчивость при наличии затухающих случайных возмуще­

ний исследовалась в [192, §7.4], где предполагалось существование глобальной

функции Ляпунова и интегрируемой на полуоси мажоранты 𝜎(𝑡) > 0 для коэф­
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фициентов матрицы диффузии:

Σ(x, 𝑡) =
𝜇2

2
G(x, 𝑡)G𝑇 (x, 𝑡), sup

x∈Rℓ

‖Σ(x, 𝑡)‖ ≤ 𝜎(𝑡),

∞∫︁
𝑡0

𝜎(𝑠) 𝑑𝑠 <∞.

Похожие условия на затухающие коэффициенты рассматривались в [70], где

обсуждалась сходимость решений на бесконечности с вероятностью 1 в зада­

чах о стохастической аппроксимации. Более слабые условия рассматривались

в [145], где исследовалась устойчивость равновесия скалярных уравнений с ко­

эффициентом диффузии, не интегрируемым на полуоси и стремящимся к нулю

на бесконечности по времени так, что сходится интеграл
∞∫︁
𝑡0

exp

{︂
− 𝜆

𝜎(𝑠)

}︂
𝑑𝑠 <∞ ∀𝜆 > 0.

Аналогичные условия в многомерном случае рассматривались в [50] и [51] для

задачи о сходимости процессов стохастических аппроксимаций при дополни­

тельных предположениях о поведении решений на бесконечности. В [214] и

[210] обсуждались условия полиномиальной устойчивости с вероятностью 1 в

терминах существования подходящих глобальных функций Ляпунова для мно­

гомерных стохастических систем и применялись к уравнениям с затухающими

коэффициентами. В [112] и [113] для классов скалярных стохастических уравне­

ний с сильно нелинейными автономными коэффициентами сноса исследовалось

асимптотическое поведение и устойчивость решений, стремящихся к равнове­

сию предельных уравнений, в случае полиномиально затухающих коэффици­

ентов диффузии, не зависящих от состояния системы. Скалярные уравнения

рассматривались также в [115], где при условии диссипативности автономных

коэффициентов сноса было доказано, что для сохранения устойчивости равно­

весия предельных систем относительны шума c затухающими коэффициентами

диффузии необходимо и достаточно, чтобы

lim
𝑡→∞

𝜎(𝑡) log(𝑡) = 0.
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При этом, было показано, что если

lim
𝑡→∞

𝜎(𝑡) log(𝑡) = ∞,

то все решения возмущённых уравнений оказываются неограниченными с ве­

роятностью единица. Похожие условия встречаются и в [116], где обсуждались

глобальная устойчивость, ограниченность и неограниченность решений линей­

ных стохастических уравнений. Эти результаты обобщались в [148] на многомер­

ные линейные и нелинейные диссипативные системы с затухающими коэффици­

ентами диффузии, зависящими только от времени. Условия неограниченности

решений для одномерных стохастических уравнений с мультипликативными ко­

эффициентами диффузии обсуждались в [196].

Влияние мультипликативных стохастических возмущений с затухающей

интенсивностью на бифуркации, перестройки решений и резонансные эффек­

ты в плоских гамильтоновых системах ранее не исследовалось. Эти вопросы

рассматриваются в настоящей работе. Предлагаемый подход основан на иссле­

довании устойчивости по вероятности с помощью построения локальных стоха­

стических функций Ляпунова для возмущённых систем при некоторых предпо­

ложениях о поведении коэффициентов уравнений вблизи исследуемых решений.

Цели и задачи диссертационной работы. Целью диссертационной

работы является разработка методов исследования качественных и асимпто­

тических свойств решений классов асимптотически автономных систем диф­

ференциальных уравнений, описывающих нелинейные автономные гамильтоно­

вы системы на плоскости под действием детерминированных и стохастических

возмущений с затухающей интенсивностью. Исследуются бифуркации в возму­

щённых системах, условия сохранения и потери устойчивости равновесий по

Ляпунову, появление притягивающих и отталкивающих состояний, асимптоти­

ческие режимы для решений и различные проявления резонансных эффектов.

Развивается подход, основанный на комбинации метода усреднения и построе­

ния функций Ляпунова.
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Для достижения поставленных целей решаются следующие задачи:

1. Исследуются бифуркации, связанные с изменением устойчивости равновесия

по Ляпунову и появлением новых притягивающих или отталкивающих состоя­

ний, и их зависимость от параметров и структуры возмущений.

2. Изучаются условия сохранения и нарушения бифуркации типа центр-седло

под действием возмущений с затухающей интенсивностью.

3. Изучается устойчивость равновесия и асимптотические режимы для решений

гамильтоновых систем под действием осциллирующих возмущений с асимпто­

тически постоянной резонансной частотой.

4. Изучаются эффекты типа нелинейный резонанс и появление устойчивых со­

стояний, близких к периодическим, в системах с затухающими возмущениями.

5. Исследуется возникновение и устойчивость резонансных решений с неограни­

ченно растущей амплитудой в нелинейных системах под действием затухающих

возмущений с чирпированной частотой.

6. Изучается устойчивость по вероятности динамических систем при постоянно

действующих случайных возмущениях типа белого шума на асимптотически

больших временных интервалах.

7. Изучаются бифуркации, вызванные шумом и связанные с изменением устой­

чивости по вероятности равновесия или с появлением новых притягивающих

состояний в системах, близких к гамильтоновым.

8. Изучается совместное влияние шума и возмущений с асимптотически посто­

янной резонансной частотой на устойчивость гамильтоновых систем.

9. Исследуется возникновение резонансных решений с неограниченно растущей

амплитудой и их стохастическая устойчивость в системах с затухающими чир­

пированными возмущениями и белым шумом.

Положения, выносимые на защиту:

1. Описаны бифуркации в гамильтоновых системах под действием затухаю­

щих возмущений. Найдены условия, при которых равновесие системы остаётся

нейтрально устойчивым, становится асимптотически устойчивым, либо теря­
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ет устойчивость с возникновением устойчивых решений, близких к периоди­

ческим. Показана неэффективность метода линеаризации для асимптотически

автономных систем.

2. Установлены условия, при которых сохраняется или исчезает бифуркация

центр-седло в системах с затухающими возмущениями. Описаны асимптотиче­

ские режимы для решений и условия их устойчивости при различных значениях

бифуркационного параметра предельной системы.

3. Описаны режимы фазового захвата и фазового дрейфа для решений нели­

нейных систем, возникающих под действием затухающих осциллирующих воз­

мущений с асимптотически постоянной резонансной частотой. Выявлена роль

возмущений в смещении границы устойчивости равновесия.

4. Найдены условия существования и устойчивости захвата осциллирующих си­

стем в нелинейный резонанс под действием затухающих возмущений. Выведена

модельная система, описывающая усреднённую динамику.

5. Доказано существование и устойчивость резонансных решений с неограничен­

но растущей энергией в нелинейных системах с затухающими возмущениями с

чирпированной частотой. Построена асимптотика для общих резонансных ре­

шений на бесконечности по времени. Исследованы резонансные режимы для

осциллятора Дуффинга с затухающими возмущениями.

6. Определены классы стохастических возмущений типа белого шума, при кото­

рых гарантируется устойчивость по вероятности динамических систем на асимп­

тотически больших временных интервалах и на полуоси. Предложена конструк­

ция стохастических функций Ляпунова на основе локальной функции Ляпунова

невозмущённой детерминированной системы.

7. Найдены условия на структуру и параметры шума, при которых равновесие в

стохастических системах, близких к гамильтоновым, либо становится асимпто­

тически устойчивым по вероятности, либо теряет устойчивость. Доказана устой­

чивость по вероятности равновесия на асимптотически больших временных ин­

тервалах в некоторых промежуточных случаях.
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8. Описаны условия устойчивости по вероятности равновесия в режимах фазо­

вого захвата и фазового дрейфа в нелинейных гамильтоновых системах под дей­

ствием шума и резонансных возмущений. Выведена модельная система обыкно­

венных дифференциальных уравнений, описывающая усреднённую динамику.

9. Найдены условия существования и устойчивости резонансных решений с

неограниченно растущей амплитудой и фазой, синхронизированной с чирпи­

рованными возмущениями, при наличии белого шума. Определены пороговые

значения и их зависимость от параметров возмущений.

Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми. Новизна

обоснована тем, что, в отличие от известных результатов для близких задач, в

настоящей работе не предполагается ни линейности уравнений, ни гамильтоно­

вой структуры возмущений, ни наличия специальных ограничений на правые

части предельных уравнений и возмущения, ни существования заранее задан­

ных функций Ляпунова для возмущённых систем. Основные предположения

касаются локального поведения предельной системы в окрестности равновесия

и степенного затухания возмущений на бесконечности по независимой перемен­

ной.

Теоретическая и практическая значимость. Результаты работы но­

сят теоретический характер и могут быть использованы при исследовании нели­

нейных детерминированных и стохастических математических моделей. В част­

ности, развитая теория и разработанные методы применялись в задачах о ста­

билизации неустойчивых резонансных режимов [249], [253], [254], [259], при ис­

следовании решений возмущённых уравнений Пенлеве [263] и уравнений, опи­

сывающих процесс самофокусировки [250], а также при описании резонансных

режимов в возмущённых осцилляторах Дуффинга [258], [265], [270].

Методология и методы исследования. В работе применяются и раз­

виваются методы теории обыкновенных и стохастических дифференциальных

уравнений, теории устойчивости и асимптотического анализа.

При исследовании устойчивости часто используется метод первого прибли­
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жения, основанный на анализе собственных значений матрицы системы, линеа­

ризованной на решении. В некоторых случаях по знакам действительных частей

собственных значений удаётся сделать выводы об устойчивости или неустойчи­

вости решения в исходных уравнениях. В критических случаях, например, ко­

гда собственные значения являются чисто мнимыми, такой метод оказывается

неэффективным (см., например, [57, §5]). Метод первого приближения не рабо­

тает и при исследовании асимптотически автономных систем (см., например,

§ 1.5.2). В этих случаях свойство устойчивости зависит от нелинейных членов

уравнений, и для исследования применяется метод, связанный с построением

функций Ляпунова. Под функцией Ляпунова обычно понимается некоторая

вспомогательная функция, производная которой, вычисленная на траектори­

ях возмущённой системы обладает определёнными оценками, позволяющими

анализировать устойчивость без нахождения явных формул для решений. Су­

ществует множество способов построения таких функций для различных клас­

сов детерминированных систем (см., например, [56, § 26], [106, гл. II], [57], [52],

[201], [10], [3], [89, гл. 4], [22], [101], [61, §4.1], [26, §2.1]). Вопросы построения

функций Ляпунова для систем стохастических дифференциальных уравнений

обсуждались в [199, гл. II, § 5], [192, гл. 5], [188, гл. 2–3], [101, гл. VII], [278,

§ 7.2]. В настоящей работе предлагаются конструкции функций Ляпунова для

классов асимптотически автономных систем, основанные на методе усреднения

и учитывающие специфику затухающих со временем возмущений. Отметим,

что близкие идеи использовались в [100] и [101, гл. III] при исследовании задач

с малым параметром. Однако эти результаты и подходы не допускают прямого

переноса на системы с затухающими возмущениями и не могут быть эффектив­

но использованы в рассматриваемых задачах.

Таким образом, в настоящей работе разрабатывается подход к исследова­

нию качественных и асимптотических свойств решений асимптотически авто­

номных нелинейных систем, близких к гамильтоновым, основанный на комбина­

ции метода усреднения и построения функций Ляпунова. На первом шаге стро­
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ятся замены переменных, преобразующие и упрощающие уравнения в главных

членах асимптотики на бесконечности по независимой переменной. Упрощения

связаны с усреднением правых частей уравнений по некоторой быстрой перемен­

ной. Для различных классов возмущений на роль такой переменной подходит

либо переменная угол, либо фаза возмущений. На следующем шаге исследуют­

ся модельные уравнения, получаемые из преобразованных путём отбрасывания

остаточных членов асимптотики правой части. На уровне модельных уравне­

ний описываются возможные асимптотические режимы для решений и обос­

новывается их устойчивость или неустойчивость с помощью построения функ­

ций Ляпунова или Четаева. На последнем шаге доказывается, что отброшен­

ные слагаемые при выводе модельных уравнений являются несущественными

и не влияют на глобальную динамику. В этом случае обоснование проводится

путём построения классических и стохастических функций Ляпунова для пол­

ных возмущённых уравнений на основе усредняющих преобразований. В зада­

чах со случайными возмущениями предложена последовательная конструкция

стохастических функций Ляпунова, позволяющая обосновать устойчивость по

вероятности решений относительно шума на любом полиномиально большом

временном интервале.

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность

результатов обеспечивается строгими доказательствами на основе фундамен­

тальных положений качественной теории дифференциальных уравнений, тео­

рии устойчивости и теории стохастических дифференциальных уравнений.

Результаты работы обсуждались на общегородских семинарах им. А.М.

Ильина по дифференциальным уравнениям математической физики ИМВЦ

УФИЦ РАН (Уфа, 2016–2026), семинарах по теории вероятностей и случай­

ным процессам УГАТУ (Уфа, 2016–2018), семинаре «Нелинейный анализ» фа­

культета математики Потсдамского университета (Потсдам, 2018), коллоквиу­

ме Междисциплинарной исследовательской лаборатории им. П.Л. Чебышева

СПбГУ (Санкт-Петербург, 2020), семинаре Международной лаборатории ди­
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намических систем и приложений ВШЭ (Нижний Новгород, 2026), междуна­

родной конференции EquaDiff (Лион, 2015), Уфимской международной матема­

тической конференции (Уфа, БашГУ, 2016), Международной конференции по

теории функций, посвящённой столетию А.Ф. Леонтьева (Уфа, БашГУ, 2017),

Международных конференциях «Проблемы математической физики и матема­

тическое моделирование» (Москва, МИФИ, 2017, 2018), Международных кон­

ференциях по дифференциальным и функционально-дифференциальным урав­

нениям (DFDE) (Москва, РУДН, 2017, 2022), Международной конференции

«Спектральная теория и смежные вопросы» (Уфа, БГПУ, 2018), Международ­

ных конференциях «Дифференциальные уравнения и смежные вопросы», по­

свящённых выдающемуся математику И.Г. Петровскому (Москва, МГУ, 2021,

2025), Международной конференции «Дифференциальные уравнения и опти­

мальное управление», посвящённой 100-летию со дня рождения академика Е.Ф.

Мищенко (Москва, МИАН, 2022), Международных конференциях «Нелинейные

уравнения и комплексный анализ» (Р. Башкортостан, 2022, 2023, 2025), Между­

народной Воронежской весенней математической школе «Современные методы

теории краевых задач. Понтрягинские чтения» (Воронеж, 2023), Всероссийской

конференции «Нелинейные дни» (Саратов, СГУ, 2023), IV Конференции мате­

матических центров России (Санкт-Петербург, СПбГУ, 2024), Международных

научных конференциях «Уфимская осенняя математическая школа» (Уфа, УУ­

НиТ, 2024, 2025), Международной конференции «Динамические системы: устой­

чивость, управление, дифференциальные игры», посвящённая 100-летию со дня

рождения академика Н.Н. Красовского (Екатеринбург, ИММ УрО РАН, 2024),

VIII Международной конференции «Topological methods in dynamics and related

topics» (Нижний Новгород, ВШЭ, 2025).

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 29 ра­

ботах [92], [93], [94], [246], [247], [248], [249], [250], [251], [252], [253], [254], [255],

[256], [257], [258], [259], [260], [261], [262], [263], [264], [265], [266], [267], [268], [269],

[270], [271].
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Личный вклад автора. Содержание диссертации и положения, выноси­

мые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубликованные рабо­

ты. Все представленные результаты получены лично автором.

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из введения,

9 глав, заключения и библиографии. В каждой главе выделены параграфы,

содержащие постановку задач, формулировку результатов, их доказательства

и примеры. Общий объём диссертации составляет 391 страницу. Библиография

включает 285 источников.
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из отдела дифференциальных уравнений Института математики с вычислитель­
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Глава 1

Бифуркации в асимптотически автономных

почти гамильтоновых системах

1.1. Введение

В настоящей главе исследуется влияние затухающих со временем возму­

щений на бифуркации и устойчивость гамильтоновых систем.

Структура главы следующая. В § 1.2 приводится постановка задачи и опи­

сывается класс неавтономных возмущений. Основные результаты, связанные с

описанием возможных бифуркаций и асимптотических режимов, представлены

в § 1.3. Достаточные условия на возмущения, при которых гарантируется при­

менимость результатов, описаны в § 1.4. Примеры обсуждаются в § 1.5. Обосно­

вание результатов содержится в § 1.6. Предлагаемый метод исследования устой­

чивости и бифуркаций основан на замене переменных, связанной с функцией

Ляпунова для полной асимптотически автономной системы. Построение такой

замены описывается в § 1.6.1. В § 1.6.2 описываются бифуркации, связанные с

изменением свойств устойчивости равновесия. Появление решений, близких к

периодическим, обсуждается в § 1.6.3. Доказательство применимости получен­

ных результатов для описания бифуркаций в полной системе при различных

ограничениях на возмущения содержится в § 1.7. Выводы главы содержатся

в § 1.8.

1.2. Постановка задачи

Рассматривается система двух обыкновенных дифференциальных уравне­

ний:

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑥2𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡),
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑥1𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡), (1.1)
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𝑡 > 0. Предполагается, что функции 𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) и 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) являются бес­

конечно дифференцируемыми и для любого компакта 𝐷 ⊂ R2 имеют место

пределы 𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) → 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) и 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) → 0 при 𝑡 → ∞ для любых

(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷. Для предельной автономной системы

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑥2𝐻0(𝑥1, 𝑥2),
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑥1𝐻0(𝑥1, 𝑥2) (1.2)

с гамильтонианом 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) предполагается наличие изолированной неподвиж­

ной точки (0, 0) типа центр. Без ограничения общности будем считать, что

𝐻0(𝑥1, 𝑥2) =
|x|2

2
+𝒪(|x|3), |x| =

√︁
𝑥21 + 𝑥22 → 0, (1.3)

и существуют 𝑟0 > 0 и 𝐸0 > 0 такие, что линии уровня {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 :

𝐻0(𝑥1, 𝑥2) = 𝐸}, лежащие в области 𝐷0 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 : |x| < 𝑟0} при 𝐸 ∈

(0, 𝐸0], представляют собой замкнутые кривые на фазовой плоскости (𝑥1, 𝑥2),

параметризованные параметром 𝐸. Этим кривым соответствуют периодические

решения системы (1.2) с периодом 𝑇 (𝐸) = 2𝜋/𝜔(𝐸), где 𝜔(𝐸) ̸= 0 для всех

𝐸 ∈ [0, 𝐸0] и 𝜔(𝐸) = 1 + 𝒪(𝐸) при 𝐸 → 0. Значение 𝐸 = 0 соответствует

неподвижной точке (0, 0).

Неавтономные возмущения предельной системы описываются функциями

со степенной асимптотикой:

𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∼ 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) +
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞𝐻𝑘(𝑥1, 𝑥2),

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2) (1.4)

при 𝑡→ ∞, где 𝑞 ∈ Z+ := {1, 2, . . . }. Предполагается, что возмущения сохраня­

ют неподвижную точку (0, 0):

𝜕𝑥1𝐻(0, 0, 𝑡) ≡ 0, 𝜕𝑥2𝐻(0, 0, 𝑡) ≡ 0, 𝐹 (0, 0, 𝑡) ≡ 0.

Заметим, что структура возмущений может быть более сложной, например,

асимптотические ряды (1.4) могут быть отличными от степенных или коэф­
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фициенты асимптотик могу явно зависеть от 𝑡. Однако, такие возмущения не

рассматриваются в настоящей главе.

Цель главы — описать возможные асимптотические режимы в возмущён­

ной системе и раскрыть роль затухающих возмущений в соответствующих би­

фуркациях. Здесь под бифуркациями понимается изменение свойств устойчи­

вости равновесия по Ляпунову и появление новых притягивающих или оттал­

кивающих состояний.

Заметим, что такие затухающие возмущения действительно могу повлиять

на устойчивость системы. Рассмотрим простой пример:

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑥 = 𝛾𝑡−𝜅

𝑑𝑥

𝑑𝑡
, 𝛾, 𝜅 ∈ R, 𝛾 ̸= 0, 𝜅 > 0.

Это уравнение в переменных 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑥̇ имеет вид (1.1) с 𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡

𝐻0(𝑥1, 𝑥2) ≡ |x|2/2 и 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡ 𝛾𝑡−𝜅𝑥2. Легко проверить, что невозмущён­

ное уравнение (𝛾 = 0) имеет следующее общее решение: 𝑥(𝑡; 𝑎, 𝜙) = 𝑎 cos(𝜙+ 𝑡).

Асимптотика на далеких временах для двух-параметрического семейства реше­

ний возмущённого уравнения (𝛾 ̸= 0) находится с помощью метода ВКБ (см.,

например, [99, гл. II, § 6]):

𝑥(𝑡; 𝑎, 𝜙) = 𝑎
[︀
cos(𝜙+ 𝑡) +𝒪(𝑡1−𝜅)

]︀
, 𝜅 > 1;

𝑥(𝑡; 𝑎, 𝜙) = 𝑎𝑡𝛾/2
[︀
cos(𝜙+ 𝑡) +𝒪(𝑡−1)

]︀
, 𝜅 = 1;

𝑥(𝑡; 𝑎, 𝜙) = 𝑎 exp
(︁𝛾𝑡1−𝜅
1− 𝜅

)︁{︁
cos
(︀
𝜙+ 𝑡+𝒪(𝑡1−2𝜅) +𝒪(log 𝑡)

)︀
+𝒪(𝑡−𝜅)

}︁
, 𝜅 < 1,

где 𝑎, 𝜙 ∈ R — произвольные параметры. Отсюда следует, что устойчивость

тривиального решения 𝑥(𝑡) ≡ 0 или неподвижной точки (0, 0) зависит от пара­

метров 𝛾 и 𝜅. В частности, если 𝜅 > 1, то неподвижная точка является устойчи­

вой, но не асимптотически. В этом случае неавтономное уравнение описывают

такую же динамику, что и решения предельного уравнения. Неподвижная точ­

ка становится притягивающей, когда 𝛾 < 0 (полиномиально устойчивой при

𝜅 = 1 и экспоненциально устойчивой при 0 < 𝜅 < 1), и теряет устойчивость,
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когда 𝛾 > 0. В общем случае, долговременная асимптотика для решения вычис­

ляется не так просто, и устойчивость равновесия зависит от нелинейных членов

уравнений. Примеры нелинейных уравнений обсуждаются в § 1.7.

1.3. Основные результаты

Предлагаемый метод исследования асимптотических режимов в системе

(1.1) основан на построении подходящих функций Ляпунова. При этом функция

Ляпунова используется в качестве новой зависимой переменной. В настоящей

главе строятся такая функция и замена переменных удобные для дальнейшего

анализа бифуркаций в системе (1.1).

Пусть (𝑥01(𝑡, 𝐸), 𝑥
0
2(𝑡, 𝐸)) — 𝑇 (𝐸)-периодическое решение системы (1.2) та­

кое, что 𝐻0(𝑥
0
1(𝑡), 𝑥

0
2(𝑡)) ≡ 𝐸, 𝑥01(0, 𝐸) > 0, 𝑥02(0, 𝐸) = 0 для всех 𝐸 ∈ (0, 𝐸0].

Определим 𝒟0 := {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 : 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝐸0} ∩𝐷0. Тогда справедлива

Теорема 1. Пусть система (1.1) удовлетворяет условиям (1.3), (1.4). Тогда

для любого 𝑁 ∈ Z+ и 𝜀 ∈ (0, 1) найдется 𝑡0 > 0 и цепочка обратимых преобра­

зований (𝑥1, 𝑥2) ↦→ (𝐸,𝜙) ↦→ (𝑣, 𝜙),

𝑥1(𝑡) = 𝑥01

(︂
𝜙(𝑡)

𝜔(𝐸(𝑡))
, 𝐸(𝑡)

)︂
, 𝑥2(𝑡) = 𝑥02

(︂
𝜙(𝑡)

𝜔(𝐸(𝑡))
, 𝐸(𝑡)

)︂
, (1.5)

𝑣(𝑡) = 𝑉𝑁(𝐸(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡), 𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡) = 𝐸 +
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑣𝑘(𝐸,𝜙), (1.6)

где 𝑣𝑘(𝐸,𝜙) — 2𝜋-периодические функции по 𝜙,

|𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡)− 𝐸| ≤ 𝜀𝐸, |𝜕𝐸𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡)− 1| ≤ 𝜀

при всех 𝐸 ∈ [0, 𝐸0], 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡0, такие, что для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝒟0 и 𝑡 ≥ 𝑡0

система (1.1) приводится к виду

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞Λ𝑘(𝑣) +𝑅𝑁+1(𝑣, 𝜙, 𝑡), (1.7)

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑣) +𝐺𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡), (1.8)
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где Λ𝑘(𝑣) = 𝒪(𝑣) при 𝑣 → 0, а функции 𝑅𝑁+1(𝑣, 𝜙, 𝑡) и 𝐺𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡) определены

для всех 𝑣 ∈ [0, 𝑑0], 𝜙 ∈ R с 𝑑0 = (1− 𝜀)𝐸0, являются 2𝜋-периодическими по 𝜙

и удовлетворяют оценкам

𝑅𝑁+1(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑁+1
𝑞 ), 𝐺𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑡−

1
𝑞 )

при 𝑡→ ∞ равномерно для всех 𝑣 ∈ [0, 𝑑0], 𝜙 ∈ R.

Доказательство теоремы 1 содержится в § 1.6.1.

Из свойств функции 𝑅𝑁+1(𝑣, 𝜙, 𝑡) следует, что главные члены асимптоти­

ки решений уравнения (1.7) не зависят от 𝜙. Долговременное поведение реше­

ний 𝑣(𝑡) определяется функциями {Λ𝑘(𝑣)}𝑁𝑘=1. Кроме того, из (1.8) следует, что

𝜙(𝑡) → ∞ при 𝑡→ ∞, в то время как 𝑣(𝑡) ∈ [0, 𝑑0].

Пусть 𝑛 ≥ 1 — наименьшее целое число, такое что Λ𝑛(𝑣) ̸≡ 0. Тогда урав­

нение (1.7) примет вид:

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑁∑︁
𝑘=𝑛

𝑡−
𝑘
𝑞Λ𝑘(𝑣) +𝑅𝑁+1(𝑣, 𝜙, 𝑡), 𝑡 ≥ 𝑡0.

Теорема 2. Пусть 𝑛 ≥ 1 — целое число такое, что Λ𝑘(𝑣) ≡ 0 для 𝑘 < 𝑛 и

Λ𝑛(𝑣) = 𝜆𝑛𝑣 +𝒪(𝑣2), 𝑣 → 0, 𝜆𝑛 = const ̸= 0. (1.9)

Тогда равновесие (0, 0) системы (1.1) неустойчиво при 𝜆𝑛 > 0, 𝑛 ≤ 𝑞 и равно­

мерно устойчиво при 𝜆𝑛 < 0. Более того, если 𝜆𝑛 < 0 и 𝑛 < 𝑞 (𝑛 = 𝑞), то

равновесие равномерно экспоненциально (полиномиально) устойчиво.

Отметим, что при потере устойчивости равновесия решения уравнения

(1.7), стартующие из окрестности нуля, либо остаются внутри интервала (0, 𝑑0),

либо пересекают границу 𝑑0 при 𝑡exit > 𝑡0. В первом случае траектории возму­

щённой системы могут притягиваться периодическими решениями предельной

системы. Условия, гарантирующие существование таких притягивающих или

отталкивающих состояний, обсуждаются ниже. Во втором случае траектории

(1.1) могут проходить через сепаратрису предельной системы при 𝑡 > 𝑡exit и
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быть захвачены другим аттрактором. Однако такие глобальные бифуркации

решений в данной работе не обсуждаются.

Таким образом, для неавтономных возмущений, удовлетворяющих услови­

ям теоремы 2, 𝜆𝑛 можно рассматривать как параметр бифуркации. При этом

𝜆𝑛 = 0 является критическим значением.

Рассмотрим случай, когда главный член правой части уравнения (1.7) яв­

ляется нелинейным относительно 𝑣.

Теорема 3. Пусть 1 ≤ 𝑚 < 𝑛 — целые числа такие, что Λ𝑘(𝑣) ≡ 0 для

𝑘 < 𝑚,

Λ𝑚(𝑣) = 𝛾𝑚,𝑠𝑣
𝑠 +𝒪(𝑣𝑠+1), Λ𝑗(𝑣) = 𝒪(𝑣𝑠), 𝑚 ≤ 𝑗 < 𝑛,

Λ𝑛(𝑣) = 𝜆𝑛𝑣 +𝒪(𝑣2), 𝑣 → 0,

где 𝛾𝑚,𝑠, 𝜆𝑛 = const ̸= 0, 𝑠 ∈ Z, 𝑠 ≥ 2. Тогда равновесие (0, 0) системы (1.1)

является

• равномерно устойчивым, если 𝜆𝑛 < 0 и 𝛾𝑚,𝑠 < 0;

• неустойчивым, если 𝜆𝑛 > 0, 𝛾𝑚,𝑠 > 0 и 𝑛 ≤ 𝑞.

Заметим, что в некоторых случаях последнее утверждение можно улуч­

шить. В частности, мы имеем

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3.

• Если 𝑚 < 𝑛 < 𝑞, то равновесие (0, 0) системы (1.1)

– равномерно экспоненциально устойчиво при 𝜆𝑛 < 0;

– полиномиально устойчиво при 𝜆𝑛 > 0 и 𝛾𝑚,𝑠 < 0.

• Если 𝑚 < 𝑛 = 𝑞, то равновесие (0, 0) системы (1.1)

– равномерно полиномиально устойчиво при 𝜆𝑛 + 𝑛−𝑚
𝑞(𝑠−1) < 0;
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– полиномиально устойчиво при 𝜆𝑛 + 𝑛−𝑚
𝑞(𝑠−1) > 0 и 𝛾𝑚,𝑠 < 0.

• Если 𝑚 < 𝑞 < 𝑛, то равновесие (0, 0) системы (1.1) полиномиально

устойчиво при 𝛾𝑚,𝑠 < 0;

• Если 𝑞 ≤ 𝑚 < 𝑛, то равновесие (0, 0) системы (1.1) устойчиво при

𝛾𝑚,𝑠 < 0.

Заметим, что в случае 𝑛 = 𝑞 при 𝛾𝑚,𝑠 > 0 и 𝜆𝑛 + 𝜈 > 0, 𝜈 = 𝑛−𝑚
𝑞(𝑠−1)

устойчивость равновесия по Ляпунову не обоснована. Более того, из теоремы 4

следует, что тривиальное решение слабо неустойчиво с весом 𝑡𝜈: существует

𝜖 > 0 такое, что для сколь угодно малых начальных данных ∃ 𝑡* > 0: 𝐸(𝑡)𝑡𝜈 ≥ 𝜖

при 𝑡 ≥ 𝑡*. Из (1.3) следует, что равновесие (0, 0) неустойчиво с весом 𝑡𝜈/2.

Аналогично, в случае𝑚 < 𝑞 < 𝑛 при 𝛾𝑚,𝑠 > 0 неподвижная точка (0, 0) системы

(1.1) неустойчива с весом 𝑡𝜂/2.

Для неавтономных возмущений, удовлетворяющих условиям теоремы 3,

устойчивость равновесия определяется двумя параметрами 𝜆𝑛 и 𝛾𝑚,𝑠 (см. рис. 1.1).

Разбиение плоскости параметров зависит от отношения 𝑛/𝑞. Отметим, что если

𝜆𝑛 > 0, то равновесие становится неустойчивым в соответствующей линеари­

зованной системе. Однако асимптотическая устойчивость может сохраняться в

полной системе из-за нелинейных членов уравнений.

Теперь рассмотрим случай, когда правая часть уравнения (1.7) не имеет

линейных членов относительно 𝑣.

Теорема 5. Пусть 1 ≤ 𝑚 < 𝑛 являются целыми числами, такими что

Λ𝑘(𝑣) ≡ 0 для 𝑘 < 𝑚 и

Λ𝑚(𝑣) = 𝛾𝑚,𝑠𝑣
𝑠 +𝒪(𝑣𝑠+1), Λ𝑗(𝑣) = 𝒪(𝑣𝑠), 𝑗 < 𝑛,

Λ𝑛(𝑣) = 𝛾𝑛,𝑑𝑣
𝑑 +𝒪(𝑣𝑑+1), Λ𝑖(𝑣) = 𝒪(𝑣𝑑), 𝑖 > 𝑛

при 𝑣 → 0 с 𝛾𝑚,𝑠, 𝛾𝑛,𝑑 = const ̸= 0, 𝑠, 𝑑 ∈ Z, 𝑠, 𝑑 ≥ 2.

1. Если 𝑠 ≤ 𝑑, то равновесие (0, 0) системы (1.1)
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Рис. 1.1. Разбиение плоскости параметров (𝜆𝑛, 𝛾𝑚,𝑠) при 𝑚 < 𝑞. Здесь 𝐷𝑒𝑠 и 𝐷𝑝𝑠 — области

экспоненциальной и полиномиальной устойчивости, 𝐷𝑢 — область неустойчивости, а 𝐷𝑤𝑢 —

область неустойчивости с весом.

• равномерно устойчиво при 𝛾𝑚,𝑠 < 0;

• неустойчиво при 𝛾𝑚,𝑠 > 0 и 𝑚 ≤ 𝑞.

2. Если 𝑠 > 𝑑, то равновесие (0, 0) системы (1.1)

• равномерно устойчиво при 𝛾𝑚,𝑠 < 0 и 𝛾𝑛,𝑑 < 0;

• неустойчиво при 𝛾𝑚,𝑠 > 0, 𝛾𝑛,𝑑 > 0 и 𝑚 ≤ 𝑞.

Доказательство теорем 2, 3, 4, 5 содержится в § 1.6.2.

Покажем, что затухающие неавтономные возмущения могут приводить к

появлению траекторий, сходящихся к периодическим решениям соответствую­

щей предельной системы.

Теорема 6. Пусть 𝑛 ≥ 1 — целое число, такое что Λ𝑘(𝑣) ≡ 0 для 𝑘 < 𝑛,

Λ𝑛(𝑣) ̸≡ 0 и 𝑉𝑐 ∈ (0, 𝐸0) — действительное число, такое что Λ𝑛(𝑉𝑐) = 0 и

Λ′
𝑛(𝑉𝑐) < 0. Тогда для любого 𝜖 > 0 найдутся 𝛿* > 0 и 𝑡* > 0 такие, что

∀ (𝑥1,0, 𝑥2,0) ∈ 𝐷0: |𝐻0(𝑥1,0, 𝑥2,0) − 𝑉𝑐| ≤ 𝛿* и 𝜏0 ≥ 𝑡* решение 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) си­

стемы (1.1) с начальными данными 𝑥1(𝜏0) = 𝑥1,0, 𝑥2(𝜏0) = 𝑥2,0 удовлетворяет

оценке |𝐻0(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) − 𝑉𝑐| < 𝜖 для всех 𝑡 ≥ 𝜏0. Более того, если 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑞,

𝐻0(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) → 𝑉𝑐 при 𝑡→ ∞.
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Теорема 7. Пусть 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑞 — целое число, такое что Λ𝑘(𝑣) ≡ 0 для

𝑘 < 𝑛, Λ𝑛(𝑣) ̸≡ 0 и 𝑉𝑐 ∈ (0, 𝐸0) — действительное число, такое что Λ𝑛(𝑉𝑐) =

0 и Λ′
𝑛(𝑉𝑐) > 0. Тогда существует 𝜖 > 0 такое, что для любого 𝛿* > 0

∃ (𝑥1,0, 𝑥2,0) ∈ 𝐷0: |𝐻0(𝑥1,0, 𝑥2,0) − 𝑉𝑐| ≤ 𝛿* и 𝜏0 > 0 решение 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) си­

стемы (1.1) с начальными данными 𝑥1(𝜏0) = 𝑥1,0, 𝑥2(𝜏0) = 𝑥2,0 удовлетворяет

оценке |𝐻0(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))− 𝑉𝑐| ≥ 𝜖 при некотором 𝑡 ≥ 𝜏0.

Следствие 1. Пусть 𝑛 ≥ 1 — целое число, такое что в Λ𝑘(𝑣) ≡ 0 для

𝑘 < 𝑛, Λ𝑛(𝑣) ̸≡ 0 и 𝑉 𝑙
𝑐 ∈ (0, 𝐸0), 𝑙 = 1, . . . , 𝑠, 𝑠 ≥ 1 — множество действи­

тельных чисел, такое что Λ𝑛(𝑉
𝑙
𝑐 ) = 0, Λ′

𝑛(𝑉
𝑙
𝑐 ) < 0. Тогда для любого целого

числа 𝑙 ∈ [1, 𝑠] и для любого 𝜖 > 0 найдутся 𝛿* > 0 и 𝑡* > 0 такие, что

∀ (𝑥1,0, 𝑥2,0) ∈ 𝐷0: |𝐻0(𝑥1,0, 𝑥2,0) − 𝑉 𝑙
𝑐 | ≤ 𝛿* и 𝜏0 ≥ 𝑡* решение 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) си­

стемы (1.1) с начальными данными 𝑥1(𝜏0) = 𝑥1,0, 𝑥2(𝜏0) = 𝑥2,0 удовлетворяет

оценке |𝐻0(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) − 𝑉 𝑙
𝑐 | < 𝜖 для всех 𝑡 ≥ 𝜏0. Более того, если 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑞,

𝐻0(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) → 𝑉 𝑙
𝑐 при 𝑡→ ∞.

Доказательство теорем 6, 7 содержится в § 1.6.3.

1.4. Применимость результатов

Выше были описаны возможные асимптотические режимы в системах вида

(1.1). Далее приведем некоторые условия на возмущения, которые гарантируют

применимость этих результатов.

Теорема 8. Пусть 𝑙, ℎ, 𝑛 — положительные целые числа, такие, что 𝑙+ ℎ ≥

𝑛, а коэффициенты возмущений (1.4) удовлетворяют следующим условиям:

𝐻𝑖(𝑥1, 𝑥2) ≡ 0, 1 ≤ 𝑖 < ℎ, 𝐹𝑗(𝑥1, 𝑥2) ≡ 0, 1 ≤ 𝑗 < 𝑙; (1.10)∮︁
𝐻0(𝑥1,𝑥2)=𝐸

𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2)𝜕𝑥2𝐻0(𝑥1, 𝑥2)

|∇𝐻0(𝑥1, 𝑥2)|
𝑑𝑙 = 0 ∀𝐸 ∈ (0, 𝐸0), 𝑙 ≤ 𝑘 < 𝑛; (1.11)

𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2) = 𝒪(|x|2), 𝑙 ≤ 𝑘 < 𝑛, 𝐹𝑛(𝑥1, 𝑥2) = 𝜆𝑛𝑥2 +𝒪(|x|2) (1.12)



38

при |x| → 0, где 𝜆𝑛 = const ̸= 0. Тогда равновесие (0, 0) системы (1.1) неустой­

чиво при 𝜆𝑛 > 0, 𝑛 ≤ 𝑞 и равномерно устойчиво при 𝜆𝑛 < 0. Более того, если

𝜆𝑛 < 0 и 𝑛 < 𝑞 (𝑛 = 𝑞), равновесие равномерно экспоненциально (полиномиаль­

но) устойчиво.

Теорема 9. Пусть 𝑙, ℎ, 𝑛,𝑚 — положительные целые числа, такие что 𝑙+ℎ ≥

𝑛, 𝑛 > 𝑚 ≥ 𝑙 и коэффициенты возмущений (1.4) удовлетворяют (1.10), (1.12),∮︁
𝐻0(𝑥1,𝑥2)=𝐸

𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2)𝜕𝑥2𝐻0(𝑥1, 𝑥2)

|∇𝐻0(𝑥1, 𝑥2)|
𝑑𝑙 = 0 ∀𝐸 ∈ (0, 𝐸0), 𝑙 ≤ 𝑘 < 𝑚,

𝐹𝑚(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥2(𝛼𝑚𝑥
2
1 + 𝛽𝑚𝑥

2
2) +𝒪(|x|4), |x| → 0,

где 𝛼𝑚, 𝛽𝑚 = const. Равновесие системы (1.1)

• равномерно устойчиво при 𝜆𝑛 < 0 и 𝛼𝑚 + 3𝛽𝑚 < 0;

• неустойчиво при 𝜆𝑛 > 0, 𝛼𝑚 + 3𝛽𝑚 > 0 и 𝑛 ≤ 𝑞.

Следствие 2. При условиях теоремы 9 теорема 4 применима к системе (1.1)

с 𝑠 = 2 и 𝛾𝑚,𝑠 = (𝛼𝑚 + 3𝛽𝑚)/2.

Теорема 10. Пусть 𝑛 — положительное целое число такое, что 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑞

и возмущения (1.4) удовлетворяют следующим условиям:

𝐹𝑖(𝑥1, 𝑥2) ≡ 0, 1 ≤ 𝑖 < 𝑛;

𝐹𝑛(𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝜕𝑥2𝐻0(𝑥1, 𝑥2)
(︀
𝜆𝑛 − 𝜇𝑛𝐻0(𝑥1, 𝑥2)

)︀
+ 𝐹𝑛(𝑥1, 𝑥2), (1.13)

где 𝜆𝑛, 𝜇𝑛 = const ̸= 0 и 𝐹𝑛(𝑥1, 𝑥2) удовлетворяет (1.11). Тогда равновесие

(0, 0) системы (1.1) является

• неустойчивым при 𝜆𝑛 > 0;

• равномерно асимптотически устойчивым при 𝜆𝑛 < 0.

Если 𝜆𝑛 > 0, 𝜇𝑛 > 0 и |𝜆𝑛/𝜇𝑛| < 𝐸0, то для любого 𝜖 > 0 найдутся 𝛿* > 0 и 𝑡* >

0 такие, что ∀ (𝑥1,0, 𝑥2,0) ∈ 𝐷0: |𝐻0(𝑥1,0, 𝑥2,0) − 𝜆𝑛/𝜇𝑛| ≤ 𝛿* и 𝜏0 ≥ 𝑡* решение
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𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) системы (1.1) с начальными данными 𝑥1(𝜏0) = 𝑥1,0, 𝑥2(𝜏0) = 𝑥2,0

удовлетворяет оценке |𝐻0(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))−𝜆𝑛/𝜇𝑛| < 𝜖 для всех 𝑡 ≥ 𝜏0. Более того,

𝐻0(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) → 𝜆𝑛/𝜇𝑛 при 𝑡→ ∞.

Замечание 1. Если 𝜆𝑛 < 0, 𝛾𝑛 < 0 и |𝜆𝑛/𝜇𝑛| < 𝐸0, то неподвижная точка

(0, 0) асимптотически устойчива и множество {(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷0 : 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) =

𝐸𝑐} с 𝐸𝑐 = 𝜆𝑛/𝜇𝑛 неустойчиво (в смысле теоремы 7). Если 𝐸𝑐 — минимальный

ненулевой корень Λ𝑛(𝐸), то {(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷0 : 0 < 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) < 𝐸𝑐} — область

притяжения неподвижной точки (0, 0).

Доказательство теорем 8, 9, 10 содержится в § 1.7.

1.5. Примеры

1.5.1. Пример 1

Система

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑥2,
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= − sin𝑥1 + 𝑡−
𝑙
𝑞𝜅𝑙𝑥2 sin𝑥1 + 𝑡−

𝑛
𝑞𝜆𝑛𝑥2, 𝑡 ≥ 1, (1.14)

где 𝜅𝑙, 𝜆𝑛 = const, 0 < 𝑙 < 𝑛, имеет вид (1.1) с

𝐻0(𝑥1, 𝑥2) ≡ 1− cos𝑥1 +
𝑥22
2
, 𝐹𝑙(𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝜅𝑙𝑥2 sin𝑥1, 𝐹𝑛(𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝜆𝑛𝑥2,

𝐻𝑖(𝑥1, 𝑥2) ≡ 0 для 𝑖 ̸= 0 и 𝐹𝑗(𝑥1, 𝑥2) ≡ 0 для 𝑗 ̸∈ {𝑛,𝑚}. Легко проверить,

что система (1.14) удовлетворяет условиям теоремы 8 с ℎ = ∞. Следовательно,

устойчивость равновесия (0, 0) определяется параметром 𝜆𝑛 и отношением 𝑛/𝑞

(см. рис. 1.2).

1.5.2. Пример 2

Система

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑥2,
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= − sin𝑥1 + 𝑡−
𝑚
𝑞 𝛼𝑚𝑥

2
1𝑥2 + 𝑡−

𝑛
𝑞𝜆𝑛𝑥2, 𝑡 ≥ 1, (1.15)
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Рис. 1.2. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) для решений (1.14) при 𝑞 = 4, 𝑙 = 1, 𝜅𝑙 = 1. Чёрные точки

соответствуют начальным данным (0.5, 0).
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Рис. 1.3. Эволюция 𝑥1(𝑡) для решений (1.15) с 𝑞 = 2, 𝑚 = 1 и 𝑛 = 2. Пунктирные линии

соответствуют ±𝑡𝜈/2, 𝜈 = (𝑛−𝑚)/𝑞 = 0.5.

где 𝛼𝑚, 𝜆𝑛 = const, 0 < 𝑚 < 𝑛, демонстрирует неэффективность линейного

анализа устойчивости для неавтономных систем вида (1.1). Матрица линеари­

зованной системы 𝑑𝑥1/𝑑𝑡 = 𝑥2, 𝑑𝑥2/𝑑𝑡 = −𝑥1 + 𝜆𝑛𝑡
−𝑛/𝑞𝑥2 имеет следующие

собственные значения:

𝜇±(𝑡) =
1

2

(︁
𝜆𝑛𝑡

−𝑛
𝑞 ± 𝑖

√︁
4− 𝜆2𝑛𝑡

− 2𝑛
𝑞

)︁
.

Пусть 𝜆𝑛 > 0, тогда ℜ𝜇+(𝑡) > 0 для всех 𝑡 ≥ 1. Из теоремы 8 следует, что равно­

весие (0, 0) неустойчиво в линеаризованной системе. С другой стороны, система

(1.15) удовлетворяет условиям теоремы 9 при 𝑙 = 𝑚 и 𝐹𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑚𝑥
2𝑦. Из

следствия 2 следует, что равновесие устойчиво, если 𝜆𝑛 > 0 и 𝛼𝑚 < 0 (см.

рис. 1.3).

1.5.3. Пример 3

Система

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑥2,
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= − sin𝑥1 + 𝑡−
𝑚
𝑞 𝛿𝑚𝑥

4
1𝑥2 + 𝑡−

𝑛
𝑞𝛼𝑛𝑥

2
1𝑥2, 𝑡 ≥ 1 (1.16)

c 𝛿𝑚, 𝛼𝑛 = const, 0 < 𝑚 < 𝑛 имеет вид (1.1) с функциями

𝐻0(𝑥1, 𝑥2) ≡ 1− cos𝑥1 +
𝑥22
2
, 𝐹𝑚(𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝛿𝑚𝑥

4
1𝑥2, 𝐹𝑛(𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝛼𝑛𝑥

2
1𝑥2,



42

-0.5 0.0 0.5

-0.5

0.0

0.5

x1

x
2

𝛿𝑚 = −0.3, 𝛼𝑛 = −0.3

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

x1

x
2

𝛿𝑚 = 0.3, 𝛼𝑛 = 0.3

Рис. 1.4. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) для решений (1.16) при 𝑞 = 2, 𝑚 = 1 и 𝑛 = 2. Чёрные точки

соответствуют начальным данным.

𝐻𝑖(𝑥1, 𝑥2) ≡ 0 для 𝑖 ̸= 0 и 𝐹𝑗(𝑥1, 𝑥2) ≡ 0 для 𝑗 ̸∈ {𝑚,𝑛}. Из § 1.6.1 следует, что

𝑍𝑘(𝐸,𝜙) ≡ 0, Λ𝑘(𝐸) ≡ 0, 𝑘 < 𝑚,

𝑍𝑚(𝐸,𝜙) ≡ 0, Λ𝑚(𝐸) =

∮︁
𝐻0(𝑥1,𝑥2)=𝐸

𝜔𝐹𝑚𝜕𝑥2𝐻0

2𝜋|∇𝐻0|
𝑑𝑙

= 𝛾𝑚,3𝐸
3(1 +𝒪(𝐸)),

𝑍𝑗(𝐸,𝜙) = 𝒪(𝐸3), Λ𝑗(𝐸) = 𝒪(𝐸3), 𝑚 ≤ 𝑗 < 𝑛,

𝑍𝑛(𝐸,𝜙) = 𝒪(𝐸3), Λ𝑛(𝐸) =

∮︁
𝐻0(𝑥1,𝑥2)=𝐸

𝜔𝐹𝑛𝜕𝑥2𝐻0

2𝜋|∇𝐻0|
𝑑𝑙 − ⟨𝑍𝑛(𝐸,𝜙)⟩

= 𝛾𝑛,2𝐸
2(1 +𝒪(𝐸)),

при 𝐸 → 0, где 𝛾𝑚,3 = 𝛿𝑚/2 и 𝛾𝑛,2 = 𝛼𝑛/2. Следовательно, система (1.16) удо­

влетворяет условию теоремы 5 при 𝑠 = 3 и 𝑑 = 2. Это означает, что равновесие

(0, 0) равномерно устойчиво, если 𝛾𝑚,3 < 0 и 𝛾𝑛,2 < 0 (см. рис. 1.4).
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Рис. 1.5. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) для решений (1.17) с 𝑛/𝑞 = 1 и 𝜅𝑛 = 0 при 𝑡 ≥ 1. Чёрные точ­

ки соответствуют начальным данным. Чёрные сплошные и пунктирные линии соответствуют

{(𝑥1, 𝑥2) : 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) = 1}.

1.5.4. Пример 4

Система

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑥2,
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝑥1 + 𝑡−
𝑛
𝑞 𝑥2

(︁
𝜆𝑛 + 𝜅𝑛𝑥1 − 𝜇𝑛

(𝑥21 + 𝑥22)

2

)︁
, 𝑡 ≥ 1 (1.17)

с 𝜆𝑛, 𝜇𝑛, 𝜅𝑛 = const удовлетворяет условиям теоремы 10 с 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) = |x|2/2 и

𝐹𝑛(𝑥1, 𝑥2) = 𝜅𝑛𝑥1𝑥2. Следовательно, если 𝜆𝑛 > 0 и 𝜇𝑛 > 0, то 𝐻0(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) →

𝜆𝑛/𝜇𝑛 при 𝑡→ ∞ для решений (1.17) с начальными данными, достаточно близ­

кими к множеству {(𝑥1, 𝑥2) : 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) = 𝜆𝑛/𝜇𝑛} (см. рис. 1.5).

1.6. Обоснование результатов

1.6.1. Замена переменных

Доказательство теоремы 1. Определим 2𝜋-периодические функции

𝑋1(𝜙,𝐸) = 𝑥01

(︂
𝜙

𝜔(𝐸)
, 𝐸

)︂
, 𝑋2(𝜙,𝐸) = 𝑥02

(︂
𝜙

𝜔(𝐸)
, 𝐸

)︂
,
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удовлетворяющие системе

𝜔(𝐸)
𝜕𝑋1

𝜕𝜙
= 𝜕𝑋2

𝐻0(𝑋1, 𝑋2), 𝜔(𝐸)
𝜕𝑋2

𝜕𝜙
= −𝜕𝑋1

𝐻0(𝑋1, 𝑋2).

Эти функции используются для переписывания системы (1.1) в переменных

типа действие-угол (𝐸,𝜙). Из тождества 𝐻0(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸)) ≡ 𝐸 следует,

что ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝜙𝑋1 𝜕𝐸𝑋1

𝜕𝜙𝑋2 𝜕𝐸𝑋2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 1

𝜔(𝐸)
̸= 0.

Последнее неравенство гарантирует обратимость преобразования (1.5) для всех

𝐸 ∈ (0, 𝐸0) и 𝜙 ∈ [0, 2𝜋). Легко проверить, что в новых переменных (𝐸,𝜙)

система (1.1) принимает вид:

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑓(𝐸,𝜙, 𝑡),

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝜔(𝐸) + 𝑔(𝐸,𝜙, 𝑡), (1.18)

где

𝑓 ≡ −𝜔
(︁
𝜕𝜙𝐻

(︀
𝑋1, 𝑋2, 𝑡

)︀
− 𝐹

(︀
𝑋1, 𝑋2, 𝑡

)︀
𝜕𝜙𝑋1

)︁
,

𝑔 ≡ 𝜔
(︁
𝜕𝐸𝐻

(︀
𝑋1, 𝑋2, 𝑡

)︀
− 1− 𝐹

(︀
𝑋1, 𝑋2, 𝑡

)︀
𝜕𝐸𝑋1

)︁
являются 2𝜋-периодическими функциями по 𝜙. Так как (0, 0) является равно­

весием системы (1.1), то 𝑓(0, 𝜙, 𝑡) ≡ 0. Из (1.4) следует, что

𝑓(𝐸,𝜙, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑓𝑘(𝐸,𝜙), 𝑔(𝐸,𝜙, 𝑡) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑔𝑘(𝐸,𝜙), 𝑡→ ∞,

где

𝑓𝑘 ≡ −𝜔
(︁
𝜕𝜙𝐻𝑘

(︀
𝑋1, 𝑋2

)︀
− 𝐹𝑘

(︀
𝑋1, 𝑋2

)︀
𝜕𝜙𝑋1

)︁
,

𝑔𝑘 ≡ 𝜔
(︁
𝜕𝐸𝐻𝑘

(︀
𝑋1, 𝑋2

)︀
− 𝐹𝑘

(︀
𝑋1, 𝑋2

)︀
𝜕𝐸𝑋1

)︁
. (1.19)

Для упрощения первого уравнения в (1.18) рассмотрим преобразование пере­

менной 𝐸 в виде (1.6), где коэффициенты 𝑣𝑘(𝐸,𝜙) выбираются таким образом,

чтобы правая часть уравнения для новой переменной 𝑣(𝑡) ≡ 𝑉𝑁(𝐸(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡) не
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зависела от 𝜙 по крайней мере в первых членах асимптотики. При преобразо­

вании (𝐸,𝜙) ↦→ (𝑣, 𝜙) вид второго уравнения в (1.18) меняется незначительно.

При этом

𝐺𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑔𝑁,𝑘(𝑣, 𝜙), 𝑡→ ∞.

Здесь каждая функция 𝑔𝑁,𝑘(𝑣, 𝜙) является 2𝜋-периодической относительно 𝜙 и

выражается через 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘 и 𝑔1, . . . , 𝑔𝑘. Например,

𝑔𝑁,1(𝑣, 𝜙) = 𝑔1(𝑣, 𝜙)− 𝜔′(𝑣)𝑣1(𝑣, 𝜙),

𝑔𝑁,2(𝑣, 𝜙) = 𝑔2(𝑣, 𝜙)− 𝜔′(𝑣)
(︀
𝑣2(𝑣, 𝜙)− 𝜕𝑣𝑣1(𝑣, 𝜙)𝑣1(𝑣, 𝜙)

)︀
− 𝜕𝑣𝑔1(𝑣, 𝜙)𝑣1(𝑣, 𝜙) + 𝜔′′(𝑣)𝑣21(𝑣, 𝜙).

Отметим, что такое преобразование обычно применяется при усреднении систем

с малым параметром и связано с исключением быстрой переменной [9, гл. 6].

Здесь аналогом быстрой переменной может служить 𝜙. Однако наличие малого

параметра в системе не предполагается, и термины «быстрые» и «медленные»

переменные не совсем уместны.

Перейдем к вычислению коэффициентов 𝑣𝑘. Полная производная функции

𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡) по 𝑡 вдоль траекторий системы (1.18) имеет следующий вид

𝑑𝑉𝑁
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(1.18)

:= 𝜕𝑡𝑉𝑁 + 𝑓𝜕𝐸𝑉𝑁 +
(︁
𝜔 + 𝑔

)︁
𝜕𝜙𝑉𝑁

=
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞

(︁
𝜔𝜕𝜙𝑣𝑘 + 𝑓𝑘 −

𝑘 − 𝑞

𝑞
𝑣𝑘−𝑞

)︁
+

∞∑︁
𝑘=2

𝑡−
𝑘
𝑞

∑︁
𝑖+𝑗=𝑘

(︁
𝑓𝑗𝜕𝐸𝑣𝑖 + 𝑔𝑗𝜕𝜙𝑣𝑖

)︁
, (1.20)

где предполагается, что 𝑣𝑗(𝐸,𝜙) ≡ 0 для 𝑗 ≤ 0 и 𝑗 > 𝑁 . Подстановка (1.6)

в правую часть (1.7) и сравнение результата с (1.20) приводит к следующей

цепочке дифференциальных уравнений:

𝜔(𝐸)𝜕𝜙𝑣𝑘 = Λ𝑘(𝐸)− 𝑓𝑘(𝐸,𝜙) + 𝑍𝑘(𝐸,𝜙), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁, (1.21)
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где каждая функция 𝑍𝑘(𝐸,𝜙) выражается через 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘−1. В частности,

𝑍1 ≡0,

𝑍2 ≡𝑣1𝜕𝐸Λ1 −
(︀
𝑓1𝜕𝐸𝑣1 + 𝑔1𝜕𝜙𝑣1

)︀
,

𝑍3 ≡𝑣2𝜕𝐸Λ1 + 𝑣1𝜕𝐸Λ2 +
1

2
𝑣21𝜕

2
𝐸Λ1 −

∑︁
𝑖+𝑗=3

(︀
𝑓𝑗𝜕𝐸𝑣𝑖 + 𝑔𝑗𝜕𝜙𝑣𝑖

)︀
,

𝑍𝑘 ≡
∑︁

𝑗+𝛼1+2𝛼2+···+𝑖𝛼𝑖=𝑘
𝛼1+···+𝛼𝑖=𝑚≥1

𝐶𝑖,𝛼,𝑚𝑣
𝛼1
1 𝑣

𝛼2
2 . . . 𝑣𝛼𝑖

𝑖 𝜕
𝑚
𝐸Λ𝑗 −

∑︁
𝑖+𝑗=𝑘

(︀
𝑓𝑗𝜕𝐸𝑣𝑖 + 𝑔𝑗𝜕𝜙𝑣𝑖

)︀
+
𝑘 − 𝑞

𝑞
𝑣𝑘−𝑞,

где 𝐶𝑖,𝛼,𝑚 = const. Определим

Λ𝑘(𝐸) = ⟨𝑓𝑘(𝐸,𝜙)⟩ − ⟨𝑍𝑘(𝐸,𝜙)⟩, (1.22)

где

⟨𝑓𝑘(𝐸,𝜙)⟩
𝑑𝑒𝑓
=

1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑓𝑘(𝐸, 𝜑) 𝑑𝜑.

Следовательно, для каждого 𝑘 ≥ 1 правая часть (1.21) является 2𝜋-периодической

функцией относительно 𝜙 с нулевым средним. Интегрируя (1.21) относительно

𝜙, получаем

𝑣𝑘 =𝐻𝑘(𝑋1, 𝑋2) +
1

𝜔

𝜙∫︁
0

Λ𝑘 − 𝜔𝐹𝑘(𝑋1, 𝑋2)𝜕𝜑𝑋1 + 𝑍𝑘 𝑑𝜑, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁.

Заметим, что каждая 𝑣𝑘(𝐸,𝜙) является гладкой 2𝜋-периодической функцией

относительно 𝜙 такой, что 𝑣𝑘(0, 𝜙) ≡ 0. Из (1.22) следует, что Λ𝑘(𝑣) = 𝒪(𝑣) при

𝑣 → 0. Функция 𝑅𝑁+1(𝐸,𝜙, 𝑡) имеет следующий вид:

𝑅𝑁+1(𝐸,𝜙, 𝑡) ≡
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

𝑡−
𝑘
𝑞

(︁
𝑓𝑘 −

𝑘 − 𝑞

𝑞
𝑣𝑘−𝑞 +

𝑘−1∑︁
𝑗=1

(︀
𝑓𝑘−𝑗𝜕𝐸𝑣𝑗 + 𝑔𝑘−𝑗𝜕𝜙𝑣𝑗

)︀)︁
.

Ясно, что 𝑅𝑁+1(𝐸,𝜙, 𝑡) является 2𝜋-периодической функцией относительно 𝜙,

такой что 𝑅𝑁+1(0, 𝜙, 𝑡) ≡ 0 и 𝑅𝑁+1(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑡−(𝑁+1)/𝑞) при 𝑡 → ∞ для всех

𝑣 ∈ [0, 𝑑0], 𝜙 ∈ R с 𝑑0 = (1− 𝜀)𝐸0.
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Из (1.6) следует, что для любого 𝜀 ∈ (0, 1) существует 𝑡0 > 0 такое, что

(1− 𝜀)𝐸 ≤ 𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡) ≤ (1 + 𝜀)𝐸, (1− 𝜀) ≤ 𝜕𝐸𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡) ≤ (1 + 𝜀) (1.23)

для всех 𝐸 ∈ [0, 𝐸0], 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡0. Следовательно, преобразование (𝐸,𝜙) ↦→

(𝑣, 𝜙) обратимо.

1.6.2. Бифуркации равновесия

В этом разделе обсуждаются возможные бифуркации неподвижной точки

(0, 0) уравнения (1.1), а также тривиальное решение уравнения (1.7).

Из (1.3) и (1.5) следует, что 𝐸 = |x|2/2 +𝒪(|x|3) при |x| → 0. Объединяя

это с (1.23), мы видим, что 𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡) является положительно определённой

функцией в окрестности неподвижной точки (0, 0). Таким образом, 𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡)

в переменных (𝑥1, 𝑥2) может быть использована в качестве кандидата на функ­

цию Ляпунова для системы (1.1). Если полная производная 𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡) по 𝑡

вдоль траекторий системы (1.18) знакоопределена при 𝐸, близких к нулю, и

𝜙 ∈ R, то эта функция может быть эффективно использована для анализа

устойчивости равновесия (0, 0). Легко видеть, что правая часть (1.7) совпадает

с полной производной 𝑉𝑛(𝐸,𝜙, 𝑡).

Доказательство теоремы 2. Рассмотрим 𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡) с 𝑁 = 𝑛 как кандидата

на функцию Ляпунова для системы (1.1). Из (1.9) следует, что функция 𝑣(𝑡) =

𝑉𝑛(𝐸(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡) удовлетворяет уравнениям:

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
𝑞 𝑣(𝜆𝑛 +𝒪(𝑣) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 ))

при 𝑡 → ∞ и 𝑣 → 0 для всех 𝜙 ∈ R. Следовательно, для любого 𝜎 ∈ (0, 1)

существуют 0 < 𝑑1 ≤ 𝑑0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0 такие, что

𝑑𝑣

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

𝑛
𝑞 (1− 𝜎)𝜆𝑛𝑣 ≥ 0, если 𝜆𝑛 > 0,

𝑑𝑣

𝑑𝑡
≤ −𝑡−

𝑛
𝑞 (1− 𝜎)|𝜆𝑛|𝑣 ≤ 0, если 𝜆𝑛 < 0, (1.24)
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для всех 𝑣 ∈ [0, 𝑑1], 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡1. Интегрирование первой оценки в (1.24) по

𝑡 даёт неустойчивость тривиального решения 𝑣(𝑡) ≡ 0 уравнения (1.7) для всех

𝜙 ∈ R. Действительно, существует 𝜖 ∈ (0, 𝑑1/4) такое, что для всех 𝛿 ∈ (0, 𝜖)

решение 𝑣(𝑡) с начальными данными 𝑣(𝑡1) = 𝛿 превышает значение 𝜖 при 𝑡 > 𝑡*,

где

𝑡* = 𝑡1

(︁2𝜖
𝛿

)︁ 1
(1−𝜎)𝜆𝑛

, если
𝑛

𝑞
= 1;

𝑡
1−𝑛

𝑞
* = 𝑡

1−𝑛
𝑞

1 +
(︁ 𝑞 − 𝑛

(1− 𝜎)𝜆𝑛𝑞

)︁
log
(︁2𝜖
𝛿

)︁
, если

𝑛

𝑞
< 1.

Аналогично, из второй оценки в (1.24) следует, что для любого 𝜖 ∈ (0, 𝑑1)

найдется 𝛿 ∈ (0, 𝜖) такое, что решение 𝑣(𝑡) уравнения (1.7) с начальными дан­

ными 0 < 𝑣(𝑡1) < 𝛿 не может превзойти значение 𝜖 при 𝑡 ≥ 𝑡1. Следовательно,

решение 𝑣(𝑡) ≡ 0 уравнения (1.7) равномерно устойчиво для всех 𝜙 ∈ R (см.,

например, [190, § 4.5]). Более того, интегрируя эту оценку по 𝑡, получаем сле­

дующие неравенства:

0 ≤ 𝑣(𝑡) ≤ 𝑣(𝑡1)
(︁ 𝑡
𝑡1

)︁−(1−𝜎)|𝜆𝑛|
, если

𝑛

𝑞
= 1,

0 ≤ 𝑣(𝑡) ≤ 𝑣(𝑡1) exp
(︁
− (1− 𝜎)|𝜆𝑛|𝑞

𝑞 − 𝑛

(︀
𝑡1−

𝑛
𝑞 − 𝑡

1−𝑛
𝑞

1

)︀)︁
, если

𝑛

𝑞
̸= 1 (1.25)

при 𝑡 ≥ 𝑡1. Отсюда следует, что решение 𝐸(𝑡) ≡ 0 системы (1.18) равномерно

асимптотически устойчиво для всех 𝜙 ∈ R. В частности, устойчивость экспо­

ненциальная при 𝑛 < 𝑞, полиномиальная при 𝑛 = 𝑞, и не асимптотическая

при 𝑛 > 𝑞. Учитывая (1.5) и (1.23), получаем соответствующие утверждения об

устойчивости равновесия (0, 0) системы (1.1).

Доказательство теоремы 3. Как и выше, рассмотрим 𝑉𝑛(𝐸,𝜙, 𝑡) в качестве

кандидата на функцию Ляпунова. В этом случае его полная производная имеет

вид:

𝑑𝑉𝑛
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(1.18)

≡ 𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
𝑞

[︁
Λ𝑚(𝑣) + 𝜚𝑚(𝑣, 𝜙, 𝑡)

]︁
+ 𝑡−

𝑛
𝑞

[︁
Λ𝑛(𝑣) + 𝜚𝑛(𝑣, 𝜙, 𝑡)

]︁
,
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где 𝑣(𝑡) = 𝑉𝑛(𝐸(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡), |𝜚𝑚(𝑣, 𝜙, 𝑡)| ≤ 𝑀𝑡−1/𝑞𝑣𝑠, |𝜚𝑛(𝑣, 𝜙, 𝑡)| ≤ 𝑀𝑡−1/𝑞𝑣 при

𝑣 → 0, 𝑡 → ∞ для всех 𝜙 ∈ R с 𝑀 = const > 0. Следовательно, для любого

𝜎 ∈ (0, 1) существуют 0 < 𝑑1 ≤ 𝑑0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0 такие, что

𝑑𝑣

𝑑𝑡
≤ −(1− 𝜎)

(︁
𝑡−

𝑚
𝑞 |𝛾𝑚,𝑠|𝑣𝑠 + 𝑡−

𝑛
𝑞 |𝜆𝑛|𝑣

)︁
≤ −(1− 𝜎)𝑡−

𝑛
𝑞 |𝜆𝑛|𝑣 ≤ 0,

если 𝜆𝑛 < 0, 𝛾𝑚,𝑠 < 0,

𝑑𝑣

𝑑𝑡
≥ (1− 𝜎)

(︁
𝑡−

𝑚
𝑞 𝛾𝑚,𝑠𝑣

𝑠 + 𝑡−
𝑛
𝑞𝜆𝑛𝑣

)︁
≥ (1− 𝜎)𝑡−

𝑛
𝑞𝜆𝑛𝑣 ≥ 0,

если 𝜆𝑛 > 0, 𝛾𝑚,𝑠 > 0,

для всех 𝑣 ∈ [0, 𝑑1], 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡1. Из последних оценок, как и в предыдущей

теореме, следует, что решение 𝐸(𝑡) ≡ 0 системы (1.18) равномерно устойчиво,

если 𝜆𝑛 < 0, 𝛾𝑚,𝑠 < 0 и неустойчиво, если 𝜆𝑛 > 0, 𝛾𝑚,𝑠 > 0 и 𝑛 ≤ 𝑞. Объ­

единяя (1.5) и (1.23), получаем соответствующие утверждения об устойчивости

равновесия (0, 0) системы (1.1).

Доказательство теоремы 4. Производная функции 𝑣(𝑡) = 𝑉𝑛(𝐸(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡) удо­

влетворяет асимптотической оценке:

𝑑𝑉𝑛
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(1.18)

≡ 𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
𝑞 𝑣𝑠(𝛾𝑚,𝑠 +𝒪(𝑣) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )) + 𝑡−

𝑛
𝑞 𝑣(𝜆𝑛 +𝒪(𝑣) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 ))

при 𝑡 → ∞, 𝑣 → 0 для всех 𝜙 ∈ R. Правая часть последнего выражения

не является знакоопределенной равномерно для всех малых 𝑣 и больших 𝑡.

Действительно, если 𝑣 ∼ 𝜖 и 𝑡 ∼ 𝜖−𝜅, где 0 < 𝜖 ≪ 1, 𝜅 = const, то знак 𝑑𝑣/𝑑𝑡

определяется 𝜆𝑛 в случае 𝜅 < 𝑞(𝑠 − 1)/(𝑛 − 𝑚), и 𝛾𝑚,𝑠 в противоположном

случае. Поэтому 𝑉𝑛(𝐸,𝜙, 𝑡) не может быть использована в качестве функции

Ляпунова для системы (1.1).

Определим

𝑈(𝐸,𝜙, 𝑡) ≡ 𝑡𝜈𝑉𝑛(𝐸,𝜙, 𝑡), 𝜈 =
𝑛−𝑚

𝑞(𝑠− 1)
> 0.

Из (1.23) следует, что

(1− 𝜎)𝑡𝜈𝐸 ≤ 𝑈(𝐸,𝜙, 𝑡) ≤ (1 + 𝜎)𝑡𝜈𝐸 (1.26)
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для всех 𝐸 ∈ [0, 𝐸0], 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡0. Эта функция соответствует замене пере­

менной 𝑢(𝑡) = 𝑡𝜈𝑣(𝑡), так что уравнение (1.7) принимает вид:

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝜈𝑡−1𝑢+

𝑛∑︁
𝑘=𝑚

𝑡𝜈−
𝑘
𝑞Λ𝑘
(︀
𝑡−𝜈𝑢

)︀
+ 𝑡𝜈𝑅𝑛+1

(︀
𝑡−𝜈𝑢, 𝜙, 𝑡

)︀
. (1.27)

Следовательно, полная производная функции 𝑈(𝐸,𝜙, 𝑡) по 𝑡 вдоль траекторий

системы (1.18) имеет следующую асимптотику:

𝑑𝑈

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(1.18)

=
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑢

(︁
𝜈𝑡−1 + 𝑡−

𝑛
𝑞 (𝜆𝑛 + 𝛾𝑚,𝑠𝑢

𝑠−1) +𝒪(𝑡−
𝑛+𝑞𝜈

𝑞 ) +𝒪(𝑡−
𝑛+1
𝑞 )
)︁

(1.28)

при 𝑡→ ∞ для всех 𝑢 ∈ [0, 𝑈0] и 𝜙 ∈ R с 𝑈0 = const > 0.

Рассмотрим случай 𝑚 < 𝑛 < 𝑞. Из (1.28) следует, что

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑢𝑡−

𝑛
𝑞

(︁
𝜆𝑛 + 𝛾𝑚,𝑠𝑢

𝑠−1 +𝒪(𝑡−𝜈) +𝒪(𝑡−
1
𝑞 )
)︁

при 𝑡 → ∞. Если 𝜆𝑛 < 0, то для всех 𝜎 ∈ (0, 1) существуют 0 < 𝑈1 ≤ 𝑈0 и

𝑡1 ≥ 𝑡0 такие, что

𝑑𝑢

𝑑𝑡
≤ −𝑡−

𝑛
𝑞 (1− 𝜎)|𝜆𝑛|𝑢 ≤ 0

для всех 𝑢 ∈ [0, 𝑈1], 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡1. Следовательно, для любого 𝜖 ∈ (0, 𝑈1)

найдется 𝛿 ∈ (0, 𝜖) такое, что решение 𝑢(𝑡) уравнения (1.27) с начальными

данными 0 < 𝑢(𝑡1) < 𝛿 не может превзойти значение 𝜖 при 𝑡 ≥ 𝑡1. Более того,

интегрируя дифференциальное неравенство по 𝑡, получаем оценку вида (1.25)

при 𝑡 ≥ 𝑡1. Объединяя это с (1.26), получаем равномерную экспоненциальную

устойчивость решения 𝐸(𝑡) ≡ 0 уравнения (1.18).

Если 𝜆𝑛 > 0 и 𝛾𝑚,𝑠 < 0, то главный член асимптотики 𝑑𝑢/𝑑𝑡 имеет ноль

при 𝑢 = 𝑈𝑐, 𝑈𝑐 = (𝜆𝑛/|𝛾𝑚,𝑠|)1/(𝑠−1). Покажем, что 𝑈(𝐸(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡) → 𝑈𝑐 при

𝑡 → ∞. Рассмотрим замену переменной 𝑢(𝑡) = 𝑈𝑐 + 𝑧(𝑡) в уравнении (1.27).

Тогда 𝑧(𝑡) удовлетворяет уравнению:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
𝑞 (𝑈𝑐 + 𝑧)

(︁
𝜆𝑛 + 𝛾𝑚,𝑠(𝑈𝑐 + 𝑧)𝑠−1

)︁
+ 𝑝(𝑧, 𝜙, 𝑡), (1.29)
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где |𝑝(𝑧, 𝜙, 𝑡)| ≤ 𝑀𝑡−𝑛/𝑞−κ при 𝑡 ≥ 𝑡1 для всех |𝑧| ≤ 𝑧1 и 𝜙 ∈ R с положитель­

ными константами 𝑀 , 𝑧1, и κ = min{𝜈, 1/𝑞}. Легко проверить, что уравнение с

𝑝(𝑧, 𝜙, 𝑡) ≡ 0 имеет асимптотически устойчивое решение 𝑧(𝑡) ≡ 0. Покажем,

что это решение устойчиво относительно возмущения 𝑝(𝑧, 𝜙, 𝑡). Рассмотрим

ℓ(𝑧) = 𝑧2/2 в качестве кандидата на функцию Ляпунова для уравнения (1.29).

Полная производная ℓ(𝑧) имеет вид:

𝑑ℓ

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(1.29)

= 𝑡−
𝑛
𝑞 𝑧
(︁
− 𝜇𝑧 +𝒪(𝑧2) +𝒪(𝑡−κ)

)︁
при 𝑧 → 0 и 𝑡 → ∞ с 𝜇 = |𝛾𝑚,𝑠|(𝑠 − 1)𝑈 𝑠−1

𝑐 > 0. Следовательно, для любого

𝜎 ∈ (0, 1) существуют 0 < 𝑧2 ≤ 𝑧1 и 𝑡2 ≥ 𝑡1 такие, что

𝑑ℓ

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(1.29)

≤ 𝑡−
𝑛
𝑞

(︁
− (1− 𝜎)𝜇𝑧2 +𝑀 |𝑧|𝑡−κ

)︁
(1.30)

для всех |𝑧| ≤ 𝑧2, 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡2. Зафиксируем 𝜖 ∈ (0, 𝑧2), тогда

𝑑ℓ

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(1.29)

≤ 2ℓ𝑡−
𝑛
𝑞

(︂
−(1− 𝜎)𝜇+

𝑀

𝛿
𝑡−κ
)︂

≤ 0

для всех 𝛿 ≤ |𝑧| ≤ 𝜖 и 𝑡 ≥ 𝑡*, где

𝛿 =
2𝑀𝑡−κ

*
(1− 𝜎)𝜇

, 𝑡* = max

{︃(︂
4𝑀

𝜖(1− 𝜎)𝜇

)︂ 1
κ

, 𝑡2

}︃
.

Обратите внимание, что 0 < 𝛿 < 𝜖. Поскольку ℓ(𝑧) ≤ 𝛿2/2 для всех |𝑧| ≤ 𝛿,

ℓ(𝑧) = 𝜖2/2 для |𝑧| = 𝜖, 𝑑ℓ/𝑑𝑡 ≤ 0 для всех 𝛿 < |𝑧| < 𝜖 и 𝑡 ≥ 𝑡*, то мы видим,

что решение 𝑧(𝑡) уравнения (1.29) с начальными данными |𝑧(𝑡*)| ≤ 𝛿 не может

выйти из окрестности |𝑧| ≤ 𝜖 при 𝑡 ≥ 𝑡*. Более того, из (1.30) следует, что

𝑑ℓ/𝑑𝑡 ≤ 𝑡−𝑛/𝑞(−𝜇ℓ +𝑀𝑧2𝑡
−κ) при 𝑡 ≥ 𝑡2. Интегрируя последнее неравенство,

получаем

ℓ(𝑧(𝑡)) ≤ ℓ(𝑧(𝑡2))𝑒
−𝜇(𝜏(𝑡)−𝜏(𝑡2)) +𝑀𝑧2

𝑡∫︁
𝑡2

𝑒𝜇(𝜏(𝜍)−𝜏(𝑡))𝜏 ′(𝜍)𝜍−κ 𝑑𝜍, 𝜏(𝑡) =
𝑡1−

𝑛
𝑞

1− 𝑛/𝑞
.

Из этого следует, что ℓ(𝑧(𝑡)) = 𝒪(𝑡−κ) при 𝑡 → ∞ для решений с начальны­

ми данными |𝑧(𝑡2)| ≤ 𝑧2. Следовательно, 𝑈(𝐸(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡) = 𝑈𝑐 + 𝒪(𝑡−κ/2) и
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𝐸(𝑡) = 𝒪(𝑡−𝜈) при 𝑡 → ∞. Следовательно, решение 𝐸(𝑡) ≡ 0 уравнения (1.18)

полиномиально устойчиво.

Рассмотрим случай 𝑚 < 𝑛 = 𝑞. Из (1.28) следует, что

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑢𝑡−1

(︁
𝜆𝑛 + 𝜈 + 𝛾𝑚,𝑠𝑢

𝑠−1 +𝒪(𝑡−𝜈) +𝒪(𝑡−
1
𝑞 )
)︁

при 𝑡 → ∞. Если 𝜆𝑛 + 𝜈 < 0, то для любого 𝜎 ∈ (0, |𝜆𝑛 + 𝜈|) существуют

0 < 𝑈1 ≤ 𝑈0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0 такие, что

𝑑𝑢

𝑑𝑡
≤ 𝑡−1(−|𝜆𝑛 + 𝜈|+ 𝜎)𝑢 ≤ 0

для всех 𝑢 ∈ [0, 𝑈1], 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡1. Следовательно, для любого 𝜖 ∈ (0, 𝑈1)

существует 𝛿 ∈ (0, 𝜖) такое, что решение 𝑢(𝑡) уравнения (1.27) с начальными

данными 0 < 𝑢(𝑡1) < 𝛿 не может превзойти значение 𝜖 при 𝑡 ≥ 𝑡1. Интегрирова­

ние последнего неравенства даёт 0 ≤ 𝑣(𝑡) = 𝑡−𝜈𝑢(𝑡) ≤ 𝑣(𝑡1)(𝑡/𝑡1)
𝜆𝑛+𝜎 при 𝑡 ≥ 𝑡1.

Следовательно, решение 𝐸(𝑡) ≡ 0 равномерно полиномиально устойчиво. Если

𝜆𝑛 + 𝜈 > 0 и 𝛾𝑚,𝑠 < 0, то, как и в предыдущем случае, можно показать, что

𝑈(𝐸(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡) = 𝑈𝜈+𝒪(𝑡−κ/2) при 𝑡→ ∞, где 𝑈𝜈 = ((𝜆𝑛+𝜈)/|𝛾𝑚,𝑠|)1/(𝑠−1). Учи­

тывая преобразование переменных, получаем полиномиальную устойчивость ре­

шения 𝐸(𝑡) ≡ 0 системы (1.18).

В случае 𝑚 < 𝑞 < 𝑛 функция 𝑈(𝐸,𝜙, 𝑡) не может быть использована в

анализе устойчивости. Рассмотрим функцию

𝑊 (𝐸,𝜙, 𝑡) ≡ 𝑡𝜂𝑉𝑛(𝐸,𝜙, 𝑡), 𝜂 =
𝑞 −𝑚

𝑞(𝑠− 1)
> 0,

которая соответствует замене переменных в (1.7): 𝑣(𝑡) = 𝑡−𝜂𝑤(𝑡). Полная про­

изводная 𝑊 (𝐸,𝜙, 𝑡) имеет асимптотику

𝑑𝑤

𝑑𝑡
= 𝑡−1𝑤

(︁
𝜂 + 𝛾𝑚,𝑠𝑤

𝑠−1 +𝒪(𝑡−𝛽) +𝒪(𝑡−
𝑛−𝑚

𝑞 )
)︁

при 𝑡 → ∞ для всех 𝑤 ∈ [0,𝑊0] и 𝜙 ∈ R с 𝑊0 = const > 0. Если 𝛾𝑚,𝑠 < 0,

то главный член 𝑑𝑤/𝑑𝑡 имеет ноль при 𝑤 = 𝑊𝑐, где 𝑊𝑐 = (𝜂/|𝛾𝑚,𝑠|)1/(𝑠−1). Как
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и выше, можно показать, что 𝑊 (𝐸(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡) → 𝑊𝑐 при 𝑡 → ∞. Следователь­

но, 𝐸(𝑡) = 𝒪(𝑡−𝜂) при 𝑡 → ∞ и решение 𝐸(𝑡) ≡ 0 системы (1.18) является

полиномиальным.

Наконец, рассмотрим случай 𝑞 ≤ 𝑚 < 𝑛. Для любого 𝜎 ∈ (0, 1) существуют

0 < 𝑑1 ≤ 𝑑0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0 такие, что

𝑑𝑣

𝑑𝑡
≤ −(1− 𝜎)|𝛾𝑚,𝑠|𝑡−

𝑚
𝑞 𝑣𝑠 +𝑀𝑡−

𝑛
𝑞 𝑣

для всех 𝑣 ∈ [0, 𝑑1], 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡1. Зафиксируем 0 < 𝜖 < 𝑑1 и определим

𝑡2 = max
{︁(︁ 2𝑠𝑀

𝜖𝑠−1(1− 𝜎)|𝛾𝑚,𝑠|

)︁ 𝑞
𝑛−𝑚

, 𝑡1

}︁
.

Тогда для всех 𝑣 ∈ (𝜖/2, 𝜖) и 𝑡 ≥ 𝑡2 имеем

𝑑𝑣

𝑑𝑡
≤ −𝑡−

𝑚
𝑞
(1− 𝜎)|𝛾𝑚,𝑠|

2
𝑣𝑠.

Это означает, что любое решение 𝑣(𝑡) уравнения (1.7) с начальными данными

0 < 𝑣(𝑡2) < 𝜖/2 не может превышать значение 𝜖 при 𝑡 ≥ 𝑡2. Следовательно,

решение 𝐸(𝑡) ≡ 0 по крайней мере устойчиво.

Доказательство теоремы 5. Если 𝑠 ≤ 𝑑, то полная производная функции 𝑉𝑛

имеет асимптотику:

𝑑𝑉𝑛
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(1.18)

≡ 𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
𝑞 𝑣𝑠(𝛾𝑚,𝑠 +𝒪(𝑣) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 ))

при 𝑡 → ∞ и 𝑣 → 0 для всех 𝜙 ∈ R. Если 𝛾𝑚,𝑠 > 0 и 𝑚 ≤ 𝑞, то полная

производная положительна и решение 𝐸(𝑡) ≡ 0 системы (1.18) неустойчиво. В

противоположном случае, когда 𝛾𝑚,𝑠 < 0, полная производная отрицательна.

Более того, для любого 𝜎 ∈ (0, 1) существуют 0 < 𝑑1 ≤ 𝑑0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0 такие, что

𝑑𝑣

𝑑𝑡
≤ −𝑡−

𝑚
𝑞 (1− 𝜎)|𝛾𝑚,𝑠|𝑣𝑠 ≤ 0

для всех 𝑣 ∈ [0, 𝑑1], 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡1. Следовательно, для любого 𝜖 ∈ (0, 𝑑1)

существует 𝛿 ∈ (0, 𝜖) такое, что решение 𝑣(𝑡) уравнения (1.7) с начальными
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данными 0 < 𝑣(𝑡1) < 𝛿 не может превзойти значение 𝜖 при 𝑡 ≥ 𝑡1. В этом

случае тривиальное решение равномерно устойчиво.

Пусть 𝑠 > 𝑑, 𝛾𝑚,𝑠 < 0 и 𝛾𝑛,𝑑 < 0. Тогда для любого 𝜎 > 0 существуют

0 < 𝑑1 ≤ 𝑑0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0 такие, что

𝑑𝑣

𝑑𝑡
≤ −𝑡−

𝑚
𝑞 (1− 𝜎)𝑣𝑑

(︀
|𝛾𝑚,𝑠|𝑣𝑠−𝑑 + |𝛾𝑛,𝑑|𝑡−

𝑛−𝑚
𝑞

)︀
≤ 0

для всех 𝑣 ∈ [0, 𝑑1], 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡1. Рассуждая, как и выше, приходим к выводу,

что решение 𝐸(𝑡) ≡ 0 системы (1.18) равномерно устойчиво. Аналогично, если

𝛾𝑚,𝑠 > 0, 𝛾𝑛,𝑑 > 0 и 𝑚 ≤ 𝑞, то

𝑑𝑣

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

𝑚
𝑞 (1− 𝜎)𝑣𝑑

(︀
𝛾𝑚,𝑠𝑣

𝑠−𝑑 + 𝛾𝑛,𝑑𝑡
−𝑛−𝑚

𝑞

)︀
≥ 0.

Зафиксируем 𝛿 ∈ (0, 𝑑1/4). Тогда 𝑑𝑣/𝑑𝑡 ≥ 𝐶𝛿𝑡
−𝑚/𝑞𝑣 при 𝑣 ∈ [𝛿, 𝜖], 𝜙 ∈ R и

𝑡 ≥ 𝑡1 с 𝐶𝛿 = (1− 𝜎)𝛾𝑚,𝑠𝛿
𝑠−1 > 0 и 𝜖 = 𝑑1/2. Интегрируя последнее неравенство

при 𝑡 ≥ 𝑡1 и 𝑣(𝑡1) = 𝛿, мы видим, что найдется 𝑡* > 𝑡1 такое, что 𝑣(𝑡*) ≥ 𝜖.

Следовательно, тривиальное решение неустойчиво.

1.6.3. Решения близкие к периодическим

Доказательство теоремы 6. Рассмотрим функцию 𝑉𝑛(𝐸,𝜙, 𝑡) на траекториях

системы (1.18). Из неё следует, что 𝑣(𝑡) = 𝑉𝑛(𝐸(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡) удовлетворяет следу­

ющему уравнению:

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
𝑞

(︁
Λ𝑛(𝑣) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

при 𝑡 → ∞ для всех 𝑣 ∈ [0, 𝑑0] и 𝜙 ∈ R. Замена переменной 𝑣(𝑡) = 𝑉𝑐 + 𝑧(𝑡)

приводит к следующему уравнению:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
𝑞Λ𝑛(𝑉𝑐 + 𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝜙, 𝑡), (1.31)

где 𝑝(0, 𝜙, 𝑡) ̸≡ 0, |𝑝(𝑧, 𝜙, 𝑡)| ≤ 𝑀𝑡−(𝑛+1)/𝑞 для всех 𝑧 ∈ [−𝑉𝑐, 𝑑0 + 𝑉𝑐], 𝜙 ∈ R и

𝑡 ≥ 𝑡0 с положительной константой 𝑀 > 0. Из 𝜆𝑛 := Λ′
𝑛(𝑉𝑐) < 0 следует, что
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тривиальное решение (1.31) с 𝑝(𝑧, 𝜙, 𝑡) ≡ 0 устойчиво. Покажем, что это реше­

ние устойчиво относительно возмущения 𝑝(𝑧, 𝜙, 𝑡). Действительно, рассмотрим

ℓ(𝑧) = 𝑧2/2 как кандидата на функцию Ляпунова для (1.31). Её полная произ­

водная имеет вид:

𝑑ℓ

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(1.31)

= 𝑡−
𝑛
𝑞Λ𝑛(𝑉𝑐 + 𝑧)𝑧 + 𝑝(𝑧, 𝜙, 𝑡)𝑧. (1.32)

Сначала отметим, что существует 𝛿1 > 0, такое что Λ𝑛(𝑉𝑐 + 𝑧)𝑧 ≤ −|𝜆𝑛|𝑧2/2

при |𝑧| ≤ 𝛿1. Давайте зафиксируем 0 < 𝜖 < 𝛿1 и выберем

𝛿* =
𝜖

2
, 𝑡* = max

{︁(︁ 4𝑀

𝛿*|𝜆𝑛|

)︁𝑞
, 𝑡0

}︁
,

тогда

𝑑ℓ

𝑑𝑡
≤ −𝑡−

𝑛
𝑞 𝑧2
(︁|𝜆𝑛|

2
−𝑀𝛿−1

* 𝑡
− 1

𝑞
*

)︁
≤ −𝑡−

𝑛
𝑞 𝑧2

|𝜆𝑛|
4

для всех 𝛿* ≤ |𝑧| ≤ 𝜖, 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡*. Следовательно, любое решение 𝑧(𝑡) с

начальными данными |𝑧(𝜏0)| ≤ 𝛿*, 𝜏0 ≥ 𝑡* не может покинуть область {|𝑧| < 𝜖}

при 𝑡 ≥ 𝜏0. Возвращаясь к исходным переменным, получаем результат теоремы.

Покажем, что 𝐻0(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) → 𝑉𝑐 при 𝑡 → ∞, если 𝑛 ≤ 𝑞. Из (1.32)

следует, что 𝑑ℓ/𝑑𝑡 ≤ 𝑡−𝑛/𝑞(−|𝜆𝑛|ℓ+𝑀𝛿1𝑡
−1/𝑞) при 𝑡 ≥ 𝑡0. Интегрируя последнее

неравенство в случае 𝑛 = 𝑞, получаем

0 ≤ ℓ(𝑧(𝑡)) ≤ ℓ(𝑧(𝑡0))
(︁ 𝑡
𝑡0

)︁−|𝜆𝑛|
+𝑀𝛿1𝑡

−|𝜆𝑛|
𝑡∫︁

𝑡0

𝑠|𝜆𝑛|−
1
𝑞−1 𝑑𝑠

при |𝑧(𝑡0)| ≤ 𝛿1. Аналогичные оценки справедливы и в случае 𝑛 < 𝑞. Следова­

тельно, если 𝑛 ≤ 𝑞, то 𝑣(𝑡) → 𝑉𝑐 при 𝑡→ ∞.

Доказательство теоремы 7. Из (1.32) следует, что

𝑑ℓ

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

𝑛
𝑞 𝑧2
(︁ |𝜆𝑛|

2
−𝑀𝛿−1

* 𝜏
− 1

𝑞

0

)︁
для всех 𝛿* ≤ |𝑧| < 𝛿1, 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝜏0. Выбираем 𝜏0 = (2𝑀𝛿*/|𝜆𝑛|)𝑞 так,

чтобы 𝑑ℓ/𝑑𝑡 ≥ 𝑡−𝑛/𝑞𝛿2*|𝜆𝑛|/4. Интегрируя последнее неравенство в случае 𝑛 =
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𝑞, получаем ℓ(𝑧(𝑡)) ≥ 𝛿2*/4(2 + |𝜆𝑛| log(𝑡/𝜏0)), где 𝑧(𝜏0) = 𝛿*. Таким образом,

существует 0 < 𝜖 < 𝛿1 такое, что для всех 𝛿* < 𝜖 решение 𝑧(𝑡) удовлетворяет

оценке |𝑧(𝑡)| > 𝜖 при

𝑡 = 2𝜏0 exp
(︁ 2𝜖2

𝛿2*(2 + |𝜆𝑛|)

)︁
.

Аналогичная оценка справедлива и в случае 𝑛 < 𝑞.

1.7. Обоснование применимости результатов

Доказательство теоремы 8. Покажем, что найдется цепочка преобразований

(𝑥1, 𝑥2) ↦→ (𝐸,𝜙) ↦→ (𝑣, 𝜙) такая, что уравнение (1.7) имеет Λ𝑘(𝑣) ≡ 0 для 𝑘 < 𝑛

и Λ𝑛(𝑣) = 𝜆𝑛𝑣 +𝒪(𝑣2) при 𝑣 → 0. В этом случае применима теорема 2.

Для определённости пусть ℎ < 𝑙. Доказательство в случае ℎ ≥ 𝑙 аналогич­

но. Из (1.10) следует, что 𝑓𝑘(𝐸,𝜙) ≡ 0, 𝑔𝑘(𝐸,𝜙) ≡ 0 для 1 ≤ 𝑘 < ℎ;

𝑓𝑘(𝐸,𝜙) ≡ −𝜔(𝐸)𝜕𝜙𝐻𝑘(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸)),

𝑔𝑘(𝐸,𝜙) ≡ 𝜔(𝐸)𝜕𝐸𝐻𝑘(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸))

для ℎ ≤ 𝑘 < 𝑙. Функции 𝑓𝑘(𝐸,𝜙), 𝑔𝑘(𝐸,𝜙) имеют вид (1.19) для 𝑙 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.

Следовательно, кандидата на функцию Ляпунова для системы (1.1) следует

рассматривать в следующем виде:

𝑉 (𝐸,𝜙, 𝑡) = 𝐸 +
𝑛∑︁

𝑘=ℎ

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑣𝑘(𝐸,𝜙). (1.33)

Мы предполагаем, что 𝑣𝑖(𝐸,𝜙) ≡ 0 для 𝑖 < ℎ. Согласно схеме, описанной в раз­

деле 1.6.1, функции 𝑣𝑘(𝐸,𝜙) определяются из системы (1.21). Следовательно,

для ℎ ≤ 𝑘 < 𝑙 имеем

𝑍𝑘(𝐸,𝜙) ≡ 0, Λ𝑘(𝐸) ≡ ⟨𝑓𝑘(𝐸,𝜙)⟩ ≡ 0, 𝑣𝑘(𝐸,𝜙) ≡ 𝐻𝑘(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸)).

Для 𝑙 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1 условие (1.11) используется для гарантии равенства



57

Λ𝑘(𝐸) ≡ 0. Действительно, из (1.20) следует, что

𝑍𝑙(𝐸,𝜙) = −
∑︁
𝑖+𝑗=𝑙

(︁
𝑓𝑖(𝐸,𝜙)𝜕𝐸𝑣𝑗(𝐸,𝜙) + 𝑔𝑖(𝐸,𝜙)𝜕𝜙𝑣𝑗(𝐸,𝜙)

)︁
= −

𝑙−ℎ∑︁
𝑗=ℎ

(︁
𝑓𝑙−𝑗(𝐸,𝜙)𝜕𝐸𝑣𝑗(𝐸,𝜙) + 𝑔𝑙−𝑗(𝐸,𝜙)𝜕𝜙𝑣𝑗(𝐸,𝜙)

)︁
= 𝜔(𝐸)

𝑙−ℎ∑︁
𝑗=ℎ

(︁
𝜕𝜙𝐻𝑙−𝑗𝜕𝐸𝐻𝑗 − 𝜕𝐸𝐻𝑙−𝑗𝜕𝜙𝐻𝑗

)︁
≡ 0.

Следовательно,

Λ𝑙(𝐸) ≡ ⟨𝑓𝑙(𝐸,𝜙)⟩ ≡ 𝜔(𝐸)⟨𝐹𝑙(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸))𝜕𝜙𝑋1(𝜙,𝐸)⟩

≡ ⟨𝜕𝑦𝐻0(𝑋(𝜙,𝐸), 𝑌 (𝜙,𝐸))𝐹𝑙(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸))⟩ ≡ 0

и 𝑣𝑙(𝐸,𝜙) ≡ 𝐻𝑙(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸)) + 𝑣𝑙(𝐸,𝜙), где

𝑣𝑙(𝐸,𝜙) =

∫︁
𝐹𝑙(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸))𝜕𝜙𝑋1(𝜙,𝐸) 𝑑𝜙.

Для 𝑙 + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1 имеем

𝑍𝑘(𝐸,𝜙) = −
∑︁
𝑖+𝑗=𝑘

(︁
𝑓𝑖(𝐸,𝜙)𝜕𝐸𝑣𝑗(𝐸,𝜙) + 𝑔𝑖(𝐸,𝜙)𝜕𝜙𝑣𝑗(𝐸,𝜙)

)︁
.

Заметим, что 𝑓𝑗 и 𝑔𝑗 с 𝑗 ≥ 𝑙 не участвуют в этих суммах. Такие функции имеют

множители 𝜕𝜙𝑣𝑘−𝑗 и 𝜕𝐸𝑣𝑘−𝑗 соответственно. Если 𝑗 ≥ 𝑙, то 𝑘 − 𝑗 ≤ 𝑛− 𝑗 − 1 ≤

𝑛− 𝑙 − 1 ≤ ℎ− 1 и 𝑣𝑘−𝑗(𝐸,𝜙) ≡ 0. Аналогично, функции 𝜕𝜙𝑣𝑗 и 𝜕𝜙𝑣𝑗 с 𝑗 ≥ 𝑙 не

содержатся в этих суммах. Поэтому,

𝑍𝑘(𝐸,𝜙) = −
∑︁
𝑖+𝑗=𝑘
ℎ≤𝑖,𝑗<𝑙

(︁
𝑓𝑖(𝐸,𝜙)𝜕𝐸𝑣𝑗(𝐸,𝜙) + 𝑔𝑖(𝐸,𝜙)𝜕𝜙𝑣𝑗(𝐸,𝜙)

)︁

= −
𝑘−ℎ∑︁
𝑗=ℎ

(︁
𝑓𝑘−𝑗(𝐸,𝜙)𝜕𝐸𝑣𝑗(𝐸,𝜙) + 𝑔𝑘−𝑗(𝐸,𝜙)𝜕𝜙𝑣𝑗(𝐸,𝜙)

)︁
= 𝜔(𝐸)

𝑘−ℎ∑︁
𝑗=ℎ

(︁
𝜕𝜙𝐻𝑘−𝑗𝜕𝐸𝐻𝑗 − 𝜕𝐸𝐻𝑘−𝑗𝜕𝜙𝐻𝑗

)︁
≡ 0
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и Λ𝑘(𝐸) = 0. Отсюда вытекает, что

𝑣𝑘(𝐸,𝜙) ≡ 𝐻𝑘(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸)) + 𝑣𝑘(𝐸,𝜙),

𝑣𝑘(𝐸,𝜙) =

∫︁
𝐹𝑘(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸))𝜕𝜙𝑋1(𝜙,𝐸) 𝑑𝜙.

Заметим, что 𝑣𝑘(𝐸,𝜙) = 𝒪(𝐸), 𝑣𝑘(𝐸,𝜙) = 𝒪(𝐸3/2) при 𝐸 → 0 для всех 𝜙 ∈ R.

При 𝑘 = 𝑛 функция 𝑍𝑛(𝐸,𝜙) имеет следующий вид:

𝑍𝑛(𝐸,𝜙) = −
∑︁
𝑖+𝑗=𝑛
ℎ≤𝑖,𝑗≤𝑙

(︁
𝑓𝑖(𝐸,𝜙)𝜕𝐸𝑣𝑗(𝐸,𝜙) + 𝑔𝑖(𝐸,𝜙)𝜕𝜙𝑣𝑗(𝐸,𝜙)

)︁
= −

∑︁
𝑖∈{𝑙,𝑛−𝑙}

(︁
𝑓𝑖(𝐸,𝜙)𝜕𝐸𝑣𝑛−𝑖(𝐸,𝜙) + 𝑔𝑖(𝐸,𝜙)𝜕𝜙𝑣𝑛−𝑖(𝐸,𝜙)

)︁
−

∑︁
𝑖+𝑗=𝑛

ℎ≤𝑖,𝑗≤𝑙−1

(︁
𝑓𝑖(𝐸,𝜙)𝜕𝐸𝑣𝑗(𝐸,𝜙) + 𝑔𝑖(𝐸,𝜙)𝜕𝜙𝑣𝑗(𝐸,𝜙)

)︁
≡ 𝑍1

𝑛(𝐸,𝜙) + 𝑍2
𝑛(𝐸,𝜙).

Если 𝑙 + ℎ > 𝑛, то 𝑍1
𝑛(𝐸,𝜙) ≡ 0. Если 𝑙 + ℎ = 𝑛, то

𝑍1
𝑛(𝐸,𝜙) = 𝜔(𝐸)

(︁
𝜕𝜙𝐻ℎ(𝜕𝐸𝑣𝑙 + 𝐹𝑙𝜕𝐸𝑋1)− 𝜕𝐸𝐻ℎ(𝜕𝜙𝑣𝑙 + 𝐹𝑙𝜕𝜙𝑋1)

)︁
. (1.34)

Несложно проверить, что

𝑍2
𝑛(𝐸,𝜙) = 𝜔(𝐸)

∑︁
𝑖+𝑗=𝑛

ℎ≤𝑖,𝑗≤𝑙−1

(︁
− 𝜕𝜙𝐻𝑗𝜕𝐸𝐻𝑖 + 𝜕𝐸𝐻𝑗𝜕𝜙𝐻𝑖

)︁
≡ 0. (1.35)

Следовательно,

Λ𝑛(𝐸) = ⟨𝜔(𝐸)𝐹𝑛(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸))𝜕𝜙𝑋1(𝜙,𝐸)− 𝑍𝑛(𝐸,𝜙)⟩

и 𝑣𝑛(𝐸,𝜙) = 𝐻𝑛(𝐸,𝜙) + 𝑣𝑛(𝐸,𝜙), где

𝑣𝑛 =
1

𝜔

∫︁ (︁
Λ𝑛 + 𝑍𝑛 − 𝜔𝐹 (𝑋1, 𝑋2)𝜕𝜙𝑋1

)︁
𝑑𝜙.

Так как 𝐻0(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸)) ≡ 𝐸, то из (1.3) и (1.12) следует, что

𝑋1(𝜙,𝐸) = −
√
2𝐸 cos𝜙+𝒪(𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸) =

√
2𝐸 sin𝜙+𝒪(𝐸),

𝐹𝑛(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸)) = 𝜆𝑛
√
2𝐸 sin𝜙+𝒪(𝐸), 𝑍𝑛(𝐸,𝜙) = 𝒪(𝐸3/2)
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при 𝐸 → 0 для всех 𝜙 ∈ R. Таким образом,

Λ𝑛(𝐸) =
⟨𝜔(𝐸)
𝜔(𝐸)

(
√
2𝐸 sin𝜙+𝒪(𝐸))(𝜆𝑛

√
2𝐸 sin𝜙+𝒪(𝐸))− 𝑍𝑛(𝐸,𝜙)

⟩
= 𝜆𝑛𝐸 +𝒪(𝐸2), 𝐸 → 0.

Это означает, что система (1.1) удовлетворяет условиям теоремы 2 и устойчи­

вость равновесия определяется знаком 𝜆𝑛.

Доказательство теоремы 9. Доказательство аналогично доказательству тео­

ремы 8. В этом случае мы показываем, что теорема 3 применима при 𝑠 = 2 и

𝛾𝑚,𝑠 = (𝛼𝑚+3𝛽𝑚)/2. Заметим, что замена переменных на основе (1.33) приводит

к уравнению (1.7) с Λ𝑘(𝐸) ≡ 0 для 𝑘 < 𝑚,

Λ𝑖(𝐸) ≡𝜔(𝐸)⟨𝐹𝑖𝜕𝜙𝑋1⟩ = 𝒪(𝐸2), 𝐸 → 0, 𝑚 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1,

Λ𝑚(𝐸) =4𝐸2
⟨
sin2 𝜙(𝛼𝑚 cos2 𝜙+ 𝛽𝑚 sin2 𝜙)

⟩
+𝒪(𝐸3) = 𝛾𝑚,2𝐸

2 +𝒪(𝐸3).

Функции {Λ𝑖(𝐸)}𝑛−1
𝑖=𝑚 используются при вычислении 𝑍𝑗(𝐸,𝜙), 𝑗 ≥ 𝑚 + ℎ ≥ 𝑛.

Если 𝑗 = 𝑚+ℎ = 𝑛, то 𝑍𝑛(𝐸,𝜙) = 𝑍1
𝑛(𝐸,𝜙)+𝑍

2
𝑛(𝐸,𝜙)+𝑍

3
𝑛(𝐸,𝜙), где 𝑍1

𝑛(𝐸,𝜙) и

𝑍2
𝑛(𝐸,𝜙) определяются формулами (1.34) и (1.35), 𝑍3

𝑛(𝐸,𝜙) = 𝜕𝐸Λ𝑚(𝐸)𝑣ℎ(𝐸,𝜙) =

𝒪(𝐸2) при 𝐸 → 0. Следовательно, Λ𝑛(𝐸) = 𝜆𝑛𝐸 +𝒪(𝐸2) при 𝐸 → 0. Это озна­

чает, что система (1.1) удовлетворяет условиям теоремы 3.

Доказательство теоремы 10. Доказательство основано на применении теоре­

мы 2 и теоремы 6. Из (1.13) следует, что существует преобразование (𝑥1, 𝑥2) ↦→

(𝐸,𝜙) ↦→ (𝑣, 𝜙) с

𝑉 (𝐸,𝜙, 𝑡) = 𝐸 +
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑣𝑘(𝐸,𝜙),

которое приводит систему (1.1) к следующему виду:

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
𝑞Λ𝑛(𝑣) +𝑅𝑛+1(𝑣, 𝜙, 𝑡),

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑣) +𝐺(𝑣, 𝜙, 𝑡),

𝑅𝑛+1(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑛+1
𝑞 ), 𝐺(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑡−

1
𝑞 ), 𝑡→ ∞,

Λ𝑛(𝐸) ≡ 𝜔(𝐸)⟨𝐹𝑛(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸))𝜕𝜙𝑋1(𝜙,𝐸)⟩ ≡ (𝜆𝑛 − 𝜇𝑛𝐸)⟨
(︀
𝜕𝑥2𝐻0

)︀2⟩.
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Заметим, что Λ𝑛(𝐸) = 𝜆𝑛𝐸 + 𝒪(𝐸2) при 𝐸 → 0. Следовательно, равновесие

асимптотически устойчиво, если 𝜆𝑛 < 0, и равновесие неустойчиво, если 𝜆𝑛 > 0.

Если 𝜆𝑛 > 0 и 𝜇𝑛 > 0, то уравнение Λ𝑛(𝐸) = 0 имеет корень 𝐸𝑐 = 𝜆𝑛/𝜇𝑛 та­

кой, что Λ′
𝑛(𝐸𝑐) < 0. В этом случае из теоремы 6 следует, что 𝐻0(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) →

𝐸𝑐 при 𝑡 → ∞ для решений системы (1.1) с начальными данными такими, что

величина |𝐻0(𝑥1(𝜏0), 𝑥2(𝜏0))− 𝐸𝑐| достаточно мала.

1.8. Выводы

Таким образом, описаны возможные бифуркации в асимптотически га­

мильтоновых системах на плоскости. Важной особенностью неавтономных си­

стем является неэффективность линейного анализа устойчивости: существуют

примеры нелинейных систем, решения которых ведут себя совершенно иначе,

чем решения соответствующей линеаризованной системы. В настоящей главе с

помощью метода функций Ляпунова показано, что в зависимости от структу­

ры затухающих возмущений равновесие предельной системы может сохранять

или терять устойчивость. Отметим, что если возмущения не сохраняют равно­

весие гамильтоновой системы, следует рассмотреть некоторое частное решение

возмущённых уравнений.

Результаты главы опубликованы в [261]. Связанные результаты о роли

функций Ляпунова при исследовании асимптотики решений на далеких вре­

менах опубликованы в [250] и [257].
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Глава 2

Влияние затухающих возмущений на

бифуркацию центр-седло

2.1. Введение

В данной главе исследуется влияние возмущений на автономные системы

с бифуркацией центр-седло. Рассматривается класс возмущений, описываемых

функциями, исчезающими на бесконечности по времени, и исследуется поведе­

ние решений в окрестности точки бифуркации соответствующих предельных

систем. В частности, обсуждаются условия, гарантирующие сохранение бифур­

кации в возмущённой системе, и описываются различные асимптотические ре­

жимы для решений на бесконечности, когда бифуркация нарушается. Предло­

женная теория применяется к модели автофазировки в системах с квадратично

изменяющейся частотой возбуждения.

Структура главы следующая. В § 2.2 дана формулировка задачи и описан

класс возмущений, затухающих на бесконечности. Основные результаты главы

содержатся в § 2.3. В § 2.4 обсуждаются примеры асимптотически автономных

систем. В § 2.5 полученные результаты применяются к модели авторезонанса.

Обоснование результатов содержится в § 2.6. В частности, в § 2.6.1 построены

асимптотические решения, связанных с неподвижными точками соответствую­

щей предельной системы. Устойчивость асимптотических режимов обсуждается

в § 2.6.2 и § 2.6.3. Неустойчивость некоторых режимов может быть обоснована

методом линеаризацией. Для других решений линейный анализ не работает, и

устойчивость исследуется путём построения соответствующих функций Ляпу­

нова. Глава завершается краткими выводами.
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2.2. Постановка задачи

Рассмотрим неавтономную систему двух дифференциальных уравнений:

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑥2𝐻(𝑥1, 𝑥2;𝜆) + 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡),

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑥1𝐻(𝑥1, 𝑥2;𝜆) +𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), (2.1)

где функции 𝐻(𝑥1, 𝑥2;𝜆), 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) и 𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) являются бесконечно диф­

ференцируемыми для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈ R2, 𝑡 > 0 и 𝜆 ∈ R. Предполагается,

что для любого компакта 𝐷 ⊂ R2 имеют место пределы 𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) → 0 и

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) → 0 при 𝑡 → ∞ для (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷, а предельная гамильтонова си­

стема имеет бифуркацию центр-седло такую, что при изменении параметра 𝜆

равновесия типа центр и седло сливаются и исчезают [178, §2.1.1]. Без ограни­

чения общности будем считать, что

𝐻(𝑥1, 𝑥2;𝜆) =
𝑥22
2

+ 𝑉 (𝑥1;𝜆), 𝜕𝑥𝑉 (𝑥;𝜆) = (𝑥2 − 𝜆)𝑤(𝑥),

где 𝑤(𝑥) > 0 для всех (𝑥, 𝜆) ∈ {|𝑥| <
√
𝜆 + 𝑑0, 𝜆 ≥ 0} ∪ {|𝑥| < 𝑑0, 𝜆 < 0} с

некоторым 𝑑0 > 0. В работе исследуется влияние 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) и 𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) на

глобальное поведение решений. В частности, изучаются возможные асимптоти­

ческие режимы в возмущённой системе (2.1) и их устойчивость при различных

значениях параметра 𝜆.

Предполагается, что возмущения описываются функциями со степенной

асимптотикой:

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2), 𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∼

∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞𝐺𝑘(𝑥1, 𝑥2) (2.2)

при 𝑡→ ∞, где 𝑞 ∈ Z+ = {1, 2, . . . }.

Рассмотрим пример, демонстрирующий возможные эффекты затухающих

возмущений в системе с бифуркацией центр-седло:

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑥2 − 𝜆 = 𝑡−𝜅

(︁
𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝐶

)︁
, 𝐵, 𝐶, 𝜆 ∈ R, 𝜅 > 0. (2.3)



63

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

x1

(а) 𝐵 = 0.1

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

x1

x
2

(б) 𝐵 = 0

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

x1

(в) 𝐵 = −0.5

Рис. 2.1. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) для решений (2.3) с 𝐶 = 1.5, 𝜅 = 0.5 и 𝜆 = 1. Чёрные

точки соответствуют начальным данным (𝑥1(1), 𝑥2(1)). Серые кривые соответствуют линиям

уровня 𝐻(𝑥, 𝑦; 1).

Это уравнение в переменных 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑥̇ принимает вид (2.1) с 𝑉 (𝑥;𝜆) =

𝑥3/3 − 𝜆𝑥, 𝑤(𝑥) ≡ 1, 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡ 0 и 𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡ 𝑡−𝜅(𝐵𝑥2 + 𝐶). Легко ви­

деть, что если 𝜆 > 0, то предельное уравнение имеет две неподвижные точки:

x𝑠 = (−
√
𝜆, 0) — седло, а x𝑐 = (

√
𝜆, 0) — центр. Если 𝜆 = 0, то невозмущённое

уравнение имеет вырожденную неустойчивую неподвижную точку x0 = (0, 0),

которая исчезает при 𝜆 < 0. Если 𝜆 < 0, то все траектории предельной системы

неограниченны. Вне бифуркационного значения затухающие возмущения изме­

няют поведение решений в окрестности центра: в зависимости от параметров

возмущения траектории притягиваются к x𝑐, отталкиваются от x𝑐 или остают­

ся в некоторой окрестности x𝑐 без притяжения к ней (см. рис. 2.1). При этом

поведение решений вблизи седла x𝑠 меняется незначительно. При 𝜆 = 0 вблизи

неподвижной точки x0 возможны следующие режимы: траектории стремятся к

x0 на бесконечности по времени (см. рис. 2.2, а); траектории колеблются вблизи

x0 в течение конечного промежутка времени и в конечном итоге покидают её

окрестность (см. рис. 2.2, б); и траектории покидают окрестность x0 без задерж­

ки (см. рис. 2.2, в). В следующих разделах обсуждаются условия на возмущения

(2.2), при которых имеют место различные режимы.
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Рис. 2.2. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) для решений (2.3) с 𝜅 = 1, 𝐶 = 1.5 и 𝜆 = 0. Чёрные точки со­

ответствуют начальным данным (𝑥1(1), 𝑥2(1)). Серые кривые соответствуют линиям уровня

𝐻(𝑥1, 𝑥2; 0).

2.3. Основные результаты

Рассмотрим асимптотические решения возмущённой системы (2.1), стре­

мящиеся к неподвижным точкам предельной гамильтоновой системы. Асимп­

тотические разложения для таких решений можно построить в виде степенных

рядов с постоянными коэффициентами.

Будем предполагать, что выполняется следующее условие:

∃𝑛 ≤ 𝑞 : 𝐹𝑖(𝑥1, 𝑥2) ≡ 0, 𝐺𝑖(𝑥1, 𝑥2) ≡ 0 ∀ 𝑖 < 𝑛. (2.4)

Тогда справедлива

Теорема 11. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2) и (2.4). Если

𝜆 > 0, тогда для любого 𝑁 ∈ Z+ существуют функции

𝜉𝑁𝐼 (𝑡) = 𝜎 +
𝑛+𝑁∑︁
𝑘=𝑛

𝑡−
𝑘
𝑞 𝜉𝑘, 𝜂𝑁𝐼 (𝑡) =

𝑛+𝑁∑︁
𝑘=𝑛

𝑡−
𝑘
𝑞 𝜂𝑘, (2.5)

с постоянными коэффициентами 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 и 𝜎 = ±
√
𝜆 такие, что

Ξ𝐼(𝑡) :=
𝑑𝜉𝑁𝐼 (𝑡)

𝑑𝑡
− 𝜕𝑥2𝐻(𝜉𝑁𝐼 (𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼 (𝑡);𝜆)− 𝐹 (𝜉𝑁𝐼 (𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼 (𝑡); 𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑛+𝑁+1
𝑞 ),

Θ𝐼(𝑡) :=
𝑑𝜂𝑁𝐼 (𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝜕𝑥1𝐻(𝜉𝑁𝐼 (𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼 (𝑡);𝜆)−𝐺(𝜉𝑁𝐼 (𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼 (𝑡); 𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑛+𝑁+1
𝑞 ) (2.6)

при 𝑡→ ∞.
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При 𝜆 = 0 вид асимптотических решений существенно зависит от струк­

туры возмущений (2.2). Наряду с (2.4) рассмотрим одно из следующих предпо­

ложений:

∃𝑚 < 𝑛 : 𝐺𝑛+𝑚(0, 0) ̸= 0, 𝐺𝑛+𝑙(0, 0) = 0 ∀ 𝑙 < 𝑚; (2.7)

𝐺𝑛+𝑙(0, 0) = 0 ∀ 𝑙 < 𝑛, 𝐺2𝑛(0, 0)− 𝐹𝑛(0, 0)
(︀
𝜕𝑦𝐺𝑛(0, 0) + 𝛿𝑛,𝑞

)︀
̸= 0, (2.8)

где 𝛿𝑛,𝑞 — символ Кронекера.

Теорема 12. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2), (2.4) и (2.7).

Если 𝜆 = 0 и 𝐺𝑛+𝑚(0, 0) > 0, тогда для любого 𝑁 ∈ Z+ существуют функции

𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡) =
𝑛+𝑚+𝑁∑︁
𝑘=𝑛+𝑚

𝑡−
𝑘
2𝑞 𝜉𝑘, 𝜂𝑁𝐼𝐼(𝑡) =

2𝑛+𝑁∑︁
𝑘=2𝑛

𝑡−
𝑘
2𝑞𝜂𝑘 (2.9)

с постоянными коэффициентами 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 и

𝜉𝑛+𝑚 = ±𝜇, 𝜇 =

√︃
𝐺𝑛+𝑚(0, 0)

𝑤(0)

такие, что

Ξ𝐼𝐼(𝑡) :=
𝑑𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝜕𝑥2𝐻(𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼𝐼(𝑡); 0)− 𝐹 (𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼𝐼(𝑡), 𝑡) = 𝒪(𝑡−

2𝑛+𝑁+1
2𝑞 ),

Θ𝐼𝐼(𝑡) :=
𝑑𝜂𝑁𝐼𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝜕𝑥1𝐻(𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼𝐼(𝑡); 0)−𝐺(𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼𝐼(𝑡), 𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑛+𝑚+𝑁+1
2𝑞 )

при 𝑡→ ∞.

Если 𝐺𝑛+𝑚(0, 0) < 0, то асимптотическое решение в виде (2.9) не существу­

ет. Более того, в этом случае траектории возмущённой системы ведут себя как

решения предельной системы с 𝜆 < 0. Действительно, замена переменных

𝑥1(𝑡) = 𝜗1𝑋1(𝜏)𝑡
−𝑛+𝑚

2𝑞 , 𝑥2(𝑡) =
√︁
𝜗31𝑤(0)𝑋2(𝜏)𝑡

− 3(𝑛+𝑚)
4𝑞 , 𝜏 = 𝜗2

√︀
𝜗1𝑤(0)𝑡

1−𝑛+𝑚
4𝑞

с 𝜗1 =
√︀
|𝐺𝑛+𝑚(0, 0)|/𝑤(0) > 0 и 𝜗2 = 4𝑞/(4𝑞−𝑛−𝑚) > 0, преобразует систему

(2.1) к следующему виду:

𝑑𝑋1

𝑑𝜏
= 𝑋2 +𝒪(𝜏−

3𝑛−𝑚
4𝑞−𝑛−𝑚 ) +𝒪(𝜏−1),

𝑑𝑋2

𝑑𝜏
= −(𝑋2

1 + 1) +𝒪(𝜏−
2(𝑛−𝑚)
4𝑞−𝑛−𝑚 ) +𝒪(𝜏−1)
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Рис. 2.3. (а) Линии уровня 𝐻̃(𝑋1, 𝑋2). (б) Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) для решений (2.3) при

𝐵 = −1.5, 𝐶 = −0.1, 𝜅 = 1 и 𝜆 = 0. Чёрные точки соответствуют начальным данным

(𝑥1(2), 𝑥2(2)). Серые кривые соответствуют линиям уровня 𝐻(𝑥1, 𝑥2; 0).

при 𝜏 → ∞. Легко видеть, что любое решение соответствующей гамильтоновой

предельной системы с 𝐻̃(𝑋1, 𝑋2) = 𝑋1 + 𝑋3
1/3 + 𝑋2

2/2 покидает окрестность

начала координат (см. рис. 2.3, а). Следовательно, траектории системы (2.1) с

𝜆 = 0 и начальными данными из окрестности неподвижной точки (0, 0) облада­

ют тем же свойством (см. рис. 2.3, б).

Обозначим

Δ𝑛 ≡
(︀
𝜕𝑥1𝐺𝑛(0, 0)

)︀2 − 4𝑤(0)
(︁(︀
𝜕𝑥2𝐺𝑛(0, 0) + 𝛿𝑛,𝑞

)︀
𝐹𝑛(0, 0)−𝐺2𝑛(0, 0)

)︁
.

Тогда справедлива

Теорема 13. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2), (2.4) и (2.8).

Если 𝜆 = 0 и Δ𝑛 > 0, тогда для любого 𝑁 ∈ Z+ существуют функции

𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡) =
𝑛+𝑁∑︁
𝑘=𝑛

𝑡−
𝑘
𝑞 𝜉𝑘, 𝜂𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡) =

𝑛+𝑁∑︁
𝑘=𝑛

𝑡−
𝑘
𝑞 𝜂𝑘 (2.10)

с постоянными коэффициентами 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 и

𝜉𝑛 = 𝜈±, 𝜈± =
1

2𝑤(0)

(︁
𝜕𝑥1𝐺𝑛(0, 0)±

√︀
Δ𝑛

)︁
̸= 0
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такие, что

Ξ𝐼𝐼𝐼(𝑡) :=
𝑑𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝜕𝑥2𝐻(𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼𝐼𝐼(𝑡); 0)− 𝐹 (𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝑡)

= 𝒪(𝑡−
𝑛+𝑁+1

𝑞 ),

Θ𝐼𝐼𝐼(𝑡) :=
𝑑𝜂𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝜕𝑥1𝐻(𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼𝐼𝐼(𝑡); 0)−𝐺(𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝑡)

= 𝒪(𝑡−
2𝑛+𝑁+1

𝑞 )

при 𝑡→ ∞.

Обратим внимание, что если Δ𝑛 < 0, то асимптотическое решение в виде

(2.10) не строится. В этом случае рассмотрим следующую замену переменных:

𝑥1(𝑡) =
(︁𝜕𝑥1𝐺𝑛(0, 0)

2𝑤(0)
+ 𝜗1𝑋1(𝜏)

)︁
𝑡−

𝑛
𝑞 ,

𝑥2(𝑡) = −𝐹𝑛(0, 0)𝑡−
𝑛
𝑞 +

√︁
𝜗31𝑤(0)𝑋2(𝜏)𝑡

− 3𝑛
2𝑞 ,

𝜏 = 𝜗2
√︀
𝜗1𝑤(0)𝑡

1− 𝑛
2𝑞 , (2.11)

где 𝜗1 =
√︀

|Δ𝑛|/(2𝑤(0)) > 0 и 𝜗2 = 2𝑞/(2𝑞 − 𝑛) > 0. Подстановка (2.11) в (2.1)

даёт

𝑑𝑋1

𝑑𝜏
= 𝑋2 +𝒪(𝜏−

𝑛
2𝑞−𝑛 ) +𝒪(𝜏−1),

𝑑𝑋2

𝑑𝜏
= −(𝑋2

1 + 1) +𝒪(𝜏−
𝑛

2𝑞−𝑛 ) +𝒪(𝜏−1)

при 𝜏 → ∞. Таким образом, как и в предыдущем случае, видно, что качествен­

ное поведение возмущённой системы (2.1) такое же, как и у предельной системы

при 𝜆 < 0.

Доказательство теорем 11, 12, 13 содержится в § 2.6.1.

Заметим, что построенные функции 𝜉𝑁𝑖 (𝑡), 𝜂𝑁𝑖 (𝑡), 𝑖 ∈ {𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼} при под­

становке в систему (2.1) дают затухающие со временем невязки Ξ𝑖(𝑡) и Θ𝑖(𝑡).

Для части этих функций далее будет показано, что при определённых условиях

существуют решения системы (2.1), имеющие соответствующие асимптотиче­

ские разложения на бесконечности. Для другой части функций будет доказано,

что соответствующее поведение траекторий является неустойчивым в системе
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(2.1). Для этих целей приведем определения, которые несколько модифицируют

понятия устойчивости и неустойчивости при постоянно действующих возмуще­

ниях (см. [57, §70]).

Определение 1. Асимптотический режим 𝜉*(𝑡), 𝜂*(𝑡) устойчив в системе

(2.1), если для любой 𝜀 > 0 найдутся 𝑡𝜀 > 0 и 𝛿𝜀 > 0 такие, что любое

решение 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) системы (2.1) с исходными данными |𝑥1(𝑡𝑠) − 𝜉*(𝑡𝑠)| +

|𝑥2(𝑡𝑠)−𝜂*(𝑡𝑠)| ≤ 𝛿 и любой 𝑡𝑠 ≥ 𝑡𝜀 удовлетворяет неравенству |𝑥1(𝑡)− 𝜉*(𝑡)|+

|𝑥2(𝑡)− 𝜂*(𝑡)| < 𝜀 для всех 𝑡 ≥ 𝑡𝑠.

Определение 2. Асимптотический режим 𝜉*(𝑡), 𝜂*(𝑡) является неустой­

чивым в системе (2.1), если существуют 𝜀 > 0 и 𝑡* > 0 такие, что для

всех 𝛿 ∈ (0, 𝜀) решение 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) системы (2.1) с начальными данными

|𝑥1(𝑡𝑠) − 𝜉*(𝑡𝑠)| + |𝑥2(𝑡𝑠) − 𝜂*(𝑡𝑠)| ≤ 𝛿 при некотором 𝑡𝑠 ≥ 𝑡* удовлетворяет

неравенству |𝑥1(𝑡𝑒)− 𝜉*(𝑡𝑒)|+ |𝑥2(𝑡𝑒)− 𝜂*(𝑡𝑒)| ≥ 𝜀 при некотором 𝑡𝑒 > 𝑡𝑠.

В частности, с помощью метода линеаризации и построения функций Че­

таева доказываются следующие утверждения:

Теорема 14. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2) и (2.4) с

𝜆 > 0. Тогда для любого 𝑁 ≥ 1 асимптотический режим 𝜉𝑁𝐼 (𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼 (𝑡) с 𝜎 =

−
√
𝜆 является неустойчивым.

Теорема 15. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2), (2.4) и (2.7)

с 𝜆 = 0 и 𝐺𝑛+𝑚(0, 0) > 0. Тогда для любого 𝑁 ≥ 𝑛 + 𝑚 асимптотический

режим 𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼𝐼(𝑡) с 𝜉𝑛+𝑚 = −𝜇 является неустойчивым.

Теорема 16. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2), (2.4) и (2.8)

с 𝜆 = 0 и Δ𝑛 > 0. Тогда для любого 𝑁 ≥ 𝑛/2 асимптотический режим 𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡),

𝜂𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡) с 𝜉𝑛 = 𝜈− является неустойчивым.

Доказательство теорем 14, 15, 16 содержится в § 2.6.2.

Рассмотрим следующие случаи, которые не охватываются теоремами 14,

15 и 16:
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Случай I : 𝜆 > 0, 𝜉𝑁𝐼 (𝑡) =
√
𝜆+𝒪(𝑡−𝑛/𝑞) при 𝑡→ ∞;

Случай II : 𝜆 = 0, 𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡) = 𝜇𝑡−(𝑛+𝑚)/2𝑞(1 +𝒪(𝑡−𝑛/𝑞)) при 𝑡→ ∞;

Случай III : 𝜆 = 0, 𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡) = 𝜈+𝑡
−𝑛/𝑞(1 +𝒪(𝑡−𝑛/𝑞)) при 𝑡→ ∞.

В этих случаях корни соответствующего характеристического уравнения явля­

ются комплексными:

𝑒±(𝑡) = ±𝑖𝜆 1
4

√︁
2𝑤
(︀√

𝜆
)︀
+𝒪(𝑡−

𝑛
𝑞 ), Случай I,

𝑒±(𝑡) = ±𝑖𝑡−
𝑛+𝑚
4𝑞

√︀
2𝜇𝑤(0)

(︀
1 +𝒪(𝑡−

𝑛
𝑞 )
)︀
, Случай II,

𝑒±(𝑡) = ±𝑖𝑡−
𝑛
2𝑞 4
√
Δ𝑛

(︀
1 +𝒪(𝑡−

𝑛
𝑞 )
)︀
, Случай III

и ℜ𝑒±(𝑡) = 𝒪(𝑡−𝑛/𝑞) при 𝑡 → ∞. Следовательно, неподвижная точка (0, 0) в

соответствующих системах (2.20), (2.22), (2.24) с c𝑖(𝑡) ≡ 0 является центром в

асимптотическом пределе, и метод линеаризации оказывается неэффективным

для анализа устойчивости (см., например, гл. 1). В этих случаях используется

метод функции Ляпунова.

Рассмотрим сначала Случай I, когда 𝜆 > 0. Предположим, что

∃ℎ ∈ [0, 𝑛) : 𝜕𝑥𝐹𝑘(𝑥, 𝑦) ≡ −𝜕𝑦𝐺𝑘(𝑥, 𝑦) ∀ 𝑘 < 𝑛+ ℎ; (2.12)

и определим 𝛾𝑛+ℎ(𝜆) = 𝜕𝑥𝐹𝑛+ℎ(
√
𝜆, 0) + 𝜕𝑦𝐺𝑛+ℎ(

√
𝜆, 0).

Теорема 17. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2), (2.4) и (2.12)

c 𝜆 > 0. Тогда для любого 𝑁 ≥ ℎ асимптотический режим 𝜉𝑁𝐼 (𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼 (𝑡) с

𝜎 =
√
𝜆 является

• устойчивым, если 𝛾𝑛+ℎ(𝜆) < 0;

• неустойчивым, если 𝛾𝑛+ℎ(𝜆) > 0 и 𝑛+ ℎ ≤ 𝑞.

Теорема 18. Пусть система (2.1) соответствует условиям (2.2), (2.4) и

(2.12) c 𝜆 > 0, 𝛾𝑛+ℎ(𝜆) < 0 и 𝑛 + ℎ < 𝑞. Тогда существует асимптотически

устойчивое решение 𝜉𝐼(𝑡), 𝜂𝐼(𝑡) системы (2.1) с асимптотикой (2.5) и 𝜎 =
√
𝜆.
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Похожее утверждение имеет место в случае, когда возмущения являются

гамильтоновыми:

𝜕𝑥1𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡ −𝜕𝑥2𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∀(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2, 𝑡 > 0. (2.13)

Определим 𝑑𝑛 = 𝜔2
𝐼𝜕𝑥2𝐹𝑛(

√
𝜆, 0)+𝐺𝑛(

√
𝜆, 0)+𝜕𝑥1𝐺𝑛(

√
𝜆, 0), где 𝜔2

𝐼 = 2
√
𝜆𝑤
(︀√

𝜆
)︀
.

Теорема 19. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2), (2.4) и (2.13)

c 𝜆 > 0 и 𝜎 =
√
𝜆. Тогда для любого 𝑁 ≥ 𝑞 асимптотический режим 𝜉𝑁𝐼 (𝑡),

𝜂𝑁𝐼 (𝑡) в системе (2.1) является устойчивым, если 𝑑𝑛 > 0.

Доказательство теорем 17, 18, 19 содержится в § 2.6.3.

Теперь рассмотрим Случай II, когда 𝜆 = 0 и асимптотическое решение

имеет вид (2.9) с 𝜉𝑛+𝑚 = 𝜇 > 0. Определим

𝛼𝑛,𝑚 = 𝛾𝑛+ℎ(0) + 𝛿𝑛+ℎ,𝑞
5(𝑛+𝑚)

4𝑞
,

где 𝛾𝑛+ℎ(0) = 𝜕𝑥1𝐹𝑛+ℎ(0, 0) + 𝜕𝑥2𝐺𝑛+ℎ(0, 0). Справедливы следующие утвержде­

ния:

Теорема 20. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2), (2.4), (2.7)

и (2.12) c 𝜆 = 0 и 𝐺𝑛+𝑚(0, 0) > 0. Тогда для любого 𝑁 ≥ (5𝑛 +𝑚 + 4ℎ − 1)/2

асимптотический режим 𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼𝐼(𝑡) с 𝜉𝑛+𝑚 = 𝜇 является

• устойчивым, если 𝛼𝑛,𝑚 < 0;

• неустойчивым, если 𝛼𝑛,𝑚 > 𝛿𝑛+ℎ,𝑞3(𝑛+𝑚)/(2𝑞) и 𝑛+ ℎ ≤ 𝑞.

Теорема 21. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2), (2.4), (2.7)

и (2.12) c 𝜆 = 0, 𝐺𝑛+𝑚(0, 0) > 0, 𝛼𝑛,𝑚 < 0 и 𝑛+ℎ < 𝑞. Тогда существует асимп­

тотически устойчивое решение 𝜉𝐼𝐼(𝑡), 𝜂𝐼𝐼(𝑡) системы (2.1) с асимптотикой

(2.9), 𝜉𝑛+𝑚 = 𝜇.

Заметим, что из (2.34) следует, что неподвижная точка (0, 0) неустойчива

при постоянно действующих возмущениях в системе (2.33), если 𝑛 + ℎ = 𝑞 и
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𝛼𝑛,𝑚 > 0. Объединяя это с (2.32), мы видим, что режим 𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼𝐼(𝑡) с асимпто­

тикой (2.9), 𝜉𝑛+𝑚 = 𝜇 неустойчив с весами: существуют 𝜀 > 0 и 𝑡* > 0 такие,

что для любого 𝛿 > 0 существует решение системы (2.1) с начальными данны­

ми |𝑥1(𝑡𝑠)− 𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡𝑠)|+ |𝑥2(𝑡𝑠)− 𝜂𝑁𝐼𝐼(𝑡𝑠)| ≤ 𝛿 при некотором 𝑡𝑠 ≥ 𝑡* удовлетворяет

условию

𝑡
𝑛+𝑚
2𝑞
𝑒 |𝑥1(𝑡𝑒)− 𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡𝑒)|+ 𝑡

3(𝑛+𝑚)
4𝑞

𝑒 |𝑥2(𝑡𝑒)− 𝜂𝑁𝐼𝐼(𝑡𝑒)| > 𝜀

при некотором 𝑡𝑒 > 𝑡𝑠. Заметим, что в этом случае можно показать, что режим

устойчив на конечном, но асимптотически большом интервале времени. Уточ­

ним определение устойчивости, которое является вариантом понятия практиче­

ской устойчивости [201, §25].

Определение 3. Асимптотический режим 𝜉*(𝑡), 𝜂*(𝑡) в системе (2.1) явля­

ется устойчивым на асимптотически большом временном интервале, если

для любого 𝜀 > 0 найдутся 𝑡𝜀 > 0, 𝛿𝜀 > 0 и 𝐾𝜀 > 𝑡𝜀 такие, что 𝐾𝜀 → ∞

при 𝜀 → 0 и любое решение 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) системы (2.1) с начальными данны­

ми |𝑥1(𝑡𝑠) − 𝜉*(𝑡𝑠)| + |𝑥2(𝑡𝑠) − 𝜂*(𝑡𝑠)| ≤ 𝛿 и любой 𝑡𝑠 ∈ [𝑡𝜀, 𝐾𝜀] удовлетворяет

неравенству |𝑥1(𝑡)− 𝜉*(𝑡)|+ |𝑥2(𝑡)− 𝜂*(𝑡)| < 𝜀 для всех 𝑡𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝐾𝜀.

Теорема 22. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2), (2.4), (2.7)

и (2.12) c 𝜆 = 0, 𝐺𝑛+𝑚(0, 0) > 0, 𝑛 + ℎ = 𝑞 и 𝛼𝑛,𝑚 < (3𝑛 −𝑚)/(4𝑞). Тогда для

любого 𝑁 ≥ 2𝑞+5𝑛−𝑚− 1 асимптотический режим 𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼𝐼(𝑡) c 𝜉𝑛+𝑚 = 𝜇

является устойчивым на асимптотически большом временном интервале.

Доказательство теорем 20, 21, 22 содержится в § 2.6.3.

Наконец, рассмотрим случай III, когда 𝜆 = 0 и асимптотическое решение

имеет вид (2.10) с 𝜉𝑛 = 𝜈+. Определим

𝛽𝑛 = 𝛾𝑛+ℎ(0) + 𝛿𝑛+ℎ,𝑞
5𝑛

2𝑞
.

Справедлива
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Теорема 23. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2), (2.4), (2.8)

и (2.12) c 𝜆 = 0 и Δ𝑛 > 0. Тогда для любого 𝑁 ≥ 𝑛 + ℎ асимптотический

режим 𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼𝐼𝐼(𝑡) с 𝜉𝑛 = 𝜈+ является

• устойчивым, если 𝛽𝑛 < 0;

• неустойчивым, если 𝛽𝑛 > 𝛿𝑛+ℎ,𝑞(3𝑛/𝑞) и 𝑛+ ℎ ≤ 𝑞.

Теорема 24. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2), (2.4), (2.8) и

(2.12) c 𝜆 = 0, Δ𝑛 > 0, 𝛽𝑛 < 0 и 𝑛+ℎ < 𝑞. Тогда существует асимптотически

устойчивое решение 𝜉𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝜂𝐼𝐼𝐼(𝑡) системы (2.1) с асимптотикой (2.10), 𝜉𝑛 =

𝜈+.

Как и в предыдущем случае, (2.40) подразумевает, что при 𝑛 + ℎ = 𝑞 и

𝛽𝑛 > 0 асимптотический режим 𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼𝐼𝐼(𝑡) с асимптотикой (2.10), 𝜉𝑛 = 𝜈+

неустойчив с весами 𝑡𝑛/𝑞 и 𝑡3𝑛/(2𝑞). Более того, справедливо следующее утвер­

ждение:

Теорема 25. Пусть система (2.1) удовлетворяет условиям (2.2), (2.4), (2.8)

и (2.12) c 𝜆 = 0, 𝐺𝑛+𝑚(0, 0) > 0, 𝑛 + ℎ = 𝑞 и 𝛽𝑛 < 𝑛/(2𝑞). Тогда для любого

𝑁 ≥ 𝑞 + 2𝑛 − 1 асимптотический режим 𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼𝐼𝐼(𝑡) c 𝜉𝑛 = 𝜈+ является

устойчивым на асимптотически большом временном интервале.

Доказательство теорем 23, 24, 25 содержится в § 2.6.3.

2.4. Примеры

2.4.1. Пример 1

Рассмотрим снова уравнение (2.3), соответствующее системе (2.1) с 𝑤(𝑥) ≡

1, 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡ 0, 𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡ 𝑡−𝜅(𝐵𝑥2 + 𝐶). Легко проверить, что эта систе­

ма удовлетворяет уравнениям (2.4) и (2.12) с 𝜅 = 𝑛/𝑞, ℎ = 0, 𝛾𝑛(𝜆) = 𝐵.

Следовательно, если 𝜆 > 0, то существуют два асимптотических режима (2.5):
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Рис. 2.4. Эволюция 𝑥1(𝑡) и 𝑥2(𝑡) для решений уравнения (2.3) при 𝜆 = 0, 𝐶 = 1.5, 𝜅 = 1.

𝜉±(𝑡) = ±
√
𝜆+𝒪(𝑡−𝜅), 𝜂±(𝑡) = 𝒪(𝑡−1−𝜅) при 𝑡→ ∞. Режим 𝜉−(𝑡), 𝜂−(𝑡) неустой­

чив (теорема 14); режим 𝜉+(𝑡), 𝜉+(𝑡) неустойчив, если 𝐵 > 0, и устойчив, если

𝐵 < 0 (теорема 17). Из теоремы 18 следует, что 𝜉+(𝑡), 𝜂+(𝑡) асимптотически

устойчиво, если 𝐵 < 0 и 0 < 𝜅 ≤ 1. Если 𝐵 = 0, уравнение (2.3) удовлетворяет

(2.13) с 𝑑𝑛 = 𝐶. В этом случае из теоремы 19 следует, что решение 𝜉+(𝑡), 𝜂+(𝑡)

(нейтрально) устойчиво, если 𝐶 > 0, и неустойчиво, если 𝐶 < 0 (см. рис. 2.1,

б).

Заметим, что система (2.3) удовлетворяет (2.7) с 𝑚 = 0, 𝐺𝑛+𝑚(0, 0) = 𝐶

и 𝛼𝑛,𝑚 = 𝐵 + 𝛿𝜅,1(5/4). Следовательно, если 𝜆 = 0 и 𝐶 > 0, существуют два

асимптотических режима (2.9): 𝜉±(𝑡) = ±𝜇𝑡−𝜅/2(1 + 𝑜(1)), 𝜂±(𝑡) = 𝒪(𝑡−1−𝜅/2)

при 𝑡 → ∞ с 𝜇 =
√
𝐶. Режим 𝜉−(𝑡), 𝜂−(𝑡) неустойчив (теорема 14); режим

𝜉+(𝑡), 𝜂+(𝑡) неустойчив, если 𝐵 > 𝛿𝜅,1(1/4), и устойчив, если 𝐵 < −𝛿𝜅,1(5/4)

(теорема 20). Из теоремы 22 следует, что если 𝜅 = 1 (𝑛 = 𝑞) и −5/4 ≤ 𝐵 < −1/2,

то режим 𝜉+(𝑡), 𝜂+(𝑡) устойчив на асимптотически большом интервале времени

(см. рис. 2.4).

2.4.2. Пример 2

Рассмотрим систему

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑥2,

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −(𝑥21 − 𝜆)(1 + 𝑥1) + 𝑡−1
(︀
𝐴𝑥1 +𝐵𝑥2 + 𝑔(𝑥1, 𝑥2)

)︀
+ 𝑡−2𝐶, (2.14)
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Рис. 2.5. Эволюция 𝑥1(𝑡) для решений уравнения (2.14) при 𝜆 = 0.25, 𝐴 = 𝐶 = 1.

где 𝑔(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥1𝑥2, 𝜆,𝐴,𝐵,𝐶 = const, 𝐶 ̸= 0, 𝜆 < 1. Легко прове­

рить, что эта система имеет вид (2.1) с 𝑤(𝑥) = 1 + 𝑥, 𝑞 = 1, 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡ 0,

𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡ 𝑡−1𝐺1(𝑥1, 𝑥2) + 𝑡−2𝐺2(𝑥1, 𝑥2), 𝐺1(𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝐴𝑥1 + 𝐵𝑥2 + 𝑔(𝑥1, 𝑥2),

𝐺2(𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝐶. Эта система удовлетворяет (2.4) и (2.12) с 𝑛 = 1, ℎ = 0,

𝛾𝑛(𝜆) = 𝐵 +
√
𝜆. Следовательно, если 0 < 𝜆 < 1, то существуют два асимп­

тотических режима (2.5): 𝜉±(𝑡) = ±
√
𝜆+𝒪(𝑡−1), 𝜂±(𝑡) = 𝒪(𝑡−2) при 𝑡 → ∞. В

этом случае из теоремы 14 следует, что режим 𝜉−(𝑡), 𝜂−(𝑡) неустойчив. Из теоре­

мы 17 и теоремы 18 следует, что режим 𝜉+(𝑡), 𝜂+(𝑡) неустойчив, если 𝐵 > −
√
𝜆,

и асимптотически устойчив, если 𝐵 < −
√
𝜆 (см. рис. 2.5).

Легко видеть, что система (2.14) удовлетворяет дополнительно условию

(2.8) с 𝐺2𝑛(0, 0) = 𝐶, Δ𝑛 = 𝐴2 + 4𝐶 и 𝛽𝑛 = 𝐵 + 5/2. Следовательно, если

𝜆 = 0 и 𝐴2 + 4𝐶 > 0, система (2.14) имеет два асимптотических режима (2.10):

𝜉±(𝑡) = 𝜈±𝑡
−1(1+𝑜(1)), 𝜂±(𝑡) = 𝒪(𝑡−2) при 𝑡→ ∞ с 𝜈± = (𝐴±

√
𝐴2 + 4𝐶)/2. Из

теоремы 16 следует, что режим 𝜉−(𝑡), 𝜂−(𝑡) неустойчив. Применяя теорему 23,

получаем, что режим 𝜉+(𝑡), 𝜂+(𝑡) неустойчив, если 𝐵 > 1/2, и устойчив, если

𝐵 < −5/2 (см. рис. 2.6, а, в). Из теоремы 25 следует, что если −5/2 ≤ 𝐵 < −2,

то режим 𝜉+(𝑡), 𝜂+(𝑡) устойчив на асимптотически большом интервале времени

(см. рис. 2.6, б).



75

50 100 150 200 250

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

t

(а) 𝐵 = −3

50 100 150

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

t

(б) 𝐵 = −2.25

20 40 60 80

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

t

(в) 𝐵 = 1

Рис. 2.6. Эволюция 𝑥1(𝑡) для решений уравнения (2.14) при 𝜆 = 0, 𝐴 = 𝐶 = 1.

2.5. Приложение

В данном разделе полученные результаты применяются к исследованию

устойчивости авторезонанса в системах с квадратично изменяющейся частотой

возбуждения. Авторезонанс — это явление устойчивой фазовой синхронизации

между нелинейной системой и возбуждением с чирпированной частотой, при­

водящее к значительному увеличению энергии системы [170]. Рассмотрим урав­

нения, описывающие начальную стадию авторезонансного захвата [36]:

𝑑𝜙

𝑑𝜏
= 𝜚2 − Λ(𝜏)−𝐷

sin𝜙

𝜚
,

𝑑𝜚

𝑑𝜏
= cos𝜙, Λ(𝜏) = 𝐴2𝜏 2 +𝐵𝜏 + 𝐶, (2.15)

с параметрами 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 = const, 𝐴 > 0. Функция Λ(𝜏) связана с частотой воз­

буждения. Функции 𝜙(𝜏), 𝜚(𝜏) описывают эволюцию фазового рассогласования

и амплитуды осцилляторов. Решения с ограниченным фазовым рассогласовани­

ем и неограниченно растущей амплитудой при 𝜏 → ∞ связаны с явлением фа­

зовой синхронизации и захватом в авторезонанс. Опишем условия бифуркации

и устойчивости авторезонансных решений.

Легко проверить, что замена

𝜙(𝜏) = 𝑥1(𝑡), 𝜚(𝜏) =
√︀
Λ(𝜏) + 𝜏−

1
2
𝑥2(𝑡)

2𝐴
, 𝑡 =

2

3
𝜏

3
2
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приводит (2.15) к следующему виду:

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑦

√︀
Λ(𝜏)

𝐴𝜏
+ 𝑡−1 𝑥

2
2

6𝐴2
− 𝑡−12𝐷 sin𝑥1

3𝐴

(︃√︀
Λ(𝜏)

𝐴𝜏
+ 𝑡−1 𝑥2

3𝐴2

)︃−1

,

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 2𝐴

(︃
cos𝑥1 −

Λ′(𝜏)

2
√︀

Λ(𝜏)

)︃
+ 𝑡−1𝑥2

3
. (2.16)

Так как √︀
Λ(𝜏)

𝐴𝜏
=1 + 𝑡−

2
3

𝐵

𝐴2 3
√
18

+𝒪(𝑡−
4
3 ),

Λ′(𝜏)

2
√︀
Λ(𝜏)

=𝐴+ 𝑡−
4
3
𝐵2 − 4𝐴2𝐶

6𝐴3 3
√
12

+𝒪(𝑡−2), 𝑡→ ∞,

то система (2.16) является асимптотически автономной. Определим

𝜆 :=

⎧⎪⎨⎪⎩
(︀
arccos𝐴

)︀2 при 0 < 𝐴 ≤ 1,

−
(︀
arccos(2− 𝐴)

)︀2 при 1 < 𝐴 ≤ 3,

тогда система (2.16) принимает вид (2.1) с 𝑞 = 3, 𝜆 ∈ (−𝜋2, 𝜋2/4), 𝐹1(𝑥1, 𝑥2) ≡

𝐺1(𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝐺2(𝑥1, 𝑥2) ≡ 0,

𝑤(𝑥) ≡ 2

(︃
sin2

𝑥

2
− sgn(𝜆) sin2

√︀
|𝜆|
2

)︃
(𝑥2 − 𝜆)−1,

𝐹2(𝑥1, 𝑥2) ≡
𝑥2𝐵

𝐴2 3
√
18
, 𝐹3(𝑥1, 𝑥2) ≡

𝑥22
6𝐴2

− 2𝐷 sin𝑥1
3𝐴

,

𝐺3(𝑥1, 𝑥2) ≡
𝑥2
3
, 𝐺4(𝑥1, 𝑥2) ≡

4𝐴2𝐶 −𝐵2

3𝐴2 3
√
12

.

Если 0 < 𝐴 < 1 (𝜆 > 0), то система (2.16) удовлетворяет уравнениям (2.4)

и (2.12) при 𝑛 = 2, ℎ = 1 и 𝛾𝑛+ℎ(𝜆) = (1−2𝐷)/3. В этом случае существуют два

асимптотических режима (2.5): 𝜉±(𝑡) = ± arccos𝐴+𝒪(𝑡−4/3), 𝜂±(𝑡) = 𝒪(𝑡−1) при

𝑡→ ∞. Из теоремы 14 следует, что режим 𝜉−(𝑡), 𝜂−(𝑡) неустойчив. Применение

теоремы 17 и теоремы 18 приводит к неустойчивости режима 𝜉+(𝑡), 𝜂+(𝑡), если

𝐷 < 1/2, и асимптотической устойчивости, если 𝐷 > 1/2 (см. рис. 2.7).

Если 𝐴 = 1 (𝜆 = 0) и 4𝐶 − 𝐵2 ̸= 0, система (2.16) удовлетворяет (2.8) с

𝐺4(0, 0) ̸= 0, Δ𝑛 = 2𝐺4(0, 0) и 𝛽𝑛 = (6 − 2𝐷)/3. Следовательно, если 𝐴 = 1
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Рис. 2.7. Эволюция 𝜙(𝜏) и 𝜚(𝜏) для решений уравнения (2.15) при 𝐴 = 1/
√
2, 𝐵 = −1, 𝐶 = 1.

Чёрные кривые соответствуют 𝐷 = 0, 6, серые кривые соответствуют 𝐷 = 0, 4.
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Рис. 2.8. Эволюция 𝜙(𝜏) и 𝜚(𝜏) для решений уравнения (2.15) при 𝐴 = 1, 𝐵 = −0, 5, 𝐶 = 1.

Серые кривые соответствуют 𝐷 = −0, 1, чёрные кривые соответствуют 𝐷 = 3, 5, пунктирные

кривые соответствуют 𝐷 = 2, 7.

и 4𝐶 > 𝐵2, система (2.16) имеет два асимптотических режима (2.10): 𝜉±(𝑡) =

±
√
Δ𝑛𝑡

−2/3(1 + 𝑜(1)), 𝜂±(𝑡) = 𝒪(𝑡−5/3) при 𝑡 → ∞. Применение теоремы 16 по­

казывает, что решение 𝜉−(𝑡), 𝜂−(𝑡) неустойчиво. Режим 𝜉+(𝑡), 𝜂+(𝑡) неустойчив,

если 𝐷 < 0, и устойчив, если 𝐷 > 3 (теорема 23). Наконец, из теоремы 25 сле­

дует, что если 5/2 < 𝐷 ≤ 3, то режим 𝜉+(𝑡), 𝜂+(𝑡) устойчив на асимптотически

большом интервале времени (см. рис. 2.8).

2.6. Обоснование результатов

2.6.1. Асимптотические решения

Доказательство теоремы 11. Подставляя (2.5) в систему (2.1) и группируя

члены одинаковой степени 𝑡, получаем 𝜎2 = 𝜆 и следующую цепочку линейных
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уравнений для коэффициентов 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 при 𝑘 ≥ 𝑛:

−2𝜎𝑤(𝜎)𝜉𝑘 +𝐺𝑘(𝜎, 0) = 𝑔𝑘, 𝜂𝑘 + 𝐹𝑘(𝜎, 0) = 𝑓𝑘, (2.17)

где 𝑔𝑖 = 𝑓𝑖 = 0 для 𝑛 ≤ 𝑖 < 2𝑛, а 𝑔𝑘, 𝑓𝑘 при 𝑘 ≥ 2𝑛 выражаются через

𝜉𝑛, 𝜂𝑛, . . . , 𝜉2𝑛−1, 𝜂2𝑛−1. Например, 𝑔2𝑛 = −(𝜉𝑛𝜕𝑥1 + 𝜂𝑛𝜕𝑥2)𝐺𝑛(𝜎, 0)+𝜕
2
𝑥𝑉 (𝜎)𝜉2𝑛/2−

𝛿𝑛,𝑞𝑛𝜂𝑛/𝑞, 𝑓2𝑛 = −(𝜉𝑛𝜕𝑥1+𝜂𝑛𝜕𝑥2)𝐹𝑛(𝜎, 0)−𝛿𝑛,𝑞𝑛𝜉𝑛/𝑞. Очевидно, что система (2.17)

разрешима с 𝜎 = ±
√
𝜆, когда 𝜆 > 0.

Доказательство теоремы 12. Подстановка (2.9) в систему (2.1) даёт

−𝜉2𝑛+𝑚𝑤(0) +𝐺𝑛+𝑚(0, 0) = 0, 𝜂2𝑛 + 𝐹𝑛(0, 0) = 0. (2.18)

Система (2.18) имеет два различных корня: 𝜉𝑛+𝑚 = ±𝜇, 𝜂2𝑛 = −𝐹𝑛(0, 0). Остав­

шиеся коэффициенты 𝜉𝑛+𝑚+𝑘, 𝜂2𝑛+𝑘 при 𝑘 ≥ 1 определяются из следующей

системы уравнений: −2𝑥𝑛+𝑚𝑤(0)𝜉𝑛+𝑚+𝑘 = 𝑔𝑘, 𝜂2𝑛+𝑘 = 𝑓𝑘, где функции 𝑔𝑘, 𝑓𝑘

выражаются через 𝜉𝑛+𝑚, . . . , 𝜉𝑛+𝑚+𝑘−1, 𝜂2𝑛, . . . , 𝜂2𝑛+𝑘−1. Если 𝑛 = 1 и 𝑚 = 0, то

имеем 𝜉1 = ±
√︀
𝐺1(0, 0)/𝑤(0), 𝜂2 = −𝐹1(0, 0),

𝑔1 ≡𝜉31𝜕𝑥𝑤(0)− 𝜉1𝜕𝑥1𝐺1(0, 0),

𝑔2 ≡𝜉22𝑤(0) + 3𝜉21𝜉2𝜕𝑥𝑤(0) +
𝜉41
2
𝜕2𝑥𝑤(0)−𝐺2(0, 0)

−
(︂
𝜉2𝜕𝑥1 + 𝜂2𝜕𝑥2 +

𝜉21
2
𝜕2𝑥1

)︂
𝐺1(0, 0),

𝑓3 ≡− 𝜉1𝜕𝑥1𝐹1(0, 0),

𝑓4 ≡− 𝐹2(0, 0)−
(︂
𝜉2𝜕𝑥1 + 𝜂2𝜕𝑥2 +

𝜉21
2
𝜕2𝑥1

)︂
𝐹1(0, 0).

Доказательство теоремы 13. Подставляя (2.10) в систему (2.1) и группируя

коэффициенты при одинаковых степенях 𝑡, получаем

−𝜉2𝑛𝑤(0) + 𝜉𝑛𝜕𝑥1𝐺𝑛(0, 0) +𝐺2𝑛(0, 0) + 𝜂𝑛
(︀
𝜕𝑥2𝐺𝑛(0, 0) + 𝛿𝑛,𝑞

)︀
= 0,

𝜂𝑛 + 𝐹𝑛(0, 0) = 0
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и следующую цепочку уравнений:(︁
− 2𝜉𝑛𝑤(0) + 𝜕𝑥1𝐺𝑛(0, 0)

)︁
𝜉𝑛+𝑘 +

(︁
𝜕𝑥2𝐺𝑛(0, 0) +

(︁
1 +

𝑘

𝑞

)︁
𝛿𝑛,𝑞

)︁
𝜂𝑛+𝑘 = 𝑔𝑘,

𝜂𝑛+𝑘 = 𝑓𝑘, (2.19)

где функции 𝑔𝑘, 𝑓𝑘 при 𝑘 ≥ 1 выражаются через 𝜉𝑛, 𝜂𝑛, . . . , 𝜉𝑛+𝑘−1, 𝜂𝑛+𝑘−1. На­

пример,

𝑔𝑘 ≡−𝐺2𝑛+𝑘(0, 0) + 𝑤(0)
𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝜉𝑛+𝑖𝜉𝑛+𝑘−𝑖 −
𝑘−1∑︁
𝑖=0

(︀
𝜉𝑛+𝑖𝜕𝑥1 + 𝜂𝑛+𝑖𝜕𝑥2

)︀
𝐺𝑛+𝑘−𝑖(0, 0)

+
(︁
1− 2𝑛+ 𝑘

𝑞

)︁
(1− 𝛿𝑛,𝑞)𝜂2𝑛+𝑘−𝑞,

𝑓𝑘 ≡− 𝐹𝑛+𝑘(0, 0) +
(︁
1− 𝑛+ 𝑘

𝑞

)︁
𝜉𝑛+𝑘−𝑞

при 𝑘 ≤ 𝑛− 1, и

𝑔𝑛 ≡−𝐺3𝑛(0, 0) + 𝑤(0)
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜉𝑛+𝑖𝜉2𝑛−𝑖 −
𝑛−1∑︁
𝑖=0

(︀
𝜉𝑛+𝑖𝜕𝑥1 + 𝜂𝑛+𝑖𝜕𝑥2

)︀
𝐺2𝑛−𝑖(0, 0)

+ 𝜉3𝑛𝜕𝑥1𝑤(0)−
(︁𝜉2𝑛
2
𝜕2𝑥1 + 𝜉𝑛𝜂𝑛𝜕𝑥1𝜕𝑥2 +

𝜂2𝑛
2
𝜕2𝑥2

)︁
𝐺𝑛(0, 0)

+
(︁
1− 3𝑛

𝑞

)︁
(1− 𝛿𝑛,𝑞)𝑦3𝑛−𝑞,

𝑓𝑛 ≡− 𝐹2𝑛(0, 0) +
(︁
1− 2𝑛

𝑞

)︁
𝜉2𝑛−𝑞 −

(︀
𝜉𝑛𝜕𝑥1 + 𝜂𝑛𝜕𝑥2

)︀
𝐹𝑛(0, 0),

где предполагается, что 𝜉𝑖 = 𝜂𝑖 = 0 при 𝑖 < 𝑛. Легко проверить, что система

(2.19) разрешима, если Δ𝑛 > 0. В этом случае 𝜉𝑛 = 𝜈±, 𝜂𝑛 = −𝐹𝑛(0, 0).

2.6.2. Линейный анализ устойчивости

Доказательство теоремы 14. Подстановка 𝑥1(𝑡) = 𝜉𝑁𝐼 (𝑡)+𝑦1(𝑡), 𝑥2(𝑡) = 𝜂𝑁𝐼 (𝑡)+

𝑦2(𝑡) в (2.1) даёт следующую систему:

𝑑y

𝑑𝑡
= a𝐼(y, 𝑡) + c𝐼(𝑡), (2.20)
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где y = (𝑦1, 𝑦2)
𝑇 , a𝐼(y, 𝑡) ≡ (F𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡),G𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡))

𝑇 , c𝐼(𝑡) = −(Ξ𝐼(𝑡),Θ𝐼(𝑡))
𝑇 ,

F𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) ≡ 𝑦2 + 𝐹 (𝜉𝑁𝐼 (𝑡) + 𝑦1, 𝜂
𝑁
𝐼 (𝑡) + 𝑦2, 𝑡)− 𝐹 (𝜉𝑁𝐼 (𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼 (𝑡), 𝑡),

G𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) ≡− 𝜕𝑥𝑉 (𝜉𝑁𝐼 (𝑡) + 𝑦1;𝜆) + 𝜕𝑥𝑉 (𝜉𝑁𝐼 (𝑡);𝜆)

+𝐺(𝜉𝑁𝐼 (𝑡) + 𝑦1, 𝜂
𝑁
𝐼 (𝑡) + 𝑦2, 𝑡)−𝐺(𝜉𝑁𝐼 (𝑡), 𝜂

𝑁
𝐼 (𝑡), 𝑡).

При этом a𝐼(0, 𝑡) ≡ 0. Рассмотрим матрицу линеаризованной системы:

A𝐼(𝑡) :=

⎛⎝𝜕𝑦1F𝐼(0, 0, 𝑡) 𝜕𝑦2F𝐼(0, 0, 𝑡)

𝜕𝑦1G𝐼(0, 0, 𝑡) 𝜕𝑦2G𝐼(0, 0, 𝑡)

⎞⎠ .

Нетрудно проверить, что A𝐼(𝑡) = A0
𝐼 +𝒪(𝑡−𝑛/𝑞) при 𝑡→ ∞, где

A0
𝐼 =

⎛⎝ 0 1

−2𝜎𝑤(𝜎) 0

⎞⎠ .

Корни 𝑒+(𝑡) и 𝑒−(𝑡) характеристического уравнения |A𝐼(𝑡) − 𝑒I| = 0 — ве­

щественные числа разных знаков: 𝑒±(𝑡) = ±𝜍 + 𝒪(𝑡−𝑛/𝑞) при 𝑡 → ∞, где

𝜍 = 𝜆
1
4

√︁
2𝑤(−

√
𝜆). Отсюда следует, что если Ξ𝐼(𝑡) ≡ Θ𝐼(𝑡) ≡ 0, то неподвиж­

ная точка (0, 0) системы (2.20) является седлом в асимптотическом пределе.

По предположим, что похожее свойство имеет место и в случае функций Ξ𝐼(𝑡),

Θ𝐼(𝑡), обладающих приложениями (2.6).

Заметим, что существует матрица T0 такая, что T−1
0 A0

𝐼T0 = B0
𝐼 , где B0

𝐼 =

diag{𝜍,−𝜍}. Следовательно, подставив y(𝑡) = T0z(𝑡) в (2.20), получим

𝑑z

𝑑𝑡
= B𝐼(𝑡)z+ b̃𝐼(z, 𝑡) + p𝐼(𝑡), (2.21)

где z = (𝑧1, 𝑧2)
𝑇 , B𝐼(𝑡) ≡ T−1

0 A𝐼(𝑡)T0, b̃𝐼(z, 𝑡) ≡ T−1
0 a𝐼(T0z, 𝑡) − B𝐼(𝑡)z и

p𝐼(𝑡) ≡ T−1
0 c𝐼(𝑡). Справедливы равенства B𝐼(𝑡) = B0

𝐼 + 𝒪(𝑡−𝑛/𝑞), b̃𝐼(z, 𝑡) =

𝒪(|z|2), p𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−(𝑛+𝑁+1)/𝑞) при |z| → 0 и 𝑡→ ∞. Рассмотрим 𝐽(𝑧1, 𝑧2) ≡ 𝑧21−

𝑧22 в качестве кандидата на функцию Четаева для системы (2.21). Производная

функции 𝐽(𝑧1, 𝑧2) на траекториях системы удовлетворяет равенству

𝑑𝐽

𝑑𝑡
=
(︀
2𝜍|z|2 +𝒪(|z|3)

)︀
+𝒪(|z|)𝒪(𝑡−

𝑛+𝑁+1
𝑞 ), |z| → 0, 𝑡→ ∞.
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Следовательно, для любого 𝑁 ≥ 1 найдутся 𝜀 > 0, 𝑡1 > 0 и 𝐶1 > 0 такие, что

𝑑𝐽

𝑑𝑡
≥ 𝜍|z|2 − 𝐶1𝑡

−𝑛+𝑁+1
𝑞 |z| > 0

для всех |z| ≤ 𝜀 и 𝑡 ≥ 𝑡1. Отсюда следует, что для любого 𝛿 ∈ (0, 𝜀) существует

𝑡* = max{𝑡1, (2𝐶1/(𝜍𝛿))
𝑞} такое, что

𝑑𝐽

𝑑𝑡
≥ |z|2

(︂
𝜍 − 𝑡

− 1
𝑞

*
𝐶1

𝛿

)︂
≥ 𝜍|z|2

2
≥ 𝜍𝐽

2

для всех z ∈ {(𝑧1, 𝑧2) ∈ R2 : 𝛿 ≤ |z| ≤ 𝜀, 𝐽(𝑧1, 𝑧2) > 0} и 𝑡 ≥ 𝑡*. Инте­

грируя последнее неравенство при 𝑡 ≥ 𝑡𝑠 ≥ 𝑡* и беря |z(𝑡𝑠)| = 𝛿 так, что

𝐽𝛿 := 𝐽(𝑧1(𝑡𝑠), 𝑧2(𝑡𝑠)) > 0, получаем |z(𝑡)| ≥
√
𝐽𝛿 exp(𝜍(𝑡− 𝑡𝑠)/4). Следователь­

но, существует 𝑡𝑒 > 𝑡𝑠 такое, что |z(𝑡𝑒)| ≥ 𝜀. Возвращаясь к переменным (𝑥1, 𝑥2),

получаем доказательство теоремы.

Доказательство теоремы 15. Подстановка

𝑥1(𝑡) = 𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡) + 𝑡−
𝑛+𝑚
2𝑞 𝑦1(𝑡), 𝑥2(𝑡) = 𝜂𝑁𝐼𝐼(𝑡) + 𝑡−

3(𝑛+𝑚)
4𝑞 𝑦2(𝑡)

в (2.1) приводит к следующей системе:

𝑑y

𝑑𝑡
= a𝐼𝐼(y, 𝑡) + c𝐼𝐼(𝑡), (2.22)

где a𝐼𝐼(y, 𝑡) ≡ (F𝐼𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡),G𝐼𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡))
𝑇 ,

F𝐼𝐼 ≡ 𝑡−
𝑛+𝑚
4𝑞 𝑦2 +

𝑛+𝑚

2𝑞
𝑡−1𝑦1

+ 𝑡
𝑛+𝑚
2𝑞

(︁
𝐹 (𝜉𝑁𝐼𝐼 + 𝑡−

𝑛+𝑚
2𝑞 𝑦1, 𝜂

𝑁
𝐼𝐼 + 𝑡−

3(𝑛+𝑚)
4𝑞 𝑦2, 𝑡)− 𝐹 (𝜉𝑁𝐼𝐼 , 𝜂

𝑁
𝐼𝐼 , 𝑡)

)︁
G𝐼𝐼 ≡ 𝑡

3(𝑛+𝑚)
4𝑞

(︁
−𝜕𝑥𝑉 (𝜉𝑁𝐼𝐼 + 𝑡−

𝑛+𝑚
2𝑞 𝑦1; 0) + 𝜕𝑥𝑉 (𝜉𝑁𝐼𝐼 ; 0)

+ 𝐺(𝜉𝑁𝐼𝐼 + 𝑡−
𝑛+𝑚
2𝑞 𝑦1, 𝜂

𝑁
𝐼𝐼 + 𝑡−

3(𝑛+𝑚)
4𝑞 𝑦2, 𝑡)−𝐺(𝜉𝑁𝐼𝐼 , 𝜂

𝑁
𝐼𝐼 , 𝑡)

)︁
+

3(𝑛+𝑚)

4𝑞
𝑡−1𝑦2,

c𝐼𝐼 ≡ −
(︁
𝑡
𝑛+𝑚
2𝑞 Ξ𝐼𝐼(𝑡), 𝑡

3(𝑛+𝑚)
4𝑞 Θ𝐼𝐼(𝑡)

)︁𝑇
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Заметим, что a𝐼𝐼(0, 𝑡) ≡ 0. Матрица линеаризованной системы имеет вид:

A𝐼𝐼(𝑡) :=

⎛⎝𝜕𝑦1F𝐼𝐼(0, 0, 𝑡) 𝜕𝑦2F𝐼𝐼(0, 0, 𝑡)

𝜕𝑦1G𝐼𝐼(0, 0, 𝑡) 𝜕𝑦2G𝐼𝐼(0, 0, 𝑡)

⎞⎠
Нетрудно проверить, что

A𝐼𝐼(𝑡) = 𝑡−
𝑛+𝑚
4𝑞

(︁
A0
𝐼𝐼 +𝒪(𝑡−

𝑛+𝑚
4𝑞 )
)︁
, 𝑡→ ∞, A0

𝐼𝐼 =

⎛⎝ 0 1

2𝜇𝑤(0) 0

⎞⎠ .

В этом случае корни 𝑒+(𝑡) и 𝑒−(𝑡) характеристического уравнения |A𝐼𝐼(𝑡)−𝑒I| =

0 вещественные разных знаков: 𝑒±(𝑡) = 𝑡−(𝑛+𝑚)/(4𝑞)(±𝜍 +𝒪(𝑡−𝑛/𝑞)) при 𝑡 → ∞,

где 𝜍 =
√︀

2𝜇𝑤(0). Заметим, что существует матрица T0 такая, что T−1
0 A0

𝐼𝐼T0 =

B0
𝐼𝐼 , где B0

𝐼𝐼 = diag{𝜍,−𝜍}. Следовательно, подставив y(𝑡) = T0z(𝑡) в (2.22),

получим

𝑑z

𝑑𝑡
= B𝐼𝐼(𝑡)z+ b̃𝐼𝐼(z, 𝑡) + p𝐼𝐼(𝑡), (2.23)

где z = (𝑧1, 𝑧2)
𝑇 , B𝐼𝐼(𝑡) ≡ T−1

0 A𝐼𝐼(𝑡)T0, b̃𝐼𝐼(z, 𝑡) ≡ T−1
0 a𝐼𝐼(T0z, 𝑡) − B𝐼𝐼(𝑡)z,

p𝐼𝐼(𝑡) ≡ T−1
0 c𝐼𝐼(𝑡). Справедливы равенства

B𝐼𝐼(𝑡) = 𝑡−
𝑛+𝑚
4𝑞

(︁
B0
𝐼𝐼 +𝒪(𝑡−

𝑛+𝑚
4𝑞 )
)︁
, b̃𝐼𝐼(z, 𝑡) = 𝒪(|z|2)𝒪(𝑡−

𝑛+𝑚
4𝑞 ),

p𝐼𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−
2𝑁+2−𝑛−𝑚

4𝑞 ), |z| → 0, 𝑡→ ∞.

Также как и в предыдущем случае рассмотрим 𝐽(𝑧1, 𝑧2) ≡ 𝑧21−𝑧22 в качестве кан­

дидата на функцию Четаева для системы (2.23). Производная функции 𝐽(𝑧1, 𝑧2)

удовлетворяет равенству

𝑑𝐽

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛+𝑚
4𝑞

(︀
2𝜍|z|2 +𝒪(|z|3)

)︀
+𝒪(|z|)𝒪(𝑡−

2𝑁+2−𝑛−𝑚
4𝑞 ), |z| → 0, 𝑡→ ∞.

Следовательно, для любого 𝑁 ≥ 𝑛 +𝑚 найдутся 𝜀 > 0, 𝑡1 > 0 и 𝐶1 > 0 такие,

что

𝑑𝐽

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

𝑛+𝑚
4𝑞

(︁
𝜍|z|2 − 𝐶1𝑡

− 1
4𝑞 |z|

)︁
> 0
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для всех |z| ≤ 𝜀 и 𝑡 ≥ 𝑡1. Отсюда следует, что для всех 𝛿 ∈ (0, 𝜀) существует

𝑡* = max{𝑡1, (2𝐶1/(𝜍𝛿))
4𝑞} такое, что

𝑑𝐽

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

𝑛+𝑚
4𝑞 |z|2

(︂
𝜍 − 𝑡

− 1
4𝑞

*
𝐶1

𝛿

)︂
≥ 𝑡−

𝑛+𝑚
4𝑞
𝜍|z|2

2
≥ 𝑡−

𝑛+𝑚
4𝑞
𝜍𝐽

2

для всех z ∈ {(𝑧1, 𝑧2) ∈ R2 : 𝛿 ≤ |z| ≤ 𝜀, 𝐽(𝑧1, 𝑧2) > 0} и 𝑡 ≥ 𝑡*. Инте­

грируя последнее неравенство при 𝑡 ≥ 𝑡𝑠 ≥ 𝑡* и беря |z(𝑡𝑠)| = 𝛿 так, что

𝐽𝛿 := 𝐽(𝑧1(𝑡𝑠), 𝑧2(𝑡𝑠)) > 0, получаем

|z(𝑡)| ≥
√︀
𝐽𝛿 exp

(︂
𝑞𝜍

4𝑞 − 𝑛−𝑚

(︂
𝑡1−

𝑛+𝑚
4𝑞 − 𝑡

1−𝑛+𝑚
4𝑞

𝑠

)︂)︂
.

Следовательно, существует 𝑡𝑒 > 𝑡𝑠 такое, что |z(𝑡𝑒)| ≥ 𝜀. Возвращаясь к пере­

менным (𝑥1, 𝑥2), получаем доказательство теоремы.

Доказательство теоремы 16. Подстановка

𝑥1(𝑡) = 𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡) + 𝑡−
𝑛
𝑞 𝑦1(𝑡), 𝑥2(𝑡) = 𝜂𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡) + 𝑡−

3𝑛
2𝑞 𝑦2(𝑡)

в (2.1) даёт систему

𝑑y

𝑑𝑡
= a𝐼𝐼𝐼(y, 𝑡) + c𝐼𝐼𝐼(𝑡), (2.24)

где a𝐼𝐼𝐼(y, 𝑡) ≡ (F𝐼𝐼𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡),G𝐼𝐼𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡))
𝑇 ,

F𝐼𝐼𝐼 ≡ 𝑡−
𝑛
2𝑞𝑦2 +

𝑛

𝑞
𝑡−1𝑦1

+ 𝑡
𝑛
𝑞

(︁
𝐹 (𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼 + 𝑡−

𝑛
𝑞 𝑦1, 𝜂

𝑁
𝐼𝐼𝐼 + 𝑡−

3
2𝑞𝑦2, 𝑡)− 𝐹 (𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼 , 𝜂

𝑁
𝐼𝐼𝐼 , 𝑡)

)︁
G𝐼𝐼𝐼 ≡ 𝑡

3𝑛
2𝑞

(︁
−𝜕𝑥𝑉 (𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼 + 𝑡−

𝑛
𝑞 𝑦1; 0) + 𝜕𝑥𝑉 (𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼 ; 0)

+ 𝐺(𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼 + 𝑡−
𝑛
𝑞 𝑦1, 𝜂

𝑁
𝐼𝐼𝐼 + 𝑡−

3𝑛
2𝑞 𝑦2, 𝑡)−𝐺(𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼 , 𝜂

𝑁
𝐼𝐼𝐼 , 𝑡)

)︁
+

3𝑛

2𝑞
𝑡−1𝑦2,

c𝐼𝐼𝐼 ≡ −
(︁
𝑡
𝑛
𝑞Ξ𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝑡

3𝑛
2𝑞Θ𝐼𝐼𝐼(𝑡)

)︁𝑇
Заметим, что a𝐼𝐼𝐼(0, 𝑡) ≡ 0. Матрица линеаризованной системы имеет вид:

A𝐼𝐼𝐼(𝑡) :=

⎛⎝𝜕𝑦1F𝐼𝐼𝐼(0, 0, 𝑡) 𝜕𝑦2F𝐼𝐼𝐼(0, 0, 𝑡)

𝜕𝑦1G𝐼𝐼𝐼(0, 0, 𝑡) 𝜕𝑦2G𝐼𝐼𝐼(0, 0, 𝑡)

⎞⎠
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Нетрудно проверить, что

A𝐼𝐼𝐼(𝑡) = 𝑡−
𝑛
2𝑞

(︁
A0
𝐼𝐼𝐼 +𝒪(𝑡−

𝑛
2𝑞 )
)︁
, 𝑡→ ∞, A0

𝐼𝐼𝐼 =

⎛⎝ 0 1

𝒩𝑛 0

⎞⎠ ,

где 𝒩𝑛 := −2𝑤(0)𝜉𝑛 + 𝜕𝑥1𝐺𝑛(0, 0). Легко проверить, что 𝒩𝑛 =
√
Δ𝑛 > 0, ес­

ли 𝜉𝑛 = 𝜈−. В этом случае корни 𝑒+(𝑡) и 𝑒−(𝑡) характеристического уравне­

ния |A𝐼𝐼𝐼(𝑡) − 𝑒I| = 0 являются действительными числами разных знаков:

𝑒±(𝑡) = 𝑡−𝑛/(2𝑞)(±𝜍 + 𝒪(𝑡−𝑛/𝑞)) при 𝑡 → ∞, где 𝜍 =
√
𝒩𝑛. Заметим, что су­

ществует матрица T0 такая, что T−1
0 A0

𝐼𝐼𝐼T0 = B0
𝐼𝐼𝐼 , где B0

𝐼𝐼𝐼 = diag{𝜍,−𝜍}.

Следовательно, подставив y(𝑡) = T0z(𝑡) в (2.24), получим

𝑑z

𝑑𝑡
= B𝐼𝐼𝐼(𝑡)z+ b̃𝐼𝐼𝐼(z, 𝑡) + p𝐼𝐼𝐼(𝑡), (2.25)

где z = (𝑧1, 𝑧2)
𝑇 ,

B𝐼𝐼𝐼(𝑡) ≡ T−1
0 A𝐼𝐼𝐼(𝑡)T0 = 𝑡−

𝑛
2𝑞

(︁
B0
𝐼𝐼 +𝒪(𝑡−

𝑛
2𝑞 )
)︁
,

b̃𝐼𝐼𝐼(z, 𝑡) ≡ T−1
0 a𝐼𝐼𝐼(T0z, 𝑡)−B𝐼𝐼𝐼(𝑡)z = 𝒪(|z|2)𝒪(𝑡−

𝑛
2𝑞 ),

p𝐼𝐼𝐼(𝑡) ≡ T−1
0 c𝐼𝐼𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑁+1
𝑞 ).

при |z| → 0 и 𝑡 → ∞. Рассмотрим 𝐽(𝑧1, 𝑧2) ≡ 𝑧21 − 𝑧22 в качестве кандидата на

функцию Четаева для системы (2.25). Справедливо равенство

𝑑𝐽

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
2𝑞

(︀
2𝜍|z|2 +𝒪(|z|3)

)︀
+𝒪(|z|)𝒪(𝑡−

𝑁+1
𝑞 ), |z| → 0, 𝑡→ ∞.

Следовательно, для любого 𝑁 ≥ 𝑛/2 найдутся 𝜀 > 0, 𝑡1 > 0 и 𝐶1 > 0 такие, что

𝑑𝐽

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

𝑛
2𝑞

(︁
𝜍|z|2 − 𝐶1𝑡

− 1
2𝑞 |z|

)︁
> 0

для всех |z| ≤ 𝜀 и 𝑡 ≥ 𝑡1. Отсюда следует, что для всех 𝛿 ∈ (0, 𝜀) существует

𝑡* = max{𝑡1, (2𝐶1/(𝜍𝛿))
2𝑞} такое, что

𝑑𝐽

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

𝑛
2𝑞 |z|2

(︂
𝜍 − 𝑡

− 1
2𝑞

*
𝐶1

𝛿

)︂
≥ 𝑡−

𝑛
2𝑞
𝜍|z|2

2
≥ 𝑡−

𝑛
2𝑞
𝜍𝐽

2
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для всех z ∈ {(𝑧1, 𝑧2) ∈ R2 : 𝛿 ≤ |z| ≤ 𝜀, 𝐽(𝑧1, 𝑧2) > 0} и 𝑡 ≥ 𝑡*. Инте­

грируя последнее неравенство при 𝑡 ≥ 𝑡𝑠 ≥ 𝑡* и беря |z(𝑡𝑠)| = 𝛿 так, что

𝐽𝛿 := 𝐽(𝑧1(𝑡𝑠), 𝑧2(𝑡𝑠)) > 0, получаем

|z(𝑡)| ≥
√︀
𝐽𝛿 exp

(︂
2𝑞𝜍

2𝑞 − 𝑛

(︁
𝑡1−

𝑛
2𝑞 − 𝑡

1− 𝑛
2𝑞

𝑠

)︁)︂
.

Следовательно, существует 𝑡𝑒 > 𝑡𝑠 такое, что |z(𝑡𝑒)| ≥ 𝜀. Возвращаясь к пере­

менным (𝑥1, 𝑥2), получаем доказательство теоремы.

2.6.3. Нелинейный анализ устойчивости

Случай I

Доказательство теоремы 17. Обратим внимание, что систему (2.20) можно за­

писать в следующем виде:

𝑑𝑦1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑦2ℋ(𝑦1, 𝑦2, 𝑡)− Ξ𝐼(𝑡),

𝑑𝑦2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑦1ℋ(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) + 𝒫(𝑦1, 𝑦2, 𝑡)−Θ𝐼(𝑡), (2.26)

где

ℋ =𝑉 (𝜉𝑁𝐼 + 𝑦1;𝜆)− 𝑉 (𝜉𝑁𝐼 ;𝜆)− 𝑦1𝜕𝑥𝑉 (𝜉𝑁𝐼 ;𝜆) +
𝜂2

2

+

𝑦2∫︁
0

(︁
𝐹 (𝜉𝑁𝐼 + 𝑦1, 𝜂

𝑁
𝐼 + 𝜃, 𝑡)− 𝐹 (𝜉𝑁𝐼 , 𝜂

𝑁
𝐼 , 𝑡)

)︁
𝑑𝜃

−
𝑦1∫︁
0

(︁
𝐺(𝜉𝑁𝐼 + 𝜁, 𝜂𝑁𝐼 , 𝑡)−𝐺(𝜉𝑁𝐼 , 𝜂

𝑁
𝐼 , 𝑡)

)︁
𝑑𝜁,

𝒫 =

𝑦2∫︁
0

(︁
𝜕𝑥1𝐹 (𝜉

𝑁
𝐼 + 𝑦1, 𝜂

𝑁
𝐼 + 𝑦2, 𝑡) + 𝜕𝑥2𝐺(𝜉

𝑁
𝐼 + 𝑦1, 𝜂

𝑁
𝐼 + 𝜃, 𝑡)

)︁
𝑑𝜃.
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Из (2.5) следует, что ℋ(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) = ℋ0(𝑦1, 𝑦2) + 𝒪(|y|2)𝒪(𝑡−𝑛/𝑞) и 𝒫(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) =

𝑡−(𝑛+ℎ)/𝑞𝒫𝑛+ℎ(𝑦1, 𝑦2) +𝒪(|y|)𝒪(𝑡−(𝑛+ℎ+1)/𝑞) при |y| → 0 и 𝑡→ ∞, где

ℋ0(𝑦1, 𝑦2) =𝑉 (
√
𝜆+ 𝑦1;𝜆)− 𝑉 (

√
𝜆;𝜆)− 𝑦1𝜕𝑥1𝑉 (

√
𝜆;𝜆) +

𝑦22
2
,

𝒫𝑛+ℎ(𝑦1, 𝑦2) =

𝑦2∫︁
0

(︁
𝜕𝑥1𝐹𝑛+ℎ(

√
𝜆+ 𝑦1, 𝜃) + 𝜕𝑥2𝐺𝑛+ℎ(

√
𝜆+ 𝑦1, 𝜃)

)︁
𝑑𝜃.

Легко видеть, что ℋ0(𝑦1, 𝑦2) =
√
𝜆𝑤
(︀√

𝜆
)︀
𝑦21 + 𝑦22/2 + 𝒪(|y|3), 𝒫𝑛+ℎ(𝑦1, 𝑦2) =

𝛾𝑛+ℎ(𝜆)𝑦2 +𝒪(|y|2) при |y| → 0. Рассмотрим комбинацию

𝑈𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) = ℋ(𝑦1, 𝑦2, 𝑡)−
𝛾𝑛+ℎ(𝜆)

2
𝑡−

𝑛+ℎ
𝑞 𝑦1𝑦2 (2.27)

как кандидат на функцию Ляпунова для системы (2.26). Легко проверить, что

𝑈𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) = 𝑊𝐼(𝑦1, 𝑦2) +𝒪(|y|3) +𝒪(|y|2)𝒪(𝑡−
𝑛
𝑞 ), |y| → 0, 𝑡→ ∞,

где 𝑊𝐼(𝑦1, 𝑦2) = (𝜔2
𝐼𝑦

2
1 + 𝑦22)/2, 𝜔2

𝐼 = 2
√
𝜆𝑤
(︀√

𝜆
)︀
> 0. Производная функции

𝑈𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) по 𝑡 вдоль траекторий системы (2.26) удовлетворяет равенству

𝑑𝑈𝐼
𝑑𝑡

= 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞 𝑊𝐼(𝑦1, 𝑦2)

(︁
𝛾𝑛+ℎ(𝜆) +𝒪(|y|) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁
+𝒪(|y|)𝒪(𝑡−

𝑛+𝑁+1
𝑞 )

при |y| → 0 и 𝑡 → ∞. Из этого следует, что для любого 𝑁 ≥ ℎ существуют

𝜌0 > 0 и 𝑡0 > 0, такие, что 𝐴−|y|2 ≤ 𝑈𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) ≤ 𝐴+|y|2,

𝑑𝑈𝐼
𝑑𝑡

≤ −𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞

(︁
𝐴0|y|2 − 𝑡−

1
𝑞𝐴1|y|

)︁
, если 𝛾𝑛+ℎ(𝜆) < 0,

𝑑𝑈𝐼
𝑑𝑡

≥ 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞

(︁
𝐴0|y|2 − 𝑡−

1
𝑞𝐴1|y|

)︁
, если 𝛾𝑛+ℎ(𝜆) > 0

для всех |y| ≤ 𝜌0 и 𝑡 ≥ 𝑡0 с положительными параметрами

𝐴− =
1

4
min{1, 𝜔2

𝐼}, 𝐴+ = max{1, 𝜔2
𝐼}, 𝐴0 =

|𝛾𝑛+ℎ(𝜆)|𝐴−

2
(2.28)

и некоторой постоянной 𝐴1 > 0.

Пусть 𝛾𝑛+ℎ(𝜆) < 0. Тогда для любого 𝜀 ∈ (0, 𝜌0) существуют

𝛿𝜀 =
𝜀

2
, 𝑡𝜀 = max

{︃
𝑡0,

(︃
4𝐴1

𝜀𝐴0

√︃
𝐴+

𝐴−

)︃𝑞}︃
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такие, что

𝑑𝑈𝐼
𝑑𝑡

≤ 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞 |y|2

(︂
−𝐴0 + 𝑡

− 1
𝑞

𝜀
𝐴1

𝛿𝜀

)︂
≤ −𝑡−

𝑛+ℎ
𝑞
𝐴0|y|2

2
< 0

для всех 𝛿𝜀 ≤ |y| ≤ 𝜀 и 𝑡 ≥ 𝑡𝜀. Более того, функция 𝑈(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) удовлетворяет

неравенству

sup
|y|≤𝛿𝜀

𝑈𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) ≤ 𝐴+𝛿
2
𝜀 < 𝐴−𝜀

2 ≤ inf
|y|=𝜀

𝑈𝐼(𝑦1, 𝑦2, 𝑡), 𝑡 ≥ 𝑡0.

Следовательно, любое решение (𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡)) системы (2.26) с начальными дан­

ными |y(𝑡𝑠)| ≤ 𝛿𝜀, 𝑡𝑠 ≥ 𝑡𝜀 не может выйти из окрестности {(𝑦1, 𝑦2) ∈ R2 : |y| ≤ 𝜀}

при 𝑡 > 𝑡𝑠.

Пусть 𝛾𝑛+ℎ(𝜆) > 0. Отсюда следует, что для любого 𝛿 ∈ (0, 𝜀), 𝜀 = 𝜚0/2

существует 𝑡* = max{𝑡0, (2𝐴1/(𝐴0𝛿))
𝑞} такое, что

𝑑𝑈𝐼
𝑑𝑡

≥ 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞 |y|2

(︂
𝐴0 − 𝑡

− 1
𝑞

*
𝐴1

𝛿

)︂
≥ 𝑡−

𝑛+ℎ
𝑞
𝐴0|y|2

2
≥ 𝑡−

𝑛+ℎ
𝑞 𝜍𝑈𝐼

для всех 𝛿 ≤ |y| ≤ 𝜀 и 𝑡 ≥ 𝑡* с 𝜍 = 𝐴0/(2𝐴+). Интегрируя последнее неравенство

при 𝑡 ≥ 𝑡𝑠 ≥ 𝑡* и принимая |y(𝑡𝑠)| = 𝛿, получаем

|y(𝑡)| ≥ 𝛿

√︃
𝐴−

𝐴+
exp

⎛⎝ 𝜍
2

𝑡∫︁
𝑡𝑠

𝜏−
𝑛+ℎ
𝑞 𝑑𝜏

⎞⎠ .

Следовательно, существует 𝑡𝑒 > 𝑡𝑠 такое, что |y(𝑡𝑒)| ≥ 𝜀.

Доказательство теоремы 18. Подставляя 𝑦1(𝑡) = 𝑡−
𝑁−ℎ

𝑞 𝑧1(𝑡), 𝑦2(𝑡) = 𝑡−
𝑁−ℎ

𝑞 𝑧2(𝑡)

в (2.26), получаем

𝑑𝑧1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑧2ℋ̃(𝑧1, 𝑧2, 𝑡)− Ξ̃𝐼(𝑡),

𝑑𝑧2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑧1ℋ̃(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) + 𝒫(𝑧1, 𝑧2, 𝑡)− Θ̃𝐼(𝑡), (2.29)
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где

ℋ̃(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≡ 𝑡
2(𝑁−ℎ)

𝑞 ℋ
(︁
𝑡−

𝑁−ℎ
𝑞 𝑧1, 𝑡

−𝑁−ℎ
𝑞 𝑧2, 𝑡

)︁
+
𝑁 − ℎ

𝑞
𝑡−1𝑧1𝑧2

= 𝑊𝐼(𝑧1, 𝑧2) +𝒪(|z|2)𝒪(𝑡−
𝑛
𝑞 ) +𝒪(|z|3)𝒪(𝑡−

𝑁−ℎ
𝑞 ),

𝒫(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≡ 𝑡
𝑁−ℎ

𝑞 𝒫
(︁
𝑡−

𝑁−ℎ
𝑞 𝑧1, 𝑡

−𝑁−ℎ
𝑞 𝑧2, 𝑡

)︁
+

2(𝑁 − ℎ)

𝑞
𝑡−1𝑧2

= 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞

(︁
𝛾𝑛+ℎ(𝜆)𝑧2 +𝒪(|z|2)𝒪(𝑡−

𝑁−ℎ
𝑞 ) +𝒪(|z|)𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁
,

Ξ̃𝐼(𝑡) ≡ 𝑡
𝑁−ℎ

𝑞 Ξ𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑛+ℎ+1

𝑞 ),

Θ̃𝐼(𝑡) ≡ 𝑡
𝑁−ℎ

𝑞 Θ𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑛+ℎ+1

𝑞 )

при |z| → 0 и 𝑡→ ∞. Рассмотрим

𝑈̃𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) = ℋ̃(𝑧1, 𝑧2, 𝑡)−
𝛾𝑛+ℎ(𝜆)

2
𝑡−

𝑛+ℎ
𝑞 𝑧1𝑧2

в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (2.29). Тогда имеем

𝑑𝑈̃𝐼
𝑑𝑡

= 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞 𝑊𝐼

(︁
𝛾𝑛+ℎ(𝜆) +𝒪(|z|)𝒪(𝑡−

𝑁−ℎ
𝑞 ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁
+𝒪(|z|)𝒪(𝑡−

𝑛+ℎ+1
𝑞 )

при |z| → 0 и 𝑡→ ∞. Следовательно, существуют 𝜌0 > 0 и 𝑡0 > 0, такие, что

𝐴−|z|2 ≤ 𝑈̃𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤ 𝐴+|z|2,
𝑑𝑈̃𝐼
𝑑𝑡

≤ 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞

(︁
−𝐴0|z|2 + 𝑡−

1
𝑞𝐴1|z|

)︁
для всех |z| ≤ 𝜌0 и 𝑡 ≥ 𝑡0 с активными параметрами 𝐴±, 𝐴0, определёнными в

(2.28) и некоторой постоянной 𝐴1 > 0. Далее, повторяя рассуждения из доказа­

тельств выводы 17, получаем, что для любого 𝜀 ∈ (0, 𝜌0) существуют 𝛿𝜀 > 0 и

𝑡𝜀 ≥ 𝑡0 такие, что любое решение (𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡)) системы (2.29) с начальными дан­

ными |z(𝑡𝑠)| ≤ 𝛿𝜀, 𝑡𝑠 ≥ 𝑡𝜀 не может выйти из окрестности {(𝑧1, 𝑧2) ∈ R2 : |z| ≤ 𝜀}

при 𝑡 > 𝑡𝑠. Следовательно, для любого 𝑁 ≥ ℎ существует решение (𝜉𝐼(𝑡), 𝜂𝐼(𝑡))

системы (2.1) такое, что 𝜉𝐼(𝑡) = 𝜉𝑁𝐼 (𝑡)+𝒪(𝑡−(𝑁−ℎ)/𝑞), 𝜂𝐼(𝑡) = 𝜂𝑁𝐼 (𝑡)+𝒪(𝑡−(𝑁−ℎ)/𝑞)

при 𝑡→ ∞.

Для доказательства устойчивости решения подставим 𝑥1(𝑡) = 𝜉𝐼(𝑡)+𝑦1(𝑡),

𝑥2(𝑡) = 𝜂𝐼(𝑡) + 𝑦2(𝑡) в систему (2.1). Тогда для функций 𝑦1(𝑡), 𝑦2(𝑡) получим
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систему (2.26), в которой вместо 𝜉𝑁𝐼 (𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼 (𝑡) стоят 𝜉𝐼(𝑡), 𝜂𝑁𝐼 (𝑡). В этом случае

Ξ𝐼(𝑡) ≡ Θ𝐼(𝑡) ≡ 0 и Ξ̃𝐼(𝑡) ≡ Θ̃𝐼(𝑡) ≡ 0 в системе (2.29). Нетрудно проверить, что

в этом случае производная функции 𝑈̃𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) на траекториях системы (2.29)

удовлетворяет неравенству: 𝑑𝑈̃𝐼/𝑑𝑡 ≤ −𝜍𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞 𝑈̃𝐼 для всех |z| ≤ 𝜌0 и 𝑡 ≥ 𝑡0 с

постоянной 𝜍 = 𝐴0/𝐴+ > 0. Интегрируя последнее неравенство при 𝑡 ≥ 𝑡𝑠 ≥ 𝑡0

с |z(𝑡𝑠)| ≤ 𝛿𝜀, получаем

|z(𝑡)| ≤ |z(𝑡𝑠)|

√︃
𝐴+

𝐴−
exp

⎛⎝− 𝜍
2

𝑡∫︁
𝑡𝑠

𝜏−
𝑛+ℎ
𝑞 𝑑𝜏

⎞⎠ .

Следовательно, |z(𝑡)| → 0 при 𝑡 → ∞. Возвращаясь к исходным переменным,

получаем асимптотическую устойчивость частного решения 𝜉𝐼(𝑡), 𝜂𝐼(𝑡).

Доказательство теоремы 19. Система (2.26) рассматривается. Из (2.13) следу­

ет, что 𝒫(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) ≡ 0 и ℋ(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) = ℋ0(𝑦1, 𝑦2) + 𝑡−𝑛/𝑞ℋ𝑛(𝑦1, 𝑦2) +𝒪(𝑡−(𝑛+1)/𝑞)

при 𝑡→ ∞, где ℋ𝑛(𝑦1, 𝑦2) = (𝐺𝑛(
√
𝜆, 0)+𝜕𝑥1𝐺𝑛(

√
𝜆, 0))𝑦21/2+𝜕𝑥1𝐹𝑛(

√
𝜆, 0)𝑦1𝑦2+

𝜕𝑥2𝐹𝑛(
√
𝜆, 0)𝑦22/2 +𝒪(|y|3) при |y| → 0. В этом случае используем

𝑈0(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) =ℋ(𝑦1, 𝑦2, 𝑡)

+ 𝑡−1−𝑛
𝑞
𝑛

𝑞

(︂(︀
𝑑𝑛 − 2𝜔2

𝐼𝜕𝑥2𝐹𝑛(
√
𝜆, 0)

)︀𝑦1𝑦2
4𝜔2

𝐼

+ 𝜕𝑥1𝐹𝑛(
√
𝜆, 0)

𝑦21
2

)︂
в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (2.26). Производная

𝑈0(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) вдоль траекторий системы определяется выражением

𝑑𝑈0

𝑑𝑡
= 𝑡−1−𝑛

𝑞𝑊𝐼(𝑦1, 𝑦2)

(︂
− 𝑛𝑑𝑛
2𝑞𝜔2

𝐼

+𝒪(|y|) +𝒪(𝑡−
1
𝑞 )

)︂
+𝒪(|y|)𝒪(𝑡−

𝑛+𝑁+1
𝑞 )

при |y| → 0 и 𝑡 → ∞. Далее, повторяя рассуждения, использованные при

доказательстве теоремы 17, видим, что асимптотические режимы 𝜉𝑁𝐼 (𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼 (𝑡)

являются устойчивыми при 𝑑𝑛 > 0.
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Случай II

Доказательство теоремы 20. Обратим внимание, что система (2.22) может

быть записана в виде
𝑑𝑦1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑦2ℋ(𝑦1, 𝑦2, 𝑡)− Ξ𝐼𝐼(𝑡),

𝑑𝑦2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑦1ℋ(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) + 𝒫(𝑦1, 𝑦2, 𝑡)−Θ𝐼𝐼(𝑡), (2.30)

где

ℋ =𝑉 (𝜉𝑁𝐼𝐼 + 𝑦1; 0)− 𝑉 (𝜉𝑁𝐼𝐼 ; 0)− 𝑦1𝜕𝑥𝑉 (𝜉𝑁𝐼𝐼 ; 0) +
𝑦22
2

+

𝑦2∫︁
0

(︁
𝐹 (𝜉𝑁𝐼𝐼 + 𝑦1, 𝜂

𝑁
𝐼𝐼 + 𝜃, 𝑡)− 𝐹 (𝜉𝑁𝐼𝐼 , 𝜂

𝑁
𝐼𝐼 , 𝑡)

)︁
𝑑𝜃

−
𝑦1∫︁
0

(︁
𝐺(𝜉𝑁𝐼𝐼 + 𝜁, 𝜂𝑁𝐼𝐼 , 𝑡)−𝐺(𝜉𝑁𝐼𝐼 , 𝜂

𝑁
𝐼𝐼 , 𝑡)

)︁
𝑑𝜁,

𝒫 =

𝑦2∫︁
0

(︁
𝜕𝑥1𝐹 (𝜉

𝑁
𝐼𝐼 + 𝑦1, 𝜂

𝑁
𝐼𝐼 + 𝑦2, 𝑡) + 𝜕𝑥2𝐺(𝜉

𝑁
𝐼𝐼 + 𝑦1, 𝜂

𝑁
𝐼𝐼 + 𝜃, 𝑡)

)︁
𝑑𝜃. (2.31)

Из (2.9) следует, что

ℋ(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) =ℋ0(𝑦1, 𝑦2) + 𝑡−
𝑛+𝑚
2𝑞 ℋ𝑛+𝑚(𝑦1, 𝑦2) +𝒪(𝑡−

𝑛+𝑚+1
2𝑞 ),

𝒫(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) = 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞 𝒫𝑛+ℎ(𝑦1, 𝑦2) +𝒪(𝑡−

𝑛+ℎ+1
𝑞 ), 𝑡→ ∞,

где

ℋ0(𝑦1, 𝑦2) ≡𝑉 (𝑦1; 0)− 𝑉 (0; 0)− 𝑦1𝜕𝑥1𝑉 (0; 0) +
𝑦22
2

=𝑤(0)
𝑦31
3
+
𝑦22
2
+𝒪(|y|4),

ℋ𝑛+𝑚(𝑦1, 𝑦2) =𝑥𝑛+𝑚
(︀
𝜕𝑥𝑉 (𝑦1; 0)− 𝜕𝑥1𝑉 (0; 0)− 𝑦1𝜕

2
𝑥𝑉 (0; 0)

)︀
=𝑤(0)𝜇𝑦21 +𝒪(|y|3),

𝒫𝑛+ℎ(𝑦1, 𝑦2) = 𝛾𝑛+ℎ(0)𝑦2 +𝒪(|y|2)

при |y| → 0. Поскольку функция ℋ(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) знаконеопределена вблизи непо­

движной точки (0, 0), комбинация вида (2.27) не может быть использована в

качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (2.30).
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Замена переменных

𝑦1(𝑡) = 𝑡−
𝑛+𝑚
2𝑞 𝑧1(𝑡), 𝑦2(𝑡) = 𝑡−

3(𝑛+𝑚)
4𝑞 𝑧1(𝑡) (2.32)

приводит систему (2.30) к виду

𝑑𝑧1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑧2ℋ̂(𝑧1, 𝑧2, 𝑡)− Ξ̂𝐼𝐼(𝑡),

𝑑𝑧2
𝑑𝑡

= − 𝜕𝑧1ℋ̂(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) + 𝒫(𝑧1, 𝑧2, 𝑡)− Θ̂𝐼𝐼(𝑡), (2.33)

где

ℋ̂(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≡ 𝑡
5(𝑛+𝑚)

4𝑞 ℋ
(︁
𝑡−

𝑛+𝑚
2𝑞 𝑧1, 𝑡

− 3(𝑛+𝑚)
4𝑞 𝑧2, 𝑡

)︁
+
𝑛+𝑚

2𝑞
𝑡−1𝑧1𝑧2,

𝒫(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≡ 𝑡
3(𝑛+𝑚)

4𝑞 𝒫
(︁
𝑡−

𝑛+𝑚
2𝑞 𝑧1, 𝑡

− 3(𝑛+𝑚)
4𝑞 𝑧2, 𝑡

)︁
+

5(𝑛+𝑚)

4𝑞
𝑡−1𝑧2,

Ξ̂𝐼𝐼(𝑡) ≡ 𝑡
𝑛+𝑚
2𝑞 Ξ𝐼𝐼(𝑡),

Θ̂𝐼𝐼(𝑡) ≡ 𝑡
3(𝑛+𝑚)

4𝑞 Θ𝐼𝐼(𝑡).

Нетрудно проверить, что

ℋ̂ = 𝑡−
𝑛+𝑚
4𝑞

(︂
1

2
(𝜔2

𝐼𝐼𝑧
2
1 + 𝑧22) + 𝑤(0)

𝑧31
3

)︂
+𝒪(|z|2)𝒪(𝑡−

𝑛+𝑚
2𝑞 ) +𝒪(|z|2)𝒪(𝑡−1),

𝒫 = 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞 𝛼𝑛,𝑚𝑧2 +𝒪(𝑡−

𝑛+ℎ+1
𝑞 )𝒪(|z|),

Ξ̂𝐼𝐼 =𝒪(𝑡−
𝑛−𝑚+𝑁+1

2𝑞 ),

Θ̂𝐼𝐼 =𝒪(𝑡−
2𝑁−𝑛−𝑚+2

4𝑞 )

при |z| → 0 и 𝑡→ ∞, где 𝜔2
𝐼𝐼 = 2𝑤(0)𝜇 > 0. Рассмотрим

𝑈𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) = 𝑡
𝑛+𝑚
4𝑞 ℋ̂(𝑧1, 𝑧2, 𝑡)− 𝑡−

3𝑛+4ℎ−𝑚
4𝑞

𝛼𝑛,𝑚
2
𝑧1𝑧2

в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (2.33). Легко прове­

рить, что

𝑈𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) = 𝑊𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2) +𝒪(|z|3) +𝒪(|z|2)𝒪(𝑡−
𝑛+𝑚
4𝑞 ), |z| → 0, 𝑡→ ∞,



92

где 𝑊𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2) = (𝜔2
𝐼𝐼𝑧

2
1 + 𝑧22)/2. Производная функции 𝑈𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) по 𝑡 вдоль

траекторий системы (2.33) удовлетворяет равенству

𝑑𝑈𝐼𝐼
𝑑𝑡

= 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞 𝑊𝐼𝐼

(︁
𝛼𝑛,𝑚 +𝒪(|z|) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 ) +𝒪(𝑡−

𝑛+𝑚
4𝑞 )
)︁
+𝒪(|z|)𝒪(𝑡−

2𝑁−𝑛−𝑚+2
4𝑞 )

при |z| → 0 и 𝑡→ ∞. Отсюда следует, что для любых 𝑁 ≥ (5𝑛+𝑚+4ℎ− 1)/2

и 𝜖 ∈ (0, 1) существуют 𝜌0 > 0 и 𝑡0 > 0, такие, что

(1− 𝜖)𝑊𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2) ≤ 𝑈𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤ (1 + 𝜖)𝑊𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2),

𝑑𝑈𝐼𝐼
𝑑𝑡

≤ −𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞

(︁
(1− 𝜖)|𝛼𝑛,𝑚|𝑊𝐼𝐼 − 𝑡−

1
4𝑞𝐵1

√︀
𝑊𝐼𝐼

)︁
, если 𝛼𝑛,𝑚 < 0,

𝑑𝑈𝐼𝐼
𝑑𝑡

≥ 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞

(︁
(1− 𝜖)𝛼𝑛,𝑚𝑊𝐼𝐼 − 𝑡−

1
4𝑞𝐵1

√︀
𝑊𝐼𝐼

)︁
, если 𝛼𝑛,𝑚 > 0

для всех |z| ≤ 𝜌0 и 𝑡 ≥ 𝑡0 с некоторой постоянной 𝐵1 > 0.

Если 𝛼𝑛,𝑚 < 0, то, повторяя рассуждения доказательств 17, получаем, что

для любого 𝜀 ∈ (0, 𝜌0) существуют 𝛿𝜀 > 0 и 𝑡𝜀 ≥ 𝑡0 такие, что любое решение

(𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡)) системы (2.33) с начальными данными |z(𝑡𝑠)| ≤ 𝛿𝜀, 𝑡𝑠 ≥ 𝑡𝜀 не может

выйти из окрестности {(𝑧1, 𝑧2) ∈ R2 : |z| ≤ 𝜀} при 𝑡 > 𝑡𝑠. Объединяя это с (2.32),

получаем устойчивость асимптотического режима 𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼𝐼(𝑡) при 𝜉𝑛+𝑚 = 𝜇.

Пусть 𝛼𝑛,𝑚 > 𝛿𝑛+ℎ,𝑞3(𝑛 + 𝑚)/(2𝑞). Отсюда следует, что для любого 𝛿 ∈

(0, 𝜀), 𝜀 = 𝜌0/2 существует 𝑡* = max{𝑡0, (𝐵1/(𝜖(1− 𝜖)𝛿))4𝑞} такое, что

𝑑𝑈𝐼𝐼
𝑑𝑡

≥ 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞 𝑊𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2)

(︂
(1− 𝜖)𝛼𝑛,𝑚 − 𝑡

− 1
4𝑞

*
𝐵1

𝛿

)︂
≥ 𝑡−

𝑛+ℎ
𝑞 (1− 𝜖)2𝛼𝑛,𝑚𝑊𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2) ≥ 𝑡−

𝑛+ℎ
𝑞 𝜍𝑈𝐼𝐼 (2.34)

для всех 𝛿2 ≤ 𝑊𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2) ≤ 𝜀2 и 𝑡 ≥ 𝑡* с 𝜍 = (1 − 𝜖)2|𝛼𝑛,𝑚|/(1 + 𝜖). Интегрируя

последнее неравенство при 𝑡 ≥ 𝑡𝑠 ≥ 𝑡* с 𝑊𝐼𝐼(𝑧1(𝑡𝑠), 𝑧2(𝑡𝑠)) = 𝛿2 и учитывая

(2.32), получаем

|y(𝑡)|2 ≥ (1− 𝜖)𝛿2

(1 + 𝜖)𝐵+
𝑡−

3(𝑛+𝑚)
2𝑞 exp

⎛⎝𝜍 𝑡∫︁
𝑡𝑠

𝜏−
𝑛+ℎ
𝑞 𝑑𝜏

⎞⎠ .

Выбрав 𝜖 ∈ (0, 1) достаточно малым, мы видим, что существует 𝑡𝑒 > 𝑡𝑠 такое,

что |y(𝑡𝑒)| ≥ 𝜀.
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Доказательство теоремы 21. Подстановка

𝑧1(𝑡) = 𝑡−
2𝑁−κ

4𝑞 𝑢1(𝑡), 𝑧2(𝑡) = 𝑡−
2𝑁−κ

4𝑞 𝑢2(𝑡), κ = 5𝑛+𝑚+ 4ℎ− 1

с (2.33) приводит к системе

𝑑𝑢1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑢2ℋ̃(𝑢1, 𝑢2, 𝑡)− Ξ̃𝐼𝐼(𝑡),

𝑑𝑢2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑢1ℋ̃(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) + 𝒫(𝑢1, 𝑢2, 𝑡)− Θ̃𝐼𝐼(𝑡), (2.35)

где

ℋ̃(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) ≡ 𝑡
2𝑁−κ

2𝑞 ℋ̂
(︁
𝑡−

2𝑁−κ
4𝑞 𝑢1, 𝑡

− 2𝑁−κ
4𝑞 𝑢2, 𝑡

)︁
+

2𝑁 − κ
4𝑞

𝑡−1𝑢1𝑢2

= 𝑡−
𝑛+𝑚
4𝑞

(︁
𝑊𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2) +𝒪(|u|2)𝒪(𝑡−

𝑛+𝑚
4𝑞 ) +𝒪(|u|3)𝒪(𝑡−

2𝑁−κ
4𝑞 )
)︁
,

𝒫(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≡ 𝑡
2𝑁−κ

4𝑞 𝒫
(︁
𝑡−

2𝑁−κ
4𝑞 𝑢1, 𝑡

− 2𝑁−κ
4𝑞 𝑢2, 𝑡

)︁
+

2𝑁 − κ
2𝑞

𝑡−1𝑢2

= 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞

(︁
𝛼𝑛+ℎ𝑢2 +𝒪(|u|2)𝒪(𝑡−

2𝑁−κ
4𝑞 ) +𝒪(|u|)𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁
,

Ξ̃𝐼𝐼(𝑡) ≡ 𝑡
2𝑁−κ

4𝑞 Ξ̂𝐼𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑛+ℎ+1

4𝑞 ),

Θ̃𝐼𝐼(𝑡) ≡ 𝑡
2𝑁−κ

4𝑞 Θ̂𝐼𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑛+ℎ+1

4𝑞 )

при |u| → 0 и 𝑡→ ∞. Рассмотрим

𝑈̃𝐼𝐼(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) = 𝑡
𝑛+𝑚
4𝑞 ℋ̃(𝑢1, 𝑢2, 𝑡)− 𝑡−

3𝑛+4ℎ−𝑚
4𝑞

𝛼𝑛,𝑚
2
𝑢1𝑢2

в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (2.35). Тогда имеем

𝑑𝑈̃𝐼𝐼
𝑑𝑡

= 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞 𝑊𝐼𝐼

(︁
𝛼𝑛,𝑚 +𝒪(|u|)𝒪(𝑡−

2𝑁−κ
4𝑞 ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁
+𝒪(|u|)𝒪(𝑡−

4𝑛+4ℎ+1
4𝑞 )

при |u| → 0 и 𝑡→ ∞. Следовательно, существуют 𝜌0 > 0 и 𝑡0 > 0, такие, что

𝐵−|z|2 ≤ 𝑈̃𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤ 𝐵+|z|2,
𝑑𝑈̃𝐼𝐼
𝑑𝑡

≤ 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞

(︁
−𝐵0|u|2 + 𝑡−

1
4𝑞𝐵1|u|

)︁
для всех |u| ≤ 𝜌0 и 𝑡 ≥ 𝑡0 с действующими параметрами 𝐵− = min{1, 𝜔2

𝐼𝐼}/4,

𝐵+ = max{1, 𝜔2
𝐼𝐼}, 𝐵0 = |𝛼𝑛,𝑚|𝐵−/2 и некоторая постоянная 𝐵1 > 0. По­

вторяя рассуждения доказательств из выводов 17, получаем, что для любого
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𝜀 ∈ (0, 𝜌0) существуют 𝛿𝜀 > 0 и 𝑡𝜀 ≥ 𝑡0 такие, что любое решение (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡))

системы (2.35) с начальными данными |u(𝑡𝑠)| ≤ 𝛿𝜀, 𝑡𝑠 ≥ 𝑡𝜀 не может выйти

из окрестности {(𝑢1, 𝑢2) ∈ R2 : |u| ≤ 𝜀} при 𝑡 > 𝑡𝑠. Следовательно, для

любого 𝑁 ≥ κ/2 существует решение (𝜉𝐼𝐼(𝑡), 𝜂𝐼𝐼(𝑡)) системы (2.1) такое, что

𝜉𝐼𝐼(𝑡) = 𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡) +𝒪(𝑡−(2𝑁−κ)/(4𝑞)), 𝜂𝐼𝐼(𝑡) = 𝜂𝑁𝐼𝐼(𝑡) +𝒪(𝑡−(2𝑁−κ)/(4𝑞)) при 𝑡→ ∞.

Доказательство асимптотической устойчивости решения (𝜉𝐼𝐼(𝑡), 𝜂𝐼𝐼(𝑡)) про­

водится так же, как в теореме 18.

Доказательство теоремы 22. Легко проверить, что замена переменных

𝑦1(𝑡) = 𝑡−
𝑛+𝑚
2𝑞 𝑧1(𝑡), 𝑦2(𝑡) = 𝑡−

𝑚
𝑞 𝑧2(𝑡)

преобразует систему (2.30) к виду (2.33) с

ℋ̂ ≡ 𝑡
𝑛+3𝑚

2𝑞 ℋ
(︁
𝑡−

𝑛+𝑚
2𝑞 𝑧1, 𝑡

−𝑚
𝑞 𝑧2, 𝑡

)︁
+
𝑛+𝑚

2𝑞
𝑡−1𝑋𝑌

= 𝑡
𝑛−𝑚
2𝑞 𝑧22

(︂
1

2
+𝒪(𝑡−

𝑛+𝑚+1
2𝑞 )

)︂
+ 𝑡−

𝑛
𝑞 𝑧21

(︂
𝜔2
𝐼𝐼

2
+ 𝑤(0)

𝑧1
3
+𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )

)︂
,

𝒫 ≡ 𝑡
𝑚
𝑞 𝒫
(︁
𝑡−

𝑛+𝑚
2𝑞 𝑧1, 𝑡

−𝑚
𝑞 𝑧2, 𝑡

)︁
+
𝑛+ 3𝑚

2𝑞
𝑡−1𝑧2

= 𝑡−1𝑧2

(︁
𝛼̂𝑛,𝑚 +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁
+𝒪(𝑧1)𝒪(𝑡−1−𝑛

𝑞 ),

Ξ̂𝐼𝐼 ≡ 𝑡
𝑛+𝑚
2𝑞 Ξ𝐼𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑛−𝑚+𝑁+1
2𝑞 ),

Θ̂𝐼𝐼 ≡ 𝑡
𝑚
𝑞 Θ𝐼𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑛−𝑚+𝑁+1
2𝑞 )

при |z| → 0 и 𝑡 → ∞, где 𝛼̂𝑛,𝑚 = 𝛼𝑛,𝑚 − (3𝑛 −𝑚)/(4𝑞) < 0, 𝜔2
𝐼𝐼 = 2𝑤(0)𝜇 > 0.

Рассмотрим

𝑈̂𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) := 𝑡−
𝑛−𝑚
2𝑞

(︂
ℋ̂(𝑧1, 𝑧2, 𝑡)− 𝑡−1 𝛼̂𝑛,𝑚

2
𝑧1𝑧2

)︂
,

в качестве кандидата на функцию Ляпунова. Производная 𝑈̂𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) по 𝑡

вдоль траекторий системы удовлетворяет равенству:

𝑑𝑈̂𝐼𝐼
𝑑𝑡

= 𝑡−1
(︁
𝛼̂𝑛,𝑚𝑊̂𝐼𝐼 +𝒪(𝑧31)𝒪(𝑡−

3𝑛−𝑚
2𝑞 )
)︁
(1 +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )) +𝒪(|z|)𝒪(𝑡−

𝑛−𝑚+𝑁+1
2𝑞 )
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при |z| → 0 и 𝑡→ ∞, где

𝑊̂𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) =
1

2

(︁
𝑧22 + 𝑡−

3𝑛−𝑚
2𝑞 𝜔2

𝐼𝐼𝑧
2
1

)︁
.

Легко видеть, что существуют 𝜌1 > 0 и 𝑡1 > 0 такие, что

𝑡−
3𝑛−𝑚

2𝑞 𝐵̂−|z|2 ≤
1

2
𝑊̂𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤ 𝑈̂𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤

3

2
𝑊̂𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤ 𝐵̂+|z|2,

𝑑𝑈̂𝐼𝐼
𝑑𝑡

≤ −𝑡−1𝐵̂0𝑊̂𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) + 𝐵̂1|z|𝑡−
𝑛−𝑚+𝑁+1

2𝑞

для всех |z| ≤ 𝜌1 и 𝑡 ≥ 𝑡1 с 𝐵̂− = min{1, 𝜔2
𝐼𝐼}/4, 𝐵̂+ = max{1, 𝜔2

𝐼𝐼}, 𝐵̂0 =

|𝛼̂𝑛,𝑚|/2 > 0 и единичной единицы 𝐵̂1 > 0. Следовательно, для любых 𝜅 > 1 и

0 < 𝜀 < min

⎧⎨⎩1, 𝜌1,

(︃
𝐵̂2

−𝐵̂0

2𝐵̂+𝐵̂1

)︃ 1
𝜅−1

,

(︃
𝐵̂1

𝐵̂−𝐵̂0

𝑡
− 3𝑛−𝑚

2𝑞

1

)︃ 1
𝜅+1

⎫⎬⎭
существуют

𝛿𝜀 = 𝜀𝜅+1, 𝑡𝜀 = 𝜀−
2(𝜅+1)𝑞
3𝑛−𝑚

(︃
𝐵̂1

𝐵̂0𝐵̂−

)︃ 2𝑞
3𝑛−𝑚

такие, что

𝑑𝑈̂𝐼𝐼
𝑑𝑡

≤ 𝑡−1

(︃
−𝐵̂0 +

𝐵̂1

2𝐵̂−𝛿𝜀
𝑡
− 3𝑛−𝑚

2𝑞
𝜀

)︃
𝑊̂𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤ 0 (2.36)

для всех 𝛿𝜀 ≤ |z| ≤ 𝜀, 𝑡 ≥ 𝑡𝜀 и 𝑁 ≥ 5𝑛−𝑚+ 2𝑞 − 1. Справедливы цвета

sup
|z|≤𝛿𝜀

𝑈̂𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤ 𝐵̂+𝛿
2
𝜀 < 𝐾

− 3𝑛−𝑚
2𝑞

𝜀 𝐵̂−𝜀
2 ≤ inf

|z|=𝜀
𝑈̂𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡)

при всех 𝑡𝜀 ≤ 𝑡𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝐾𝜀, где

𝐾𝜀 = 𝜀−
4𝜅𝑞

3𝑛−𝑚

(︃
𝐵̂−

2𝐵̂+

)︃ 2𝑞
3𝑛−𝑚

Из последних неравенств и оценки (2.36) следует, что любое решение систе­

мы (2.33) с начальными данными |z(𝑡𝑠)| ≤ 𝛿𝜀, 𝑡𝜀 ≤ 𝑡𝑠 < 𝐾𝜀 не может выйти из

окрестности {(𝑧1, 𝑧2) ∈ R2 : |z| ≤ 𝜀} при 𝑡𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝐾𝜀. Таким образом, асимптоти­

ческий режим 𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼𝐼(𝑡) устойчив на конечном, но асимптотически большом

интервале времени.
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Случай III

Доказательство теоремы 23. Обратим внимание, что система (2.24) может

быть записана в виде

𝑑𝑦1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑦2ℋ(𝑦1, 𝑦2, 𝑡)− Ξ𝐼𝐼𝐼(𝑡),

𝑑𝑦2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑦1ℋ(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) + 𝒫(𝑦1, 𝑦2, 𝑡)−Θ𝐼𝐼𝐼(𝑡), (2.37)

где функции ℋ(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) и 𝒫(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) искусственными формулами (2.31) с 𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡),

𝜂𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡) вместо 𝜉𝑁𝐼𝐼(𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼𝐼(𝑡). Замена переменных

𝑦1(𝑡) = 𝑡−
𝑛
𝑞 𝑧1(𝑡), 𝑦2(𝑡) = 𝑡−

3𝑛
2𝑞 𝑧2(𝑡) (2.38)

преобразует систему (2.37) к виду

𝑑𝑧1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑧2ℋ̂(𝑧1, 𝑧2, 𝑡)− Ξ̂𝐼𝐼𝐼(𝑡),

𝑑𝑧2
𝑑𝑡

= − 𝜕𝑧1ℋ̂(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) + 𝒫(𝑧1, 𝑧2, 𝑡)− Θ̂𝐼𝐼𝐼(𝑡) (2.39)

с

ℋ̂ ≡ 𝑡
5𝑛
2𝑞ℋ
(︁
𝑡−

𝑛
𝑞 𝑧1, 𝑡

− 3𝑛
2𝑞 𝑧2, 𝑡

)︁
+
𝑛

𝑞
𝑡−1𝑧1𝑧2

=𝑡−
𝑛
2𝑞

(︂
1

2
(𝜔2

𝐼𝐼𝐼𝑧
2
1 + 𝑧22) + 𝑤(0)

𝑧31
3

)︂
+𝒪(|z|2)𝒪(𝑡−

𝑛
𝑞 ),

𝒫 ≡ 𝑡
3𝑛
2𝑞𝒫

(︁
𝑡−

𝑛
𝑞 𝑧1, 𝑡

− 3𝑛
2𝑞 𝑧2, 𝑡

)︁
+

5𝑛

2𝑞
𝑡−1𝑧2 = 𝑡−

𝑛+ℎ
𝑞 𝛽𝑛𝑧2 +𝒪(|z|)𝒪(𝑡−

𝑛+ℎ+1
𝑞 ),

Ξ̂𝐼𝐼𝐼 ≡ 𝑡
𝑛
𝑞Ξ𝐼𝐼𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑁+1
𝑞 ),

Θ̂𝐼𝐼𝐼 ≡ 𝑡
3𝑛
2𝑞Θ𝐼𝐼𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑛+2𝑁+2
2𝑞 )

при |z| → 0 и 𝑡→ ∞, где 𝜔2
𝐼𝐼𝐼 =

√
Δ𝑛 > 0. Рассмотрим

𝑈𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) = 𝑡
𝑛
2𝑞 ℋ̂(𝑧1, 𝑧2, 𝑡)− 𝑡−

𝑛+2ℎ
2𝑞
𝛽𝑛
2
𝑧1𝑧2

в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (2.39). Легко прове­

рить, что

𝑈𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) = 𝑊𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2) +𝒪(|z|3) +𝒪(|z|2)𝒪(𝑡−
𝑛
2𝑞 ), |z| → 0, 𝑡→ ∞,
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где 𝑊𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2) = (𝜔2
𝐼𝐼𝐼𝑧

2
1 + 𝑧22)/2. Производная 𝑈𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) по 𝑡 вдоль траек­

торий системы определяется выражением

𝑑𝑈𝐼𝐼𝐼
𝑑𝑡

= 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞 𝑊𝐼𝐼𝐼

(︁
𝛽𝑛 +𝒪(|z|) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 ) +𝒪(𝑡−

𝑛
2𝑞 )
)︁
+𝒪(|z|)𝒪(𝑡−

𝑁+1
𝑞 )

при |z| → 0 и 𝑡 → ∞. Отсюда следует, что для любых 𝑁 ≥ 𝑛 + ℎ и 𝜖 ∈ (0, 1)

существуют 𝜌0 > 0 и 𝑡0 > 0 такие, что

(1− 𝜖)𝑊𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2) ≤ 𝑈𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤ (1 + 𝜖)𝑊𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2),

𝑑𝑈𝐼𝐼𝐼
𝑑𝑡

≤ −𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞

(︁
(1− 𝜖)|𝛽𝑛|𝑊𝐼𝐼𝐼 − 𝑡−

1
𝑞𝐵1

√︀
𝑊𝐼𝐼𝐼

)︁
, если 𝛽𝑛 < 0,

𝑑𝑈𝐼𝐼𝐼
𝑑𝑡

≥ 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞

(︁
(1− 𝜖)𝛽𝑛𝑊𝐼𝐼𝐼 − 𝑡−

1
𝑞𝐵1

√︀
𝑊𝐼𝐼𝐼

)︁
, если 𝛽𝑛 > 0 (2.40)

для всех |z| ≤ 𝜌0 и 𝑡 ≥ 𝑡0 с некоторой постоянной 𝐵1 > 0.

Если 𝛽𝑛 < 0, то, повторяя рассуждения доказательств 17, мы получаем,

что для любого 𝜀 ∈ (0, 𝜌0) существуют 𝛿𝜀 > 0 и 𝑡𝜀 ≥ 𝑡0 такие, что любое решение

(𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡)) системы (2.39) с начальными данными |z(𝑡𝑠)| ≤ 𝛿𝜀, 𝑡𝑠 ≥ 𝑡𝜀 не может

выйти из окрестности {(𝑧1, 𝑧2) ∈ R2 : |z| ≤ 𝜀} при 𝑡 > 𝑡𝑠. Объединяя это с (2.38),

получаем устойчивость асимптотического режима 𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼𝐼𝐼(𝑡) при 𝜉𝑛 = 𝜈+.

Пусть 𝛽𝑛 > 𝛿𝑛+ℎ,𝑞(3𝑛/𝑞). Отсюда следует, что для любого 𝛿 ∈ (0, 𝜀), 𝜀 =

𝜌0/2 существует 𝑡* = max{𝑡0, (𝐵1/(𝜖(1− 𝜖)𝛿))𝑞} такое, что

𝑑𝑈𝐼𝐼𝐼
𝑑𝑡

≥ 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞 𝑊𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2)

(︂
(1− 𝜖)𝛽𝑛 − 𝑡

− 1
𝑞

*
𝐵1

𝛿

)︂
≥ 𝑡−

𝑛+ℎ
𝑞 (1− 𝜖)2𝛽𝑛𝑊𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2) ≥ 𝑡−

𝑛+ℎ
𝑞 𝜍𝑈𝐼𝐼𝐼

для всех 𝛿2 ≤ 𝑊𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2) ≤ 𝜀2 и 𝑡 ≥ 𝑡* с 𝜍 = (1 − 𝜖)2𝛽𝑛/(1 + 𝜖). Интегрируя

последнее неравенство при 𝑡 ≥ 𝑡𝑠 ≥ 𝑡* с 𝑊𝐼𝐼𝐼(𝑧1(𝑡𝑠), 𝑧2(𝑡𝑠)) = 𝛿2 и учитывая

(2.38), получаем

|y(𝑡)|2 ≥ (1− 𝜖)𝛿2

(1 + 𝜖)𝐵+
𝑡−

3𝑛
𝑞 exp

⎛⎝𝜍 𝑡∫︁
𝑡𝑠

𝜏−
𝑛+ℎ
𝑞 𝑑𝜏

⎞⎠ .

Выбрав 𝜖 ∈ (0, 1) достаточно малым, мы видим, что существует 𝑡𝑒 > 𝑡𝑠 такое,

что |y(𝑡𝑒)| ≥ 𝜀.
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Доказательство теоремы 24. Подстановка

𝑧1(𝑡) = 𝑡−
𝑁−ℎ

𝑞 𝑢1(𝑡), 𝑧2(𝑡) = 𝑡−
𝑁−ℎ

𝑞 𝑢2(𝑡)

в (2.39) приводит к системе

𝑑𝑢1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑢2ℋ̃(𝑢1, 𝑢2, 𝑡)− Ξ̃𝐼𝐼𝐼(𝑡),

𝑑𝑢2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑢1ℋ̃(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) + 𝒫(𝑢1, 𝑢2, 𝑡)− Θ̃𝐼𝐼𝐼(𝑡), (2.41)

где

ℋ̃(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) ≡ 𝑡
2(𝑁−ℎ)

𝑞 ℋ̂
(︁
𝑡−

𝑁−ℎ
𝑞 𝑢1, 𝑡

−𝑁−ℎ
𝑞 𝑢2, 𝑡

)︁
+
𝑁 − ℎ

𝑞
𝑡−1𝑢1𝑢2

= 𝑡−
𝑛
2𝑞

(︁
𝑊𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2) +𝒪(|u|2)𝒪(𝑡−

𝑛
2𝑞 ) +𝒪(|u|3)𝒪(𝑡−

𝑁−ℎ
𝑞 )
)︁
,

𝒫(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≡ 𝑡
𝑁−ℎ

𝑞 𝒫
(︁
𝑡−

𝑁−ℎ
𝑞 𝑢1, 𝑡

−𝑁−ℎ
𝑞 𝑢2, 𝑡

)︁
+

2(𝑁 − ℎ)

𝑞
𝑡−1𝑢2

= 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞

(︁
𝛽𝑛𝑢2 +𝒪(|u|2)𝒪(𝑡−

𝑁−ℎ
𝑞 ) +𝒪(|u|)𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁
,

Ξ̃𝐼𝐼𝐼(𝑡) ≡ 𝑡
𝑁−ℎ

𝑞 Ξ̂𝐼𝐼𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑛+ℎ+1

𝑞 ),

Θ̃𝐼𝐼𝐼(𝑡) ≡ 𝑡
𝑁−ℎ

𝑞 Θ̂𝐼𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−
2𝑛+ℎ+1

𝑞 )

при |u| → 0 и 𝑡→ ∞. Рассмотрим

𝑈̃𝐼𝐼𝐼(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) = 𝑡
𝑛
2𝑞 ℋ̃(𝑢1, 𝑢2, 𝑡)− 𝑡−

𝑛+2ℎ
2𝑞
𝛽𝑛
2
𝑢1𝑢2

в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (2.41). Тогда имеем

𝑑𝑈̃𝐼𝐼𝐼
𝑑𝑡

= 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞 𝑊𝐼𝐼𝐼

(︁
𝛽𝑛 +𝒪(|u|)𝒪(𝑡−

𝑁−ℎ
𝑞 ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁
+𝒪(|u|)𝒪(𝑡−

𝑛+ℎ+1
𝑞 )

при |u| → 0 и 𝑡 → ∞. Отсюда следует, что существуют 𝜌0 > 0 и 𝑡0 > 0 такие,

что

𝐵−|z|2 ≤ 𝑈̃𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤ 𝐵+|z|2,
𝑑𝑈̃𝐼𝐼𝐼
𝑑𝑡

≤ 𝑡−
𝑛+ℎ
𝑞

(︁
−𝐵0|u|2 + 𝑡−

1
𝑞𝐵1|u|

)︁
для всех |u| ≤ 𝜌0 и 𝑡 ≥ 𝑡0 с действующими параметрами 𝐵− = min{1, 𝜔2

𝐼𝐼𝐼}/4,

𝐵+ = max{1, 𝜔2
𝐼𝐼𝐼}, 𝐵0 = |𝛽𝑛|𝐵−/2 и некоторая постоянная 𝐵1 > 0. Повто­

ряя рассуждения доказательств из выводов 17, получаем, что для любого 𝜀 ∈
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(0, 𝜌0) существуют 𝛿𝜀 > 0 и 𝑡𝜀 ≥ 𝑡0 такие, что любое решение (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡))

системы (2.41) с начальными данными |u(𝑡𝑠)| ≤ 𝛿𝜀, 𝑡𝑠 ≥ 𝑡𝜀 не может вый­

ти из окрестности {(𝑢1, 𝑢2) ∈ R2 : |u| ≤ 𝜀} при 𝑡 > 𝑡𝑠. Следовательно, для

любого 𝑁 ≥ ℎ существует решение (𝜉𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝜂𝐼𝐼𝐼(𝑡)) системы (2.1) такое, что

𝜉𝐼𝐼𝐼(𝑡) = 𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡) +𝒪(𝑡−(𝑁−ℎ)/𝑞), 𝜂𝐼𝐼𝐼(𝑡) = 𝜂𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡) +𝒪(𝑡−(𝑁−ℎ)/𝑞) при 𝑡→ ∞.

Доказательство асимптотической устойчивости решения (𝜉𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝜂𝐼𝐼𝐼(𝑡))

проводится так же, как в теореме 18.

Доказательство теоремы 25. Легко проверить, что замена переменных

𝑦1(𝑡) = 𝑡−
𝑛
𝑞 𝑧1(𝑡), 𝑦2(𝑡) = 𝑡−

𝑛
𝑞 𝑧2(𝑡)

преобразует систему (2.37) к виду (2.39) с

ℋ̂ ≡ 𝑡
2𝑛
𝑞 ℋ

(︁
𝑡−

𝑛
𝑞 𝑧1, 𝑡

−𝑛
𝑞 𝑧2, 𝑡

)︁
+
𝑛

𝑞
𝑡−1𝑧1𝑧2

=
𝑧22
2

(︁
1 + 𝑡−

𝑛
𝑞 𝜕𝑥2𝐹𝑛(0, 0)

)︁
+ 𝑡−

𝑛
𝑞

(︂
𝜔2
𝐼𝐼𝐼

𝑧21
2
+ 𝑤(0)

𝑧31
3

)︂
+𝒪(|z|2)𝒪(𝑡−

𝑛+1
𝑞 ),

𝒫 = 𝑡
𝑛
𝑞𝒫
(︁
𝑡−

𝑛
𝑞 𝑧1, 𝑡

−𝑛
𝑞 𝑧2, 𝑡

)︁
+

2𝑛

𝑞
𝑡−1𝑧2 = 𝑡−1𝑧2

(︁
𝛽𝑛 +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁
,

Ξ̂𝐼𝐼𝐼 ≡ 𝑡
𝑛
𝑞Ξ𝐼𝐼𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑁+1
𝑞 ),

Θ̂𝐼𝐼𝐼 ≡ 𝑡
𝑛
𝑞Θ𝐼𝐼𝐼(𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑛+𝑁+1
𝑞 )

при |z| → 0 и 𝑡→ ∞, где 𝛽𝑛 = 𝛽𝑛 − 𝑛/(2𝑞) < 0 и 𝜔2
𝐼𝐼𝐼 =

√
Δ𝑛 > 0. Рассмотрим

𝑈̂𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) := ℋ̂(𝑧1, 𝑧2, 𝑡)− 𝑡−1𝛽𝑛
2
𝑧1𝑧2

в качестве кандидата на функцию Ляпунова. Производная 𝑈̂𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) по 𝑡

вдоль траекторий системы удовлетворяет равенству:

𝑑𝑈̂𝐼𝐼𝐼
𝑑𝑡

= 𝑡−1

(︃
𝛽𝑛
2
𝑊̂𝐼𝐼𝐼 +𝒪(𝑧31)𝒪(𝑡−

𝑛
𝑞 )

)︃
(1 +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )) +𝒪(|z|)𝒪(𝑡−

𝑁+1
𝑞 )

при |z| → 0 и 𝑡→ ∞, где

𝑊̂𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) =
1

2

(︁
𝑧22 + 𝑡−

𝑛
𝑞𝜔2

𝐼𝐼𝐼𝑧
2
1

)︁
.
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Легко видеть, что существуют 𝜌1 > 0 и 𝑡1 > 0 такие, что

𝑡−
𝑛
𝑞 𝐵̂−|z|2 ≤

1

2
𝑊̂𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤ 𝑈̂𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤

3

2
𝑊̂𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤ 𝐵̂+|z|2,

𝑑𝑈̂𝐼𝐼𝐼
𝑑𝑡

≤ −𝑡−1𝐵̂0𝑊̂𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) + 𝐵̂1|z|𝑡−
𝑁+1
𝑞

для всех |z| ≤ 𝜌1 и 𝑡 ≥ 𝑡1 с 𝐵̂− = min{1, 𝜔2
𝐼𝐼𝐼}/4, 𝐵̂+ = max{1, 𝜔2

𝐼𝐼𝐼}, 𝐵̂0 =

|𝛽𝑛|/2 > 0 и некоторая константа 𝐵̂1 > 0. Следовательно, для любых 𝜅 > 1 и

0 < 𝜀 < min

⎧⎨⎩1, 𝜌1,

(︃
𝐵̂2

−𝐵̂0

2𝐵̂+𝐵̂1

)︃ 1
𝜅−1

,

(︃
𝐵̂1

𝐵̂−𝐵̂0

𝑡
−𝑛

𝑞

1

)︃ 1
𝜅+1

⎫⎬⎭
существуют

𝛿𝜀 = 𝜀𝜅+1, 𝑡𝜀 = 𝜀−
(𝜅+1)𝑞

𝑛

(︃
𝐵̂1

𝐵̂0𝐵̂−

)︃ 𝑞
𝑛

такие, что

𝑑𝑈̂𝐼𝐼𝐼
𝑑𝑡

≤ 𝑡−1

(︃
−𝐵̂0 +

𝐵̂1

2𝐵̂−𝛿𝜀
𝑡
−𝑛

𝑞
𝜀

)︃
𝑊̂𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤ 0 (2.42)

для всех 𝛿𝜀 ≤ |z| ≤ 𝜀, 𝑡 ≥ 𝑡𝜀 и 𝑁 ≥ 2𝑛+ 𝑞 − 1. Справедливы неравенства

sup
|z|≤𝛿𝜀

𝑈̂𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡) ≤ 𝐵̂+𝛿
2
𝜀 < 𝐾

−𝑛
𝑞

𝜀 𝐵̂−𝜀
2 ≤ inf

|z|=𝜀
𝑈̂𝐼𝐼𝐼(𝑧1, 𝑧2, 𝑡)

при всех 𝑡𝜀 ≤ 𝑡𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝐾𝜀, где

𝐾𝜀 = 𝜀−
2𝜅𝑞
𝑛

(︃
𝐵̂−

2𝐵̂+

)︃ 𝑞
𝑛

Из последних неравенств и оценки (2.42) следует, что любое решение системы

(2.39) с начальными данными |z(𝑡𝑠)| ≤ 𝛿𝜀, 𝑡𝜀 ≤ 𝑡𝑠 < 𝐾𝜀 не может выйти из

окрестности {(𝑧1, 𝑧2) ∈ R2 : |z| ≤ 𝜀} при 𝑡𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝐾𝜀. Таким образом, асимпто­

тический режим 𝜉𝑁𝐼𝐼𝐼(𝑡), 𝜂
𝑁
𝐼𝐼𝐼(𝑡) устойчив на конечном, но асимптотически боль­

шом временном интервале.
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2.7. Выводы

Таким образом, исследовано влияние затухающих возмущений на автоном­

ные системы с бифуркацией центр-седло. Показано, что в зависимости от струк­

туры и параметров возмущений качественное поведение возмущённых систем

может существенно отличаться от поведения соответствующих предельных си­

стем. В частности, при 𝜆 > 0 существуют два частных решения, стремящихся

к неподвижным точкам предельной системы. Решение, соответствующее седлу,

неустойчиво независимо от затухающих возмущений, в то время как другое ре­

шение может быть асимптотически устойчивым, нейтрально устойчивым или

неустойчивым. В случае устойчивости существует семейство решений возму­

щённой системы с аналогичным долговременным поведением.

При прохождении параметра 𝜆 через бифуркационное значение центр и

седло в предельной системе сливаются и исчезают. Показано, что затухающие

возмущения могут нарушить такой переход. В частности, при 𝜆 = 0 возмущён­

ная система может иметь пару различных частных решений, стремящихся к

вырожденной неподвижной точке предельной системы. Эти решения в асимпто­

тическом пределе представляют собой седло и центр. Решение типа седла всегда

неустойчиво, тогда как второе решение, в зависимости от возмущений, может

быть устойчивым, метастабильным или неустойчивым. В случае метастабильно­

сти траектории возмущённой системы достаточно долго остаются в окрестности

частного решения, но в конечном итоге покидают её. Описаны условия, при ко­

торых такие решения не возникают, а бифуркация центр-седло сохраняется в

возмущённой системе.

Примеры, представленные в разделах 2.4 и 2.5, иллюстрируют примене­

ние полученных результатов. Кроме того, условия устойчивости авторезонанса

в системах с квадратично изменяющейся частотой возбуждения ранее не опи­

сывались.

Результаты главы опубликованы в [259]. Связанные результаты о неавто­
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номных бифуркациях и асимптотических режимах в различных моделях опуб­

ликованы в [92], [249], [253], [254] и [94].
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Глава 3

Устойчивость почти гамильтоновых систем с

затухающими осциллирующими возмущениями

3.1. Введение

В настоящей главе исследуется влияние осциллирующих возмущений с

асимптотически постоянной резонансной частотой на устойчивость гамильто­

новых систем.

Структура главы следующая. В § 3.2 даётся постановка задачи и описыва­

ется класс затухающих возмущений. В § 3.3 приводятся основные результаты.

В § 3.4 предлагаемая теория применяется к примерам неавтономных систем

с осциллирующими и затухающими возмущениями. Обоснование результатов

содержится в § 3.5. Предлагаемый метод анализа устойчивости и бифуркаций

основан на замене переменных, упрощающей систему в главных членах асимп­

тотики, и построении подходящих функций Ляпунова. Построение преобразова­

ния описано в § 3.5.1. Возможные асимптотические режимы в системе, завися­

щие от структуры упрощённых уравнений, описаны в § 3.5.2. Бифуркации, свя­

занные с изменением устойчивости равновесия, обсуждаются в § 3.5.3 и § 3.5.4.

Глава завершается краткими выводами.

3.2. Постановка задачи

Рассмотрим неавтономную систему двух дифференциальных уравнений:

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑥2𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡),
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑥1𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 𝑡 > 0. (3.1)
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Предполагается, что функции 𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) и 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) бесконечно дифферен­

цируемы и для любого компакта 𝐷 ⊂ R2 имеют место пределы

lim
𝑡→∞

𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝐻0(𝑥1, 𝑥2), lim
𝑡→∞

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 0

для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷. Предельная автономная система

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑥2𝐻0(𝑥1, 𝑥2),
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑥1𝐻0(𝑥1, 𝑥2) (3.2)

Предполагается, что существует изолированная неподвижная точка (0, 0) типа

центр. Без ограничения общности будем предполагать, что

𝐻0(𝑥1, 𝑥2) =
|x|2

2
+𝒪(|x|3), |x| =

√︁
𝑥21 + 𝑥22 → 0, (3.3)

и существуют 𝑟0 > 0 и 𝐸0 > 0 такие, что линии уровня {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 :

𝐻0(𝑥1, 𝑥2) = 𝐸}, лежащие в𝐷0 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 : |x| < 𝑟0} при 𝐸 ∈ (0, 𝐸0], опре­

деляют семейство замкнутых кривых на фазовом пространстве (𝑥1, 𝑥2). Предпо­

лагается, что 𝐷0 не содержит неподвижных точек предельной системы, отлич­

ных от (0, 0). Каждой замкнутой кривой соответствует периодическое решение

(𝑥01(𝑡, 𝐸), 𝑥
0
2(𝑡, 𝐸)) системы (3.2) с периодом 𝑇 (𝐸) = 2𝜋/𝜔(𝐸), где 𝜔(𝐸) ̸= 0 для

всех 𝐸 ∈ [0, 𝐸0] и 𝜔(𝐸) = 1 +𝒪(𝐸) при 𝐸 → 0. Значение 𝐸 = 0 соответствует

неподвижной точке (0, 0).

Возмущения предельной системы описываются функциями со степенной

асимптотикой:

𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∼𝐻0(𝑥1, 𝑥2) +
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞𝐻𝑘(𝑥1, 𝑥2, 𝑆(𝑡)), (3.4)

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2, 𝑆(𝑡)) (3.5)

при 𝑡 → ∞ для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐷0, где 𝑞 ∈ Z+ = {1, 2, . . . }, коэффициенты

𝐻𝑘(𝑥1, 𝑥2, 𝑆), 𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2, 𝑆) являются 2𝜋-периодическими относительно 𝑆 и

𝑆(𝑡) =

𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑠𝑘𝑡
1−𝑘

𝑞 + 𝑠𝑞 log 𝑡, 𝑠𝑘 = const, 𝑠0 > 0.
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Также предполагается, что возмущения сохраняют неподвижную точку (0, 0):

𝜕𝑥1𝐻(0, 0, 𝑡) ≡ 0, 𝜕𝑥2𝐻(0, 0, 𝑡) ≡ 0, 𝐹 (0, 0, 𝑡) ≡ 0,

𝐻𝑘(𝑥1, 𝑥2, 𝑆) = 𝒪(|x|2), 𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2, 𝑆) = 𝒪(|x|), |x| → 0, ∀ 𝑘 ≥ 1, 𝑆 ∈ R,

и удовлетворяют условию резонанса:

𝑠0 = κ𝜔(0) (3.6)

с некоторым положительным целым числом κ ̸= 0.

Простейший пример даётся уравнением

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑥 = 𝑡−1

(︁
𝑎 cos(𝑠0𝑡+ 𝑠1 log 𝑡)𝑥+ 𝜆

𝑑𝑥

𝑑𝑡

)︁
, 𝑎, 𝜆 ∈ R. (3.7)

Уравнение (3.7) в переменных 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑥̇ принимает вид (3.1) с 𝑞 = 1, 𝐻 =

(|x|2 − 𝑎𝑡−1𝑥2 cos𝑆(𝑡))/2 и 𝐹 = 𝜆𝑡−1𝑥2. Легко проверить, что невозмущённое

уравнение с 𝑎 = 𝜆 = 0 имеет 2𝜋-периодическое общее решение 𝑥(𝑡;𝐸,𝜙) =
√
2𝐸 cos(𝑡+ 𝜙) с 𝜔(𝐸) ≡ 1. Численный анализ уравнения (3.7) показывает, что

затухающие возмущения могут существенно изменить поведение решений (см.

рис. 3.1). В этом случае условия устойчивости тривиального решения зависят

от значения параметра κ в (3.6). Действительно, если κ = 1, устойчивость

определяется знаком коэффициента 𝜆 при затухающем диссипативном члене,

как и в случае 𝑎 = 0. Однако, если κ = 2, устойчивость тривиального решения

изменяется при переходе параметра 𝜆 через некоторое критическое значение

𝜆𝑎. В этом случае смещение границы устойчивости происходит из-за наличия

неавтономной версии параметрического резонанса [138, 139]. Более сложные

примеры рассматриваются в разделе 3.4.

В общем случае поведение решений неавтономных систем вида (3.1) зави­

сит от нелинейных членов уравнений. Целью данной главы является описание

условий устойчивости системы (3.1) и выявление роли затухающих осциллиру­

ющих возмущений в соответствующих локальных бифуркациях, связанных с

изменением устойчивости по Ляпунову тривиального решения x(𝑡) ≡ 0.
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Рис. 3.1. Эволюция 𝑟(𝑡) ≡ |x(𝑡)| для решений (3.7) при 𝑥1(1) = 0, 4, 𝑥2(1) = 0, 𝑎 = 4 и 𝑠1 = 1.

3.3. Основные результаты

Пусть (𝑥01(𝑡, 𝐸), 𝑥
0
2(𝑡, 𝐸)) — 𝑇 (𝐸)-периодическое решение системы (3.2) та­

кое, что 𝐻0(𝑥
0
1(𝑡), 𝑥

0
2(𝑡)) ≡ 𝐸, 𝑥01(0, 𝐸) > 0, 𝑥02(0, 𝐸) = 0 для всех 𝐸 ∈ (0, 𝐸0].

Определим 𝒟0 := {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 : 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝐸0} ∩𝐷0. Тогда справедлива

Теорема 26. Пусть система (3.1) удовлетворяет условиям (3.3), (3.4), (3.5),

(3.6). Тогда для любого 𝑁 ∈ Z+ и 𝜀 ∈ (0, 1) найдутся 𝑙 ∈ Z+ ∪ {0}, 𝑡0 > 0 и

цепочка обратимых преобразований (𝑥1, 𝑥2) → (𝐸,𝜙) → (ℰ , 𝜃) → (𝑣, 𝜓),

𝑥1(𝑡) =𝑥01

(︂
𝜙(𝑡)

𝜔(𝐸(𝑡))
, 𝐸(𝑡)

)︂
, 𝑥2(𝑡) =𝑥02

(︂
𝜙(𝑡)

𝜔(𝐸(𝑡))
, 𝐸(𝑡)

)︂
, (3.8)

𝐸(𝑡) = 𝑡−
𝑙
𝑞ℰ(𝑡), 𝜙(𝑡) =κ−1𝑆(𝑡) + 𝜃(𝑡), (3.9)

𝑣(𝑡) =𝑉𝑁(ℰ(𝑡), 𝜃(𝑡), 𝑡), 𝜓(𝑡) =Ψ𝑁(ℰ(𝑡), 𝜃(𝑡), 𝑡), (3.10)

где

𝑉𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡) = ℰ +
𝑁∑︁
𝑘=2

𝑡−
𝑘
2𝑞𝑣𝑘
(︀
ℰ , 𝜃, 𝑆(𝑡)

)︀
,

Ψ𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡) = 𝜃 +
𝑁∑︁
𝑘=2

𝑡−
𝑘
2𝑞𝜓𝑘

(︀
ℰ , 𝜃, 𝑆(𝑡)

)︀
, (3.11)

𝑣𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑆), 𝜓𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑆) — 2𝜋-периодические по 𝜃 и 2𝜋κ-периодические по 𝑆,

|𝑉𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡)− ℰ| ≤ 𝜀ℰ , |Ψ𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡)− 𝜃| ≤ 𝜀
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при всех ℰ ∈ [0, ℰ0], 𝜃 ∈ R, 𝑡 ≥ 𝑡0 c ℰ0 = 𝐸0𝑡
𝑙/𝑞
0 , такие, что для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈

𝒟0 и 𝑡 ≥ 𝑡0 система (3.1) приводится к виду

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑁∑︁
𝑘=2

𝑡−
𝑘
2𝑞Λ𝑘(𝑣, 𝜓) + Λ̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
=

𝑁∑︁
𝑘=2

𝑡−
𝑘
2𝑞Ω𝑘(𝑣, 𝜓) + Ω̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡), (3.12)

где Λ𝑘(𝑣, 𝜓) = 𝒪(𝑣), Ω𝑘(𝑣, 𝜓) = 𝒪(1) при 𝑣 → 0 равномерно для всех 𝜓 ∈ R,

а функции Λ̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) и Ω̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) определены для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0], 𝜓 ∈ R,

𝑡 ≥ 𝑡* c Δ0 = (1− 𝜀)ℰ0, являются 2𝜋-периодическими по 𝜙 и удовлетворяют

оценкам

Λ̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑁+1
2𝑞 ), Ω̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑁+1
2𝑞 )

при 𝑡→ ∞ равномерно для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0] и 𝜓 ∈ R.

Доказательство теоремы 26 содержится в § 3.5.1.

Легко видеть, что устойчивость тривиального решения 𝑣(𝑡) ≡ 0 системы

(3.12) обеспечивает устойчивость неподвижной точки (0, 0) в системе (3.1). Од­

нако, если 𝑣(𝑡) ≡ 0 неустойчиво и 𝑙 > 0, то из-за коэффициента затухания в

(3.9) могут потребоваться дополнительные оценки или предположения, чтобы

гарантировать неустойчивость равновесия в исходных переменных (𝑥1, 𝑥2).

Пусть 2 ≤ 𝑛,𝑚 ≤ 2𝑞 — наименьшие целые числа, такие, что Λ𝑛(𝑣, 𝜓) ̸≡ 0

и Ω𝑚(𝑣, 𝜓) ̸≡ 0. Выберем 𝑁 ≥ 𝑛, тогда система (3.12) принимает вид:

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑁∑︁
𝑘=𝑛

𝑡−
𝑘
2𝑞Λ𝑘(𝑣, 𝜓) + Λ̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞Ω𝑚(𝑣, 𝜓) + Ω̃𝑚(𝑣, 𝜓, 𝑡), (3.13)

где

Ω̃𝑚(𝑣, 𝜓, 𝑡) ≡
𝑁∑︁

𝑘=𝑚+1

𝑡−
𝑘
2𝑞Ω𝑘(𝑣, 𝜓) + Ω̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡).

Предположим, что

Ω𝑚(𝑣, 𝜓) = 𝜔𝑚0(𝜓) + 𝜔𝑚1(𝜓)
√
𝑣 +𝒪(𝑣)
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при 𝑣 → 0 для всех 𝜓 ∈ R, где 𝜔𝑚0(𝜓) ̸≡ 0 и 𝜔𝑚1(𝜓) — 2𝜋-периодические

функции. Рассмотрим два различных случая:

∃𝜓* ∈ R : 𝜔𝑚0(𝜓*) = 0, 𝜗𝑚 := 𝜔′
𝑚0(𝜓*) < 0; (3.14)

∃Δ* ∈ (0,Δ0] : Ω𝑚(𝑣, 𝜓) ̸= 0 ∀ 𝑣 ∈ [0,Δ*], 𝜓 ∈ R. (3.15)

Справедливы следующие утверждения:

Лемма 1. Пусть предположение (3.14) выполнено. Тогда система (3.13) име­

ет частное решение 𝑣(𝑡) ≡ 0, 𝜓(𝑡) ≡ 𝜓(𝑡) такое, что 𝜓(𝑡) = 𝜓* +𝒪(𝑡−𝜅) при

𝑡→ ∞, где 𝜅 = const > 0.

Лемма 2. Пусть предположение (3.15) выполнено. Тогда |𝜓(𝑡)| → ∞ при 𝑡→

∞ для решений (3.13) с 𝑣(𝑡) ∈ [0,Δ*] при 𝑡 ≥ 𝑡0.

Доказательство лемм 1 и 2 содержится в § 3.5.2.

Таким образом, система (3.13) допускает по крайней мере два асимптоти­

ческих режима с 𝑣(𝑡) вблизи нуля. Один класс решений имеет разность фаз

𝜓(𝑡), стремящуюся к константе на бесконечности, а другой — неограниченно

растущую разность фаз: |𝜓(𝑡)| → ∞ при 𝑡 → ∞. Промежуточная ситуация с

ограниченной 𝜓(𝑡) не рассматривается. Тип решений зависит от свойств функ­

ции Ω𝑚(𝑣, 𝜓).

Случай (3.14) соответствует фазовому захвату , тогда как случай (3.15)

связан с фазовым дрейфом (см., например, [109, 122, 144, 209]). В обоих слу­

чаях устойчивость решения 𝑣(𝑡) ≡ 0 и равновесия (0, 0) системы (3.1) зависит

от структуры первого уравнения в (3.13). Далее условия устойчивости обсуж­

даются отдельно для каждого асимптотического режима.

Прежде чем сформулировать основные результаты, введем ещё два пред­

положения о структуре упрощённой системы. (3.13):

Λ𝑗(𝑣, 𝜓) ≡ 0, 𝑗 < 𝑛, Ω𝑖(𝑣, 𝜓) ≡ 0, 𝑖 < 𝑚,

Λ𝑛(𝑣, 𝜓) ≡ 𝑣
(︁
𝜆𝑛(𝜓) + ̃︀𝜆𝑛(𝑣, 𝜓) + 𝛿𝑛,2𝑞

𝑙

𝑞

)︁
, (3.16)
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и

Λ𝑗(𝑣, 𝜓) ≡ 0, 𝑗 < 𝑛, Ω𝑖(𝑣, 𝜓) ≡ 0, 𝑖 < 𝑚,

Λ𝑧(𝑣, 𝜓) ≡ 𝑣
𝜎+1
2

(︁
𝜆𝑧,𝜎(𝜓) + ̃︀𝜆𝑧,𝜎(𝑣, 𝜓))︁+ 𝑣𝛿𝑧,2𝑞

𝑙

𝑞
, 𝑛 ≤ 𝑧 < 𝑛+ 𝑑,

Λ𝑛+𝑑(𝑣, 𝜓) ≡ 𝑣
(︁
𝜆𝑛+𝑑(𝜓) + ̃︀𝜆𝑛+𝑑(𝑣, 𝜓) + 𝛿𝑛+𝑑,2𝑞

𝑙

𝑞

)︁
, (3.17)

где 𝜆𝑖(𝜓), ̃︀𝜆𝑖(𝑣, 𝜓), 𝜆𝑧,𝜎(𝜓), ̃︀𝜆𝑧,𝜎(𝑣, 𝜓) — 2𝜋-периодические функции относительно

𝜓, 𝑑 и 𝜎 — целые числа, такие, что 𝜎 ≥ 2, 𝑑 ≥ 1,

̃︀𝜆𝑛(𝑣, 𝜓) = 𝒪(𝑣
1
2 ), ̃︀𝜆𝑧,𝜎(𝑣, 𝜓) = 𝒪(𝑣

1
2 ), ̃︀𝜆𝑛+𝑑(𝑣, 𝜓) = 𝒪(𝑣

1
2 )

при 𝑣 → 0 равномерно для всех 𝜓 ∈ R. Параметр 𝜎 ≥ 2 отвечает за нелинейное

поведение возмущений вблизи точки равновесия (0, 0).

Сначала обсудим устойчивость равновесия (0, 0) системы (3.1) при выпол­

нении предположения (3.14). В этом случае устойчивость равновесия определя­

ется свойствами частных решений (0, 𝜓(𝑡)) системы (3.13).

Теорема 27. Пусть система (3.1) удовлетворяет (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), и

2 ≤ 𝑛,𝑚 ≤ 2𝑞 — целые числа, такие, что выполняются предположения (3.14),

(3.16).

• Если 𝑛,𝑚 < 2𝑞 и 𝜆𝑛(𝜓*) < 0, то равновесие (0, 0) экспоненциально устой­

чиво.

• Если либо 𝑛 < 𝑚 = 2𝑞, 𝜆𝑛(𝜓*) < 0, либо 𝑚 ≤ 𝑛 = 2𝑞, 𝜆𝑛(𝜓*) + 𝑙/𝑞 < 0,

то равновесие (0, 0) полиномиально устойчиво.

• Если 𝜆𝑛(𝜓*) + ̃︀𝜆𝑛(𝑣, 𝜓) > 0 для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0], то равновесие (0, 0)

неустойчиво.

Теперь рассмотрим случай, когда Λ𝑛(𝑣, 𝜓) нелинейно относительно 𝑣. Обо­

значим 𝜈 = 𝑑/(𝑞(𝜎 − 1)) > 0. Тогда справедлива следующая
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Теорема 28. Пусть система (3.1) удовлетворяет (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), и

2 ≤ 𝑛,𝑚 ≤ 2𝑞, 𝜎 ≥ 2, 𝑑 ≥ 1 — целые числа, такие, что выполняются предпо­

ложения (3.14), (3.17).

• Если 𝑛 + 𝑑 ≤ 2𝑞, 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) + ̃︀𝜆𝑛+𝑑(𝑣, 𝜓*) > 0 и 𝜆𝑛,𝜎(𝜓*) + ̃︀𝜆𝑛,𝜎(𝑣, 𝜓*) > 0

для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0], то равновесие (0, 0) неустойчиво.

• Если 𝑚 ≤ 𝑛+𝑑 = 2𝑞 и либо 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*)+𝜈+𝑙/𝑞 < 0 либо 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*)+𝜈+𝑙/𝑞 >

0, 𝜆𝑛,𝜎(𝜓*) < 0, то равновесие (0, 0) полиномиально устойчиво.

• Если 𝑚 ≤ 𝑛+ 𝑑 < 2𝑞 и

– 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) < 0, то равновесие (0, 0) экспоненциально устойчиво;

– 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) > 0, 𝜆𝑛,𝜎(𝜓*) < 0, то равновесие (0, 0) полиномиально

устойчиво.

• Если 𝑛+𝑑 < 𝑚 = 2𝑞 и либо 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) < 0, либо 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) > 0, 𝜆𝑛,𝜎(𝜓*) < 0,

то равновесие (0, 0) полиномиально устойчиво.

• Если 𝑛+ 𝑑 < 𝑚 < 2𝑞 и

– 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) < 0, то равновесие (0, 0) экспоненциально устойчиво;

– 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) > 0, 𝜆𝑛,𝜎(𝜓*) < 0, то равновесие (0, 0) полиномиально

устойчиво.

Теорема 29. Пусть система (3.1) удовлетворяет условиям (3.3), (3.4), (3.5),

(3.6), и 2 ≤ 𝑛,𝑚 ≤ 2𝑞, 𝜎 ≥ 2, 𝑑 ≥ 1 — целые числа, такие, что выполняются

предположения (3.14), (3.17), 𝜔(𝐸) ̸≡ const и 𝑚 ≤ 2𝑞 < 𝑛+ 𝑑. Если 𝜆2𝑞,𝜎(𝜓*) <

0, то равновесие (0, 0) полиномиально устойчиво.

Доказательство теорем 27, 28, 29 содержится в § 3.5.3.

Рассмотрим теперь систему (3.1) при выполнении предположения (3.15).

В этом случае устойчивость равновесия (0, 0) связана со свойствами однопа­
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раметрического семейства решений системы (3.13), для которых 𝑣(𝑡) ≡ 0 и

|𝜓(𝑡)| → ∞ при 𝑡→ ∞.

Теорема 30. Пусть система (3.1) удовлетворяет (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) и

2 ≤ 𝑛,𝑚 ≤ 2𝑞 — целые числа, такие, что выполняются предположения (3.15),

(3.16).

• Если 𝑛 < 2𝑞 и 𝜆𝑛(𝜓) < 0 для всех 𝜓 ∈ R, то равновесие (0, 0) экспонен­

циально устойчиво.

• Если 𝑛 = 2𝑞 и 𝜆𝑛(𝜓) + 𝑙/𝑞 < 0 для всех 𝜓 ∈ R, то равновесие (0, 0)

полиномиально устойчиво

• Если 𝜆𝑛(𝜓) > 0, ̃︀𝜆𝑛(𝑣, 𝜓) ≥ 0 для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0] и 𝜓 ∈ R, то равновесие

(0, 0) неустойчиво.

Рассмотрим случай, когда 𝜆𝑛(𝜓) меняет знак. Определим

𝛾𝑛,𝑚(𝜓) ≡
𝜆𝑛(𝜓)

|𝜔𝑚(𝜓)|
, ̂︀𝛾𝑛,𝑚 := ⟨𝛾𝑛,𝑚(𝜓)⟩𝜓, ̃︀𝛾𝑛,𝑚(𝜓) ≡ 𝛾𝑛,𝑚(𝜓)− ̂︀𝛾𝑛,𝑚,

𝜒𝑚(𝜓) ≡
1

|𝜔𝑚(𝜓)|
, ̂︀𝜒𝑚 := ⟨𝜒𝑚(𝜓)⟩𝜓, ̃︀𝜒𝑚(𝜓) ≡ 𝜒𝑚(𝜓)− ̂︀𝜒𝑚,

𝑍𝑛,𝑚(𝜓) ≡
𝜓∫︁

0

̃︀𝛾𝑛,𝑚(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑋𝑚(𝜓) ≡
𝜓∫︁

0

̃︀𝜒𝑚(𝑠) 𝑑𝑠,
𝑍+
𝑛,𝑚 := max

𝜓∈[0,2𝜋)
|𝑍𝑛,𝑚(𝜓)|, 𝑋+

𝑚 := max
𝜓∈[0,2𝜋)

|𝑋𝑚(𝜓)|, 𝜔−
𝑚 := min

𝜓∈[0,2𝜋)
|𝜔𝑚(𝜓)| > 0,

Γ01 := {(𝑛,𝑚) ∈ Z2 : 2 ≤ 𝑚 < 𝑛 = 2𝑞}, Γ10 := {(𝑛,𝑚) ∈ Z2 : 2 ≤ 𝑛 < 𝑚 = 2𝑞},

Γ11 := {(𝑛,𝑚) ∈ Z2 : 2 ≤ 𝑛 < 2𝑞, 2 ≤ 𝑚 < 2𝑞} ∪ {(2𝑞, 2𝑞)}. Тогда справедливо

следующее утверждение:

Теорема 31. Пусть система (3.1) удовлетворяет (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), и

2 ≤ 𝑛,𝑚 ≤ 2𝑞 — целые числа, такие, что выполняются предположения (3.15),

(3.16).
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• Если либо ̂︀𝛾𝑛,𝑚 < 0, (𝑛,𝑚) ∈ Γ11, либо ̂︀𝛾𝑛,𝑚 + 𝑍+
𝑛,𝑚(𝑚 − 𝑛)/(𝑞𝜔−

𝑚) < 0,

(𝑚,𝑛) ∈ Γ10, то равновесие (0, 0) экспоненциально устойчиво

• Если ̂︀𝛾𝑛,𝑚+ ̂︀𝜒𝑚𝑙/𝑞 < 0 и (𝑛,𝑚) ∈ Γ01, то равновесие (0, 0) полиномиально

устойчиво.

• Если ̂︀𝛾𝑛,𝑚 > 0 и ̃︀𝜆𝑛(𝑣, 𝜓) ≥ 0 для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0] и 𝜓 ∈ R, то равновесие

(0, 0) неустойчиво.

Замечание 2. Из доказательства теоремы 31 следует, что если (𝑛,𝑚) ∈ Γ01,̂︀𝛾𝑛,𝑚 + |𝜔𝑚(𝜓)|−1𝑙/𝑞 > 0 для всех 𝜓 ∈ R и 𝜔(𝐸) ̸≡ const (𝑙 ̸= 0), то равновесие

(0, 0) неустойчиво с весом 𝑡𝑙/2𝑞.

Теперь рассмотрим случай, когда выполняется предположение (3.17). На­

помним, что 𝜈 = 𝑑/(𝑞(𝜎 − 1)) > 0.

Теорема 32. Пусть система (3.1) удовлетворяет (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), и

2 ≤ 𝑛,𝑚 ≤ 2𝑞, 𝜎 ≥ 2, 𝑑 ≥ 1 — целые числа, такие, что выполняются предпо­

ложения (3.15), (3.17).

• Если 𝑛 + 𝑑 < 2𝑞, 𝜆𝑛+𝑑(𝜓) < 0 для всех 𝜓 ∈ R, то равновесие (0, 0)

экспоненциально устойчиво.

• Если 𝑛 + 𝑑 = 2𝑞 и либо 𝜆𝑛+𝑑(𝜓) + 𝜈 + 𝑙/𝑞 < 0, либо 𝜆𝑛+𝑑(𝜓) + 𝑙/𝑞 < 0,

𝜆𝑛,𝜎(𝜓) < 0 для всех 𝜓 ∈ R, то равновесие (0, 0) полиномиально устой­

чиво.

• Если 𝑛 + 𝑑 ≤ 2𝑞, 𝜆𝑛+𝑑(𝜓) > 0, 𝜆𝑛,𝜎(𝜓) > 0, ̃︀𝜆𝑛+𝑑(𝑣, 𝜓) ≥ 0, ̃︀𝜆𝑛,𝜎(𝑣, 𝜓) ≥ 0

для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0], 𝜓 ∈ R, то равновесие (0, 0) неустойчиво.

Теорема 33. Пусть система (3.1) удовлетворяет (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), и

2 ≤ 𝑛,𝑚 ≤ 2𝑞, 𝜎 ≥ 2, 𝑑 ≥ 1 — целые числа, такие, что 𝑛 + 𝑑 ≤ 2𝑞 и

выполняются предположения (3.15), (3.17).
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• Если либо ̂︀𝛾𝑛+𝑑,𝑚 < 0, (𝑛 + 𝑑,𝑚) ∈ Γ11, либо ̂︀𝛾𝑛+𝑑,𝑚 + 𝑍+
𝑛+𝑑,𝑚(𝑚 − 𝑛 −

𝑑)/(𝑞𝜔−
𝑚) < 0, (𝑛 + 𝑑,𝑚) ∈ Γ10, то равновесие (0, 0) экспоненциально

устойчиво.

• Если ̂︀𝛾𝑛+𝑑,𝑚 + ̂︀𝜒𝑚(𝜈 + 𝑙/𝑞) < 0 и (𝑛 + 𝑑,𝑚) ∈ Γ01, то равновесие (0, 0)

полиномиально устойчиво.

Заметим, что теоремы 32 и 33 не дают никакой информации об устойчи­

вости, если ̂︀𝛾𝑛+𝑑,𝑚 > 0, ̂︀𝛾𝑛,𝜎,𝑚 := ⟨𝛾𝑛,𝜎(𝜓)|𝜔𝑚(𝜓)|−1⟩𝜓 < 0 или 𝜆𝑛+𝑑(𝜓) > 0,

𝜆𝑛,𝜎(𝜓) < 0. Оказывается, в этих случаях полиномиальная устойчивость может

иметь место.

Теорема 34. Пусть система (3.1) удовлетворяет условиям (3.3), (3.4), (3.5),

(3.6), и 2 ≤ 𝑛,𝑚 ≤ 2𝑞, 𝜎 ≥ 2, 𝑑 ≥ 1 — целые числа, такие, что выполняются

предположения (3.15), (3.17). Если 𝑚 < 𝑛+ 𝑑 ≤ 2𝑞, ̂︀𝛾𝑛+𝑑,𝑚 > 0 и ̂︀𝛾𝑛,𝜎,𝑚 < 0, то

равновесие (0, 0) полиномиально устойчиво.

Теорема 35. Пусть система (3.1) удовлетворяет условиям (3.3), (3.4), (3.5),

(3.6), и 2 ≤ 𝑛,𝑚 ≤ 2𝑞, 𝜎 ≥ 2, 𝑑 ≥ 1 — целые числа, такие, что выполняются

предположения (3.15), (3.17). Если 𝑛 + 𝑑 < 𝑚, 𝜆𝑛+𝑑(𝜓) > 0 и 𝜆𝑛,𝜎(𝜓) < 0 для

всех 𝜓 ∈ R, то равновесие (0, 0) полиномиально устойчиво.

Теорема 36. Пусть система (3.1) удовлетворяет условиям (3.3), (3.4), (3.5),

(3.6), и 2 ≤ 𝑛,𝑚 ≤ 2𝑞, 𝜎 ≥ 2, 𝑑 ≥ 1 — целые числа, такие, что выполняются

предположения (3.15), (3.17). Если 𝜔′(𝐸) ̸≡ 0, 𝑛 + 𝑑 > 2𝑞, ̂︀𝛾𝑛,𝜎,𝑚 < 0, то

равновесие (0, 0) полиномиально устойчиво.

Доказательство теорем 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36 содержится в § 3.5.4.

3.4. Примеры

Рассмотрим предельную систему (3.2) с 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) ≡ |x|2/2 − ℎ𝑥41/4 и

ℎ ≥ 0. В этом случае равновесие (0, 0) является центром, а линии уровня
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𝐻0(𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝐸 с 𝐸 ∈ (0, (4ℎ)−1), лежащие в окрестности равновесия, соответ­

ствуют 𝑇 (𝐸)-периодическим решениям таким, что 𝜔(𝐸) = 1− 3ℎ𝐸/4 +𝒪(𝐸2)

при 𝐸 → 0.

3.4.1. Пример 1

Рассмотрим возмущённую систему в следующем виде:

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑥2𝐻0(𝑥1, 𝑥2),

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑥1𝐻0(𝑥1, 𝑥2) + 𝑡−
1
2

(︀
𝑎(𝑆(𝑡))𝑥1 + 𝑏(𝑆(𝑡))𝑥2

)︀
(3.18)

при 𝑡 ≥ 1, где 𝑆(𝑡) ≡ 𝑡+𝑠1𝑡
1/2+𝑠2 log 𝑡, 𝑎(𝑆) ≡ 𝑎0+𝑎1 cos𝑆 и 𝑏(𝑆) ≡ 𝑏0+𝑏1 cos𝑆.

Система (3.18) имеет вид (3.1) с 𝑞 = 2 и κ = 1. Легко проверить, что замена

переменных, описанная в разделе 3.5.1, с 𝑙 = 2, 𝑁 = 4, 𝑣3 ≡ 𝜓3 ≡ 0,

𝑣2 ≡− ℰ
6

(︁
3𝑐0 cos(2𝑆 + 2𝜃 + 𝛿0) + 3𝑐1 cos(𝑆 + 2𝜃 + 𝛿1) + 𝑐1 cos(3𝑆 + 2𝜃 + 𝛿1)

+ 6𝑏1 sin𝑆
)︁
,

𝜓2 ≡
1

12

(︁
3𝑐0 sin(2𝑆 + 2𝜃 + 𝛿0) + 3𝑐1 sin(𝑆 + 2𝜃 + 𝛿1) + 𝑐1 sin(3𝑆 + 2𝜃 + 𝛿1)

+ 6𝑎1 sin𝑆
)︁
,

𝑣4 ≡
ℰ
144

(︁
48(𝑎0𝑎1 + 𝑏0𝑏1) cos𝑆 − 24(𝑎1𝑏0 − 𝑎0𝑏1 − 3𝑏1𝑠1) sin𝑆

+ 3(4𝑏21 − 𝑎21 + 5𝑎1𝑏1) sin(4𝑆 + 2𝜃) + 12(𝑎21 − 2𝑏21) cos 2𝑆

− 36(𝑎0𝑎1 + 𝑏0𝑏1 + 𝑎1𝑠1) cos(𝑆 + 2𝜃) + 36(𝑎1𝑏0 + 𝑎0𝑏1 + 𝑏1𝑠1) sin(𝑆 + 2𝜃)

− 4(5𝑎0𝑎1 − 9𝑏0𝑏1 − 𝑎1𝑠1) cos(3𝑆 + 2𝜃)

+ 4(11𝑎0𝑏1 + 3𝑎1𝑏0 − 𝑏1𝑠1) sin(3𝑆 + 2𝜃)

− 12(2𝑎21 + 3𝑎20 − 2𝑏21) cos(2𝑆 + 2𝜃) + 12(3𝑎0𝑏0 + 4𝑎1𝑏1) sin(2𝑆 + 2𝜃)
)︁
,
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𝜓4 ≡(𝑎1𝑏0 − 𝑎0𝑏1)
cos𝑆

12
− (𝑎1𝑠1 −

7

6
(𝑎0𝑎1 + 𝑏0𝑏1))

sin𝑆

4
+ 𝑐21

sin 2𝑆

24

+ (𝑎20 +
2

3
𝑎21)

sin(2𝑆 + 2𝜃)

8
+ (3𝑎0𝑏0 + 2𝑎1𝑏1)

cos(2𝑆 + 2𝜃)

24

+ (𝑎1𝑏0 + 𝑏1(2𝑎0 + 𝑠1))
cos(𝑆 + 2𝜃)

8
+ 𝑎1(3𝑎0 + 𝑠1)

sin(𝑆 + 2𝜃)

8

+ 𝑎1𝑏1
cos(2𝑆 + 4𝜃)

16
+ (𝑎21 − 𝑏21)

sin(2𝑆 + 4𝜃)

32
+ 𝑎1(𝑏1 + 𝑎1)

sin(4𝑆 + 2𝜃)

96

+ 𝑎1𝑏1
cos(6𝑆 + 4𝜃)

144
+ (𝑎0𝑎1 − 𝑏0𝑏1)

sin(3𝑆 + 4𝜃)

16
+ (𝑎21 − 𝑏21)

sin(6𝑆 + 4𝜃)

288

+ (𝑎1𝑏0 +
𝑏1
3
(2𝑎0 − 𝑠1))

cos(3𝑆 + 2𝜃)

24
+ 𝑎1(5𝑎0 − 𝑠1)

sin(3𝑆 + 2𝜃)

72

+ (𝑎1𝑏0 + 𝑎0𝑏1)
cos(3𝑆 + 4𝜃)

16
+ (𝑎0𝑏0 +

2

3
𝑎1𝑏1)

cos(4𝑆 + 4𝜃)

16

+ (𝑎1𝑏0 + 𝑎0𝑏1)
cos(5𝑆 + 4𝜃)

48
+ (𝑎0𝑎1 − 𝑏0𝑏1)

sin(5𝑆 + 4𝜃)

48

+ (𝑎0𝑎1 − 𝑏0𝑏1)
sin(3𝑆 + 4𝜃)

16
+ ((𝑎20 − 𝑏20) +

2

3
(𝑎21 − 𝑏21))

sin(4𝑆 + 4𝜃)

32

превращает систему (3.18) в следующую:

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑡−

1
2Λ2(𝑣, 𝜓) + 𝑡−1Λ4(𝑣, 𝜓) + Λ̃4(𝑣, 𝜓, 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑡−

1
2Ω2(𝑣, 𝜓) + 𝑡−1Ω4(𝑣, 𝜓) + Ω̃4(𝑣, 𝜓, 𝑡), (3.19)

где

Λ2 ≡ 𝑏0𝑣, Λ4 ≡
𝑣

4

(︁
4− 𝑎1𝑐1 sin(2𝜓 + 𝛿1)

)︁
, Ω2 ≡ −1

2
(𝑠1 + 𝑎0),

Ω4 ≡ −𝑠2 −
1

24

(︁
3𝑐20 + 2𝑐21 + 3𝑎1𝑐1 cos(2𝜓 + 𝛿1)

)︁
− 3ℎ

4
𝑣,

𝑐0 =
√︁
𝑎20 + 𝑏20, 𝑐1 =

√︁
𝑎21 + 𝑏21, 𝛿0 = arccos

𝑎0
𝑐0
, 𝛿1 = arccos

𝑎1
𝑐1
,

Λ̃4 = 𝒪(𝑡−3/2), Ω̃4 = 𝒪(𝑡−3/2) при 𝑡→ ∞ для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0] и 𝜓 ∈ R.

Рассмотрим несколько возможных случаев.

(I) Пусть 𝑠1 + 𝑎0 ̸= 0. Если 𝑏0 ̸= 0, то система (3.19) удовлетворяет уравне­

ниям (3.15) и (3.16) при 𝑛 = 𝑚 = 2 < 2𝑞, 𝜆2(𝜓) ≡ 𝑏0. В этом случае возникает

дрейф фаз: |𝜓(𝑡)| → ∞ при 𝑡 → ∞, и применима теорема 30. Следовательно,

равновесие (0, 0) экспоненциально устойчиво, если 𝑏0 < 0, и неустойчиво, если

𝑏0 > 0 (см. рис. 3.2). Если 𝑏0 = 0, то система (3.19) удовлетворяет условиям



116

теоремы 31 при 𝑛 = 4 = 2𝑞, 𝑚 = 2 и ̂︀𝛾4,2 = 0. Из замечания 2 следует, что по­

ложение равновесия (0, 0) системы (3.18) по крайней мере неустойчиво с весом

𝑡1/2.
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Рис. 3.2. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)), 𝑟(𝑡), |𝜃(𝑡)| для решений (3.18) при ℎ = 1/6, 𝑎0 = 𝑎1 = 𝑏1 =

𝑠2 = 0, 𝑠1 = 1, где 𝑥1(𝑡) = 𝑟(𝑡) cos(𝜃(𝑡)+𝑆(𝑡)), 𝑥2(𝑡) = −𝑟(𝑡) sin(𝜃(𝑡)+𝑆(𝑡)). Точки соответству­

ют начальным данным (𝑥1(1), 𝑥2(1)). Серые сплошные кривые соответствуют линиям уровня

𝐻0(𝑥1, 𝑥2).

(II) Пусть 𝑠1 + 𝑎0 = 0, 𝑎1 > 0 и

− 1

24

(︀
3𝑎1𝑐1 + 3𝑐20 + 2𝑐21

)︀
< 𝑠2 <

1

24

(︀
3𝑎1𝑐1 − 3𝑐20 − 2𝑐21

)︀
. (3.20)

В этом случае Ω2 ≡ 0 и Ω4 удовлетворяют (3.14) с

𝜓* = −1

2
arccos

(︂
−24𝑠2 + 3𝑐20 + 2𝑐21

3𝑎1𝑐1

)︂
− 𝛿1

2
+ 𝜋𝑗, 𝑗 ∈ Z,

𝜗4 =
𝑎1𝑐1
4

sin(2𝜓* + 𝛿1) < 0.

Если 𝑏0 ̸= 0, система (3.19) удовлетворяет условиям теоремы 27 с 𝑛 = 2, 𝑚 =

4 = 2𝑞, 𝜆2(𝜓*) ≡ 𝑏0. При этом происходит фазовый захват и устойчивость
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равновесия (0, 0) зависит от знака 𝑏0 (см. рис. 3.3). Если 𝑏0 = 0, система (3.19)

удовлетворяет условиям теоремы 27 с 𝑛 = 𝑚 = 4 = 2𝑞 и 𝜆4(𝜓*) = −𝜗4 > 0.

Следовательно, равновесие (0, 0) неустойчиво. Заметим, что если ℎ = 0, то

𝜔(𝐸) ≡ 1, 𝑙 = 0 и 𝑣(𝑡) ∼ 𝑡|𝜗4| при 𝑡→ ∞ (см. рис. 3.4).
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Рис. 3.3. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)), 𝑟(𝑡), 𝜃(𝑡) для решений (3.18) при ℎ = 1/6, 𝑎0 = 𝑎1 = 0.8,

𝑏1 = 0.6, 𝑠1 = −0.8, 𝑠2 = −1/6, где 𝑥1(𝑡) = 𝑟(𝑡) cos(𝜃(𝑡)+𝑆(𝑡)), 𝑥2(𝑡) = −𝑟(𝑡) sin(𝜃(𝑡)+𝑆(𝑡)). Точ­

ки соответствуют начальным данным (𝑥1(1), 𝑥2(1)). Серые сплошные кривые соответствуют

линиям уровня 𝐻0(𝑥1, 𝑥2). Серая пунктирная кривая соответствует 𝜃 = 𝜓*, где 𝜓* ≈ −1, 322.

(III) Пусть 𝑠1+ 𝑎0 = 0, 𝑎1 > 0 и предположение (3.20) не выполняется, так

что |24𝑠2 + 3𝑐20 + 2𝑐21| > 3𝑎1𝑐1. Тогда из теоремы 30 следует, что устойчивость

положения равновесия (0, 0) определяется знаком 𝑏0 (см. рис. 3.5).
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Рис. 3.4. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)), 𝑟(𝑡), 𝜃(𝑡) для решений (3.18) при ℎ = 0, 𝑎0 = 1, 𝑎1 = 0.8, 𝑏0 =

0, 𝑏1 = 0.6, 𝑠1 = −1, 𝑠2 = −1/6, где 𝑥1(𝑡) = 𝑟(𝑡) cos(𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)), 𝑥2(𝑡) = −𝑟(𝑡) sin(𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)).

Точка соответствует начальным данным (𝑥1(1), 𝑥2(1)). Серая сплошная кривая соответствует

𝑟 = 𝑟(1)𝑡|𝜗4|/2. Серая пунктирная кривая соответствует 𝜃 = 𝜓*, где 𝜓* ≈ −1, 322.

3.4.2. Пример 2

Рассмотрим аналогичную неавтономную систему, но с другой фазой воз­

мущения:

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑥2𝐻0(𝑥1, 𝑥2),

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑥1𝐻0(𝑥1, 𝑥2) + 𝑡−
1
2

(︀
𝑎(𝑆(𝑡))𝑥1 + 𝑏(𝑆(𝑡))𝑥2

)︀
, 𝑡 ≥ 1, (3.21)

𝑆(𝑡) ≡ 2𝑡+ 𝑠1𝑡
1/2+ 𝑠2 log 𝑡, 𝑎(𝑆) ≡ 𝑎0+𝑎1 cos𝑆, 𝑏(𝑆) ≡ 𝑏0+ 𝑏1 cos𝑆. Эта система

имеет вид (3.1) с 𝑞 = 2 и κ = 2. При преобразовании, описанном в разделе 3.5.1

с 𝑙 = 1, 𝑁 = 2,

𝑣2 = −ℰ
8

(︁
4𝑐0 cos(𝑆 + 2𝜃 + 𝛿0) + 𝑐1 cos(2𝑆 + 2𝜃 + 𝛿1) + 4𝑏1 sin𝑆

)︁
,

𝜓2 =
1

16

(︁
4𝑐0 sin(𝑆 + 2𝜃 + 𝛿0) + 𝑐1 sin(2𝑆 + 2𝜃 + 𝛿1) + 4𝑎1 sin𝑆

)︁
,

система (3.21) приводится к следующей:

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑡−

1
2Λ2(𝑣, 𝜓) + Λ̃2(𝑣, 𝜓, 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑡−

1
2Ω2(𝑣, 𝜓) + Ω̃2(𝑣, 𝜓, 𝑡),

где

Λ2(𝑣, 𝜓) ≡
(︁
𝑏0 −

𝑐1
2
sin(2𝜓 + 𝛿1)

)︁
𝑣,

Ω2(𝑣, 𝜓) ≡ −1

4

(︁
2𝑎0 + 𝑠1 + 𝑐1 cos(2𝜓 + 𝛿1) + 3ℎ𝑣

)︁
,
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Рис. 3.5. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)), 𝑟(𝑡), |𝜃(𝑡)| для решений (3.18) при ℎ = 1/6, 𝑎0 = 𝑎1 = 0.8,

𝑏1 = 0.6, 𝑠1 = −0.8, 𝑠2 = 1, где 𝑥1(𝑡) = 𝑟(𝑡) cos(𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)), 𝑥2(𝑡) = −𝑟(𝑡) sin(𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)). Точ­

ки соответствуют начальным данным (𝑥1(1), 𝑥2(1)). Серые сплошные кривые соответствуют

линиям уровня 𝐻0(𝑥1, 𝑥2).

и Λ̃2 = 𝒪(𝑡−1), Ω̃2 = 𝒪(𝑡−1) при 𝑡→ ∞ равномерно для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0], 𝜓 ∈ R.

Если −𝑐1 − 2𝑎0 < 𝑠1 < 𝑐1 − 2𝑎0, то Ω2 удовлетворяет (3.14) с

𝜓* = −1

2
arccos

(︁
− 2𝑎0 + 𝑠1

𝑐1

)︁
− 𝛿1

2
+ 𝜋𝑗, 𝑗 ∈ Z, 𝜗2 =

𝑐1
2
sin(2𝜓* + 𝛿1) < 0.

В этом случае 𝜆2(𝜓*) = 𝑏0 − 𝜗2. Следовательно, из теоремы 27 следует, что

равновесие (0, 0) экспоненциально устойчиво, если 𝑏0 − 𝜗2 < 0, и неустойчиво,

если 𝑏0 − 𝜗2 > 0. (см. рис. 3.6).

Если 𝑠1 < −𝑐1 − 2𝑎0 или 𝑠1 > 𝑐1 − 2𝑎0, то система (3.4.2) удовлетворяет

условиям теоремы 31 с 𝑛 = 𝑚 = 2 < 2𝑞, ̂︀𝛾2,2 = 𝑏0̂︀𝜒2 и ̂︀𝜒2 := ⟨|Ω2(0, 𝜓)|−1⟩𝜓 >

0. Следовательно, устойчивость равновесия (0, 0) определяется знаком 𝑏0 (см.

рис. 3.7).
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Рис. 3.6. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)), 𝑟(𝑡), 𝜃(𝑡) для решений (3.21) при ℎ = 1/6, 𝑎0 = 𝑎1 = 0.8,

𝑏1 = 0.6, 𝑠1 = −1, 𝑠2 = 0, где 𝑥1(𝑡) = 𝑟(𝑡) cos(𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)/2), 𝑥2(𝑡) = −𝑟(𝑡) sin(𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)/2).

Точки соответствуют начальным данным (𝑥1(1), 𝑥2(1)). Серые сплошные кривые соответ­

ствуют линиям уровня 𝐻0(𝑥1, 𝑥2). Серые пунктирные кривые соответствуют 𝜃 = 𝜓*, где

𝜓* ≈ −1, 4289.

3.4.3. Пример 3

Наконец, рассмотрим немного более сложную систему:

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑥2𝐻0(𝑥1, 𝑥2),

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑥1𝐻0(𝑥1, 𝑥2) + 𝑡−
1
4𝑧(𝑆(𝑡))𝑥21𝑥2 + 𝑡−

1
2𝑎(𝑆(𝑡))𝑥1 + 𝑡−1𝑏(𝑆(𝑡))𝑥2 (3.22)

при 𝑡 ≥ 1 с 𝑆(𝑡) ≡ 𝑡+ 𝑠2𝑡
1
2 + 𝑠4 log 𝑡, 𝑧(𝑆) ≡ 𝑧0 + 𝑧1 cos𝑆, 𝑎(𝑆) ≡ 𝑎0 + 𝑎1 cos𝑆 и

𝑏(𝑆) ≡ 𝑏0 + 𝑏1 cos𝑆. Ясно, что система (3.22) имеет вид (3.1) с 𝑞 = 4 и κ = 1.

Преобразование, описанное в разделе 3.5.1 с 𝑙 = 2, 𝑁 = 8 и и 𝑣𝑘 ≡ 𝜓𝑘 ≡ 0 при
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(б) 𝑏0 = 0.1

Рис. 3.7. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)), 𝑟(𝑡), |𝜃(𝑡)| для решений (3.21) при ℎ = 1/6, 𝑎0 = 𝑎1 = 0.8,

𝑏1 = 0.6, 𝑠1 = 𝑠2 = 0, где 𝑥1(𝑡) = 𝑟(𝑡) cos(𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)/2), 𝑥2(𝑡) = −𝑟(𝑡) sin(𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)/2). Точ­

ки соответствуют начальным данным (𝑥1(1), 𝑥2(1)). Серые сплошные кривые соответствуют

линиям уровня 𝐻0(𝑥1, 𝑥2).

𝑘 ∈ {2, 3, 5, 7},

𝑣4 ≡− ℰ
6

(︁
3𝑎0 cos(2𝑆 + 2𝜃) + 3𝑎1 cos(𝑆 + 2𝜃) + 𝑎1 cos(3𝑆 + 2𝜃)

)︁
,

𝜓4 ≡
1

12

(︁
6𝑎1 sin𝑆 + 3𝑎0 sin(2𝑆 + 2𝜃) + 3𝑎1 sin(𝑆 + 2𝜃) + 𝑎1 sin(3𝑆 + 2𝜃)

)︁
,

𝑣6 ≡
ℰ2

2

(︁𝑧0
4
sin(4𝑆 + 4𝜃)− 𝑧1 sin𝑆 +

𝑧1
6
sin(3𝑆 + 4𝜃) +

𝑧1
10

sin(5𝑆 + 4𝜃)
)︁
,

𝜓6 ≡
ℰ
4

(︁𝑧0
4
(8 cos4(𝑆 + 𝜃)− 3) +

𝑧1
12

(4 cos(3𝑆 + 2𝜃) + cos(3𝑆 + 4𝜃))

+
𝑧1
10

cos(5𝑆 + 4𝜃) + 𝑧1 cos(𝑆 + 2𝜃)
)︁
,
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𝑣8 ≡
ℰ
12

(︁
4𝑎0𝑎1 cos𝑆 + 𝑎21 cos 2𝑆 − 9𝑎0𝑎1 cos(𝑆 + 2𝜃)− 3𝑎1𝑠2 cos(𝑆 + 2𝜃)

− 𝑏1 sin𝑆 + 6𝑏1 sin(𝑆 + 2𝜃)− 𝑎21
4
cos(4𝑆 + 2𝜃)

− 3𝑎20 cos(2𝑆 + 2𝜃)− 2𝑎21 cos(2𝑆 + 2𝜃)− 5

3
𝑎0𝑎1 cos(3𝑆 + 2𝜃)

+ 6𝑏0 sin(2𝑆 + 2𝜃) + 2𝑏1 sin(3𝑆 + 2𝜃) +
𝑎1𝑠2
3

cos(3𝑆 + 2𝜃)
)︁

− ℎℰ2

16

(︁
11𝑎1 cos(𝑆 − 2𝜃) + 5𝑎0 cos(2𝑆 + 2𝜃) + 𝑎1 cos(3𝑆 + 2𝜃)

− 𝑎0 cos(4𝑆 + 4𝜃)− 2𝑎1
5

cos(5𝑆 + 4𝜃)− 2𝑎1
3

cos(3𝑆 + 4𝜃)
)︁
,

𝜓8 ≡
𝑏0
4
cos(2𝑆 + 2𝜃) +

𝑏1
4
cos(𝑆 + 2𝜃) +

𝑏1
12

cos(3𝑆 + 2𝜃) +
7𝑎0𝑎1
24

sin𝑆

+
3𝑎0𝑎1
8

sin(𝑆 + 2𝜃) +
𝑎21
24

sin(2𝑆) +
𝑎1𝑠2
8

sin(𝑆 + 2𝜃)

+
𝑎21
32

sin(2𝑆 + 4𝜃) +
5𝑎0𝑎1
72

sin(3𝑆 + 2𝜃)− 𝑎1𝑠2
72

sin(3𝑆 + 2𝜃)

+
𝑎0𝑎1
16

sin(3𝑆 + 4𝜃) +
𝑎20
21

sin(4𝑆 + 4𝜃) +
𝑎21
48

sin(4𝑆 + 4𝜃)

+
𝑎20
8
sin(2𝑆 + 2𝜃) +

𝑎0𝑎1
48

sin(5𝑆 + 4𝜃)

− 𝑎1𝑠2
4

sin𝑆 +
𝑎21
12

sin(2𝑆 + 2𝜃) +
𝑎21
288

sin(6𝑆 + 4𝜃) +
𝑎21
96

sin(4𝑆 + 2𝜃)

+
ℎℰ
8

(︁
3𝑎1 sin𝑆 + 7𝑎1 sin(𝑆 + 2𝜃) + 4𝑎0 sin(2𝑆 + 2𝜃) + 𝑎1 sin(3𝑆 + 2𝜃)

− 𝑎1
6
sin(3𝑆 + 4𝜃)− 𝑎0

4
sin(4𝑆 + 4𝜃)− 𝑎1

10
sin(5𝑆 + 4𝜃)

)︁
,

приводит систему (3.22) к виду

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

8∑︁
𝑘=4

𝑡−
𝑘
8Λ𝑘(𝑣, 𝜓) + Λ̃8(𝑣, 𝜓, 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
=

8∑︁
𝑘=4

𝑡−
𝑘
8Ω𝑘(𝑣, 𝜓) + Ω̃8(𝑣, 𝜓, 𝑡), (3.23)

где Λ4 ≡ Λ5 ≡ Λ7 ≡ Ω5 ≡ Ω7 ≡ 0,

Λ6 ≡
𝑧0
2
𝑣2, Λ8 ≡

𝑣

4

(︁
2 + 4𝑏0 − 𝑎21 sin 2𝜓

)︁
, Ω4 ≡ −1

2
(𝑠2 + 𝑎0)−

3ℎ

4
𝑣,

Ω6 ≡ −375ℎ3

256
𝑣3, Ω8 ≡ −𝑠4 −

1

24

(︁
3𝑎20 + 2𝑎21 + 3𝑎21 cos 2𝜓

)︁
− 3𝑎0ℎ

8
𝑣 − 375ℎ3

256
𝑣3,

и Λ̃8 = 𝒪(𝑡−5/4), Ω̃8 = 𝒪(𝑡−5/4) при 𝑡 → ∞ равномерно для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0],

𝜓 ∈ R. Мы видим, что система (3.23) удовлетворяет (3.17) при 𝑛 = 6, 𝑑 = 2,

𝜎 = 3, 𝜆𝑛,𝜎(𝜓) ≡ 𝑧0/2, 𝜆𝑛+𝑑(𝜓) ≡ (2 + 4𝑏0 − 𝑎21 sin 2𝜓)/2.
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Рассмотрим несколько возможных случаев.

(I) Пусть 𝑠2 + 𝑎0 ̸= 0. Тогда условие (3.15) выполняется при 𝑚 = 4, и в

системе (3.1) возникает режим дрейфа фазы. Если 2+4𝑏0−𝑎21 > 0 и 𝑧0 > 0, то из

теоремы 32 следует, что равновесие (0, 0) неустойчиво (см. рис. 3.8). Применяя

теорему 33 с (𝑛+ 𝑑,𝑚) ∈ Γ01, заключаем, что если 𝑏0 + 5/4 < 0, то равновесие

(0, 0) полиномиально устойчиво (см. рис. 3.9, a). Если 𝑏0 + 1/2 > 0 и 𝑧0 < 0,

то полиномиальная устойчивость с асимптотической оценкой 𝑥2(𝑡) + 𝑦2(𝑡) ∼

2𝑅*𝑡
−𝜈−𝑙/𝑞 при 𝑡 → ∞ следует из теоремы 34, где 𝜈 = 𝑑/(𝑞(𝜎 − 1)) = 1/4, а

параметр 𝑅* определяется величиной (3.51) (см. рис. 3.9, б).
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Рис. 3.8. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)), 𝑟(𝑡), |𝜃(𝑡)| для решений (3.22) при ℎ = 1/6, 𝑏0 = −1/4,

𝑧0 = 0.6, 𝑠2 = 1, 𝑎0 = 𝑎1 = 𝑏1 = 𝑧1 = 𝑠4 = 0, где 𝑥1(𝑡) = 𝑟(𝑡) cos(𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)), 𝑥2(𝑡) =

−𝑟(𝑡) sin(𝜃(𝑡)+𝑆(𝑡)). Точка соответствует начальным данным (𝑥1(1), 𝑥2(1)). Серые сплошные

кривые соответствуют линиям уровня 𝐻0(𝑥1, 𝑥2).

(II) Пусть 𝑠2 + 𝑎0 = 0, 𝑎1 > 0 и ℎ = 0. В этом случае 𝜔(𝐸) ≡ 1, 𝑙 = 0 и

𝑚 = 8. Если

−5𝑎21 + 3𝑎20
24

< 𝑠4 <
𝑎21 − 3𝑎20

24
(3.24)

тогда Ω8 удовлетворяет условию (3.14) с

𝜓* = −1

2
arccos

(︂
−24𝑠4 + 3𝑎20 + 2𝑎21

3𝑎21

)︂
+ 𝜋𝑗, 𝑗 ∈ Z, 𝜗8 =

𝑎21
4
sin 2𝜓* < 0.

Следовательно, если либо 𝑏0 − 𝜗8 + 5/4 < 0, либо 𝑏0 − 𝜗8 + 5/4 > 0, 𝑧0 < 0,

то, применяя теорему 28 при 𝑛 + 𝑑 = 𝑚 = 2𝑞, получаем полиномиальную

устойчивость равновесия (0, 0) в системе (3.1) (см. рис. 3.10, а). Если 𝑏0 − 𝜗8 +

1/2 > 0 и 𝑧0 > 0, то равновесие неустойчиво (см. рис. 3.10, б).
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(а) 𝑏0 = −1.4, 𝑧0 = 0.6
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(б) 𝑏0 = 1, 𝑧0 = −0.6

Рис. 3.9. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)), 𝑟(𝑡), |𝜃(𝑡)| для решений (3.22) при ℎ = 1/6, 𝑠2 = 1,

𝑎0 = 𝑎1 = 𝑏1 = 𝑧1 = 𝑠4 = 0, где 𝑥1(𝑡) = 𝑟(𝑡) cos(𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)), 𝑥2(𝑡) = −𝑟(𝑡) sin(𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)). Точ­

ки соответствуют начальным данным (𝑥1(1), 𝑥2(1)). Серые сплошные кривые соответствуют

линиям уровня 𝐻0(𝑥1, 𝑥2). Серая пунктирная кривая соответствует 𝑟 = 2𝑅*𝑡
−𝜈−𝑙/𝑞.

(III) Пусть 𝑠2 + 𝑎0 = 0, ℎ = 0 и предположение (3.24) не выполняет­

ся, так что |24𝑠4 + 3𝑎20 + 2𝑎21| > 3𝑎21, тогда Ω8 удовлетворяет (3.15). Из тео­

ремы 32 следует, что положение равновесия (0, 0) системы (3.1) неустойчиво,

если 2 + 4𝑏0 − 𝑎21 > 0 и 𝑧0 > 0 (см. рис. 3.11, а). Применяя теорему 33, по­

лучаем экспоненциальную устойчивость, если ̂︀𝛾8,8 = (𝑏0 + 1/2)̂︀𝜒8 < 0, где̂︀𝜒8 := ⟨|Ω8(0, 𝜓)|−1⟩𝜓 > 0 (см. рис. 3.11, б).

3.5. Обоснование результатов
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Рис. 3.10. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)), 𝑟(𝑡), 𝜃(𝑡) для решений (3.22) при ℎ = 0, 𝑎0 = −1, 𝑎1 = 1, 𝑠2 =

1, 𝑠4 = −1/4, 𝑏1 = 0, 𝜗8 ≈ −0.235, где 𝑥1(𝑡) = 𝑟(𝑡) cos(𝜃(𝑡)+𝑆(𝑡)), 𝑥2(𝑡) = −𝑟(𝑡) sin(𝜃(𝑡)+𝑆(𝑡)).

Точки соответствуют начальным данным (𝑥1(1), 𝑥2(1)). Серые пунктирные кривые соответ­

ствуют 𝜃 = 𝜓*, где 𝜓* ≈ −0.615.

3.5.1. Замена переменных

Доказательство теоремы 26. Определим 2𝜋-периодические функции

𝑋1(𝜙,𝐸) = 𝑥01

(︂
𝜙

𝜔(𝐸)
, 𝐸

)︂
, 𝑋2(𝜙,𝐸) = 𝑥01

(︂
𝜙

𝜔(𝐸)
, 𝐸

)︂
,

удовлетворяющие системе:

𝜔(𝐸)
𝜕𝑋1

𝜕𝜙
= 𝜕𝑋2

𝐻0(𝑋1, 𝑋2), 𝜔(𝐸)
𝜕𝑋2

𝜕𝜙
= −𝜕𝑋1

𝐻0(𝑋1, 𝑋2).

Эти функции используются для перезаписи системы (3.1) в переменных дей­

ствия-угла (𝐸,𝜙): 𝑥1(𝑡) = 𝑋1(𝜙(𝑡), 𝐸(𝑡)), 𝑥2(𝑡) = 𝑋2(𝜙(𝑡), 𝐸(𝑡)). Таким образом,

замена ресурсов (3.8) приводит систему (3.1) к виду.

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝑓(𝐸,𝜙, 𝑡),

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝜔(𝐸) + 𝑔(𝐸,𝜙, 𝑡), (3.25)



126

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

x1

50 100 150 200

0.5

1.0

1.5

2.0

t

50 100 150 200

1.4

1.6

1.8

2.0

t

 Θ
¤

(а) 𝑏0 = 0, 𝑧0 = 0.1

-0.5 0.0 0.5 1.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

x1

x
2

20 40 60 80 100 120

0.5

1.0

1.5

t

20 40 60 80 100 120

2.0

2.5

3.0

t

 Θ
¤

(б) 𝑏0 = −1, 𝑧0 = 0

Рис. 3.11. Эволюция (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)), 𝑟(𝑡), |𝜃(𝑡)| для решений (3.22) при ℎ = 0, 𝑎0 = −1, 𝑎1 = 1,

𝑠2 = 1, 𝑠4 = 0, где 𝑥1(𝑡) = 𝑟(𝑡) cos(𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)), 𝑥2(𝑡) = −𝑟(𝑡) sin(𝜃(𝑡) + 𝑆(𝑡)). Точки соответ­

ствуют начальным данным (𝑥1(1), 𝑥2(1)).

где

𝑓 ≡ − 𝜔(𝐸)
(︀
𝜕𝜙𝐻

(︀
𝑋1, 𝑋2, 𝑡

)︀
− 𝐹

(︀
𝑋1, 𝑋2, 𝑡

)︀
𝜕𝜙𝑋1

)︀
,

𝑔 ≡𝜔(𝐸)
(︀
𝜕𝐸𝐻

(︀
𝑋1, 𝑋2, 𝑡

)︀
− 1− 𝐹

(︀
𝑋1, 𝑋2, 𝑡

)︀
𝜕𝐸𝑋1

)︀
являются 2𝜋-периодическими функциями относительно 𝜙. Поскольку (0, 0) —

точка равновесия системы (3.1), то 𝐸 = 0 — неподвижная точка первого урав­

нения системы (3.25): 𝑓(0, 𝜙, 𝑡) ≡ 0 для всех 𝜙 ∈ R и 𝑡 > 0. Более того, из (3.4)

и (3.5) следует, что

𝑓(𝐸,𝜙, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑓𝑘
(︀
𝐸,𝜙, 𝑆(𝑡)

)︀
, 𝑔(𝐸,𝜙, 𝑡) ∼

∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑔𝑘
(︀
𝐸,𝜙, 𝑆(𝑡)

)︀
при 𝑡→ ∞, где

𝑓𝑘 ≡ − 𝜔(𝐸)
(︀
𝜕𝜙𝐻𝑘

(︀
𝑋1, 𝑋2, 𝑆

)︀
− 𝐹𝑘

(︀
𝑋1, 𝑋2, 𝑆

)︀
𝜕𝜙𝑋1

)︀
,

𝑔𝑘 ≡𝜔(𝐸)
(︀
𝜕𝐸𝐻𝑘

(︀
𝑋1, 𝑋2,

)︀
− 𝐹𝑘

(︀
𝑋1, 𝑋2, 𝑆

)︀
𝜕𝐸𝑋1

)︀
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являются 2𝜋-периодическими функциями относительно 𝜙 и 𝑆. Так как 𝑋1 =
√
2𝐸 cos𝜙+𝒪(𝐸3/2), 𝑋2 = −

√
2𝐸 sin𝜙+𝒪(𝐸3/2), то

𝑓𝑘(𝐸,𝜙, 𝑆) =
∞∑︁
𝑗=2

𝐸
𝑗
2𝑓𝑘,𝑗(𝜙, 𝑆), 𝑔𝑘(𝐸,𝜙, 𝑆) =

∞∑︁
𝑗=0

𝐸
𝑗
2𝑔𝑘,𝑗(𝜙, 𝑆), 𝐸 → 0

равномерно для всех (𝜙, 𝑆) ∈ R2. Из тождества 𝐻0(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸)) ≡ 𝐸

следует, что ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝜙𝑋1 𝜕𝐸𝑋1

𝜕𝜙𝑋2 𝜕𝐸𝑋2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 1

𝜔(𝐸)
̸= 0.

Последнее неравенство гарантирует обратимость преобразования (3.8) для всех

𝐸 ∈ [0, 𝐸0] и 𝜙 ∈ R.

Для исследования влияния колебательных возмущений на устойчивость

неподвижной точки 𝐸 = 0 рассмотрим замену переменных (3.9) при 𝑡 ≥ 1, где

𝑙 — некоторое целое число. Примем 𝑙 = 0, если 𝜔(𝐸) ≡ const, и 𝑙 ≥ 1, если

𝜔(𝐸) ̸≡ const. Легко проверить, что в новых переменных (ℰ , 𝜃) система (3.25)

принимает вид:

𝑑ℰ
𝑑𝑡

= ℱ(ℰ , 𝜃, 𝑡) + 𝑡−1 𝑙

𝑞
ℰ , 𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝒢(ℰ , 𝜃, 𝑡), (3.26)

где

ℱ(ℰ , 𝜃, 𝑡) ≡ 𝑡
𝑙
𝑞𝑓
(︀
𝑡−

𝑙
𝑞ℰ , 𝜃 + κ−1𝑆(𝑡), 𝑡

)︀
,

𝒢(ℰ , 𝜃, 𝑡) ≡𝜔
(︀
𝑡−

𝑙
𝑞ℰ
)︀
− κ−1𝑆 ′(𝑡) + 𝑔

(︀
𝑡−

𝑙
𝑞ℰ , 𝜃 + κ−1𝑆(𝑡), 𝑡

)︀
.

Правые части (3.26) имеют следующую асимптотику:

ℱ(ℰ , 𝜃, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=2

𝑡−
𝑘
2𝑞ℱ𝑘

(︀
ℰ , 𝜃, 𝑆(𝑡)

)︀
, 𝒢(ℰ , 𝜃, 𝑡) ∼

∞∑︁
𝑘=2

𝑡−
𝑘
2𝑞𝒢𝑘

(︀
ℰ , 𝜃, 𝑆(𝑡)

)︀
при 𝑡 → ∞ для всех 0 ≤ ℰ ≤ const, 𝜃 ∈ R, где коэффициенты ℱ𝑘

(︀
ℰ , 𝜃, 𝑆

)︀
и

𝒢𝑘
(︀
ℰ , 𝜃, 𝑆

)︀
являются 2𝜋-периодическими относительно 𝜃 и 2𝜋κ-периодическими
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относительно 𝑆. В частности, если 𝑙 = 1, имеем

ℱ𝑘 =
∑︁

2𝑖+𝑗=𝑘
𝑖≥1, 𝑗≥0

𝑓𝑖,𝑗+2

(︀
𝜃 + κ−1𝑆, 𝑆

)︀
ℰ1+ 𝑗

2 ,

𝒢𝑘 =
𝜔(𝑘/2)(0)

(𝑘/2)!
ℰ

𝑘
2 − κ−1

(︁
1− 𝑘

2𝑞
+ 𝛿𝑘,2𝑞

)︁
𝑠𝑘/2 +

∑︁
2𝑖+𝑗=𝑘
𝑖≥1, 𝑗≥0

𝑔𝑖,𝑗
(︀
𝜃 + κ−1𝑆, 𝑆

)︀
ℰ

𝑗
2 ,

где предполагается, что 𝑠𝑗 = 0 при 𝑗 > 𝑞, 𝜔(𝑘/2)(0) = 0 при нечётных 𝑘, а

𝛿𝑘,𝑞 — символ Кронекера. Поскольку 𝑆(𝑡) меняется быстро по сравнению с воз­

можными изменениями ℰ и 𝜃 на бесконечности, мы усредняем систему (3.26)

по 𝑆, чтобы получить упрощённые уравнения, дающие первое приближение к

решениям.

Рассмотрим почти тождественное преобразование переменных ℰ и 𝜃 в виде

(3.11). Коэффициенты 𝑣𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑆) и 𝜓𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑆) выбраны таким образом, чтобы

правые части уравнений (3.12) для новых переменных 𝑣(𝑡) ≡ 𝑉𝑁(ℰ(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡)

и 𝜓(𝑡) ≡ Ψ𝑁(ℰ(𝑡), 𝜃(𝑡), 𝑡) не зависели от 𝑆, по крайней мере, в первых членах

асимптотики. Для нахождения подходящих коэффициентов 𝑣𝑘, 𝜓𝑘 и вывода

функций Λ𝑘, Ω𝑘 вычисляем полную производную 𝑉𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡) и Ψ𝑀(ℰ , 𝜃, 𝑡) по 𝑡

вдоль траекторий системы (3.26):

𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝𝑉𝑁
Ψ𝑁

⎞⎠ =
(︁(︀

ℱ(ℰ , 𝜃, 𝑡) + 𝑡−1 𝑙

𝑞
ℰ
)︀
𝜕ℰ + 𝒢(ℰ , 𝜃, 𝑡)𝜕𝜃 + 𝜕𝑡

)︁⎛⎝𝑉𝑁
Ψ𝑁

⎞⎠
=

∞∑︁
𝑘=2

𝑡−
𝑘
2𝑞

⎡⎢⎣
⎛⎜⎝ℱ𝑘 + 𝛿𝑘,2𝑞

𝑙

𝑞
ℰ

𝒢𝑘

⎞⎟⎠+ 𝑠0𝜕𝑆

⎛⎝𝑣𝑘
𝜓𝑘

⎞⎠− 𝑘 − 2𝑞

2𝑞

⎛⎝𝑣𝑘−2𝑞

𝜓𝑘−2𝑞

⎞⎠
⎤⎥⎦

+
∞∑︁
𝑘=4

𝑡−
𝑘
2𝑞

∑︁
𝑖+𝑗=𝑘

(︁(︀
ℱ𝑗 + 𝛿𝑗,2𝑞

𝑙

𝑞
ℰ
)︀
𝜕ℰ + 𝒢𝑗𝜕𝜃

+ 𝑠𝑗/2

(︁
1− 𝑗

2𝑞
+ 𝛿𝑗,2𝑞

)︁
𝜕𝑆

)︁⎛⎝𝑣𝑖
𝜓𝑖

⎞⎠ ,

(3.27)

где предполагается, что 𝑣𝑖 ≡ 𝜓𝑖 ≡ 0, ℱ𝑘 ≡ 𝒢𝑘 ≡ 0 при 𝑖, 𝑘 < 2, 𝑖 > 𝑁 . Под­
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ставляя (3.11) в правую часть (3.12) и сопоставляя результат с (3.27), получаем

цепочку дифференциальных уравнений:

𝑠0𝜕𝑆

⎛⎝𝑣𝑘
𝜓𝑘

⎞⎠ =

⎛⎜⎝Λ𝑘(ℰ , 𝜃)−ℱ𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑆)− 𝛿𝑘,2𝑞
𝑙

𝑞
ℰ + ℱ̂𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑆)

Ω𝑘(ℰ , 𝜃)− 𝒢𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑆) + 𝒢𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑆)

⎞⎟⎠ , (3.28)

𝑘 ≥ 2, где функции ℱ̂𝑘, 𝒢𝑘 выражаются через {𝑣𝑖, 𝜓𝑖,Λ𝑖,Ω𝑖}𝑘−1
𝑖=2 . В частности,

ℱ̂2 ≡ 𝒢2 ≡ ℱ̂3 ≡ 𝒢3 ≡ 0,⎛⎝ℱ̂4

𝒢4

⎞⎠ ≡
(︁
𝑣2𝜕ℰ + 𝜓2𝜕𝜃

)︁⎛⎝Λ2

Ω2

⎞⎠+
2− 𝑞

𝑞

⎛⎝𝑣4−2𝑞

𝜓4−2𝑞

⎞⎠
−
(︁(︀

ℱ2 + 𝛿1,𝑞
𝑙

𝑞
ℰ
)︀
𝜕ℰ + 𝒢2𝜕𝜃 + 𝑠1

(︀
1− 1

𝑞
+ 𝛿1,𝑞

)︀
𝜕𝑆

)︁⎛⎝𝑣2
𝜓2

⎞⎠ ,

⎛⎝ℱ̂5

𝒢5

⎞⎠ ≡
∑︁
𝑖+𝑗=5

(︁
𝑣𝑖𝜕ℰ + 𝜓𝑖𝜕𝜃

)︁⎛⎝Λ𝑗

Ω𝑗

⎞⎠+
5− 2𝑞

2𝑞

⎛⎝𝑣5−2𝑞

𝜓5−2𝑞

⎞⎠
−
∑︁
𝑖+𝑗=5

(︁(︀
ℱ𝑗 + 𝛿𝑗,2𝑞

𝑙

𝑞
ℰ
)︀
𝜕ℰ + 𝒢𝑗𝜕𝜃 + 𝑠𝑗/2

(︀
1− 𝑗

2𝑞
+ 𝛿𝑗,2𝑞

)︀
𝜕𝑆

)︁⎛⎝𝑣𝑖
𝜓𝑖

⎞⎠ ,

⎛⎝ℱ̂𝑘

𝒢𝑘

⎞⎠ ≡
∑︁

𝑧+𝑎1+...+𝑖𝑎𝑖+𝑏1+...+𝑗𝑏𝑗=𝑘
𝑎1+...+𝑎𝑖+𝑏1+...+𝑏𝑗≥1

𝐶𝑎𝑏
𝑖𝑗 𝑣

𝑎1
1 · · · 𝑣𝑎𝑖𝑖 𝜓

𝑏1
1 · · ·𝜓𝑏𝑗𝑗 𝜕

𝑎1+...+𝑎𝑖
ℰ 𝜕

𝑏1+...+𝑏𝑗
𝜃

⎛⎝Λ𝑧

Ω𝑧

⎞⎠

+
𝑘 − 2𝑞

2𝑞

⎛⎝𝑣𝑘−2𝑞

𝜓𝑘−2𝑞

⎞⎠
−
∑︁
𝑖+𝑗=𝑘

(︁(︀
ℱ𝑗 + 𝛿𝑗,2𝑞

𝑙

𝑞
ℰ
)︀
𝜕ℰ + 𝒢𝑗𝜕𝜃 + 𝑠𝑗/2

(︀
1− 𝑗

2𝑞
+ 𝛿𝑗,2𝑞

)︀
𝜕𝑆

)︁⎛⎝𝑣𝑖
𝜓𝑖

⎞⎠ ,

где 𝐶𝑎𝑏
𝑖𝑗 = const. Определим

Λ𝑘(𝑣, 𝜓) = ⟨ℱ𝑘(𝑣, 𝜓, 𝑆)− ℱ̂𝑘(𝑣, 𝜓, 𝑆)⟩κ𝑆 + 𝛿𝑘,2𝑞
𝑙

𝑞
𝑣,

Ω𝑘(𝑣, 𝜓) = ⟨𝒢𝑘(𝑣, 𝜓, 𝑆)− 𝒢𝑘(𝑣, 𝜓, 𝑆)⟩κ𝑆, (3.29)
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где

⟨𝑍(𝑣, 𝜓, 𝑆)⟩κ𝑆
𝑑𝑒𝑓
=

1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑍(𝑣, 𝜓,κ𝑆) 𝑑𝑆 =
1

2𝜋κ

2𝜋κ∫︁
0

𝑍(𝑣, 𝜓, 𝑠) 𝑑𝑠.

Из (3.29) следует, что функции Λ𝑘(𝑣, 𝜓) и Ω𝑘(𝑣, 𝜓) являются 2𝜋-периодическими

по 𝜓, причём Λ𝑘(𝑣, 𝜓) = 𝒪(𝑣) и Ω𝑘(𝑣, 𝜓) = 𝒪(1) при 𝑣 → 0 равномерно для

всех 𝜓 ∈ R. Следовательно, для любого 𝑘 ≥ 2 правая часть (3.28) является

2𝜋κ-периодической по 𝑆 с нулевым средним. Интегрирование (3.28) даёт⎛⎝𝑣𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑆)
𝜓𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑆)

⎞⎠ = − 1

𝑠0

𝑆∫︁
0

⎛⎝{ℱ𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑠)− ℱ̂𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑠)}κ𝑠
{𝒢𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑠)− 𝒢𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑠)}κ𝑠

⎞⎠ 𝑑𝑠+

⎛⎝𝑣𝑘(ℰ , 𝜃)
𝜓𝑘(ℰ , 𝜃)

⎞⎠ ,

где {𝑍}κ𝑠 := 𝑍−⟨𝑍⟩κ𝑠, и функции 𝑣𝑘, 𝜓𝑘 выбраны таким образом, что ⟨𝑣𝑘⟩κ𝑆 =

⟨𝜓𝑘⟩κ𝑆 = 0. Легко проверить, что функции 𝑣𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑆) и 𝜓𝑘(ℰ , 𝜃, 𝑆) являются

гладкими и периодическими относительно 𝜃 и 𝑆, причём 𝑣𝑘(0, 𝜃, 𝑆) ≡ 0.

Из (3.11) следует, что для всех 𝜀 ∈ (0, 1) существует 𝑡0 > 1 такое, что

|𝑉𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡)− ℰ| ≤ 𝜀ℰ , |Ψ𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡)− 𝜃| ≤ 𝜀, |detJ𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡)− 1| ≤ 𝜀 (3.30)

для всех 𝜃 ∈ R, 𝑡 ≥ 𝑡0 и ℰ ∈ [0, ℰ0] с некоторыми ℰ0 = const, где

J𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡) :=

⎛⎝𝜕ℰ𝑉𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡) 𝜕𝜃𝑉𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡)

𝜕ℰΨ𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡) 𝜕𝜃Ψ𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡)

⎞⎠ .

Следовательно, отображение (ℰ , 𝜃) ↦→ (𝑣, 𝜓) обратимо для всех 𝑡 ≥ 𝑡0, 𝜓 ∈ R

и 𝑣 ∈ [0,Δ0] с Δ0 = (1 − 𝜖)ℰ0. Выберем ℰ0 = 𝐸0𝑡
𝑙/𝑞
0 , тогда для всех 𝑡 ≥ 𝑡0

преобразование, описанное (3.9), справедливо для всех 0 ≤ ℰ ≤ ℰ0 и 𝜃 ∈ R.

Обозначим через ℰ = E(𝑣, 𝜓, 𝑡), 𝜃 = T(𝑣, 𝜓, 𝑡) — обратное преобразование

к (3.10). Тогда остатки Λ̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) и Ω̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) имеют следующий вид:⎛⎝Λ̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡)

Ω̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡)

⎞⎠ ≡ −
𝑁∑︁
𝑘=2

𝑡−
𝑘
2𝑞

⎛⎝Λ𝑘(𝑣, 𝜓)

Ω𝑘(𝑣, 𝜓)

⎞⎠+
𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝𝑉𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡)
Ψ𝑁(ℰ , 𝜃, 𝑡)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
ℰ=E(𝑣,𝜓,𝑡)
𝜃=T(𝑣,𝜓,𝑡)

.

Отсюда следует, что Λ̃𝑁(0, 𝜓, 𝑡) ≡ 0 и Λ̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) = 𝒪(𝑡−(𝑁+1)/2𝑞), Ω̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) =

𝒪(𝑡−(𝑁+1)/2𝑞) при 𝑡→ ∞ равномерно для всех 𝜓 ∈ R и 0 ≤ 𝑣 ≤ Δ0.
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Замечание 3. Пусть 𝑙 = 1 и 𝑚1,𝑚2 ≥ 2 — наименьшие натуральные числа,

такие что Ω𝑚1
(𝑣, 𝜓) ̸≡ 0, Ω𝑗(𝑣, 𝜓) ≡ 0 для 𝑚1 < 𝑗 < 𝑚2 и Ω𝑚2

(𝑣, 𝜓) ̸≡ 0.

Если Ω𝑚1
(0, 𝜓) ≡ 0 и Ω𝑚2

(0, 𝜓) ̸≡ 0, то в (3.9) выберем 𝑙 = 1+𝑚2 −𝑚1. Тогда

в новых переменных Ω𝑚0
(0, 𝜓) ̸≡ 0, где 𝑚0 ≥ 2 — наименьшее натуральное

число, такое что Ω𝑚0
(𝑣, 𝜓) ̸≡ 0 в (3.12)

3.5.2. Асимптотические режимы

Доказательство леммы 1. Рассмотрим второе уравнение системы (3.13) при

𝑣 ≡ 0. Легко проверить, что 𝜓* — устойчивое равновесие соответствующего

редуцированного уравнения: 𝑑𝜓/𝑑𝑡 = 𝑡−𝑚/2𝑞Ω𝑚(0, 𝜓). Покажем, что это реше­

ние устойчиво относительно возмущения Ω̃𝑚(0, 𝜓, 𝑡). Замена переменной 𝜓(𝑡) =

𝜓* + 𝜑(𝑡) приводит к следующему уравнению:

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞Ω𝑚(0, 𝜓* + 𝜑) + Ω̃𝑚(0, 𝜓* + 𝜑, 𝑡). (3.31)

Рассмотрим ℓ = |𝜑| как функцию Ляпунова для (3.31). Её полная производная

задаётся формулой

𝑑ℓ

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞𝜔𝑚(𝜓* + 𝜑)sgn(𝜑) + Ω̃𝑚(0, 𝜓* + 𝜑, 𝑡)sgn(𝜑).

Легко проверить, что существуют 𝛿1 > 0, 𝑡1 ≥ 𝑡0 и 𝑀1 > 0, такие, что 𝜔(𝜓* +

𝜑)sgn(𝜑) ≤ −|𝜗𝑚||𝜑|/2 и |Ω̃𝑚(0, 𝜓* + 𝜑, 𝑡)sgn(𝜑)| ≤ 𝑀1𝑡
−(𝑚+1)/2𝑞 для всех |𝜑| ≤

𝛿1 и 𝑡 ≥ 𝑡1. Следовательно, 𝑑ℓ/𝑑𝑡 ≤ 𝑡−𝑚/2𝑞(−|𝜗𝑚|ℓ/2 + 𝑀1𝑡
−1/2𝑞) при 𝑡 ≥ 𝑡1.

Интегрируя последнее неравенство в случае 𝑚 = 2𝑞, получаем:

0 ≤ ℓ(𝜑(𝑡)) ≤ ℓ(𝜑(𝑡1))
(︁ 𝑡
𝑡1

)︁− |𝜗𝑚|
2

+𝑀1𝑡
− |𝜗𝑚|

2

𝑡∫︁
𝑡1

𝜏
𝑞|𝜗𝑚|−1

2𝑞 −1 𝑑𝜏

с |𝜑(𝑡1)| ≤ 𝛿1. Мы видим, что 𝜑(𝑡) = 𝒪(𝑡−1/2𝑞) при 𝑡 → ∞, если 𝑞|𝜗𝑚| > 1,

𝜑(𝑡) = 𝒪(𝑡−|𝜗𝑚|/2), если 𝑞|𝜗𝑚| < 1, и 𝜑(𝑡) = 𝒪(𝑡−|𝜗𝑚|/2 log 𝑡), если 𝑞|𝜗𝑚| = 1. Ана­

логичные оценки справедливы и в случае 𝑚 < 2𝑞. Следовательно, существует

решение 𝜑(𝑡) уравнения (3.31) такое, что 𝜑(𝑡) = 𝑜(1) при 𝑡→ ∞.
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Доказательство леммы 2. Так как Ω𝑚(𝑣, 𝜓) ̸= 0, то отсюда следует, что Ω−
𝑚 ≤

|Ω𝑚(𝑣, 𝜓)| ≤ Ω+
𝑚 для всех 𝑣 ∈ [0,Δ*] и 𝜓 ∈ R с Ω±

𝑚 = const > 0. Тогда существует

𝑡1 ≥ 𝑡0 такое, что 𝜓̇ ≥ 𝑡−𝑚/2𝑞Ω−
𝑚/2 при 𝑡 ≥ 𝑡1 для всех 𝑣 ∈ [0,Δ*], 𝜓 ∈ R, если

Ω𝑚(𝑣, 𝜓) > 0, или 𝜓̇ ≤ −𝑡−𝑚/2𝑞Ω−
𝑚/2, если Ω𝑚(𝑣, 𝜓) < 0. Интегрируя последние

неравенства, получаем |𝜓(𝑡)| → ∞ при 𝑡→ ∞.

3.5.3. Устойчивость в режиме фазового захвата

Доказательство теоремы 27. Мы выбираем 𝑁 = 𝑛 и (3.13) принимает вид:

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
2𝑞Λ𝑛(𝑣, 𝜓) + Λ̃𝑛(𝑣, 𝜓, 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞Ω𝑚(𝑣, 𝜓) + Ω̃𝑚(𝑣, 𝜓, 𝑡). (3.32)

Из леммы 1 следует, что система (3.32) имеет частное решение 𝑣(𝑡) ≡ 0, 𝜓(𝑡) ≡

𝜓(𝑡) такое, что 𝜓(𝑡) = 𝜓* + 𝑜(1) при 𝑡 → ∞. Подстановка 𝑣(𝑡) = [𝑢(𝑡)]2, 𝜓(𝑡) =

𝜓(𝑡) + 𝜑(𝑡) в (3.32) даёт следующую систему с равновесием в точке (0, 0):

2𝑢
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=𝑡−

𝑛
2𝑞Λ𝑛(𝑢

2, 𝜓(𝑡) + 𝜑) + Λ̃𝑛(𝑢
2, 𝜓(𝑡) + 𝜑, 𝑡),

𝑑𝜑

𝑑𝑡
=𝑡−

𝑚
2𝑞

(︁
Ω𝑚(𝑢

2, 𝜓(𝑡) + 𝜑)− Ω𝑚(0, 𝜓(𝑡))
)︁

+ Ω̃𝑚(𝑢
2, 𝜓(𝑡) + 𝜑, 𝑡)− Ω̃𝑚(0, 𝜓(𝑡), 𝑡). (3.33)

Легко проверить, что собственные значения 𝑎1(𝑡) и 𝑎2(𝑡) линеаризованной си­

стемы

𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝𝑢
𝜑

⎞⎠ = A(𝑡)

⎛⎝𝑢
𝜑

⎞⎠ , A(𝑡) = (1 + 𝑜(1))

⎛⎜⎝1

2
𝑡−

𝑛
2𝑞

(︁
𝜆𝑛(𝜓*) + 𝛿𝑛,2𝑞

𝑙

𝑞

)︁
0

𝑡−
𝑚
2𝑞𝜔𝑚1(𝜓*) 𝑡−

𝑚
2𝑞𝜗𝑚

⎞⎟⎠
при 𝑡→ ∞ имеют следующую асимптотику: 𝑎1(𝑡) = 2−1𝑡−𝑛/2𝑞(𝜆𝑛(𝜓*)+𝛿𝑛,2𝑞𝑙/𝑞+

𝑜(1)), 𝑎2(𝑡) = 𝑡−𝑚/2𝑞(𝜗𝑚 + 𝑜(1)) при 𝑡 → ∞. Поскольку 𝑎1,2(𝑡) → 0 при 𝑡 → ∞,

линейный анализ устойчивости не работает (см., например, § 1.5). Мы исследуем

устойчивость с помощью построения подходящих функций Ляпунова и Четаева.

Сначала рассмотрим случай 𝜆𝑛(𝜓*) + ̃︀𝜆𝑛(𝑣, 𝜓*) > 0 для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0].

Легко доказать, что неподвижная точка (0, 0) системы (3.33) неустойчива, взяв
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𝐽(𝑢) = 𝑢2 в качестве кандидата на функцию Четаева. Производная 𝐽 вдоль

траекторий системы (3.33) определяется выражением

𝑑𝐽

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
2𝑞𝑢2

(︁
𝜆𝑛(𝜓*) + ̃︀𝜆𝑛(𝑢2, 𝜓*) + 𝛿𝑛,2𝑞

𝑙

𝑞
+𝒪(𝜑) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 ) +𝒪(𝑡−𝜅)

)︁
при 𝑡 → ∞ и 𝜑 → 0 для всех 𝑢 ∈ [0,Δ

1/2
0 ]. Следовательно, для всех 𝜖 ∈ (0, 1)

существуют 𝜑1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0, такие, что

𝑑𝐽

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

𝑛
2𝑞𝐽
(︁
(1− 𝜖)𝜆*𝑛 + 𝛿𝑛,2𝑞

𝑙

𝑞

)︁
> 0

для всех 𝑢 ∈ (0,Δ
1/2
0 ], |𝜑| ≤ 𝜑1 и 𝑡 ≥ 𝑡1, где 𝜆*𝑛 := min𝑣∈[0,Δ0](𝜆𝑛(𝜓*)+̃︀𝜆𝑛(𝑣, 𝜓*)) >

0. Интегрируя последнее неравенство по [𝑡1, 𝑡], получаем

𝑢2(𝑡) ≥ 𝑢2(𝑡1) exp

(︂
(1− 𝜖)𝜆*𝑛

(︁
𝑡1−

𝑛
2𝑞 − 𝑡

1− 𝑛
2𝑞

1

)︁ 2𝑞

2𝑞 − 𝑛

)︂
, 𝑛 < 2𝑞,

𝑢2(𝑡) ≥ 𝑢2(𝑡1)
(︁ 𝑡
𝑡1

)︁(1−𝜖)𝜆*𝑛+ 𝑙
𝑞

, 𝑛 = 2𝑞. (3.34)

Следовательно, существует 𝜀 ∈ (0,Δ
1/2
0 ] такое, что для всех 𝛿1 ∈ (0, 𝜀) ре­

шение (𝑢(𝑡), 𝜑(𝑡)) с начальными данными |𝑢(𝑡1)| ≤ 𝛿1, |𝜑(𝑡1)| ≤ 𝜑1 покидает

𝜀-окрестность (0, 0): |𝑢(𝑡*)| ≥ 𝜀 при некотором 𝑡* > 𝑡1. Из (3.34), (3.30) и (3.9)

следует, что тривиальное решение также неустойчиво относительно исходных

переменных (𝑥1, 𝑥2). Действительно, если 𝑛 = 2𝑞, то имеем

𝐸(𝑡) ≥
(︂
1− 𝜖

1 + 𝜖

)︂
𝐸(𝑡1)

(︁ 𝑡
𝑡1

)︁(1−𝜖)𝜆*𝑛
, 𝑡 ≥ 𝑡1.

Обратим внимание, что условия, гарантирующие устойчивость неподвиж­

ной точки (0, 0), зависят от значений 𝑛 и 𝑚.

1. Рассмотрим сначала случай 𝑛 = 𝑚. Пусть 𝜆*𝑛 := 𝜆𝑛(𝜓*) + 𝛿𝑛,2𝑞𝑙/𝑞 < 0.

Если 𝜔𝑚1(𝜓*) = 0, устойчивость можно доказать с помощью функции Ляпунова

вида 𝐿0(𝑢, 𝜑) = 𝑢2 + 𝜑2𝜆*𝑛(2𝜗𝑚)
−1. Производная 𝐿0(𝑢, 𝜑) по 𝑡 вдоль траекторий

(3.33) определяется выражением

𝑑𝐿0

𝑑𝑡
= 𝜆*𝑛𝑡

− 𝑛
2𝑞 (𝑢2 + 𝜑2)

(︁
1 +𝒪(𝑤) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 ) +𝒪(𝑡−𝜅)

)︁
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при 𝑤 =
√︀
𝑢2 + 𝜑2 → 0 и 𝑡 → ∞. При этом асимптотические оценки 𝒪(𝑡−1/2𝑞)

и 𝒪(𝑤) равномерны по (𝑢, 𝜑, 𝑡) ∈ 𝐼(𝑤*, 𝑡*), где ℐ(𝑤*, 𝑡*) := {(𝑢, 𝜑, 𝑡) ∈ R3 : 𝑤 ≤

𝑤*, 𝑡 ≥ 𝑡*} и 𝑤*, 𝑡* — некоторые положительные константы. Легко проверить,

что существуют 𝑤1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0, такие, что

𝐴0𝑤
2 ≤ 𝐿0(𝑢, 𝜑) ≤ 𝐵0𝑤

2,
𝑑𝐿0

𝑑𝑡
≤ −|𝜆*𝑛|

2
𝑡−

𝑛
2𝑞𝑤2 ≤ −𝛾0𝑡−

𝑛
2𝑞𝐿0 ≤ 0

для всех (𝑢, 𝜑, 𝑡) ∈ ℐ(𝑤1, 𝑡1), где 𝛾0 = |𝜆*𝑛|(2𝐵0)
−1 > 0, 𝐴0 = min{1, 𝜆*𝑛(2𝜗𝑚)−1}

и 𝐵0 = max{1, 𝜆*𝑛(2𝜗𝑚)−1}. Следовательно, неподвижная точка (0, 0) системы

(3.33) устойчива. Более того, интегрируя последнее неравенство по [𝑡1, 𝑡], полу­

чаем

𝑢2(𝑡) + 𝜑2(𝑡) ≤ 𝐶0 exp

(︂
− 2𝑞𝛾0
2𝑞 − 𝑛

𝑡1−
𝑛
2𝑞

)︂
, 𝑛 = 𝑚 < 2𝑞,

𝑢2(𝑡) + 𝜑2(𝑡) ≤ 𝐶0𝑡
−𝛾0, 𝑛 = 𝑚 = 2𝑞,

где 𝐶0 — положительная константа, зависящая от 𝑢(𝑡1), 𝜑(𝑡1) и 𝑡1. Следователь­

но, траектории, начинающиеся в окрестности положения равновесия, стремятся

к нему при 𝑡 → ∞. В частности, если 𝑛 < 2𝑞, положение равновесия системы

(3.33) и частное решение 𝑣(𝑡) ≡ 0, 𝜓(𝑡) ≡ 𝜓(𝑡) системы (3.13) экспоненциально

устойчивы. При 𝑛 = 2𝑞 устойчивость полиномиальна. Учитывая (3.8), (3.9) и

(3.30), получаем соответствующие результаты об устойчивости положения рав­

новесия (0, 0) системы (3.1).

Если 𝜔𝑚1(𝜓*) ̸= 0, то функция Ляпунова строится в виде 𝐿1(𝑢, 𝜑) = 𝑢2 +

𝛼1(𝜑 − 𝛽1𝑢)
2, где 𝛼1 = 𝜆*𝑛(4𝜗𝑚𝛽

2
1)

−1 > 0, 𝛽1 = 2𝜔𝑚1(𝜓*)(2𝜗𝑚 + 𝜆*𝑛)
−1 ̸= 0. Её

производная определяется выражением

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
=
𝜆*𝑛
2
𝑡−

𝑛
2𝑞 (𝑢2 + 𝛽−2

1 𝜑2)
(︁
1 +𝒪(𝑤) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 ) +𝒪(𝑡−𝜅)

)︁
при 𝑤 → 0 и 𝑡→ ∞. Существуют 𝑤1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0, такие, что

𝐴1

(︀
𝑢2 + 𝛽−2

1 𝜑2
)︀
≤ 𝐿1(𝑢, 𝜑) ≤ 𝐵1

(︀
𝑢2 + 𝛽−2

1 𝜑2
)︀
,

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
≤ −|𝜆*𝑛|

4
𝑡−

𝑛
2𝑞

(︀
𝑢2 + 𝛽−2

1 𝜑2
)︀
≤ −𝛾1𝑡−

𝑛
2𝑞𝐿1
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для всех (𝑢, 𝜑, 𝑡) ∈ ℐ(𝑤1, 𝑡1), где 𝐴1 = 𝜆*𝑛(4𝑐1)
−1, 𝐵1 = 𝑐1(2𝜗𝑚)

−1, 𝑐1 = 𝜆*𝑛+4𝜗𝑚,

𝛾1 = 𝜆*𝑛𝜗𝑚(2𝑐1)
−1 > 0. Следовательно, как и в предыдущем случае, неподвиж­

ная точка системы (3.1) асимптотически устойчива.

2. Рассмотрим случай 𝑚 < 𝑛 ≤ 2𝑞. Докажем устойчивость равновесия

при 𝜆*𝑛 < 0. Рассмотрим 𝐿2(𝑢, 𝜑, 𝑡) = 𝑡(𝑛−𝑚)/(2𝑞)𝑢2𝑝+𝛼2(𝜑+ 𝛽2𝑢)
2𝑝 как функцию

Ляпунова. Здесь 𝑝 ≥ 1 — целое число такое, что 𝜆*𝑛𝑝 := 𝜆*𝑛+ (𝑛−𝑚)/(2𝑝𝑞) < 0,

𝛼2 := 𝜆*𝑛𝑝(2𝜗𝑚)
−1 > 0, 𝛽2 := 𝜔𝑚1(𝜓*)𝜗

−1
𝑚 . Производная 𝐿2(𝑢, 𝜑, 𝑡) вдоль траекто­

рий системы (3.33) определяется выражением

𝑑𝐿2

𝑑𝑡
= 𝑝𝑡−

𝑚
2𝑞

(︁
𝜆*𝑛𝑢

2𝑝 + 𝜆*𝑛𝑝(𝜑+ 𝛽2𝑢)
2𝑝 +

𝑛−𝑚

2𝑝𝑞
𝑢2𝑝𝑡

𝑛
2𝑞−1 +𝒪(𝑤2𝑝+1)

)︁
× (1 +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 ) +𝒪(𝑡−𝜅))

при 𝑤 → 0 и 𝑡 → ∞. Легко проверить, что справедливы следующие неравен­

ства:

𝐴2𝑤
2𝑝 ≤ 𝐿2(𝑢, 𝜑, 𝑡) ≤ 𝑡

𝑛−𝑚
2𝑞 𝐵2

(︁
𝑢2𝑝 + (𝜑+ 𝛽2𝑢)

2𝑝
)︁
,

𝑑𝐿2

𝑑𝑡
≤ −

𝑝|𝜆*𝑛𝑝|
2

𝑡−
𝑚
2𝑞

(︁
𝑢2𝑝 + (𝜑+ 𝛽2𝑢)

2𝑝
)︁
≤ −𝑝𝛾2𝑡−

𝑛
2𝑞𝐿2 ≤ 0 (3.35)

для всех (𝑢, 𝜑, 𝑡) ∈ ℐ(𝑤2, 𝑡2) с некоторыми константами 𝑤2 > 0 и 𝑡2 ≥ 𝑡0, где

𝛾2 = |𝜆*𝑛𝑝|(2𝐵2)
−1 > 0, 𝐴2 = 41−𝑝min{1, 𝛼2}/(1 + 𝛼2(𝛽

2
2/2)

𝑝), 𝐵2 = max{1, 𝛼2}.

Следовательно, равновесие (0, 0) устойчиво. Кроме того, интегрируя (3.35), по­

лучаем следующие оценки:

𝑢2(𝑡) + 𝜑2(𝑡) ≤ 𝐶2 exp

(︂
− 2𝑞𝛾2
2𝑞 − 𝑛

𝑡1−
𝑛
2𝑞

)︂
, 𝑛 < 2𝑞,

𝑢2(𝑡) + 𝜑2(𝑡) ≤ 𝐶2𝑡
−𝛾2, 𝑛 = 2𝑞,

при начальных данных 𝑢2(𝑡2) + 𝜑2(𝑡2) < 𝑤2
2 и 𝐶2 = const > 0. Следовательно,

если 𝑚 < 𝑛 < 2𝑞 и 𝜆𝑛(𝜓*) < 0, равновесие системы (3.1) экспоненциально

устойчиво; если 𝑚 < 𝑛 = 2𝑞 и 𝜆𝑛(𝜓*) + 𝑙/(2𝑞) < 0, равновесие полиномиально

устойчиво.

3. Наконец, рассмотрим случай 𝑛 < 𝑚 ≤ 2𝑞. Пусть 𝜆𝑛(𝜓*) < 0 и 𝑝 ≥ 1

— целое число, такое, что 𝜗*𝑚𝑝 := 𝜗𝑚 + (𝑚 − 𝑛)/(4𝑝𝑞) < 0. Мы используем
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𝐿3(𝑢, 𝜑, 𝑡) = 𝑡(𝑚−𝑛)/(2𝑞)𝜑2𝑝+𝛼3𝑢
2𝑝+ 𝛽3𝑢𝜑

2𝑝−1 + 𝑐3𝜑
2𝑝 с 𝛼3 := 2𝜗*𝑚𝑝(𝜆𝑛(𝜓*))

−1 > 0,

𝛽3 := 4𝑝𝜔𝑚1(𝜓*)(𝜆𝑛(𝜓*))
−1, 𝑐3 = const > 0 в качестве кандидата на функцию

Ляпунова. Производная 𝐿3 по 𝑡 вдоль траекторий системы (3.33) определяется

выражением

𝑑𝐿3

𝑑𝑡
=2𝑝𝑡−

𝑛
2𝑞

(︁
𝜗*𝑚𝑝𝑢

2𝑝 + 𝜗𝑚𝜑
2𝑝 +

𝑚− 𝑛

4𝑝𝑞
𝑡
𝑚
2𝑞−1𝜑2𝑝 +𝒪(𝑤2𝑝+1)

)︁
× (1 +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 ) +𝒪(𝑡−𝜅))

при 𝑤 → 0 и 𝑡 → ∞. Следовательно, существуют 𝑤3 > 0, 𝑡3 ≥ 𝑡0 и 𝑐3 > 0,

такие, что

𝐴3𝑤
2𝑝 ≤ 𝐿3(𝑢, 𝜑, 𝑡) ≤ 𝐵3𝑡

𝑚−𝑛
2𝑞 (𝑢2𝑝 + 𝜑2𝑝),

𝑑𝐿3

𝑑𝑡
≤ −𝑝|𝜗*𝑚𝑝|𝑡

− 𝑛
2𝑞 (𝑢2𝑝 + 𝜑2𝑝) ≤ −𝑝𝛾3𝑡−

𝑚
2𝑞𝐿3

для всех (𝑢, 𝜑, 𝑡) ∈ ℐ(𝑤3, 𝑡3), где 𝐴3 = 2−𝑝min{1, 𝛼3}, 𝐵3 = 2max{1, 𝛼3}, 𝛾3 =

|𝜗*𝑚𝑝|𝐵−1
3 > 0. Следовательно, решение 𝑣(𝑡) ≡ 0, 𝑢(𝑡) ≡ 0 устойчиво. Более того,

интегрирование последнего неравенства по [𝑡3, 𝑡] даёт

𝑢2(𝑡) + 𝜑2(𝑡) ≤ 𝐶3 exp
(︁
− 2𝑞𝛾3

2𝑞 −𝑚
𝑡1−

𝑚
2𝑞

)︁
, 𝑚 < 2𝑞,

𝑢2(𝑡) + 𝜑2(𝑡) ≤ 𝐶3𝑡
−𝛾3, 𝑚 = 2𝑞,

где 𝐶3 — положительная константа, зависящая от начальных условий: 𝑢(𝑡3),

𝜑(𝑡3) и 𝑡3. Следовательно, если 𝑛 < 𝑚 < 2𝑞 и 𝜆𝑛(𝜓*) < 0, положение равновесия

(0, 0) системы (3.1) экспоненциально устойчиво; если 𝑛 < 𝑚 = 2𝑞 и 𝜆𝑛(𝜓*) < 0,

положение равновесия полиномиально устойчиво.

Замечание 4. Заметим, что устойчивость положения равновесия (0, 0) си­

стемы (3.1) не обоснована, если 𝑚 ≤ 𝑛 = 2𝑞, 0 < 𝜆𝑛(𝜓*) + 𝑙/𝑞 < 𝑙/𝑞 и

𝜔(𝐸) ̸≡ const (𝑙 ̸= 0). Из доказательства теоремы 27 следует, что частное

решение 𝑣(𝑡) ≡ 0, 𝜓(𝑡) ≡ 𝜓(𝑡) системы (3.33) неустойчиво, и 𝐸(𝑡)𝑡𝑙/𝑞 ≥ Δ0 при

некотором 𝑡 ≥ 𝑡* для сколь угодно малых начальных данных. Однако такая

оценка не может гарантировать неустойчивость положения равновесия в
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исходных координатах. В этом случае можно сказать, что равновесие (0, 0)

системы (3.1) неустойчиво с весом 𝑡𝑙/2𝑞.

Доказательство теоремы 28. Выберем 𝑁 = 𝑛+𝑑; тогда система (3.13) примет

вид:

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

𝑛+𝑑∑︁
𝑘=𝑛

𝑡−
𝑘
2𝑞Λ𝑘(𝑣, 𝜓) + Λ̃𝑛+𝑑(𝑣, 𝜓, 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞Ω𝑚(𝑣, 𝜓) + Ω̃𝑚(𝑣, 𝜓, 𝑡). (3.36)

Покажем, что решение (0, 𝜓(𝑡)) системы (3.36) неустойчиво, если 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) +̃︀𝜆𝑛+𝑑(𝑣, 𝜓*) > 0, 𝜆𝑛,𝜎(𝜓*) + ̃︀𝜆𝑛,𝜎(𝑣, 𝜓*) > 0 для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0]. Доказательство

аналогично доказательству теоремы 27. Подстановка 𝑣(𝑡) = [𝑢(𝑡)]2 и 𝜓(𝑡) =

𝜓(𝑡) + 𝜑(𝑡) в (3.36) даёт следующую систему с равновесием в точке (0, 0):

2𝑢
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑛+𝑑∑︁
𝑘=𝑛

𝑡−
𝑘
2𝑞Λ𝑘(𝑢

2, 𝜓(𝑡) + 𝜑) + Λ̃𝑛+𝑑(𝑢
2, 𝜓(𝑡) + 𝜑, 𝑡),

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞

(︁
Ω𝑚(𝑢

2, 𝜓(𝑡) + 𝜑)− Ω𝑚(0, 𝜓(𝑡))
)︁

+ Ω̃𝑚(𝑢
2, 𝜓(𝑡) + 𝜑, 𝑡)− Ω̃𝑚(0, 𝜓(𝑡), 𝑡). (3.37)

Рассмотрим 𝐽(𝑢) = 𝑢2 как потенциальную функцию Четаева. Производная 𝐽

вдоль траекторий системы (3.37) определяется выражением

𝑑𝐽

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
2𝑞𝑢𝜎+1

(︁
𝜆𝑛,𝜎(𝜓*) + ̃︀𝜆𝑛,𝜎(𝑢2, 𝜓*) + 𝛿𝑛,2𝑞

𝑙

𝑞
+𝒪(𝜑) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 ) +𝒪(𝑡−𝜅)

)︁
+ 𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞 𝑢2

(︁
𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) + ̃︀𝜆𝑛+𝑑(𝑢2, 𝜓*) + 𝛿𝑛+𝑑,2𝑞

𝑙

𝑞
+𝒪(𝜑) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 ) +𝒪(𝑡−𝜅)

)︁
при 𝑡 → ∞ и 𝜑 → 0 для всех 𝑢 ∈ [0,Δ

1/2
0 ]. Следовательно, для всех 𝜖 ∈ (0, 1)

существуют 𝜑1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0, такие, что

𝑑𝐽

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞 𝐽
(︁
(1− 𝜖)𝜆*𝑛+𝑑 + 𝛿𝑛+𝑑,2𝑞

𝑙

𝑞

)︁
> 0

для всех 𝑢 ∈ (0,Δ
1/2
0 ], |𝜑| ≤ 𝜑1 и 𝑡 ≥ 𝑡1, где 𝜆*𝑛+𝑑 = min𝑣∈[0,Δ0](𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) +̃︀𝜆𝑛+𝑑(𝑣, 𝜓*)) > 0. Интегрируя последнее неравенство по [𝑡1, 𝑡], получаем

𝑢2(𝑡) ≥ 𝑢2(𝑡1) exp

(︂
(1− 𝜖)𝜆*𝑛+𝑑

(︁
𝑡1−

𝑛+𝑑
2𝑞 − 𝑡

1−𝑛+𝑑
2𝑞

1

)︁ 2𝑞

2𝑞 − 𝑛− 𝑑

)︂
, 𝑛+ 𝑑 < 2𝑞,

𝑢2(𝑡) ≥ 𝑢2(𝑡1)
(︁ 𝑡
𝑡1

)︁(1−𝜖)𝜆*𝑛+𝑑+
𝑙
𝑞

, 𝑛+ 𝑑 = 2𝑞.
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Следовательно, для всех 𝛿 ∈ (0,Δ
1/2
0 ) решение (𝑢(𝑡), 𝜑(𝑡)) системы (3.36) с на­

чальными данными |𝑢(𝑡1)| ≤ 𝛿, |𝜑(𝑡1)| ≤ 𝜑1 удовлетворяет условию [𝑢(𝑡)]2 ≥ Δ0

при некотором 𝑡 > 𝑡1. Из (3.34), (3.30) и (3.9) следует, что неподвижная точка

(0, 0) системы (3.1) неустойчива.

Для доказательства устойчивости рассмотрим поведение траекторий вбли­

зи частного решения 𝑣(𝑡) ≡ 0, 𝜓(𝑡) ≡ 𝜓(𝑡) системы (3.36). Замена переменных

𝑣(𝑡) = 𝑡−𝜈[𝜉(𝑡)]2, 𝜓(𝑡) = 𝜓(𝑡) + 𝜂(𝑡) даёт

𝑑𝜉

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞 𝑄𝑛+𝑑(𝜉, 𝜂) + 𝑄̃𝑛+𝑑(𝜉, 𝜂, 𝑡),

𝑑𝜂

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞𝑃𝑚(𝜂) + 𝑃𝑚(𝜉, 𝜂, 𝑡), (3.38)

где

𝑄𝑛+𝑑(𝜉, 𝜂) ≡
𝜉

2

(︁
𝜆𝑛+𝑑(𝜓* + 𝜂) + 𝛿𝑛+𝑑,2𝑞

(︁
𝜈 +

𝑙

𝑞

)︁
+ 𝜆𝑛,𝜎(𝜓* + 𝜂)𝜉𝜎−1

)︁
,

𝑃𝑚(𝜂) ≡Ω𝑚(0, 𝜓* + 𝜂)− Ω𝑚(0, 𝜓*) = 𝜗𝑚𝜂 +𝒪(𝜂2), 𝜂 → 0.

Функции 𝑄̃𝑛+𝑑(𝜉, 𝜂, 𝑡), 𝑃𝑚(𝜉, 𝜂, 𝑡) удовлетворяют следующим оценкам:

|𝑄̃𝑛+𝑑(𝜉, 𝜂, 𝑡)| ≤ 𝐾𝑡−
𝑛+𝑑
2𝑞 𝜌
(︀
𝑡−

1
2𝑞 + 𝑡−𝜅 + 𝑡−

𝜈
2

)︀
,

|𝑃𝑚(𝜉, 𝜂, 𝑡)| ≤ 𝐾𝑡−
𝑚
2𝑞𝜌
(︀
𝑡−

1
2𝑞 + 𝑡−𝜅 + 𝑡−

𝜈
2

)︀
для всех (𝜉, 𝜂, 𝑡) ∈ 𝒥 (𝜌*, 𝑡*) := {(𝜉, 𝜂, 𝑡) ∈ R3 : 𝜌 =

√︀
𝜉2 + 𝜂2 ≤ 𝜌*, 𝑡 ≥ 𝑡*} с

некоторыми константами 𝑡* ≥ 𝑡0, 𝜌* > 0 и 𝐾 > 0.

Разделим оставшуюся часть доказательства на три части.

1. Сначала рассмотрим случай 𝑛 + 𝑑 = 𝑚 ≤ 2𝑞. Пусть 𝜆*𝑛𝜈 := 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) +

𝛿𝑛+𝑑,2𝑞(𝜈+𝑙/𝑞) < 0. Используя функцию Ляпунова 𝑊1(𝜉, 𝜂) = 𝜉2+𝜂2(2𝜗𝑚)
−1𝜆*𝑛𝜈,

можно показать, что положение равновесия (0, 0) системы (3.38) устойчиво.

Производная функции 𝑊1(𝜉, 𝜂) удовлетворяет равенству

𝑑𝑊1

𝑑𝑡
= 𝜆*𝑛𝜈𝑡

− 𝑛
2𝑞𝜌2

(︁
1 +𝒪(𝜌) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁

при 𝜌 → 0 и 𝑡 → ∞. Отсюда, как и в доказательстве теоремы 27, следует, что

существуют 𝜌1 < 𝜌* и 𝑡1 ≥ 𝑡*, такие, что решение (𝜉(𝑡), 𝜂(𝑡)) системы (3.38) с
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начальными данными 𝜉2(𝑡1) + 𝜂2(𝑡1) ≤ 𝜌21 удовлетворяет следующим неравен­

ствам:

𝜉2(𝑡) + 𝜂2(𝑡) ≤𝐾1 exp
(︁
− 2𝑞𝛾1

2𝑞 −𝑚
𝑡1−

𝑚
2𝑞

)︁
, 𝑛+ 𝑑 = 𝑚 < 2𝑞,

𝜉2(𝑡) + 𝜂2(𝑡) ≤𝐾1𝑡
−𝛾1, 𝑛+ 𝑑 = 𝑚 = 2𝑞,

при 𝑡 ≥ 𝑡1, где 𝛾1 = |𝜆*𝑛𝜈𝜗𝑚|/(|𝜆*𝑛𝜈| + 2|𝜗𝑚|), 𝐾1 — положительный параметр,

зависящий от 𝜉(𝑡1), 𝜂(𝑡1), 𝑡1. Следовательно, неподвижная точка (0, 0) системы

(3.1) экспоненциально устойчива, если 𝑚 < 2𝑞, 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) < 0, и полиномиально

устойчива, если 𝑚 = 2𝑞, 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) + 𝜈 + 𝑙/𝑞 < 0.

Если 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*)+𝛿𝑛+𝑑,2𝑞(𝜈+𝑙/𝑞) > 0 и 𝜆𝑛,𝜎(𝜓*) < 0, уравнение 𝑄𝑛+𝑑(𝜉, 0) = 0

имеет решение 𝜉* := (𝜆*𝑛𝜈/|𝜆𝑛,𝜎(𝜓*)|)1/(𝜎−1) > 0 такое, что 𝜕𝜉𝑄𝑛+𝑑(𝜉*, 0) = −(𝜎−

1)𝜆*𝑛𝜈/2 < 0. Замена переменной 𝜉(𝑡) = 𝜉* + 𝜁(𝑡) преобразует систему (3.38) в

𝑑𝜁

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞 𝑄𝑛+𝑑(𝜉* + 𝜁, 𝜂) + 𝑄̃𝑛+𝑑(𝜉* + 𝜁, 𝜂, 𝑡),

𝑑𝜂

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞𝑃𝑚(𝜂) + 𝑃𝑚(𝜉* + 𝜁, 𝜂, 𝑡). (3.39)

Легко проверить, что невозмущённая система

𝑑𝜁

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞 𝑄𝑛+𝑑(𝜉* + 𝜁, 𝜂),

𝑑𝜂

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞𝑃𝑚(𝜂) (3.40)

имеет устойчивое тривиальное решение 𝜁(𝑡) ≡ 0, 𝜂(𝑡) ≡ 0. Покажем, что это

решение устойчиво относительно возмущений 𝑄̃𝑛+𝑑 и 𝑃𝑚. Рассмотрим ℓ(𝜁, 𝜂) =

(𝜁2+ 𝜂2)/2 в качестве кандидата на функцию Ляпунова. Её производная вдоль

траекторий системы (3.39) определяется выражением

𝑑ℓ

𝑑𝑡
=𝑡−

𝑚
2𝑞

(︁
𝜁𝑄𝑛+𝑑(𝜉* + 𝜁, 𝜂) + 𝜂𝑃𝑚(𝜂)

)︁
+ 𝜁𝑄̃𝑛+𝑑(𝜉* + 𝜁, 𝜂, 𝑡) + 𝜂𝑃𝑚(𝜉* + 𝜁, 𝜂, 𝑡). (3.41)

Существует 𝜚1 > 0 такое, что 𝜁𝑄𝑛+𝑑(𝜉* + 𝜁, 𝜂) + 𝜂𝑃𝑚(𝜂) ≤ −𝛾*1𝜚2/2 и 𝜁𝑄̃𝑛+𝑑 +

𝜂𝑃𝑚 ≤ 2𝐾𝜚𝑡−𝜍−𝑚/2𝑞 для всех (𝜁, 𝜂, 𝑡): 𝜚 :=
√︀
𝜁2 + 𝜂2 ≤ 𝜚1 и 𝑡 ≥ 𝑡*, где 𝛾*1 =

min{|𝜕𝜉𝑄𝑛+𝑑(𝜉*, 0)|, |𝜗𝑚|} > 0, 𝜍 = min{1/(2𝑞), 𝜅, 𝜈/2}. Следовательно, для всех
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𝜀 ∈ (0, 𝜚1) существуют 𝛿 > 0 и 𝑡1 = 𝑡* + ((8𝐾/(𝛿𝛾*1))
1/𝜍 , такие, что

𝑑ℓ

𝑑𝑡
≤ −𝑡−

𝑚
2𝑞
𝜚2

2

(︁
𝛾*1 −

4𝐾

𝛿𝑡𝜍1

)︁
≤ −𝑡−

𝑚
2𝑞
𝛾*1𝜚

2

4
< 0

для всех (𝜁, 𝜂): 𝛿 ≤ 𝜚 ≤ 𝜀 и 𝑡 ≥ 𝑡1. Это означает, что любое решение 𝜁(𝑡),

𝜂(𝑡) с начальными данными 𝜁2(𝜏1) + 𝜂2(𝜏1) ≤ 𝛿2 с 𝜏1 ≥ 𝑡1 не может покинуть

окрестность {(𝜁, 𝜂) : 𝜚 ≤ 𝜀} при 𝑡 > 𝜏1. Кроме того, из (3.41) следует, что

𝑑ℓ/𝑑𝑡 ≤ 𝑡−𝑚/2𝑞(−𝛾*1ℓ + 2𝐾𝜚1𝑡
−𝜍) при 𝜚 ≤ 𝜚1 и 𝑡 ≥ 𝑡*. Интегрируя последнее

неравенство в случае 𝑚 = 2𝑞, получаем

0 ≤ ℓ(𝜁(𝑡), 𝜂(𝑡)) ≤ ℓ(𝜁(𝑡*), 𝜂(𝑡*))𝑡
−𝛾*1 + 2𝐾𝜚1𝑡

−𝛾*1

𝑡∫︁
𝑡*

𝜏 𝛾
*
1−𝜍−1 𝑑𝜏, 𝑡 ≥ 𝑡*.

Следовательно, ℓ(𝜁(𝑡), 𝜂(𝑡)) = 𝒪(𝑡−𝛾
*
1 ) + 𝒪(𝑡−𝜍) при 𝑡 → ∞ для решений, стар­

тующих из области {(𝜁, 𝜂) : 𝜚 < 𝜚1}. Аналогичная оценка справедлива и в

случае 𝑚 < 2𝑞. Возвращаясь к переменным (𝑣, 𝜓), видим, что 𝑣(𝑡) = 𝒪(𝑡−𝜈) и

𝜓(𝑡) = 𝜓*(𝑡) + 𝒪(𝑡−𝛾
*
1/2) + 𝒪(𝑡−𝜍/2) при 𝑡 → ∞. Таким образом, неподвижная

точка (0, 0) системы (3.1) полиномиально устойчива.

2. Рассмотрим случай 𝑚 < 𝑛 + 𝑑 ≤ 2𝑞. Покажем, что при 𝜆*𝑛𝜈 < 0 три­

виальное решение 𝜉(𝑡) ≡ 0, 𝜂(𝑡) ≡ 0 системы (3.38) устойчиво. Рассмотрим

𝑊2(𝜉, 𝜂, 𝑡) = 𝑡(𝑛+𝑑−𝑚)/2𝑞𝜉2𝑝+𝑏2𝜂
2𝑝 как функцию Ляпунова, где 𝑝 ≥ 1 — целое чис­

ло, такое что 𝜆*𝑛𝜈𝑝 := 𝜆*𝑛𝜈+𝛿𝑛+𝑑,2𝑞(𝑛+𝑑−𝑚)(2𝑝𝑞)−1 < 0 и 𝑏2 := 𝜆*𝑛𝜈𝑝(2𝜗𝑚)
−1 > 0.

Производная 𝑊2(𝜉, 𝜂, 𝑡) вдоль траекторий системы (3.38) определяется выраже­

нием

𝑑𝑊2

𝑑𝑡
= 𝑝𝑡−

𝑚
2𝑞

(︁
𝜆*𝑛𝜈𝜉

2𝑝 + 𝜆*𝑛𝜈𝑝𝜂
2𝑝 +

𝑛+ 𝑑−𝑚

2𝑞𝑝
𝜉2𝑝𝑡

𝑛+𝑑
2𝑞 −1 +𝒪(𝜌2𝑝+1)

)︁
×(1 +𝒪(𝑡−𝜍)), 𝜌→ 0, 𝑡→ ∞.

Следовательно, существуют 0 < 𝜌2 ≤ 𝜌* и 𝑡2 ≥ 𝑡*, такие, что

𝐴2𝜌
2𝑝 ≤ 𝑊2(𝜉, 𝜂, 𝑡) ≤ 𝐵2𝑡

𝑛+𝑑−𝑚
2𝑞 (𝜉2𝑝 + 𝜂2𝑝),

𝑑𝑊2

𝑑𝑡
≤ −

𝑝𝜆*𝑛𝜈𝑝
2

𝑡−
𝑚
2𝑞 (𝜉2𝑝 + 𝜂2𝑝) ≤ −𝑝𝛾2𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞 𝑊2
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для всех (𝜉, 𝜂, 𝑡) ∈ 𝒥 (𝜌2, 𝑡2), где 𝐴2 = 21−𝑝min{1, 𝑏2}, 𝐵2 = max{1, 𝑏2}, 𝛾2 =

𝜆*𝑛𝜈𝑝(2𝐵2)
−1 > 0. Интегрируя последнее неравенство, получаем следующие оцен­

ки:

𝜉2(𝑡) + 𝜂2(𝑡) ≤ 𝐾2 exp
(︁
− 2𝑞𝛾2

2𝑞 − 𝑛− 𝑑
𝑡1−

𝑛+𝑑
2𝑞

)︁
, 𝑚 < 𝑛+ 𝑑 < 2𝑞,

𝜉2(𝑡) + 𝜂2(𝑡) ≤ 𝐾2𝑡
−𝛾2, 𝑚 < 𝑛+ 𝑑 = 2𝑞,

при 𝑡 ≥ 𝑡2, где 𝐾2 — положительная константа, зависящая от 𝜉(𝑡2), 𝜂(𝑡2) и

𝑡2. Таким образом, положение равновесия (0, 0) системы (3.1) экспоненциально

устойчиво, если 𝑚 < 𝑛 + 𝑑 < 2𝑞, 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) < 0, и полиномиально устойчиво,

если 𝑚 < 𝑛+ 𝑑 = 2𝑞, 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) + 𝜈 + 𝑙/𝑞 < 0.

Если 𝜆*𝑛𝜈 > 0 и 𝜆𝑛,𝜎(𝜓*) < 0, то устойчивость частного решения (0, 𝜓(𝑡))

системы (3.36) следует из поведения траекторий системы (3.38) в окрестно­

сти точки (𝜉*, 0). Построим функцию Ляпунова для (3.39) в виде ℓ2(𝜁, 𝜂, 𝑡) =

𝑡(𝑛+𝑑−𝑚)/2𝑞𝜁2𝑝 + 𝜂2𝑝, где 𝑝 ≥ 1 — целое число, такое что 𝑄*
𝑛𝑝 := 𝜕𝜉𝑄𝑛+𝑑(𝜉*, 0) +

(𝑛+ 𝑑−𝑚)/(4𝑝𝑞) < 0. Легко проверить, что существует 𝜚2 > 0, такое что

𝑑ℓ2
𝑑𝑡

=2𝑝𝑡−
𝑚
2𝑞

(︁
𝜁2𝑝−1𝑄𝑛+𝑑(𝜉* + 𝜁, 𝜂) + 𝜂2𝑝−1𝑃𝑚(𝜂) +

𝑛+ 𝑑−𝑚

4𝑞𝑝
𝑡
𝑛+𝑑
2𝑞 −1𝜁2𝑝

)︁
+ 2𝑝

(︁
𝑡
𝑛+𝑑−𝑚

2𝑞 𝜁2𝑝−1𝑄̃𝑛+𝑑(𝜉* + 𝜁, 𝜂, 𝑡) + 𝜂2𝑝−1𝑃𝑚(𝜉* + 𝜁, 𝜂, 𝑡)
)︁

≤ − 𝑝𝑡−
𝑚
2𝑞𝜚2𝑝−1

(︁
𝛾*2𝜚− 4𝐾𝑡−𝜍

)︁
при 𝜚 ≤ 𝜚2 и 𝑡 ≥ 𝑡*, где 𝛾*2 = min{|𝑄*

𝑛𝑝|, |𝜗𝑚|}. Следовательно, для всех 𝜀 ∈

(0, 𝜚2) существуют 𝛿 > 0 и 𝑡2 = 𝑡* + ((8𝐾/(𝛿𝛾*2))
1/𝜍 такие, что

𝑑ℓ2
𝑑𝑡

≤ −𝑝𝑡−
𝑚
2𝑞𝜚2𝑝

(︁
𝛾*2 −

4𝐾

𝛿𝑡𝜍2

)︁
≤ −𝑡−

𝑚
2𝑞𝑝𝜚2𝑝

𝛾*2
2
< 0

для всех (𝜁, 𝜂): 𝛿 ≤ 𝜚 ≤ 𝜀 и 𝑡 ≥ 𝑡2. Это означает, что тривиальное решение

(3.40) устойчиво при возмущениях 𝑄̃𝑛+𝑑 и 𝑃𝑚. В частности, любое решение 𝜁(𝑡),

𝜂(𝑡) системы (3.39) с начальными данными 𝜁2(𝜏1) + 𝜂2(𝜏1) ≤ 𝜚22/4 при 𝜏1 ≥ 𝑡1

не может покинуть область {(𝜁, 𝜂) : 𝜚 < 𝜚2} для всех 𝑡 > 𝜏1. Возвращаясь

к переменным 𝑣 и 𝜓, мы видим, что частное решение (0, 𝜓(𝑡)) системы (3.36)
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устойчиво и 𝑣(𝑡) = 𝒪(𝑡−𝜈) при 𝑡→ ∞. Следовательно, неподвижная точка (0, 0)

системы (3.1) полиномиально устойчива.

3. Наконец, рассмотрим случай 𝑛+𝑑 < 𝑚 ≤ 2𝑞. Пусть 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) < 0. В этом

случае мы используем 𝑊3(𝜉, 𝜂, 𝑡) = 𝑎3𝜉
2𝑝 + 𝑡(𝑚−𝑛−𝑑)/2𝑞𝜂2𝑝 в качестве функции

Ляпунова, где 𝑝 ≥ 1 — целое число, такое, что 𝜗*𝑚𝑝 := 𝜗𝑚+(𝑚−𝑛−𝑑)/(4𝑝𝑞) < 0

и 𝑎3 := 𝜗*𝑚𝑝(𝜆𝑛+𝑑(𝜓*))
−1 > 0. Производная 𝑊3(𝜉, 𝜂, 𝑡) вдоль траекторий системы

(3.38) удовлетворяет условию

𝑑𝑊3

𝑑𝑡
= − 2𝑝𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞

(︁
𝜗*𝑚𝑝𝜉

2𝑝 + 𝜗𝑚𝜂
2𝑝 +

𝑚− 𝑛− 𝑑

4𝑝𝑞
𝑡
𝑚
2𝑞−1𝜂2𝑝 +𝒪(𝜌2𝑝+1)

)︁
× (1 +𝒪(𝑡−𝜍))

при 𝜌→ 0 и 𝑡→ ∞. Следовательно, существуют 𝜌3 ≤ 𝜌* и 𝑡3 ≥ 𝑡*, такие, что

𝐴3𝜌
2𝑝 ≤ 𝑊3(𝜉, 𝜂, 𝑡) ≤ 𝐵3𝑡

𝑚−𝑛−𝑑
2𝑞 (𝜉2𝑝 + 𝜂2𝑝),

𝑑𝑊3

𝑑𝑡
≤ −𝑝𝜗*𝑚𝑝𝑡

−𝑛+𝑑
2𝑞 (𝜉2𝑝 + 𝜂2𝑝) ≤ −𝑝𝛾3𝑡−

𝑚
2𝑞𝑊3

для всех (𝜉, 𝜂, 𝑡) ∈ 𝒥 (𝜌3, 𝑡3), где 𝐴3 = 21−𝑝min{1, 𝑎3}, 𝐵3 = max{1, 𝑎3}, 𝛾3 =

𝜗*𝑚𝑝𝐵
−1
3 > 0. Следовательно, равновесие (0, 0) устойчиво. Интегрируя последнее

неравенство, получаем

𝜉2(𝑡) + 𝜂2(𝑡) ≤ 𝐾3 exp
(︁
− 2𝑞𝛾3

2𝑞 −𝑚
𝑡1−

𝑚
2𝑞

)︁
, 𝑛+ 𝑑 < 𝑚 < 2𝑞,

𝜉2(𝑡) + 𝜂2(𝑡) ≤ 𝐾3𝑡
−𝛾3, 𝑛+ 𝑑 < 𝑚 = 2𝑞

при 𝑡 ≥ 𝑡3, где 𝐾3 — положительная константа, зависящая от 𝜉(𝑡3), 𝜂(𝑡3) и

𝑡3. Таким образом, положение равновесия (0, 0) системы (3.1) экспоненциально

устойчиво, если 𝑛+𝑑 < 𝑚 < 2𝑞, и полиномиально устойчиво, если 𝑛+𝑑 < 𝑚 =

2𝑞.

Покажем, что условия 𝜆𝑛+𝑑(𝜓*) > 0, 𝜆𝑛,𝜎(𝜓*) < 0 обеспечивают устойчи­

вость полинома. Рассмотрим ℓ3(𝜁, 𝜂) = 𝜁2𝑝+ 𝑡(𝑚−𝑛−𝑑)/2𝑞𝜂2𝑝 в качестве кандидата

на функцию Ляпунова для системы (3.39). Здесь 𝑝 — положительное целое

число, такое что 𝜗*𝑚𝑝 < 0. Легко показать, что существует 𝜚3 > 0, такое, что
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производная удовлетворяет условию

𝑑ℓ3
𝑑𝑡

=2𝑝𝑡−
𝑛+𝑑
2𝑞

(︁
𝜁2𝑝−1𝑄𝑛+𝑑 + 𝜂2𝑝−1𝑃𝑚 +

𝑚− 𝑛− 𝑑

4𝑝𝑞
𝑡
𝑚
2𝑞−1𝜂2𝑝

+ 𝜁2𝑝−1𝑄̃𝑛+𝑑 + 𝑡
𝑚
2𝑞𝜂2𝑝−1𝑃𝑚

)︁
≤ −𝑝𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞 𝜚2𝑝−1(𝛾*3𝜚− 4𝐾𝑡−𝜍)

при 𝜚 ≤ 𝜚3 и 𝑡 ≥ 𝑡* с 𝛾*3 = min{|𝜕𝜉𝑄𝑛+𝑑(𝜉*)|, |𝜗*𝑚𝑝|} > 0. Следовательно, для

всех 𝜀 ∈ (0, 𝜚3) существуют 𝛿 > 0 и 𝑡3 = 𝑡* + (8𝐾/(𝛿𝛾*3))
1/𝜍 такие, что 𝑑ℓ3/𝑑𝑡 ≤

−𝑡−(𝑛+𝑑)/2𝑞𝑝𝜚2𝑝𝛾*3/2 < 0 для всех 𝛿 ≤ 𝜚 ≤ 𝜀 и 𝑡 ≥ 𝑡3. Следовательно, любое

решение 𝜁(𝑡), 𝜂(𝑡), начинающееся с {(𝜁, 𝜂) : 𝜚 ≤ 𝛿} при 𝜏3 ≥ 𝑡3, не может

покинуть окрестность {(𝜁, 𝜂) : 𝜚 ≤ 𝜀} при 𝑡 > 𝜏3. Таким образом, положение

равновесия (0, 0) системы (3.1) полиномиально устойчиво.

Доказательство теоремы 29. Возьмём𝑁 = 2𝑞 в (3.11); тогда (3.13) принимает

следующий вид:

𝑑𝑣

𝑑𝑡
=

2𝑞∑︁
𝑘=𝑛

𝑡−
𝑘
2𝑞Λ𝑘(𝑣, 𝜓) + Λ̃2𝑞(𝑣, 𝜓, 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞Ω𝑚(𝑣, 𝜓) + Ω̃𝑚(𝑣, 𝜓, 𝑡), (3.42)

где Λ2𝑞(𝑣, 𝜓) = 𝑙𝑣/𝑞 + 𝒪(𝑣(𝜎+1)/2) при 𝑣 → 0. Поскольку 𝜔(𝐸) ̸≡ const, имеем

𝑙 ≥ 1. Замена переменных 𝑣(𝑡) = 𝑡−𝜇[𝜉(𝑡)]2, 𝜓(𝑡) = 𝜓(𝑡) + 𝜂(𝑡) с 𝜇 = (2𝑞 −

𝑛)/(𝑞(𝜎 − 1)) ≥ 0 преобразует систему (3.42) в

𝑑𝜉

𝑑𝑡
= 𝑡−1𝑄2𝑞(𝜉, 𝜂) + 𝑄̃2𝑞(𝜉, 𝜂, 𝑡),

𝑑𝜂

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞𝑃𝑚(𝜂) + 𝑃𝑚(𝜉, 𝜂, 𝑡), (3.43)

где 𝑄2𝑞(𝜉, 𝜂) = ((𝜇+ 𝑙/𝑞)𝜉+𝜆𝑛,𝜎(𝜓*+𝜂)𝜉
𝜎)/2, 𝑃𝑚(𝜂) = Ω𝑚(0, 𝜓*+𝜂)−Ω𝑚(0, 𝜓*),

и остатки удовлетворяют оценкам: |𝑄̃2𝑞(𝜉, 𝜂, 𝑡)| ≤ 𝐾𝑡−1𝜚(𝑡−1/2𝑞 + 𝑡−𝜅 + 𝑡−𝜇/2),

|𝑃𝑚(𝜉, 𝜂, 𝑡)| ≤ 𝐾𝑡−𝑚/2𝑞𝜚(𝑡−1/2𝑞 + 𝑡−𝜅 + 𝑡−𝜇/2) при 𝑡 ≥ 𝑡* и 𝜚 :=
√︀
𝜉2 + 𝜂2 ≤ 𝜚*

с некоторыми константами 𝜚* > 0, 𝑡* ≥ 𝑡0, 𝐾 > 0. Видим, что уравнение

𝑄2𝑞(𝜉) = 0 имеет положительный корень 𝜉* := ((𝜇 + 𝑙/𝑞)/|𝜆𝑛,𝜎(𝜓*)|)1/(𝜎−1) та­

кой, что 𝜕𝜉𝑄2𝑞(𝜉*, 0) = −(𝜎−1)(𝜇+ 𝑙/𝑞)/2 < 0. Покажем, что решения системы

(3.43), стартующие вблизи точки (𝜉*, 0), остаются вблизи неё. Замена перемен­
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ной 𝜉(𝑡) = 𝜉* + 𝜁(𝑡) даёт

𝑑𝜁

𝑑𝑡
= 𝑡−1𝑄2𝑞(𝜉* + 𝜁, 𝜂) + 𝑄̃2𝑞(𝜉* + 𝜁, 𝜂, 𝑡),

𝑑𝜂

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞𝑃𝑚(𝜂) + 𝑃𝑚(𝜉* + 𝜁, 𝜂, 𝑡). (3.44)

Предположим, что 𝑝 — целое число, такое что 𝑄*
2𝑞𝑝 := 𝜕𝜉𝑄2𝑞(𝜉*, 0) + (2𝑞 −

𝑚)/(4𝑝𝑞) < 0. Мы используем ℓ(𝜁, 𝜂, 𝑡) = 𝑡1−𝑚/2𝑞𝜁2𝑝 + 𝜂2𝑝 в качестве кандидата

на функцию Ляпунова для системы (3.44). Нетрудно видеть, что существует

𝜚0 ≤ 𝜚*, такое что

𝑑ℓ

𝑑𝑡
=2𝑝𝑡−

𝑚
2𝑞

(︁
𝜁2𝑝−1𝑄2𝑞 +

2𝑞 −𝑚

4𝑝𝑞
𝜁2𝑝𝑡

𝑚
2𝑞−1 + 𝜂2𝑝−1𝑃𝑚 + 𝜁2𝑝−1𝑡𝑄̃2𝑞 + 𝜂2𝑝−1𝑡

𝑚
2𝑞𝑃𝑚

)︁
≤− 𝑝𝑡−

𝑚
2𝑞𝜚2𝑝−1(𝛾*0𝜚− 4𝐾𝑡−𝜍)

при 𝜚 ≤ 𝜚0 и 𝑡 ≥ 𝑡*, где 𝛾*0 = min{|𝑄*
2𝑞𝑝|, |𝜗𝑚|} > 0, 𝜍 = min{1/(2𝑞), 𝜅, 𝜇/2}.

Следовательно, для всех 𝜀 ∈ (0, 𝜚0) существуют 𝛿 > 0 и 𝑡4 = 𝑡* + (8𝐾/(𝛿𝛾*0))
1/𝜍

такие, что 𝑑ℓ/𝑑𝑡 ≤ −𝑝𝑡−𝑚/2𝑞𝜚2𝑝𝛾*0/2 < 0 для всех 𝛿 ≤ 𝜚 ≤ 𝜀 и 𝑡 ≥ 𝑡4. Следова­

тельно, любое решение 𝜁(𝑡), 𝜂(𝑡), стартующее из {(𝜁, 𝜂) : 𝜚 ≤ 𝛿} при 𝜏4 ≥ 𝑡4,

не может покинуть окрестность {(𝜁, 𝜂) : 𝜚 ≤ 𝜀} при 𝑡 > 𝜏4. Таким образом,

возвращаясь к системе (3.1), мы видим, что положение равновесия (0, 0) поли­

номиально устойчиво.

3.5.4. Устойчивость в режиме фазового дрейфа

Доказательство теоремы 30. Выберем 𝑁 = 𝑛 и рассматриваем первое урав­

нение в (3.32). Легко проверить, что

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
2𝑞𝑣
(︁
𝜆𝑛(𝜓) + ̃︀𝜆𝑛(𝑣, 𝜓) + 𝛿𝑛,2𝑞

𝑙

𝑞
+𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁

при 𝑡 → ∞ для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0] и 𝜓 ∈ R. Пусть 𝜆𝑛(𝜓) + 𝛿𝑛,2𝑞𝑙/𝑞 < 0. Тогда для

всех 𝜖 ∈ (0, 1) существуют 0 < Δ1 ≤ Δ0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0, такие, что

𝑑𝑣

𝑑𝑡
≤ −𝑡−

𝑛
2𝑞𝑣(1− 𝜖)𝜇*𝑛 < 0 (3.45)
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для всех 𝑣 ∈ (0,Δ1], 𝑡 ≥ 𝑡1 и 𝜓 ∈ R с

𝜇*𝑛 := min
𝜓∈R

⃒⃒⃒
𝜆𝑛(𝜓) + 𝛿𝑛,2𝑞

𝑙

𝑞

⃒⃒⃒
> 0.

Интегрируя (3.45) по [𝑡1, 𝑡], получаем

0 ≤ 𝑣(𝑡) ≤ 𝐶1 exp

(︂
−(1− 𝜖)

2𝑞𝜇*𝑛
2𝑞 − 𝑛

𝑡1−
𝑛
2𝑞

)︂
, 𝑛 < 2𝑞,

0 ≤ 𝑣(𝑡) ≤ 𝐶1𝑡
−(1−𝜖)𝜇*

𝑛, 𝑛 = 2𝑞,

где 𝐶1 > 0 — положительная константа, зависящая от 𝑣(𝑡1) и 𝑡1. Следовательно,

решение 𝑣(𝑡) ≡ 0 устойчиво при всех 𝜓. Причём устойчивость экспоненциаль­

ная, если 𝑛 < 2𝑞, и полиномиальная, если 𝑛 = 2𝑞.

Пусть 𝜆𝑛(𝜓) > 0 и ̃︀𝜆𝑛(𝑣, 𝜓) ≥ 0 для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0], 𝜓 ∈ R. Обозначим

𝜇𝑛 := min𝜓∈R 𝜆𝑛(𝜓) > 0. Тогда для всех 𝜖 ∈ (0, 1) существует 𝑡2 ≥ 𝑡0 такое, что

𝑑𝑣

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

𝑛
2𝑞𝑣
(︁
(1− 𝜖)𝜇𝑛 + 𝛿𝑛,2𝑞

𝑙

𝑞

)︁
> 0 (3.46)

для всех 𝑣 ∈ (0,Δ0], 𝑡 ≥ 𝑡2 и 𝜓 ∈ R. Интегрируя (3.46), получаем следующие

оценки при 𝑡 ≥ 𝑡2:

𝑣(𝑡) ≥ 𝑣(𝑡2) exp

(︂
(1− 𝜖)𝜇𝑛

(︁
𝑡1−

𝑛
2𝑞 − 𝑡

1− 𝑛
2𝑞

2

)︁ 2𝑞

2𝑞 − 𝑛

)︂
, 𝑛 < 2𝑞,

𝑣(𝑡) ≥ 𝑣(𝑡2)

(︂
𝑡

𝑡2

)︂(1−𝜖)𝜇𝑛+
𝑙
𝑞

, 𝑛 = 2𝑞.

Следовательно, ∀ 𝛿 ∈ (0,Δ0) решение 𝑣(𝑡) с начальными данными 𝑣(𝑡2) = 𝛿

достигает Δ0 при некотором 𝑡*2 > 𝑡2. Учитывая (3.34), (3.30) и (3.9), получаем

неустойчивость положения равновесия (0, 0) в системе (3.1).

Замечание 5. Заметим, что устойчивость равновесия (0, 0) системы (3.1)

не обоснована, когда 𝑛 = 2𝑞, 0 < 𝜆𝑛(𝜓) + 𝑙/𝑞 < 𝑙/𝑞 для всех 𝜓 ∈ R и 𝜔(𝐸) ̸≡

const (𝑙 ̸= 0). Рассуждая также, как и в теореме 30, получаем, что триви­

альное решение 𝑣(𝑡) ≡ 0 неустойчиво в системе (3.32). В этом случае можно

сказать, что равновесие (0, 0) неустойчиво с весом 𝑡𝑙/2𝑞 в исходных перемен­

ных (𝑥1, 𝑥2).
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Доказательство теоремы 31. Возьмём 𝑁 = 𝑛 в системе (3.13). Рассмотрим

сначала случай 𝑚 < 𝑛 ≤ 2𝑞. Пусть ̂︀𝛾𝑛,𝑚 > 0 и ̃︀𝜆𝑛(𝑣, 𝜓) ≥ 0 для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0]

и 𝜓 ∈ R. Используем

𝑊1(𝑣, 𝜓, 𝑡) = 𝑣 − 𝑡−
𝑛−𝑚
2𝑞 𝑣
(︁
𝑍+
𝑛,𝑚 + sgn(𝜔𝑚(𝜓))𝑍𝑛,𝑚(𝜓)

)︁
как кандидат на функцию Четаева для системы (3.32). Легко проверить, что

𝑑𝑊1

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
2𝑞𝑣
(︁̂︀𝛾𝑛,𝑚|𝜔𝑚(𝜓)|+ ̃︀𝜆𝑛(𝑣, 𝜓) + 𝛿𝑛,2𝑞

𝑙

𝑞
+𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁

при 𝑡 → ∞ для всех 𝑣 ∈ [0,Δ0], 𝜓 ∈ R. Следовательно, для всех 𝜖 ∈ (0, 1)

существует 𝑡1 ≥ 𝑡0 такое, что 𝑣/2 ≤ 𝑊1(𝑣, 𝜓, 𝑡) ≤ 𝑣 и

𝑑𝑊1

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

𝑛
2𝑞

(︁
(1− 𝜖)̂︀𝛾𝑛,𝑚𝜔−

𝑚 + 𝛿𝑛,2𝑞
𝑙

𝑞

)︁
𝑊1 > 0 (3.47)

для всех 𝑣 ∈ (0,Δ0], 𝑡 ≥ 𝑡1 и 𝜓 ∈ R. Интегрируя (3.47) по [𝑡1, 𝑡], получаем

𝑣(𝑡) ≥ 𝑊1(𝑣(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑡) ≥ 𝑣(𝑡1) exp
(︁
(1− 𝜖)̂︀𝛾𝑛,𝑚𝜔−

𝑚

2𝑞

2𝑞 − 𝑛
𝑡1−

𝑛
2𝑞

)︁
, 𝑚 < 𝑛 < 2𝑞,

𝑣(𝑡) ≥ 𝑊1(𝑣(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑡) ≥ 𝑣(𝑡1)
(︁ 𝑡
𝑡1

)︁(1−𝜖)̂︀𝛾𝑛,𝑚𝜔−
𝑚+𝑙/𝑞

, 𝑚 < 𝑛 = 2𝑞.

Эти неравенства обосновывают неустойчивость решения 𝑣(𝑡) ≡ 0 для всех 𝜓 ∈

R.

Пусть ̂︀𝛾𝑛,𝑚 + 𝛿𝑛,2𝑞̂︀𝜒𝑚𝑙/𝑞 < 0. Рассмотрим

𝑊2(𝑣, 𝜓, 𝑡) = 𝑣 − 𝑡−
𝑛−𝑚
2𝑞 𝑣
(︁
𝑍+
𝑛,𝑚 +𝑋+

𝑚 + sgn(𝜔𝑚(𝜓))
(︀
𝑍𝑛,𝑚(𝜓) +𝑋𝑚(𝜓)

)︀)︁
в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (3.32). Полная произ­

водная 𝑊2(𝑣, 𝜓, 𝑡) по 𝑡 удовлетворяет условию:

𝑑𝑊2

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
2𝑞 |𝜔𝑚(𝜓)|𝑣

(︁̂︀𝛾𝑛,𝑚 + 𝛿𝑛,2𝑞̂︀𝜒𝑚 𝑙
𝑞
+𝒪(𝑣

1
2 ) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁

при 𝑣 → 0, 𝑡→ ∞ для всех 𝜓 ∈ R. Следовательно, для всех 𝜖 ∈ (0, 1) существу­

ют 0 < Δ2 ≤ Δ0 и 𝑡2 ≥ 𝑡0, такие, что 𝑣/2 ≤ 𝑊2(𝑣, 𝜓, 𝑡) ≤ 𝑣 и

𝑑𝑊2

𝑑𝑡
≤ 𝑡−

𝑛
2𝑞 (1− 𝜖)𝜔−

𝑚

(︁̂︀𝛾𝑛,𝑚 + 𝛿𝑛,2𝑞̂︀𝜒𝑚 𝑙
𝑞

)︁
𝑊2 < 0 (3.48)
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для всех 𝑣 ∈ (0,Δ2], 𝑡 ≥ 𝑡2 и 𝜓 ∈ R. Интегрирование (3.48) по [𝑡2, 𝑡] даёт

𝑣(𝑡) ≤ 𝐶2 exp
(︁
− (1− 𝜖)𝜔−

𝑚|̂︀𝛾𝑛,𝑚| 2𝑞

2𝑞 − 𝑛
𝑡1−

𝑛
2𝑞

)︁
, 𝑚 < 𝑛 < 2𝑞,

𝑣(𝑡) ≤ 𝐶2 exp
(︁
− (1− 𝜖)𝜔−

𝑚

⃒⃒⃒̂︀𝛾𝑛,𝑚 + ̂︀𝜒𝑚 𝑙
𝑞

⃒⃒⃒
log 𝑡

)︁
, 𝑚 < 𝑛 = 2𝑞,

где 𝐶2 > 0 — константа, зависящая от 𝑣(𝑡2) и 𝑡2. Следовательно, решение 𝑣(𝑡) ≡

0 экспоненциально устойчиво для всех 𝜓 ∈ R, если 𝑚 < 𝑛 < 2𝑞 и ̂︀𝛾𝑛,𝑚 < 0. Если

𝑚 < 𝑛 = 2𝑞 и ̂︀𝛾𝑛,𝑚 + ̂︀𝜒𝑚𝑙/𝑞 < 0, решение полиномиально устойчиво.

Теперь пусть 𝑛 ≤ 𝑚 ≤ 2𝑞. В этом случае мы используем 𝑊3(𝑣, 𝜓, 𝑡) =

𝑣 exp(𝑡(𝑚−𝑛)/2𝑞(𝑍+
𝑛,𝑚 − 𝑍𝑛,𝑚(𝜓))) в качестве функции Ляпунова. Поскольку 0 ≤

𝑍+
𝑛,𝑚−𝑍𝑛,𝑚(𝜓) ≤ 2𝑍+

𝑛,𝑚, то имеем 𝑊3(𝑣, 𝜓, 𝑡) ≥ 𝑣 для всех 𝑣 > 0, 𝑡 ≥ 𝑡0 и 𝜓 ∈ R.

Полная производная 𝑊3(𝑣, 𝜓, 𝑡) по 𝑡 определяется выражением

𝑑𝑊3

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
2𝑞𝑊3

(︁̂︀𝛾𝑛,𝑚|𝜔𝑚(𝜓)|+ 𝑚− 𝑛

2𝑞

(︀
𝑍+
𝑛,𝑚 − 𝑍𝑛,𝑚(𝜓)

)︀
𝑡−1+𝑚

2𝑞

+̃︀𝜆𝑛(𝑣, 𝜓) +𝒪(𝑡−
1
2𝑞 )
)︁

при 𝑣 → 0, 𝑡→ ∞ для всех 𝜓 ∈ R. Если ̂︀𝛾*𝑛,𝑚 := ̂︀𝛾𝑛,𝑚𝜔−
𝑚+𝛿𝑚,2𝑞𝑍

+
𝑚,𝑛(𝑚−𝑛)/𝑞 < 0,

то для всех 𝜖 ∈ (0, 1) существуют 0 < Δ3 ≤ Δ0 и 𝑡3 ≥ 𝑡0, такие, что

𝑑𝑊3

𝑑𝑡
≤ −𝑡−

𝑛
2𝑞 (1− 𝜖)|̂︀𝛾*𝑛,𝑚|𝑊3 < 0

для всех 𝑣 ∈ (0,Δ3], 𝑡 ≥ 𝑡3 и 𝜓 ∈ R. Рассуждая, как и выше, видим, что решение

𝑣(𝑡) ≡ 0 экспоненциально устойчиво, если ̂︀𝛾𝑛,𝑚 < 0 и 𝑛 ≤ 𝑚 < 2𝑞 или 𝑛 = 𝑚 =

2𝑞. Если 𝑛 < 𝑚 = 2𝑞, то условие ̂︀𝛾𝑛,𝑚𝜔−
𝑚 + 𝛿𝑚,2𝑞𝑍

+
𝑛,𝑚(𝑚− 𝑛)/𝑞 < 0 гарантирует

экспоненциальную устойчивость. Аналогично, если ̂︀𝛾𝑛,𝑚 > 0 и ̃︀𝜆𝑛(𝑣, 𝜓) ≥ 0 для

всех 𝑣 ∈ [0,Δ0] и 𝜓 ∈ R, то

𝑑𝑊3

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

𝑛
2𝑞 (1− 𝜖)̂︀𝛾𝑛,𝑚𝜔−

𝑚𝑊3 > 0

для всех 𝑣 ∈ (0,Δ0], 𝑡 ≥ 𝑡3 и 𝜓 ∈ R. В этом случае решение 𝑣(𝑡) ≡ 0 неустойчиво

для всех 𝜓 ∈ R.

Учитывая (3.34), (3.30) и (3.9), получаем соответствующие утверждения

об устойчивости равновесия (0, 0) в системе (3.1).
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Доказательство теоремы 32. Возьмём 𝑁 = 𝑛+ 𝑑 в системе (3.36). Подставив

𝑣(𝑡) = 𝑡−𝜈[𝑅(𝑡)]2, получим

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞 𝐴𝑛+𝑑(𝑅,𝜓) + 𝐴𝑛+𝑑(𝑅,𝜓, 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞𝜔𝑚(𝜓) + 𝐵̃𝑚(𝑅,𝜓, 𝑡), (3.49)

где 𝐴𝑛+𝑑(𝑅,𝜓) = 𝑅(𝜆𝑛+𝑑(𝜓) + 𝛿𝑛+𝑑,2𝑞(𝜈 + 𝑙/𝑞) + 𝜆𝑛,𝜎(𝜓)𝑅
𝜎−1)/2, и

|𝐴𝑛+𝑑(𝑅,𝜓, 𝑡)| ≤ 𝐾𝑡−
𝑛+𝑑
2𝑞 𝑅

(︀
𝑡−

1
2𝑞 + 𝑡−

𝜈
2

)︀
, |𝐵̃𝑚(𝑅,𝜓, 𝑡)| ≤ 𝐾𝑡−

𝑚
2𝑞𝑅
(︀
𝑡−

1
2𝑞 + 𝑡−

𝜈
2

)︀
для всех 𝑅 ∈ [0, 𝑅*], 𝑡 ≥ 𝑡*, 𝜓 ∈ R с некоторыми константами 𝑅* > 0, 𝑡* ≥ 𝑡0

и 𝐾 > 0. Заметим, что правые части системы (3.49) имеют тот же вид, что

и (3.32), только 𝑛 и 𝑙/𝑞 заменены на 𝑛 + 𝑑 и 𝜈 + 𝑙/𝑞 соответственно. Поэтому,

повторяя доказательство теоремы 30, можно показать, что равновесие (0, 0)

системы (3.1) экспоненциально устойчиво, если 𝑛 + 𝑑 < 2𝑞, 𝜆𝑛+𝑑(𝜓) < 0 для

всех 𝜓 ∈ R и полиномиально устойчиво, если 𝑛+ 𝑑 = 2𝑞, 𝜆𝑛+𝑑(𝜓) + 𝜈 + 𝑙/𝑞 < 0

для всех 𝜓 ∈ R.

Пусть 𝜆𝑛+𝑑(𝜓) + 𝛿𝑛+𝑑,2𝑞𝑙/𝑞 < 0 и 𝜆𝑛,𝜎(𝜓) < 0 для всех 𝜓 ∈ R. Легко прове­

рить, что существуют 0 < Δ1 ≤ Δ0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0, такие, что для всех 𝑣 ∈ (0,Δ1],

𝑡 ≥ 𝑡1 и 𝜓 ∈ R выполняются следующие неравенства:

𝑑𝑣

𝑑𝑡
≤ −𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞
𝑣

2

(︁
𝜇𝑛,𝜎𝑣

𝜎−1
2 𝑡

𝑑
2𝑞 + 𝜇*𝑛+𝑑

)︁
≤ −𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞 𝜇*𝑛+𝑑

𝑣

2
< 0, (3.50)

где 𝜇𝑛,𝜎 := min𝜓∈R |𝜆𝑛,𝜎(𝜓)| > 0 и 𝜇*𝑛+𝑑 := min𝜓∈R |𝜆𝑛+𝑑(𝜓) + 𝛿𝑛+𝑑,2𝑞𝑙/𝑞| > 0.

Интегрируя (3.50) по [𝑡1, 𝑡], получаем

0 ≤ 𝑣(𝑡) ≤ 𝐶1 exp
(︁
−

𝑞𝜇*𝑛+𝑑
2𝑞 − 𝑛− 𝑑

𝑡1−
𝑛+𝑑
2𝑞

)︁
, 𝑛+ 𝑑 < 2𝑞,

0 ≤ 𝑣(𝑡) ≤ 𝐶1𝑡
−

𝜇*𝑛+𝑑
2 , 𝑛+ 𝑑 = 2𝑞,

где 𝐶1 > 0 — положительная константа, зависящая от 𝑣(𝑡1) и 𝑡1. Следовательно,

решение 𝑣(𝑡) ≡ 0 системы (3.36) устойчиво при всех 𝜓 ∈ R. Причём устойчи­

вость экспоненциальная, если 𝑛+ 𝑑 < 2𝑞, и полиномиальная, если 𝑛+ 𝑑 = 2𝑞.

Пусть 𝜆𝑛+𝑑(𝜓) > 0, 𝜆𝑛,𝜎(𝜓) > 0, ̃︀𝜆𝑛+𝑑(𝑣, 𝜓) ≥ 0, ̃︀𝜆𝑛,𝜎(𝑣, 𝜓) ≥ 0 для всех
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𝑣 ∈ [0,Δ0], 𝜓 ∈ R. Тогда существует 𝑡2 ≥ 𝑡0 такое, что

𝑑𝑣

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞
𝑣

2

(︂
𝜇𝑛,𝜎𝑣

𝜎−1
2 𝑡

𝑑
2𝑞 + 𝜇𝑛+𝑑 + 2𝛿𝑛+𝑑,2𝑞

𝑙

𝑞

)︂
≥ 𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞

(︁𝜇𝑛+𝑑
2

+ 𝛿𝑛+𝑑,2𝑞
𝑙

𝑞

)︁
𝑣 > 0

для всех 𝑣 ∈ (0,Δ0], 𝑡 ≥ 𝑡2 и 𝜓 ∈ R, при этом 𝜇𝑛+𝑑 := min𝜓∈R 𝜆𝑛+𝑑(𝜓). Интегри­

руя последнее неравенство, получаем следующие оценки при 𝑡 ≥ 𝑡2:

𝑣(𝑡) ≥ 𝑣(𝑡2) exp

(︂
𝜇𝑛+𝑑

(︁
𝑡1−

𝑛+𝑑
2𝑞 − 𝑡

1−𝑛+𝑑
2𝑞

2

)︁ 𝑞

2𝑞 − 𝑛− 𝑑

)︂
, 𝑛+ 𝑑 < 2𝑞,

𝑣(𝑡) ≥ 𝑣(𝑡2)
(︁ 𝑡
𝑡2

)︁𝜇𝑛+𝑑
2 + 𝑙

𝑞

, 𝑛+ 𝑑 = 2𝑞.

Следовательно, ∀ 𝛿 ∈ (0,Δ0) решение 𝑣(𝑡) с начальными данными 𝑣(𝑡2) = 𝛿

превышает значение Δ0 при некотором 𝑡*2 > 𝑡2. Учитывая (3.34), (3.30) и (3.9),

получаем неустойчивость положения равновесия (0, 0) в системе (3.1).

Доказательство теоремы 33. Аналогично доказательству теоремы 31 для си­

стемы (3.49).

Доказательство теоремы 34. Рассмотрим систему (3.49) и определим функ­

ции ̂︀𝐴𝑛+𝑑,𝑚(𝑅) ≡ ⟨𝐴𝑛+𝑑(𝑅,𝜓)|𝜔𝑚(𝜓)|−1⟩𝜓 и ̃︀𝐴𝑛+𝑑,𝑚(𝑅,𝜓) ≡ 𝐴𝑛+𝑑(𝑅,𝜓)|𝜔𝑚(𝜓)|−1−̂︀𝐴𝑛+𝑑,𝑚(𝑅) при 𝑅 ∈ [0, 𝑅*], 𝜓 ∈ R. Заметим, что уравнение ̂︀𝐴𝑛+𝑑,𝑚(𝑅) = 0 имеет

положительный корень 𝑅 = 𝑅*, где

𝑅* =

(︃̂︀𝛾𝑛+𝑑,𝑚 + 𝛿𝑛+𝑑,2𝑞
(︀
𝜈 + 𝑙/𝑞

)︀
|̂︀𝛾𝑛,𝜎,𝑚|

)︃ 1
𝜎−1

(3.51)

такой, что 𝑎* := 𝜕𝑅 ̂︀𝐴𝑛+𝑑,𝑚(𝑅*) = −(𝜎− 1)
(︀̂︀𝛾𝑛+𝑑,𝑚+ 𝛿𝑛+𝑑,2𝑞(𝜈+ 𝑙/𝑞)

)︀
< 0. Замена

𝑅(𝑡) = 𝑅* + 𝜁(𝑡) + sgn
(︀
𝜔𝑚
(︀
𝜓(𝑡)

)︀)︀
𝑡−

𝑛+𝑑−𝑚
2𝑞

𝜓(𝑡)∫︁
0

̃︀𝐴𝑛+𝑑,𝑚(𝑅*, 𝑠) 𝑑𝑠

преобразует (3.49) к виду

𝑑𝜁

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞 𝒜𝑛+𝑑(𝜁, 𝜓) +𝒜𝑛+𝑑(𝜁, 𝜓, 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞𝜔𝑚(𝜓) + ℬ̃𝑚(𝜁, 𝜓, 𝑡), (3.52)
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где 𝒜𝑛+𝑑(𝜁, 𝜓) = |𝜔𝑚(𝜓)|
(︀
𝑎* + 𝜕𝑅 ̃︀𝐴𝑛+𝑑,𝑚(𝑅*, 𝜓)

)︀
𝜁 +𝒪(𝜁2) при 𝜁 → 0 и

|𝒜𝑛+𝑑(𝜁, 𝜓, 𝑡)| ≤ 𝐾1𝑡
−𝑛+𝑑

2𝑞

(︁
𝑡−

1
2𝑞 + 𝑡−

𝜈
2

)︁
, |ℬ̃𝑚(𝜁, 𝜓, 𝑡)| ≤ 𝐾1𝑡

−𝑚
2𝑞

(︁
𝑡−

1
2𝑞 + 𝑡−

𝜈
2

)︁
для всех |𝜁| ≤ 𝜁1, 𝑡 ≥ 𝑡1, 𝜓 ∈ R с некоторыми константами 𝜁1 > 0, 𝑡1 ≥ 𝑡* и

𝐾1 > 0. Легко проверить, что редуцированное уравнение

𝑑𝜁

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞

(︀
|𝜔𝑚(𝜓)|𝑎*𝜁 +𝒪(𝜁2)

)︀
имеет устойчивое тривиальное решение 𝜁(𝑡) ≡ 0 для всех 𝜓 ∈ R. Покажем, что

это решение устойчиво относительно возмущений

𝑡−
𝑛+𝑑
2𝑞 |𝜔𝑚(𝜓)|𝜕𝑅 ̃︀𝐴𝑛+𝑑,𝑚(𝑅*, 𝜓)𝜁, 𝐴𝑛+𝑑(𝑅, 𝜁, 𝑡).

Рассмотрим ℓ1(𝜁, 𝜓, 𝑡) = 𝜁2 − 𝑡−(𝑛+𝑑−𝑚)/2𝑞2𝜁2(Ξ(𝜓) + Ξ+), где

Ξ(𝜓) ≡ sgn(𝜔𝑚(𝜓))

𝜓∫︁
0

𝜕𝑅 ̃︀𝐴𝑛+𝑑,𝑚(𝑅*, 𝑠) 𝑑𝑠, Ξ+ := max
𝜓∈R

|Ξ(𝜓)|,

в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (3.52). Тогда суще­

ствуют 𝜁2 ≤ 𝜁1 и 𝑡2 ≥ 𝑡1, такие, что для всех 𝜀 ∈ (0, 𝜁2] имеем

𝜁2

2
≤ ℓ1(𝜁, 𝜓, 𝑡) ≤ 𝜁2,

𝑑ℓ1
𝑑𝑡

≤ 𝑡−
𝑛+𝑑
2𝑞 𝜁2

(︁
− |𝑎*|+ 4𝐾2𝜀

−1𝑡−𝜍
)︁
≤ −𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞

|𝑎*|
2
ℓ1

для всех 𝜀/4 < |𝜁| < 𝜀, 𝑡 ≥ 𝜏2 и 𝜓 ∈ R, где 𝜏2 = 𝑡2 + (8𝐾2𝜀
−1|𝑎*|−1)1/𝜍 ,

𝜍 = min{𝜈, 𝑞−1}/2, 𝐾2 = const > 0. Это означает, что любое решение 𝜁(𝑡),

𝜓(𝑡) системы (3.52) с начальными данными |𝜁(𝜏2)| ≤ 𝜀/4, 𝜓(𝜏2) ∈ R не может

покинуть область {|𝜁| < 𝜀} для всех 𝑡 > 𝜏2. Возвращаясь к переменной 𝑣, видим,

что решение 𝑣(𝑡) ≡ 0 полиномиально устойчиво: 𝑣(𝑡) = 𝒪(𝑡−𝜈) при 𝑡→ ∞.

Доказательство теоремы 35. Рассмотрим систему (3.49). Легко видеть, что

уравнение 𝐴𝑛+𝑑(𝑅,𝜓) = 0 имеет нетривиальное решение

𝑅*(𝜓) ≡
(︂
𝜆𝑛+𝑑(𝜓)

|𝜆𝑛,𝜎(𝜓)|

)︂ 1
𝜎−1
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такое, что 𝐴*(𝜓) ≡ 𝜕𝑅𝐴𝑛+𝑑(𝑅*(𝜓), 𝜓) = −(𝜎− 1)𝜆𝑛+𝑑(𝜓)/2 < 0 при всех 𝜓 ∈ R.

Замена 𝑅(𝑡) = 𝑅*(𝜓(𝑡)) + 𝜁(𝑡) преобразует (3.49) к виду

𝑑𝜁

𝑑𝑡
− 𝑡−

𝑛+𝑑
2𝑞 𝐴𝑛+𝑑(𝑅*(𝜓) + 𝜁, 𝜓) = 𝐴𝑛+𝑑(𝑅*(𝜓) + 𝜁, 𝜓, 𝑡)− 𝜕𝑅*(𝜓)

𝑑𝜓

𝑑𝑡
,

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞𝜔𝑚(𝜓) + 𝐵̃𝑚(𝑅*(𝜓) + 𝜁, 𝜓, 𝑡). (3.53)

Заметим, что первое уравнение системы (3.53) с заменой правой части на ноль

имеет устойчивое решение 𝜁(𝑡) ≡ 0 для всех 𝜓 ∈ R. Покажем, что это реше­

ние устойчиво в возмущённой системе. Рассмотрим ℓ(𝜁) = 𝜁2/2 как кандидат

на функцию Ляпунова для системы (3.53). Тогда существуют 𝜁1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡*

такие, что для всех 𝜀 ∈ (0, 𝜁1] имеем 𝑑ℓ/𝑑𝑡 ≤ 𝑡−(𝑛+𝑑)/2𝑞𝜁2(−𝐴−
* +4𝐾1𝜀

−1𝑡−𝜍)/2 ≤

−𝑡−(𝑛+𝑑)/2𝑞𝐴−
* ℓ/2 < 0 для всех 𝜀/4 < |𝜁| < 𝜀, 𝜓 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝜏1, где 𝜏1 =

𝑡1 + (8𝐾1𝜀
−1/𝐴−

* )
1/𝜍 , 𝐴−

* = min𝜓∈R |𝐴*(𝜓)|, 𝜍 = min{𝜈, 𝑞−1}/2, 𝐾1 = const > 0.

Следовательно, любое решение 𝜁(𝑡), 𝜓(𝑡) с начальными данными |𝜁(𝜏1)| ≤ 𝜀/4,

𝜓(𝜏1) ∈ R не может выйти из области {|𝜁| < 𝜀} при 𝑡 > 𝜏1. Возвращаясь к

переменным (𝑣, 𝜓), видим, что 𝑣(𝑡) = 𝒪(𝑡−𝜈) при 𝑡→ ∞. Таким образом, непо­

движная точка (0, 0) системы (3.1) полиномиально устойчива.

Доказательство теоремы 36. Выбираем 𝑁 = 2𝑞, и система (3.13) принимает

вид (3.42) с Λ2𝑞(𝑣, 𝜓) = 𝑙𝑣/𝑞 + 𝒪(𝑣(𝜎+1)/2) при 𝑣 → 0. Поскольку 𝜔′(𝐸) ̸≡ 0,

имеем 𝑙 ≥ 1. Замена переменной 𝑣(𝑡) = 𝑡−𝜇[𝑅(𝑡)]2 на 𝜇 = (2𝑞−𝑛)/(𝑞(𝜎−1)) ≥ 0

преобразует систему (3.42) в

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑡−1𝐴2𝑞(𝑅,𝜓) + 𝐴2𝑞(𝑅,𝜓, 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
2𝑞𝜔𝑚(𝜓) + 𝐵̃𝑚(𝑅,𝜓, 𝑡), (3.54)

где 𝐴2𝑞(𝑅,𝜓) ≡ ((𝜇+𝑙/𝑞)𝑅+𝜆𝑛,𝜎(𝜓)𝑅
𝜎)/2, |𝐴2𝑞(𝑅,𝜓, 𝑡)| ≤ 𝑡−1𝐾𝑅(𝑡−1/2𝑞+𝑡−𝜇/2),

|𝐵̃𝑚(𝑅,𝜓, 𝑡)| ≤ 𝑡−𝑚/2𝑞𝐾𝑅(𝑡−1/2𝑞 + 𝑡−𝜇/2) для всех 𝑅 ∈ [0, 𝑅*], 𝑡 ≥ 𝑡*, 𝜓 ∈ R с

некоторыми константами 𝑅* > 0, 𝑡* ≥ 𝑡0 и 𝐾 > 0.

Легко проверить, что уравнение ̂︀𝐴2𝑞,𝑚(𝑅) := ⟨𝐴2𝑞(𝑅,𝜓)/|𝜔𝑚(𝜓)|⟩𝜓 = 0

имеет положительный корень 𝑅* := ((𝜇+ 𝑙/𝑞)|⟨𝛾𝑛,𝜎/|𝜔𝑚|⟩𝜓|−1)1/(𝜎−1) такой, что

𝑎* := 𝜕 ̂︀𝐴2𝑞,𝑚(𝑅*) = −(𝜎 − 1)(𝜈 + 𝑙/𝑞) < 0. Следовательно, рассуждая, как и
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в доказательстве теоремы 34, получаем следующее: для любого 𝜀 > 0 суще­

ствуют 𝛿1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡*, такие, что решения уравнения (3.54) с начальными

данными |𝑅(𝑡1) − 𝑅*| ≤ 𝛿1, 𝜓(𝑡1) ∈ R удовлетворяют условию |𝑅(𝑡) − 𝑅*| < 𝜀

при 𝑡 ≥ 𝑡1. Таким образом, 𝑣(𝑡) = 𝒪(𝑡−𝜇) при 𝑡→ ∞. Возвращение к исходным

переменным (𝑥1, 𝑥2) завершает доказательство теоремы.

3.6. Выводы

Показано, что затухающие осциллирующие возмущения могут приводить

к появлению двух различных асимптотических режимов: фазового захвата и

фазового дрейфа. Структура фазового уравнения определяет то, какой из ре­

жимов реализуется в системе. В обоих случаях устойчивость равновесия в воз­

мущённой системе зависит от уравнения для переменной действия. Описаны

условия, при которых неподвижная точка становится асимптотически устойчи­

вой или теряет устойчивость. В некоторых случаях обоснована лишь слабая

неустойчивость с весом (см., например, замечание 2). В этих случаях требуется

дополнительный детальный анализ долговременных асимптотик решений.

Результаты главы опубликованы в [258]. Связанные результаты о влиянии

осциллирующих возмущений, не сохраняющих равновесие предельной систе­

мы, опубликованы в [268]. Поведение вдали от резонанса исследовалось в [256].

Асимптотический анализ возмущённых уравнений содержится в [264].
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Глава 4

Нелинейный резонанс в системах с

затухающими возмущениями

4.1. Введение

В настоящей главе продолжается исследование влияния осциллирующих

возмущений с асимптотически постоянной частотой на нелинейные системы.

При этом, в отличие от предыдущей главы, посвящённой поведению траекто­

рий в окрестности равновесия, здесь рассматриваются решения вдали от рав­

новесия и резонансные эффекты, при которых в возмущённой системе появля­

ются устойчивые состояния, близкие к периодическим. Аналогичные эффекты

в задачах с малым параметром обычно связывают с нелинейным резонансом и

считаются хорошо изученными [152], [31], [285], [277]. Явления типа нелинейно­

го резонанса в системах с затухающими возмущениями, по-видимому, ранее не

обсуждались.

Глава организована следующим образом. § 4.2 содержит постановку задачи

и мотивирующий пример. Основные результаты представлены в разделе § 4.3.

В § 4.4 предлагаемая теория применяется к примерам асимптотически авто­

номных систем. Обоснование основных результатов содержится в разделе § 4.5.

Сначала в § 4.5.1 строится почти тождественное преобразование, усредняющее

систему по первым асимптотическим членам. В § 4.5.2 анализируется укорочен­

ная система, полученная из полной системы отбрасыванием остаточных членов,

и описываются возможные асимптотические режимы. В § 4.5.3 обсуждается со­

хранение этих режимов в полной системе путём построения функций Ляпунова.

Глава завершается кратким обсуждением полученных результатов.
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4.2. Постановка задачи

Рассмотрим систему двух дифференциальных уравнений

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡), 𝑡),

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑟) + 𝑔(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡), 𝑡), (4.1)

где функции 𝜔(𝑟) > 0, 𝑓(𝑟, 𝜙, 𝑆, 𝑡) и 𝑔(𝑟, 𝜙, 𝑆, 𝑡) бесконечно дифференцируе­

мы, определены для всех |𝑟| ≤ ℛ = const, (𝜙, 𝑆) ∈ R2, 𝑡 > 0 и являются

2𝜋-периодическими по 𝜙 и 𝑆. Функции 𝑓(𝑟, 𝜙, 𝑆, 𝑡) и 𝑔(𝑟, 𝜙, 𝑆, 𝑡) играют роль

возмущений автономной системы

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑟), (4.2)

описывающей неизохронные колебания на плоскости (𝑥, 𝑦) = (𝑟 cos𝜙,−𝑟 sin𝜙)

с постоянной амплитудой 𝑟(𝑡) ≡ 𝑟0, |𝑟0| < ℛ и собственной частотой 𝜔(𝑟0). Ре­

шения 𝑟(𝑡) и 𝜙(𝑡) системы (4.1) соответствуют амплитуде и фазе возмущённых

колебаний.

Предполагается, что частота возмущений является асимптотически посто­

янной: 𝑆 ′(𝑡) ∼ 𝑠0 при 𝑡 → ∞ с 𝑠0 = const > 0, а интенсивность убывает со

временем: для каждого фиксированного 𝑟 и 𝜙

𝑓(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡), 𝑡) → 0, 𝑔(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡), 𝑡) → 0, 𝑡→ ∞.

В этом случае возмущённая система (4.1) асимптотически автономна с пре­

дельной системой (4.2). В главе исследуется резонансное влияние возмущений

𝑓(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡), 𝑡) и 𝑔(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡), 𝑡) на динамику системы вдали от равновесия и опи­

сание возможных асимптотических режимов решений.

Уточним рассматриваемый класс возмущений. Предположим, что

𝑓(𝑟, 𝜙, 𝑆, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑗=1

𝑡−
𝑗
𝑞𝑓𝑗(𝑟, 𝜙, 𝑆),

𝑔(𝑟, 𝜙, 𝑆, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑗=1

𝑡−
𝑗
𝑞𝑔𝑗(𝑟, 𝜙, 𝑆), 𝑡→ ∞, (4.3)
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для всех |𝑟| < ℛ и (𝜙, 𝑆) ∈ R2, где коэффициенты 𝑓𝑗(𝑟, 𝜙, 𝑆) и 𝑔𝑗(𝑟, 𝜙, 𝑆) яв­

ляются 2𝜋-периодическими по 𝜙 и 𝑆, и 𝑞 ∈ Z+ = {1, 2, . . . }. Фаза возмущений

рассматривается в виде

𝑆(𝑡) =

𝑞−1∑︁
𝑗=0

𝑠𝑗𝑡
1− 𝑗

𝑞 + 𝑠𝑞 log 𝑡, (4.4)

где 𝑠𝑗 = const. Более того, предполагается, что существуют 0 < |𝑎| < ℛ и взаим­

но простые целые числа 𝜅,κ ∈ Z+, такие, что выполняется условие резонанса:

𝜅𝑠0 = κ𝜔(𝑎), 𝜂 := 𝜔′(𝑎) ̸= 0. (4.5)

Ряды в (4.3) являются асимптотическими при 𝑡 → ∞, и для любого 𝑁 ≥ 1

справедливы следующие оценки: 𝑓(𝑟, 𝜙, 𝑆, 𝑡)−
∑︀𝑁−1

𝑗=0 𝑡
−𝑗/𝑞𝑓𝑗(𝑟, 𝜙, 𝑆) = 𝒪(𝑡−𝑁/𝑞)

и 𝑔(𝑟, 𝜙, 𝑆, 𝑡)−
∑︀𝑁−1

𝑗=0 𝑡
−𝑗/𝑞𝑔𝑗(𝑟, 𝜙, 𝑆) = 𝒪(𝑡−𝑁/𝑞) при 𝑡→ ∞ равномерно для всех

|𝑟| ≤ ℛ и (𝜙, 𝑆) ∈ R2.

Рассмотрим пример

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑥2,
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝑥1 + 𝜗𝑥31 + 𝑡−
1
2𝑍(𝑥1, 𝑥2, 𝑆(𝑡)), (4.6)

где 𝑍(𝑥1, 𝑥2, 𝑆) ≡ 𝛼(𝑆)𝑥1 + 𝛽(𝑆)𝑥2, 𝛼(𝑆) ≡ 𝛼0 + 𝛼1 sin𝑆, 𝛽(𝑆) ≡ 𝛽0 + 𝛽1 sin𝑆,

𝑆(𝑡) ≡ 3𝑡/2 с параметрами 𝛼𝑖, 𝛽𝑖,∈ R и 𝜗 > 0. Покажем, что эта система

соответствует (4.1). Предельная система 𝑑𝑥̂1/𝑑𝑡 = 𝑥̂2, 𝑑𝑥̂2/𝑑𝑡 = −𝑈 ′(𝑥̂1) с

𝑈(𝑥) ≡ 𝑥2/2−𝜗𝑥4/4 имеет устойчивое равновесие в точке (0, 0), а линии уровня

{(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 : 𝑈(𝑥1) + 𝑥22/2 = 𝑟2/2} для всех 0 < |𝑟| < (2𝜗)−1/2 соответствуют

𝑇 (𝑟)-периодическим решениям

𝑥̂01(𝑡, 𝑟) ≡ 𝑟 sn

(︃
𝑡√︀
𝑘2𝑟 + 1

, 𝑘𝑟

)︃√︀
𝑘2𝑟 + 1,

𝑥̂02(𝑡, 𝑟) ≡ 𝑟 cn

(︃
𝑡√︀
𝑘2𝑟 + 1

, 𝑘𝑟

)︃
dn

(︃
𝑡√︀
𝑘2𝑟 + 1

, 𝑘𝑟

)︃
,

𝑇 (𝑟) ≡ 4𝐾(𝑘𝑟)
√︀
𝑘2𝑟 + 1, 𝜔(𝑟) ≡ 2𝜋

𝑇 (𝑟)
, (4.7)
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где sn(𝑢, 𝑘), cn(𝑢, 𝑘), dn(𝑢, 𝑘) — эллиптические функции Якоби, 𝐾(𝑘) — полный

эллиптический интеграл первого рода, а 𝑘𝑟 ∈ (0, 1) — корень уравнения (𝑘𝑟 +

𝑘−1
𝑟 )−2 = 𝜗𝑟2/2. Определим вспомогательные 2𝜋-периодические функции.

𝑋1(𝜙, 𝑟) ≡ 𝑥̂01

(︂
𝜙

𝜔(𝑟)
, 𝑟

)︂
, 𝑋2(𝜙, 𝑟) ≡ 𝑥̂02

(︂
𝜙

𝜔(𝑟)
, 𝑟

)︂
.

Легко проверить, что 𝜔(𝑟)𝜕𝜙𝑋1 = 𝑋2, 𝜔(𝑟)𝜕𝜙𝑋2 = −𝑈(𝑋1), 𝑈(𝑋1) + 𝑋2
2/2 =

𝑟2/2 и

det
𝜕(𝑋1, 𝑋2)

𝜕(𝜙, 𝑟)
≡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝜙𝑋1 𝜕𝑟𝑋1

𝜕𝜙𝑋2 𝜕𝑟𝑋2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≡ 𝑟

𝜔(𝑟)
.

Таким образом, система (4.6) в переменных (𝑟, 𝜙) принимает вид (4.1) с 𝑞 = 2,

𝑠0 = 3/2, 𝑠𝑖 = 0,

𝑓(𝑟, 𝜙, 𝑆, 𝑡) ≡ 𝑡−
1
2𝑓1(𝑟, 𝜙, 𝑆), 𝑔(𝑟, 𝜙, 𝑆, 𝑡) ≡ 𝑡−

1
2𝑔1(𝑟, 𝜙, 𝑆), (4.8)

где

𝑓1(𝑟, 𝜙, 𝑆) ≡ 𝑟−1𝑋2(𝜙, 𝑟)𝑍(𝑋1(𝜙, 𝑟), 𝑋2(𝜙, 𝑟), 𝑆),

𝑔1(𝑟, 𝜙, 𝑆) ≡ −𝑟−1𝜔(𝑟)𝜕𝑟𝑋1(𝜙, 𝑟)𝑍(𝑋1(𝜙, 𝑟), 𝑋2(𝜙, 𝑟), 𝑆).

Заметим, что 0 < 𝜔(𝑟) < 1 для всех 0 < |𝑟| < (2𝜗)−1/2. Следовательно, суще­

ствуют 𝜅, κ ∈ Z+ и 0 < |𝑟| < (2𝜗)−1/2, такие, что выполняется условие (4.5).

Если 𝑍(𝑥1, 𝑥2, 𝑆) ≡ 0, то 𝑟(𝑡) ≡ 𝑟0 и 𝜙(𝑡) ≡ 𝜔(𝑟0)𝑡+𝜑0 с произвольными констан­

тами 𝑟0 и 𝜑0. При отсутствии осцилляционной части возмущения (𝛼1 = 𝛽1 = 0)

амплитуда решений может стремиться к нулю или к бесконечности в зависи­

мости от знака 𝛽0 (см. рис. 4.1, а). При некоторых условиях на параметры

это поведение может сохраняться в системе с осциллирующими возмущениями

(см. рис. 4.1, б) или нарушаться с появлением новых притягивающих состояний

(см. рис. 4.1, в). Цель главы — определить условия, гарантирующие существо­

вание и устойчивость таких состояний в системах вида (4.1) с возмущениями,

удовлетворяющими (4.3) и (4.4).
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Рис. 4.1. Эволюция 𝑟(𝑡) =
√︀
2𝑈(𝑥1(𝑡)) + 𝑥22(𝑡) для решений системы (4.6) при 𝜗 = 1/4, 𝛼0 =

0.5, 𝛽1 = 0 и различных значениях параметров 𝛼1, 𝛽0. Пунктирная кривая соответствует

𝑟(𝑡) ≡ 1.27.

4.3. Основные результаты

Пусть 𝑎 ∈ R, 0 < |𝑎| < ℛ — параметр, удовлетворяющий условию резонан­

са (4.5). Определим

D𝜖,𝜏 := {(𝑅,Ψ) ∈ R2 : |𝑅 + 𝑎𝜏
1
2𝑞 | ≤ ℛ𝜏

1
2𝑞 − 𝜖}

с некоторыми 𝜖 ∈ [0,ℛ) и 𝜏 ≥ 1. Пусть угловые скобки обозначают усреднение

функции 𝐹 (𝑆) по 𝑆 за период 2𝜋κ,

⟨𝐹 (𝑆)⟩κ𝑆 ≡ 1

2𝜋κ

2𝜋κ∫︁
0

𝐹 (𝑆) 𝑑𝑆.

Тогда справедлива

Теорема 37. Пусть система (4.1) удовлетворяет условиям (4.3), (4.4) и (4.5).

Тогда для любых 𝑁 ∈ Z+ и 𝜖 ∈ (0,ℛ) найдутся 𝑡0 ≥ 1 и цепочка обратимых

преобразований (𝑟, 𝜙) ↦→ (𝑅,Ψ) ↦→ (𝜌, 𝜓),

𝑟(𝑡) = 𝑎+ 𝑡−
1
2𝑞𝑅(𝑡), 𝜙(𝑡) =

𝜅

κ
𝑆(𝑡) + Ψ(𝑡), (4.9)

𝑅(𝑡) = 𝜌(𝑡) + 𝑢̃𝑁(𝜌(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑡), Ψ(𝑡) = 𝜓(𝑡) + 𝑣𝑁(𝜌(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝑡), (4.10)

где 𝑢̃𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑡), 𝑣𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑡) удовлетворяют неравенствам

|𝑢̃𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑡)| ≤ 𝜖, |𝑣𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑡)| ≤ 𝜖, (𝜌, 𝜓) ∈ D𝜖,𝑡0, 𝑡 ≥ 𝑡0, (4.11)
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такие, что для всех 0 < |𝑟| < ℛ и 𝜙 ∈ R система (4.1) приводится к виду

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= Λ𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑆(𝑡), 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= Ω𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑆(𝑡), 𝑡), (4.12)

с функциями

Λ𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) ≡ Λ̂𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑡) + Λ̃𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡),

Ω𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) ≡ Ω̂𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑡) + Ω̃𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡),

определёнными для всех (𝜌, 𝜓) ∈ D𝜖,𝑡0, 𝑡 ≥ 𝑡0 и 𝑆 ∈ R, такими, что

Λ̂𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑡) ≡
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
2𝑞Λ𝑘(𝜌, 𝜓), Ω̂𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑡) ≡

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
2𝑞Ω𝑘(𝜌, 𝜓), (4.13)

Λ̃𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑁+1
2𝑞 ), Ω̃𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑁+1
2𝑞 ) (4.14)

при 𝑡 → ∞ равномерно для всех (𝜌, 𝜓) ∈ D𝜖,𝑡0 и 𝑆 ∈ R, где Λ𝑘(𝜌, 𝜓) и Ω𝑘(𝜌, 𝜓)

являются 2𝜋-периодическими по 𝜓 и являются многочленами по 𝜌 степени

𝑘 − 1 и 𝑘 соответственно. В частности, Λ1(𝜌, 𝜓) ≡ ⟨𝑓1(𝑎, 𝜅𝑆/κ + 𝜓, 𝑆)⟩κ𝑆 и

Ω1(𝜌, 𝜓) ≡ 𝜂𝜌.

Доказательство содержится в § 4.5.1.

Заметим, что если (𝜌(𝑡), 𝜓(𝑡)) ∈ D𝜖,𝑡0 для всех 𝑡 ≥ 𝑡0, то ввиду (4.9), (4.10)

и (4.11) имеем |𝑟(𝑡)| ≤ ℛ при 𝑡 ≥ 𝑡0.

Теорема 37 описывает усредняющее преобразование, которое упрощает си­

стему в главных членах асимптотики при 𝑡 → ∞. Более того, после этой про­

цедуры некоторые члены в суммах (4.13) могут исчезнуть, поскольку имеют

нулевое среднее. Пусть 𝑛 ∈ [1, 2𝑞] и 𝑚 ∈ [2, 2𝑞] — целые числа, такие, что

Λ𝑖(𝜌, 𝜓) ≡ 0, 𝑖 < 𝑛, Λ𝑛(𝜌, 𝜓) ̸≡ 0,

Ω𝑗(𝜌, 𝜓) ≡ 0, 1 < 𝑗 < 𝑚, Ω𝑚(𝜌, 𝜓) ̸≡ 0.
(4.15)

Предлагаемый метод основан на изучении усеченной системы

𝑑𝜚

𝑑𝑡
= Λ̂𝑁(𝜚, 𝜑, 𝑡),

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= Ω̂𝑁(𝜚, 𝜑, 𝑡), (4.16)
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полученной из (4.12) путём отбрасывания остаточных членов Λ̃𝑁 и Ω̃𝑁 . Систему

(4.16) можно рассматривать как модельную систему, описывающую среднюю

динамику остаточной амплитуды и фазового сдвига. Сначала исследуются ре­

шения системы (4.16). Затем доказывается, что траектории полной системы

(4.12) ведут себя аналогично.

Поведение решений асимптотически автономной системы (4.16) зависит от

свойств соответствующей “предельной” системы

𝑡
𝑛
2𝑞
𝑑𝜚

𝑑𝑡
= Λ𝑛(𝜚, 𝜑), 𝑡

1
2𝑞
𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝜂𝜚. (4.17)

В частности, наличие и устойчивость неподвижных точек в системе (4.17) иг­

рают решающую роль. Учитывая это, рассмотрим следующее предположение:

∃𝜓0 ∈ R : Λ𝑛(0, 𝜓0) = 0, 𝜈𝑛 := 𝜕𝜓Λ𝑛(0, 𝜓0) ̸= 0, (4.18)

и определим параметр 𝜆𝑛 := 𝜕𝜌Λ𝑛(0, 𝜓0). В этом случае система (4.17) имеет

равновесие (0, 𝜓0), и справедлива

Лемма 3. Пусть выполняются предположения (4.15) и (4.18).

• Если 𝜈𝑛𝜂 > 0 или 𝜈𝑛𝜂 < 0, 𝜆𝑛 > 0, 𝑛 ≤ 𝑞, то равновесие (0, 𝜓0) системы

(4.17) неустойчиво.

• Если 𝜈𝑛𝜂 < 0 и 𝜆𝑛 < 0, то равновесие (0, 𝜓0) системы (4.17) устойчиво.

Заметим, что при 𝜈𝑛𝜂 > 0 точка (0, 𝜓0) является равновесием типа седло.

В этом случае аналогичная динамика наблюдается во всей системе. Однако при

𝜈𝑛𝜂 < 0 неподвижная точка может быть как устойчивой, так и неустойчивой, в

зависимости от знака дивергенции векторного поля, вычисляемого в точке рав­

новесия. Покажем, что при аналогичном условии существует решение системы
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(4.16), стремящееся к точке (0, 𝜓0) при 𝑡→ ∞. Обозначим

𝑑𝑛,𝑚 :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜆𝑛, 𝑛 < 𝑚,

𝜆𝑛 + 𝜔𝑚, 𝑛 = 𝑚,

𝜔𝑚, 𝑛 > 𝑚,

где 𝜔𝑚 := 𝜕𝜙Ω𝑚(0, 𝜓0). Тогда справедлива следующая лемма:

Лемма 4. Пусть предположения (4.15) и (4.18) выполняются при 𝜈𝑛𝜂 < 0

и 𝑑𝑛,𝑚 < 0. Тогда для любого 𝑁 ≥ max{𝑚,𝑛} система (4.16) имеет частное

решение 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡), удовлетворяющее асимптотическим формулам

𝜚*(𝑡) = 𝜚*,𝑀(𝑡) +𝒪(𝑡−
𝑀+𝑚−1

2𝑞 ), 𝜑*(𝑡) = 𝜑*,𝑀(𝑡) +𝒪(𝑡−
𝑀+1
2𝑞 ) (4.19)

при 𝑡→ ∞ для всех целых 𝑀 ≥ 1, где

𝜚*,𝑀(𝑡) ≡
𝑀∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘+𝑚−2

2𝑞 , 𝜑*,𝑀(𝑡) ≡ 𝜓0 +
𝑀∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
2𝑞𝜑𝑘, (4.20)

и 𝜚𝑘, 𝜑𝑘 — некоторые константы. Более того, решение 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡) асимпто­

тически устойчиво.

Можно показать, что динамика, описываемая решением 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡) укоро­

ченной системы, сохраняется и в системе (4.12). Справедлива

Теорема 38. Пусть система (4.1) удовлетворяет (4.3), (4.4), (4.5), и пред­

положения (4.15) и (4.18) выполняются при 𝜈𝑛𝜂 < 0 и 𝑑𝑛,𝑚 < 0. Тогда суще­

ствует 𝑁0 ∈ Z+ такое, что для любых 𝑁 ≥ 𝑁0 и 𝜀 > 0 существуют 𝛿𝜀 > 0

и 𝑡𝜀 ≥ 𝑡0 такие, что для всех 𝑡* ≥ 𝑡𝜀 любое решение 𝑟(𝑡), 𝜙(𝑡) системы (4.12)

с начальными данными 𝑟(𝑡*) = 𝑟*, 𝜙(𝑡*) = 𝜙*, |𝑟* − 𝑎 − 𝑡
−1/(2𝑞)
* 𝜚*(𝑡*)| + |𝜙* −

𝜅𝑆(𝑡*)/κ − 𝜑*(𝑡*)| ≤ 𝛿𝜀, удовлетворяет неравенству:⃒⃒⃒
𝑟(𝑡)− 𝑎− 𝑡−

1
2𝑞𝜚*(𝑡)

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜙(𝑡)− 𝜅

κ
𝑆(𝑡)− 𝜑*(𝑡)

⃒⃒⃒
< 𝜀 (4.21)

при всех 𝑡 > 𝑡*.
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Заметим, что в противном случае, когда 𝜈𝑛𝜂 < 0 и 𝑑𝑛,𝑚 > 0, асимп­

тотический режим, описанный в лемме 4, оказывается неустойчивым. Пусть

ℓ = min{𝑚,𝑛}. Тогда справедлива

Теорема 39. Пусть система (4.1) удовлетворяет условиям (4.3), (4.4), (4.5),

и предположения (4.15) и (4.18) выполняются при 𝜈𝑛𝜂 < 0, 𝑑𝑛,𝑚 > 0 и ℓ+ 𝑛−

1 < 2𝑞. Тогда существуют 𝑁0 ∈ Z+, 𝑀0 ∈ Z+, 𝜀 > 0 такие, что для любого

𝛿 ∈ (0, 𝜀), 𝑁 ≥ 𝑁0, 𝑀 ≥ 𝑀0 найдется 𝑡𝛿 ≥ 𝑡0 такое, что решение 𝑟(𝑡), 𝜙(𝑡)

системы (4.12) с начальными данными 𝑟(𝑡*) = 𝑟*, 𝜙(𝑡*) = 𝜙*, |(𝑟* − 𝑎)𝑡
1/(2𝑞)
* −

𝜚*,𝑀(𝑡*)| + |𝜙* − 𝜅𝑆(𝑡*)/κ − 𝜑*,𝑀(𝑡*)| ≤ 𝛿 при любом 𝑡* ≥ 𝑡𝛿 удовлетворяет

неравенству:⃒⃒⃒⃒
(𝑟(𝑡𝛿,𝜀)− 𝑎)𝑡

1
2𝑞

𝛿,𝜀 − 𝜚*,𝑀(𝑡𝛿,𝜀)

⃒⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒
𝜙(𝑡𝛿,𝜀)−

𝜅

κ
𝑆(𝑡𝛿,𝜀)− 𝜑*,𝑀(𝑡𝛿,𝜀)

⃒⃒⃒
≥ 𝜀 (4.22)

при некотором 𝑡𝛿,𝜀 > 𝑡*.

Заметим, что если 𝑑𝑛,𝑚 = 0, существование и устойчивость режима фазово­

го захвата не гарантируются теоремой 38. В этом случае рассмотрим следующее

предположение:

𝑑𝑛,𝑚 = 0,

∃ℎ ∈ (ℓ, 2𝑞] : 𝜕𝜌Λ𝑘(𝜌, 𝜓) + 𝜕𝜓Ω𝑘(𝜌, 𝜓) ≡ 0, 𝑘 ≤ ℎ− 1,

𝑑ℎ := 𝜕𝜌Λℎ(0, 𝜓0) + 𝜕𝜓Ωℎ(0, 𝜓0) ̸= 0. (4.23)

Тогда справедлива

Лемма 5. Пусть выполнены предположения (4.15), (4.18) и (4.23) при 𝜈𝑛𝜂 < 0

и 𝑑ℎ < 0. Тогда для любого 𝑁 ≥ max{𝑚,𝑛, ℎ} система (4.16) имеет устойчи­

вое частное решение 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡) с асимптотическим разложением (4.19). Бо­

лее того, решение 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡) асимптотически устойчиво, если ℎ+𝑛−1 < 2𝑞.

Как и в предыдущем случае, режим фазового захвата в системе (4.1), соот­

ветствующий решению 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡) модельной системы (4.16), оказывается устой­

чивым при 𝑑ℎ < 0 и неустойчивым при 𝑑ℎ > 0. Справедливы



162

Теорема 40. Пусть система (4.1) удовлетворяет (4.3), (4.4), (4.5), и пред­

положения (4.15), (4.18) и (4.23) выполняются при 𝜈𝑛𝜂 < 0 и 𝑑ℎ < 0. Тогда

существует 𝑁0 ∈ Z+ такое, что для любых 𝑁 ≥ 𝑁0 и 𝜀 > 0 найдутся 𝛿𝜀 > 0

и 𝑡𝜀 ≥ 𝑡0 такие, что для всех 𝑡* ≥ 𝑡𝜀 любое решение 𝑟(𝑡), 𝜙(𝑡) системы (4.12)

с начальными данными 𝑟(𝑡*) = 𝑟*, 𝜙(𝑡*) = 𝜙*, |𝑟* − 𝑎 − 𝑡
−1/(2𝑞)
* 𝜚*(𝑡*)| + |𝜙* −

𝜅𝑆(𝑡*)/κ − 𝜑*(𝑡*)| ≤ 𝛿𝜀, удовлетворяет неравенству (4.21) для всех 𝑡 > 𝑡*.

Теорема 41. Пусть система (4.1) удовлетворяет (4.3), (4.4), (4.5), и пред­

положения (4.15), (4.18) и (4.23) выполняются при 𝜈𝑛𝜂 < 0, 𝑑ℎ > 0 и ℎ +

𝑛 − 1 < 2𝑞. Тогда существуют 𝑁0 ∈ Z+, 𝑀0 ∈ Z+ 𝜀 > 0 такие, что для

любых 𝛿 ∈ (0, 𝜀), 𝑁 ≥ 𝑁0, 𝑀 ≥ 𝑀0 найдется 𝑡𝛿 ≥ 𝑡0 такое, что реше­

ние 𝑟(𝑡), 𝜙(𝑡) системы (4.12) с начальными данными 𝑟(𝑡*) = 𝑟*, 𝜙(𝑡*) = 𝜙*,

|(𝑟* − 𝑎)𝑡
1/(2𝑞)
* − 𝜚*,𝑀(𝑡*)| + |𝜙* − 𝜅𝑆(𝑡*)/κ − 𝜑*,𝑀(𝑡*)| ≤ 𝛿 при любом 𝑡* ≥ 𝑡𝛿

удовлетворяет неравенству (4.22) при некотором 𝑡𝛿,𝜀 > 𝑡*.

Таким образом, в условиях теорем 38 и 40 следует, что в системе (4.1)

существует устойчивый режим фазового захвата с 𝑟(𝑡) ≈ 𝑎 и 𝜙(𝑡) ≈ 𝜅𝑆(𝑡)/κ +

𝜓0 при 𝑡→ ∞.

Рассмотрим, наконец, случай, когда вместо (4.18) выполняется следующее

предположение:

Λ𝑛(𝜌, 𝜓) ̸= 0 ∀ (𝜌, 𝜓) ∈ D𝑡0,𝜖. (4.24)

Тогда справедлива

Теорема 42. Пусть выполнены предположения (4.15) и (4.24). Тогда суще­

ствует 𝑡1 ≥ 𝑡0 такое, что |𝜌(𝑡)|, |𝜓(𝑡)| для решений системы (4.12) с началь­

ными (𝜌(𝑡1), 𝜓(𝑡1)) ∈ D𝜖,𝑡0 возрастают при 𝑡 > 𝑡1, пока не достигнут границы

D𝜖,𝑡0 за конечное время.

При этом 𝜙(𝑡) для решений системы (4.1) может существенно отличаться

от фазы 𝜅𝑆(𝑡)/κ, и решения с 𝑟(𝑡) ≈ 𝑎 не возникают.
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4.4. Примеры

В настоящем разделе показывается, как предложенная теория может быть

применена к примерам осциллирующих систем с затухающими возмущениями.

В частности, получены условия для параметров возмущений, гарантирующие

существование устойчивого режима фазового захвата с резонансной амплиту­

дой. Результаты проиллюстрированы численным моделированием. В последнем

примере анализируется возмущённый осциллятор Дуффинга, обсуждаемый в

разделе 4.2.

4.4.1. Пример 1

Рассмотрим систему

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑡−

1
2𝑓1(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡)),

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑟) + 𝑡−

1
2𝑔1(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡)) (4.25)

где 𝑓1 ≡ 𝛽(𝑆)𝑟 sin2 𝜙 − 𝜇(𝑆) sin𝜙, 𝑔1 ≡ 𝛽(𝑆) sin𝜙 cos𝜙 − 𝑟−1𝜇(𝑆) cos𝜙, 𝜔(𝑟) ≡

1− 𝜗𝑟2, 𝛽(𝑆) ≡ 𝛽0 + 𝛽1 sin𝑆, 𝜇(𝑆) ≡ 𝜇0 + 𝜇1 sin𝑆, 𝑆(𝑡) ≡ 𝑠0𝑡 + 𝑠1
√
𝑡 с постоян­

ными параметрами 𝑠𝑘, 𝜃 > 0, 𝛽𝑘 и 𝜇𝑘. Заметим, что система (4.25) имеет вид

(4.1) с 𝑞 = 2, ℛ = 𝜃−1/2, 𝑓(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡), 𝑡) ≡ 𝑡−1/2𝑓1(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡)) и 𝑔(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡), 𝑡) ≡

𝑡−1/2𝑔1(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡)). Отметим также, что в декартовых координатах 𝑥1 = 𝑟 cos𝜙,

𝑥2 = −𝑟 sin𝜙 эта система принимает вид

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= (1− 𝜗|x|2)𝑥2,
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −(1− 𝜗|x|2)𝑥1 + 𝑡−
1
2𝑍(𝑥1, 𝑥2, 𝑆(𝑡)),

где 𝑍(𝑥1, 𝑥2, 𝑆) ≡ 𝜇(𝑆) + 𝛽(𝑆)𝑥2.

1. Пусть 𝑠0 = 1/2. Тогда существуют 𝜅 = κ = 1, 𝑎 = (2𝜗)−1/2, такие, что

условие резонанса (4.5) выполняется при 𝜂 = −
√
2𝜗 < 0. Легко проверить, что

замена переменных, описанная в теореме 37 при 𝑁 = 2, преобразует систему к

виду

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= 𝑡−

1
4Λ1(𝜌, 𝜓) + 𝑡−

1
2Λ2(𝜌, 𝜓) + Λ̃2(𝜌, 𝜓, 𝑆(𝑡), 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑡−

1
4Ω1(𝜌, 𝜓) + 𝑡−

1
2Ω2(𝜌, 𝜓) + Ω̃2(𝜌, 𝜓, 𝑆(𝑡), 𝑡), (4.26)
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где

Λ1(𝜌, 𝜓) ≡
1

2

(︂
𝛽0√
2𝜗

− 𝜇1 cos𝜓

)︂
, Λ2(𝜌, 𝜓) ≡

𝛽0𝜌

2
,

Ω1(𝜌, 𝜓) ≡ −
√
2𝜗𝜌, Ω2(𝜌, 𝜓) ≡

1

2

(︁
−2𝜗𝜌2 − 𝑠1 + 𝜇1

√
2𝜗 sin𝜓

)︁
,

и Λ̃2(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) = 𝒪(𝑡−1), Ω̃2(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) = 𝒪(𝑡−1) при 𝑡→ ∞ равномерно для всех

|𝜌| <∞, (𝜓, 𝑆) ∈ R2. Легко видеть, что предположение (4.15) справедливо при

𝑛 = 1 и 𝑚 = 2.

Если 𝜇1 ̸= 0 и |𝛽0/𝜇1| <
√
2𝜗, то предположение (4.18) выполняется с

𝜓0 = ±𝜃0 + 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z, 𝜈1 = ±𝜇1
2
sin 𝜃0, 𝜃0 = arccos

(︂
𝛽0√
2𝜗𝜇1

)︂
.

Из леммы 3 следует, что если ±𝜇1 < 0, то состояния равновесия (0,±𝜃0(mod2𝜋))

в соответствующей предельной системе неустойчивы. Следовательно, соответ­

ствующий режим не реализуется в полной системе.

Заметим, что 𝑑𝑛,𝑚 = 𝜕𝜌Λ1(0, 𝜓0) = 0. Однако предположение (4.23) вы­

полняется при ℎ = 2 и 𝑑ℎ = 𝛽0. Из Леммы 5 и Теоремы 40 следует, что если

±𝜇1 > 0 и −|𝜇1|
√
2𝜗 < 𝛽0 < 0, то в системе (4.25) реализуется устойчивый

режим фазового захвата с 𝑟(𝑡) ≈ 𝑎 и 𝜙(𝑡) ≈ 𝑆(𝑡) ± 𝜃0(mod2𝜋). Из Теоремы 41

следует, что если ±𝜇1 > 0 и 0 < 𝛽0 < |𝜇1|
√
2𝜗, то этот режим неустойчив.

Если 𝜇1 ̸= 0, |𝛽0/𝜇1| >
√
2𝜗 или 𝜇1 = 0, 𝛽0 ̸= 0, то предположение (4.24)

выполняется. Из теоремы 42 следует, что в этом случае асимптотический режим

с 𝑟(𝑡) ≈ 𝑎 не реализуется (см. рис. 4.2).

2. Пусть 𝑠0 = 1. Тогда существуют 𝜅 = 1, κ = 2, 𝑎 = (2𝜗)−1/2, такие, что

условие (4.5) выполняется при 𝜂 = −
√
2𝜗 < 0. В этом случае преобразование,

построенное в теореме 37 при 𝑁 = 2, приводит систему (4.25) к (4.26) при

Λ1(𝜌, 𝜓) ≡
1√
8𝜗

(︂
𝛽0 +

𝛽1
2
sin 2𝜓

)︂
, Λ2(𝜌, 𝜓) ≡

𝜌

2

(︂
𝛽0 +

𝛽1
2
sin 2𝜓

)︂
,

Ω1(𝜌, 𝜓) ≡ −
√
2𝜗𝜌, Ω2(𝜌, 𝜓) ≡

1

4

(︀
−4𝜗𝜌2 − 𝑠1 + 𝛽1 cos 2𝜓

)︀
,

и Λ̃2(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) = 𝒪(𝑡−1), Ω̃2(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) = 𝒪(𝑡−1) при 𝑡→ ∞ равномерно для всех
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Рис. 4.2. Эволюция 𝑟(𝑡) и 𝜃(𝑡) ≡ 𝜙(𝑡) − 𝑆(𝑡) для решений системы (4.25) с 𝑠0 = 1/2, 𝑠1 = 1,

𝜗 = 1/4, 𝛽1 = 1/2, 𝜇0 = −1/2 при различных значениях параметров 𝛽0 и 𝜇1. Пунктирные

кривые соответствуют 𝑟(𝑡) ≡ 𝑎 и 𝜃(𝑡) ≡ 𝜃0, где 𝑎 =
√
2 и 𝜃0 = 3𝜋/4.

|𝜌| < ∞, (𝜓, 𝑆) ∈ R2. Видно, что предположение (4.15) выполняется при 𝑛 = 1

и 𝑚 = 2.

Если 𝛽1 ̸= 0, |𝛽0/𝛽1| < 1/2, то система удовлетворяет (4.18) с

𝜓0 = (−1)𝑘𝜃0 +
𝜋𝑘

2
, 𝜈1 = (−1)𝑘

𝛽1√
8𝜗

cos 2𝜃0, 𝑘 ∈ Z, 𝜃0 =
1

2
arcsin

(︂
−2𝛽0
𝛽1

)︂
.

Из леммы 3 следует, что если (−1)𝑘𝛽1 < 0, то состояния равновесия (0, (−1)𝑘𝜃0+

𝜋𝑘/2), 𝑘 ∈ Z в предельной системе и соответствующий режим в полной системе

неустойчивы. Поскольку 𝑑𝑛,𝑚 = 𝜕𝜌Λ1(0, 𝜓0) = 0 и 𝜕𝜌Λ2(0, 𝜓0)+𝜕𝜓Ω2(0, 𝜓0) = 𝛽0,

то предположение (4.23) выполняется при ℎ = 2 и 𝑑ℎ = 𝛽0. Если (−1)𝑘𝛽1 > 0 и

−|𝛽1|/2 < 𝛽0 < 0, то из леммы 5 и теоремы 40 следует, что в системе возникает

устойчивый фазовый захват, при котором 𝑟(𝑡) ≈ 𝑎 и 𝜙(𝑡) ≈ 𝑆(𝑡)/2 + 𝜓0. Из

теоремы 41 следует, что если (−1)𝑘𝛽1 > 0 и 0 < 𝛽0 < |𝛽1|/2, то этот режим

неустойчив.

Если 𝛽1 ̸= 0, |𝛽0/𝛽1| > 1/2 или 𝛽1 = 0, 𝛽0 ̸= 0, то из теоремы 42 следует,

что асимптотический режим с 𝑟(𝑡) ≈ 𝑎 не реализуется (см. рис. 4.3).

3. Наконец, пусть 𝑠0 = 1/4. Тогда существуют 𝜅 = 2, κ = 1 и 𝑎 = (2𝜗)−1/2,

такие, что условие резонанса выполняется при 𝜂 = −
√
2𝜗 < 0. Заметим, что

преобразование, описанное в теореме 37 при 𝑁 = 1, приводит систему (4.25) к
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Рис. 4.3. Эволюция 𝑟(𝑡) и 𝜃(𝑡) ≡ 𝜙(𝑡) − 𝑆(𝑡)/2 для решений системы (4.25) с 𝑠0 = 1, 𝑠1 =

𝜗 = 𝜇1 = 1/4, 𝜇0 = 0 при различных значениях параметров 𝛽0 и 𝛽1. Пунктирные кривые

соответствуют 𝑟(𝑡) ≡ 𝑎 и 𝜃(𝑡) ≡ 𝜃0, где 𝑎 =
√
2 и 𝜃0 = 𝜋/12.

виду

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= 𝑡−

1
4Λ1(𝜌, 𝜓) + Λ̃1(𝜌, 𝜓, 𝑆(𝑡), 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝑡−

1
4Ω1(𝜌, 𝜓) + Ω̃1(𝜌, 𝜓, 𝑆(𝑡), 𝑡),

с Λ1(𝜌, 𝜓) ≡ 𝑎𝛽0/2, Ω1(𝜌, 𝜓) ≡ −
√
2𝜗𝜌 и Λ̃1(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) = 𝒪(𝑡−1), Ω̃1(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) =

𝒪(𝑡−1) при 𝑡 → ∞ равномерно для всех |𝜌| < ∞, (𝜓, 𝑆) ∈ R2. Из теоремы 42

следует, что при 𝛽0 ̸= 0 асимптотический режим с 𝑟(𝑡) ≈ 𝑎 не реализуется. В

этом случае поведение системы (4.25) качественно не зависит от колебательной

части возмущений.

4.4.2. Пример 2

Рассмотрим следующую систему:

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑡−

1
2𝑓1(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡)) + 𝑡−1𝑓2(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡)),

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝜔(𝑟) + 𝑡−

1
2𝑔1(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡)) + 𝑡−1𝑔2(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡)) (4.27)

где

𝑓1(𝑟, 𝜙, 𝑆) ≡ −𝛼(𝑆)𝑟3 sin𝜙 cos3 𝜙, 𝑓2(𝑟, 𝜙, 𝑆) ≡ 𝛽(𝑆)𝑟 sin2 𝜙,

𝑔1(𝑟, 𝜙, 𝑆) ≡ −𝛼(𝑆)𝑟2 cos4 𝜙, 𝑔2(𝑟, 𝜙, 𝑆) ≡
𝛽(𝑆)

2
sin 2𝜙,
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𝛼(𝑆) ≡ 𝛼0 + 𝛼1 sin𝑆, 𝛽(𝑆) ≡ 𝛽0 + 𝛽1 sin𝑆,

𝜔(𝑟) ≡ 1− 𝜗𝑟2, 𝑆(𝑡) ≡ 𝑠0𝑡+ 𝑠1𝑡
1
2 + 𝑠2 log 𝑡

с постоянными параметрами 𝑠𝑘, 𝜗 > 0, 𝛼𝑘, 𝛽𝑘, 𝛼1 ̸= 0 Легко видеть, что систе­

ма (4.27) имеет вид (4.1) с 𝑞 = 2, ℛ = 𝜗−1/2, 𝑓(𝑟, 𝜙, 𝑆, 𝑡) ≡ 𝑡−1/2𝑓1(𝑟, 𝜙, 𝑆) +

𝑡−1𝑓2(𝑟, 𝜙, 𝑆) и 𝑔(𝑟, 𝜙, 𝑆(𝑡), 𝑡) ≡ 𝑡−1/2𝑔1(𝑟, 𝜙, 𝑆) + 𝑡−1𝑔2(𝑟, 𝜙, 𝑆). В декартовых ко­

ординатах 𝑥1 = 𝑟 cos𝜙, 𝑥2 = −𝑟 sin𝜙 эта система принимает вид

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= (1− 𝜗|x|2)𝑥2,
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −(1− 𝜗|x|2)𝑥1 + 𝑡−

1
2𝛼(𝑆(𝑡))𝑥31 + 𝑡−1𝛽(𝑆(𝑡))𝑥2.

Пусть 𝑠0 = 1/2. Тогда существуют 𝜅 = 1, κ = 2, 𝑎 = (3/(4𝜗))1/2, такие, что

условие резонанса (4.5) выполняется при 𝜂 = −2𝜗𝑎 < 0. Легко проверить, что

замена переменных, описанная в теореме 37 при 𝑁 = 4, преобразует систему к

виду

𝑑𝜌

𝑑𝑡
=

4∑︁
𝑖=1

𝑡−
𝑖
4Λ𝑖(𝜌, 𝜓) + Λ̃4(𝜌, 𝜓, 𝑆(𝑡), 𝑡),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
=

4∑︁
𝑖=1

𝑡−
𝑖
4Ω𝑖(𝜌, 𝜓) + Ω̃4(𝜌, 𝜓, 𝑆(𝑡), 𝑡), (4.28)

где

Λ1 ≡− 𝑎3𝛼1

8
cos 2𝜓,

Λ2 ≡− 3𝑎2𝛼1𝜌

8
cos 2𝜓,

Λ3 ≡
𝑎

32

(︀
16𝛽0 − 𝛼1(12𝑎

4𝛼0 + 12𝜌2 + 5𝑎6𝛼0𝜗) cos 2𝜓

+8𝛽1 sin 2𝜓 + 3𝑎4𝛼2
1 sin 4𝜓

)︀
,

Λ4 ≡− 𝜌

64
(𝛼1(111𝑎

4𝛼0 + 8𝜌2 + 336𝑎6𝛼0𝜗+ 432𝑎8𝛼0𝜗
2) cos 2𝜓

− 2(8 + 16𝛽0 + 8𝛽1 sin 2𝜓 + 3𝑎4𝛼2
1(5 + 16𝑎2𝜗) sin 4𝜓)),
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Ω1 ≡−
√
2𝜗𝜌,

Ω2 ≡
1

8

(︀
−3𝑎2𝛼0 − 2𝑠1 − 8𝜌2𝜗+ 4𝑎2𝛼1 cos𝜓 sin𝜓

)︀
,

Ω3 ≡
𝑎𝜌

4
(−3𝛼0 + 2𝛼1 sin 2𝜓),

Ω4 ≡
1

3456
(−54(𝑎4(57𝛼2

0 + 8𝛼2
1) + 24𝛼0𝜌

2 + 32𝑠2)− 3𝑎6(3537𝛼2
0 + 437𝛼2

1)𝜗

− 16𝑎8(918𝛼2
0 + 139𝛼2

1)𝜗
2 + 864𝛽1 cos 2𝜓

+ 54𝛼1(3𝑎
4𝛼1(3 + 8𝑎2𝜗) cos 4𝜓

+ (16𝜌2 + 𝑎4𝛼0(67 + 𝑎2𝜗(173 + 216𝑎2𝜗))) sin 2𝜓))

и Λ̃4(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) = 𝒪(𝑡−5/4), Ω̃4(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) = 𝒪(𝑡−5/4) при 𝑡 → ∞ равномерно для

всех |𝜌| <∞, (𝜓, 𝑆) ∈ R2. Легко видеть, что предположение (4.15) выполняется

при 𝑛 = 1 и 𝑚 = 2.

Заметим, что система (4.28) удовлетворяет (4.18) с

𝜓0 =
𝜋

4
+
𝜋𝑘

2
, 𝜈1 = (−1)𝑘

𝑎3𝛼1

4
, 𝑘 ∈ Z.

Поскольку 𝜂 < 0, из леммы 3 следует, что если (−1)𝑘𝛼1 < 0, то равновесие

(0, 𝜋/4+𝜋𝑘/2) неустойчиво в предельной системе при всех 𝑘 ∈ Z. Следователь­

но, соответствующие резонансные режимы в полной системе не реализуются.

Более того, мы видим, что 𝑑𝑛,𝑚 = 𝜕𝜌Λ1(0, 𝜓0) = 0, 𝜕𝜌Λ𝑖(0, 𝜓0) + 𝜕𝜓Ω𝑖(0, 𝜓0) = 0

при 1 ≤ 𝑖 ≤ 3, и предположение (4.23) выполняется при ℎ = 4 и

𝑑ℎ =
1 + 2𝛽0 + (−1)𝑘+1𝛽1

4

Таким образом, если (−1)𝑘𝛼1 > 0 и (−1)𝑘𝛽1 > 1 + 2𝛽0, то из Леммы 5 и Тео­

ремы 40 следует, что в системе происходит устойчивая фазовый захват такой,

что 𝑟(𝑡) ≈ 𝑎 и 𝜙(𝑡) ≈ 𝑆(𝑡)/2 + 𝜓0 (см. Рис. 4.4).

4.4.3. Пример 3

Наконец, снова рассмотрим уравнение (4.6). В разделе 4.2 было показано,

что эта система соответствует системе (4.1) с 𝑞 = 2, 𝑠0 = 3/2 и функциями 𝜔(𝑟),
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Рис. 4.4. Эволюция 𝑟(𝑡) и 𝜃(𝑡) ≡ 𝜙(𝑡) − 𝑆(𝑡)/2 для решений системы (4.27) при 𝑠0 = 1/2,

𝑠1 = 1, 𝑠2 = 0, 𝜃 = 1/4, 𝛼0 = 0.1, 𝛼1 = 0.15 при различных значениях параметров 𝛽0 и 𝛽1.

Пунктирные кривые соответствуют 𝑟(𝑡) ≡ 𝑎 и 𝜃(𝑡) ≡ 𝜋/4, где 𝑎 =
√
3.

𝑓(𝑟, 𝜙, 𝑆, 𝑡), 𝑔(𝑟, 𝜙, 𝑆, 𝑡), определяемыми уравнениями (4.7) и (4.8). Отметим, что

0 < 𝜔(𝑟) < 1 для всех 0 < |𝑟| < (2𝜗)−1/2 и 𝜔(𝑟) = 1−3𝜗𝑟2/8−35𝜗2𝑟4/256+𝒪(𝜗4)

при 𝜗 → 0. Следовательно, существуют 𝜅, κ ∈ Z+ и 0 < 𝑎 < (2𝜗)−1/2 такие,

что условие (4.5) выполняется при 𝜂 < 0.

Пусть 𝜅 = 1 и κ = 2. Тогда преобразования (4.9), (4.10) при 𝑁 = 2

приведут систему к (4.26) при

Λ1 =
𝑎

4
(2𝛽0 + 𝛿1 sin(2𝜓 − 𝜎)) +𝒪(𝜗), Λ2 ≡

𝜌

4
(2𝛽0 + 𝛿1 sin(2𝜓 − 𝜎) +𝒪(𝜗)) ,

Ω1 ≡ 𝜂𝜌, Ω2 ≡
1

4
(−2𝛼0 + 𝛿1 cos(2𝜓 − 𝜎)) +𝒪(𝜗),

при 𝜗→ 0 и Λ̃2(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) = 𝒪(𝑡−1), Ω̃2(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡) = 𝒪(𝑡−1) при 𝑡→ ∞ равномер­

но для всех |𝜌| < ∞, (𝜓, 𝑆) ∈ R2, где 𝛿1 =
√︀
𝛼2
1 + 𝛽2

1 и 𝜎 = arcsin(𝛼1/𝛿1). Мы

видим, что предположение (4.15) выполняется при 𝑛 = 1 и 𝑚 = 2.

Если 𝛿1 ̸= 0 и |𝛽0| < 𝛿1/2, то система удовлетворяет (4.18) с

𝜓0 = (−1)𝑗𝜃0 +
𝜎 + 𝜋𝑗

2
+𝒪(𝜗), 𝜈1 = (−1)𝑗

𝑎𝛿1
2

cos 2𝜃0 +𝒪(𝜗), 𝑗 ∈ Z,

𝜃0 =
1

2
arcsin

(︂
−2𝛽0
𝛿1

)︂
.

Из Леммы 3 следует, что состояния равновесия (0, (𝜎+ 𝜋)/2− 𝜃0 + 𝜋𝑗), 𝑗 ∈ Z в

предельной системе и соответствующий режим в полной системе неустойчивы.

Поскольку 𝑑𝑛,𝑚 = 𝜕𝜌Λ1(0, 𝜓0) = 0 и 𝜕𝜌Λ2(0, 𝜓0)+𝜕𝜓Ω2(0, 𝜓0) = 𝛽0, то мы видим,
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что предположение (4.23) выполняется при ℎ = 2 и 𝑑ℎ = 𝛽0 +𝒪(𝜗) при 𝜗→ 0.

Если −𝛿1/2 < 𝛽0 < 0, то из леммы 5 и теоремы 40 следует, что в системе

возникает устойчивая фазовая синхронизация, при которой 𝑟(𝑡) ≈ 𝑎 и 𝜙(𝑡) ≈

𝑆(𝑡)/2 + 𝜃0 + 𝜎/2 + 𝜋𝑗, 𝑗 ∈ Z. Из теоремы 41 следует, что если 0 < 𝛽0 < 𝛿1/2,

то этот режим неустойчив.

Из теоремы 42 следует, что если 𝛿1 = 0, 𝛽0 ̸= 0 или 𝛿1 ̸= 0, |𝛽0| > 𝛿1/2, то

асимптотический режим с 𝑟(𝑡) ≈ 𝑎 не реализуется.

Обратим внимание, что корень уравнения 𝜔(𝑎) = 𝜅𝑠0/κ можно найти чис­

ленно. В частности, если 𝜗 = 1/4, то 𝑎 ≈ 1, 27 (см. рис. 4.5 и рис. 4.1, в).

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

r

Κs0

¿

ΩHrL

a

Рис. 4.5. Нахождение 𝑎, когда 𝜗 = 1/4, 𝜅 = 1 и κ = 2.

4.5. Обоснование результатов

4.5.1. Замена переменных

Доказательство теоремы 37. Подстановка (4.9) в (4.1) даёт следующую систе­

му:

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑅,Ψ, 𝑆(𝑡), 𝑡),

𝑑Ψ

𝑑𝑡
= 𝐺(𝑅,Ψ, 𝑆(𝑡), 𝑡), (4.29)
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где

𝐹 (𝑅,Ψ, 𝑆, 𝑡) = 𝑡
1
2𝑞𝑓
(︁
𝑎+ 𝑡−

1
2𝑞𝑅,

𝜅

κ
𝑆 +Ψ, 𝑆, 𝑡

)︁
+ 𝑡−1𝑅

2𝑞
,

𝐺(𝑅,Ψ, 𝑆, 𝑡) = 𝜔
(︁
𝑎+ 𝑡−

1
2𝑞𝑅
)︁
− 𝜅

κ
𝑆 ′(𝑡) + 𝑔

(︁
𝑎+ 𝑡−

1
2𝑞𝑅,

𝜅

κ
𝑆 +Ψ, 𝑆, 𝑡

)︁
.

Из (4.3), (4.4) и (4.5) следует, что функции 𝐹 (𝑅,Ψ, 𝑆, 𝑡) и 𝐺(𝑅,Ψ, 𝑆, 𝑡) удовле­

творяют следующим асимптотическим формулам:

𝐹 (𝑅,Ψ, 𝑆, 𝑡) =
𝑀∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
2𝑞𝐹𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆) +𝒪(𝑡−

𝑀+1
2𝑞 ),

𝐺(𝑅,Ψ, 𝑆, 𝑡) =
𝑀∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
2𝑞𝐺𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆) +𝒪(𝑡−

𝑀+1
2𝑞 ), 𝑡→ ∞ (4.30)

равномерно для всех |𝑅| < ∞, (Ψ, 𝑆) ∈ R2 и для всех целых 𝑀 ≥ 1, где

коэффициенты

𝐹𝑘 ≡
∑︁

𝑖+2𝑗=𝑘+1
𝑖≥0,𝑗≥1

𝜕𝑖𝑟𝑓𝑗

(︁
𝑎,
𝜅

κ
𝑆 +Ψ, 𝑆

)︁ 𝑅𝑖

𝑖!
+ 𝛿𝑘,2𝑞

𝑅

2𝑞
,

𝐺𝑘 ≡ 𝜕𝑘𝑟𝜔(𝑎)
𝑅𝑘

𝑘!
− 𝜅

κ
𝑠𝑘/2

(︂
1− 𝑘

2𝑞
+ 𝛿𝑘,2𝑞

)︂
+
∑︁

𝑖+2𝑗=𝑘
𝑖≥0,𝑗≥1

𝜕𝑖𝑟𝑔𝑗

(︁
𝑎,
𝜅

κ
𝑆 +Ψ, 𝑆

)︁ 𝑅𝑖

𝑖!

(4.31)

являются 2𝜋-периодическими по Ψ и 2𝜋κ-периодическими по 𝑆. Здесь 𝛿𝑘,2𝑞 —

символ Кронекера. Положим 𝑠𝑗 = 0 для 𝑗 > 𝑞 и 𝑠𝑘/2 = 0 для нечётных 𝑘.

Заметим, что 𝐹1(𝑅,Ψ, 𝑆) ≡ 𝑓1(𝑎, 𝜅𝑆/κ +Ψ, 𝑆) и 𝐺1(𝑅,Ψ, 𝑆) ≡ 𝜂𝑅.

Легко увидеть, что система (4.29) асимптотически автономна с предельной

системой

𝑑𝑅̂

𝑑𝑡
= 0,

𝑑Ψ̂

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝑠0.

Следовательно, фазу 𝑆(𝑡) можно рассматривать как аналог быстрой перемен­

ной при 𝑡→ ∞ по сравнению с решениями 𝑅(𝑡), Ψ(𝑡) системы (4.29). Это можно

использовать для упрощения системы, усреднив уравнения по переменной 𝑆(𝑡).
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Преобразование ищется в следующем виде:

𝑈𝑁(𝑅,Ψ, 𝑆, 𝑡) = 𝑅 +
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
2𝑞𝑢𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆),

𝑉𝑁(𝑅,Ψ, 𝑆, 𝑡) = Ψ +
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
2𝑞𝑣𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆) (4.32)

с некоторым целым числом𝑁 ≥ 1. Коэффициенты 𝑢𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆), 𝑣𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆) пред­

полагаются периодическими по Ψ и 𝑆 и выбираются такими, что система в

новых переменных

𝜌(𝑡) ≡ 𝑈𝑁(𝑅(𝑡),Ψ(𝑡), 𝑆(𝑡), 𝑡), 𝜓(𝑡) ≡ 𝑉𝑁(𝑅(𝑡),Ψ(𝑡), 𝑆(𝑡), 𝑡) (4.33)

принимает вид (4.12), где правые части явно не зависят от 𝑆(𝑡), по крайней

мере, в первых 𝑁 членах асимптотики при 𝑡→ ∞. Дифференцируя (4.32) по 𝑡

и учитывая (4.4), (4.29) и (4.30), получаем

𝑑

𝑑𝑡

⎛⎝𝑈𝑁
𝑉𝑁

⎞⎠ ≡
(︂
𝑑𝑅

𝑑𝑡
𝜕𝑅 +

𝑑Ψ

𝑑𝑡
𝜕Ψ +

𝑑𝑆

𝑑𝑡
𝜕𝑆 + 𝜕𝑡

)︂⎛⎝𝑈𝑁
𝑉𝑁

⎞⎠
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
2𝑞

⎧⎨⎩
⎛⎝𝐹𝑘
𝐺𝑘

⎞⎠+ 𝑠0𝜕𝑆

⎛⎝𝑢𝑘
𝑣𝑘

⎞⎠⎫⎬⎭+
∞∑︁
𝑘=2

𝑡−
𝑘
2𝑞

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝛿𝑗,2𝑞
2𝑞 − 𝑘

2𝑞

⎛⎝𝑢𝑘−𝑗
𝑣𝑘−𝑗

⎞⎠
+

∞∑︁
𝑘=2

𝑡−
𝑘
2𝑞

𝑘−1∑︁
𝑗=1

{︂
𝐹𝑗𝜕𝑅 +𝐺𝑗𝜕Ψ + 𝑠𝑗/2

(︂
1− 𝑗

2𝑞
+ 𝛿𝑗,2𝑞

)︂
𝜕𝑆

}︂⎛⎝𝑢𝑘−𝑗
𝑣𝑘−𝑗

⎞⎠ (4.34)

при 𝑡 → ∞, где предполагается, что 𝑢𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆) ≡ 𝑣𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆) ≡ 0 при 𝑘 ≤ 0 и

𝑘 > 𝑁 . Сравнение коэффициентов при степенях 𝑡−1/2𝑞 в (4.12) и (4.34) даёт

𝑠0𝜕𝑆

⎛⎝𝑢𝑘
𝑣𝑘

⎞⎠ =

⎛⎝Λ𝑘(𝑅,Ψ)− 𝐹𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆) + 𝐹𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆)

Ω𝑘(𝑅,Ψ)−𝐺𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆) + 𝐺̃𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆)

⎞⎠ , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁, (4.35)

где функции 𝐹𝑘, 𝐺̃𝑘 выражаются через {𝑢𝑗, 𝑣𝑗,Λ𝑗,Ω𝑗}𝑘−1
𝑗=1 по следующим форму­

лам: 𝐹1 ≡ 𝐺̃1 ≡ 0,⎛⎝𝐹2

𝐺̃2

⎞⎠ ≡(𝑢1𝜕𝑅 + 𝑣1𝜕Ψ)

⎛⎝Λ1

Ω1

⎞⎠− (𝐹1𝜕𝑅 +𝐺1𝜕Ψ)

⎛⎝𝑢1
𝑣1

⎞⎠ ,
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𝐺̃3

⎞⎠ ≡
∑︁
𝑖+𝑗=3

(𝑢𝑖𝜕𝑅 + 𝑣𝑖𝜕Ψ)

⎛⎝Λ𝑗

Ω𝑗

⎞⎠+
1

2

(︀
𝑢21𝜕

2
𝑅 + 2𝑢1𝑣1𝜕𝑅𝜕Ψ + 𝑣21𝜕

2
Ψ

)︀⎛⎝Λ1

Ω1

⎞⎠
−

2∑︁
𝑗=1

{︂
𝐹𝑗𝜕𝑅 +𝐺𝑗𝜕Ψ + 𝑠𝑗/2

(︂
1− 𝑗

2𝑞
+ 𝛿𝑗,2𝑞

)︂
𝜕𝑆

}︂⎛⎝𝑢3−𝑗
𝑣3−𝑗

⎞⎠
− 𝛿2,2𝑞

2𝑞 − 3

2𝑞

⎛⎝𝑢1
𝑣1

⎞⎠ ,

⎛⎝𝐹𝑘
𝐺̃𝑘

⎞⎠ ≡
∑︁

𝑚1+···𝑖𝑚𝑖
+𝑛1+···𝑙𝑛𝑙+𝑗=𝑘

𝐶𝑖,𝑙,𝑚1,...,𝑚𝑖,𝑛1,...,𝑛𝑙𝑢
𝑚1
1 · · ·𝑢𝑚𝑖

𝑖 𝑣
𝑛1
1 · · · 𝑣𝑛𝑙𝑙 𝜕

|m|
𝑅 𝜕

|n|
Ψ

⎛⎝Λ𝑗

Ω𝑗

⎞⎠
−

𝑘−1∑︁
𝑗=1

{︂
𝐹𝑗𝜕𝑅 +𝐺𝑗𝜕Ψ + 𝑠𝑗/2

(︂
1− 𝑗

2𝑞
+ 𝛿𝑗,2𝑞

)︂
𝜕𝑆

}︂⎛⎝𝑢𝑘−𝑗
𝑣𝑘−𝑗

⎞⎠
−

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝛿𝑗,2𝑞
2𝑞 − 𝑘

2𝑞

⎛⎝𝑢𝑘−𝑗
𝑣𝑘−𝑗

⎞⎠ ,

(4.36)

где |m| = 𝑚1 + · · · + 𝑚𝑖, |n| = 𝑛1 + · · · + 𝑛𝑙 с некоторыми постоянными па­

раметрами 𝐶𝑖,𝑙,𝑚1,...,𝑚𝑖,𝑛1,...,𝑛𝑙. Чтобы избежать появления секулярных членов в

(4.32) и гарантировать существование периодических решений системы (4.35),

положим

Λ𝑘(𝑅,Ψ) ≡ ⟨𝐹𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆)− 𝐹𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆)⟩κ𝑆,

Ω𝑘(𝑅,Ψ) ≡ ⟨𝐺𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆)− 𝐺̃𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆)⟩κ𝑆. (4.37)

В частности, Λ1(𝑅,Ψ) ≡ ⟨𝑓1(𝑎, 𝜅𝑆/κ +Ψ, 𝑆)⟩κ𝑆 и Ω1(𝑅,Ψ) ≡ 𝜂𝑅. Следователь­

но, система (4.35) разрешима в классе функций, 2𝜋κ-периодических по 𝑆 с нуле­

вым средним. Видно, что функции 𝑢𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆), 𝑣𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆), Λ𝑘(𝑅,Ψ), Ω𝑘(𝑅,Ψ)

являются 2𝜋-периодическими по Ψ. Более того, принимая во внимание (4.31),

(4.36) и (4.37), можно показать по индукции, что 𝑢𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆), Λ𝑘(𝑅,Ψ) являются

многочленами от 𝑅 степени 𝑘 − 1, а 𝑣𝑘(𝑅,Ψ, 𝑆), Ω𝑘(𝑅,Ψ) являются многочле­

нами от 𝑅 степени 𝑘. Это вместе с (4.32) означает, что для любого 𝜖 ∈ (0,ℛ)
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найдется 𝑡0 ≥ 1 такое, что

|𝑈𝑁 −𝑅| ≤ 𝜖, |𝑉𝑁 −Ψ| ≤ 𝜖, |det J𝑁 − 1| ≤ 𝜖 (4.38)

для всех (𝑅,Ψ) ∈ D0,𝑡0, 𝑡 ≥ 𝑡0 и 𝑆 ∈ R, где

J𝑁(𝑅,Ψ, 𝑆, 𝑡) :=

⎛⎝𝜕𝑅𝑉𝑁(𝑅,Ψ, 𝑆, 𝑡) 𝜕Ψ𝑉𝑁(𝑅,Ψ, 𝑆, 𝑡)

𝜕𝑅Ψ𝑁(𝑅,Ψ, 𝑆, 𝑡) 𝜕ΨΨ𝑁(𝑅,Ψ, 𝑆, 𝑡)

⎞⎠ .

Таким образом, замена (4.33) обратима. Обозначим через 𝑅 = 𝑢(𝜌, 𝜓, 𝑡), Ψ =

𝑣(𝜌, 𝜓, 𝑡) обратное преобразование, определённое для всех (𝜌, 𝜓) ∈ D𝜖,𝑡0 ⊂ D0,𝑡0

и 𝑡 ≥ 𝑡0. Тогда,⎛⎝Λ̃𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡)

Ω̃𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑆, 𝑡)

⎞⎠ ≡ (𝜕𝑡 + 𝐹𝜕𝑅 +𝐺𝜕Ψ)

⎛⎝𝑈𝑁
𝑉𝑁

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑅=𝑢(𝜌,𝜓,𝑡)
Ψ=𝑣(𝜌,𝜓,𝑡)

−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
2𝑞

⎛⎝Λ𝑘(𝜌, 𝜓)

Ω𝑘(𝜌, 𝜓)

⎞⎠ .

Объединяя это с (4.34), получаем (4.14). Из (4.38) следует, что |𝜌−𝑢(𝜌, 𝜓, 𝑡)| ≤ 𝜖

и |𝜓 − 𝑣(𝜌, 𝜓, 𝑡)| ≤ 𝜖 для всех (𝜌, 𝜓) ∈ D𝜖,𝑡0 и 𝑡 ≥ 𝑡0. Определим 𝑢̃𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑡) ≡

𝑢(𝜌, 𝜓, 𝑡)− 𝜌, 𝑣𝑁(𝜌, 𝜓, 𝑡) ≡ 𝑣(𝜌, 𝜓, 𝑡)− 𝜓. Таким образом, имеем (4.11).

4.5.2. Анализ модельной системы

Доказательство леммы 3. Подстановка 𝜚(𝑡) = 𝑢(𝑡), 𝜑(𝑡) = 𝜓0 + 𝑣(𝑡) в (4.17)

даёт следующую систему с равновесием в точке (0, 0):

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑛
2𝑞Λ𝑛(𝑢, 𝜓0 + 𝑣),

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝑡−

1
2𝑞𝜂𝑢. (4.39)

Рассмотрим линеаризованную систему

𝑑z

𝑑𝑡
= M(𝑡)z, M(𝑡) ≡

⎛⎝𝑡− 𝑛
2𝑞𝜆𝑛 𝑡−

𝑛
2𝑞𝜈𝑛

𝑡−
1
2𝑞𝜂 0

⎞⎠ , z =

⎛⎝𝑢
𝑣

⎞⎠ .

Корни характеристического уравнения |M(𝑡)− 𝜇I| = 0 имеют вид

𝜇±(𝑡) =
𝑡−

𝑛
2𝑞

2

(︂
𝜆𝑛 ±

√︁
4𝜈𝑛𝜂𝑡

𝑛−1
2𝑞 + 𝜆2𝑛

)︂
.
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При 𝜈𝑛𝜂 > 0 собственные значения 𝜇+(𝑡) и 𝜇−(𝑡) являются действительными

числами разных знаков. Это означает, что равновесие имеет тип седло, а непо­

движная точка (0, 𝜓0) системы (4.17) неустойчива.

Покажем, что в противном случае, когда 𝜈𝑛𝜂 < 0, устойчивость равновесия

зависит от знака 𝜆𝑛 ̸= 0. Рассмотрим сначала случай 𝑛 = 1. Используем

𝐿1(𝑢, 𝑣) ≡
1

2

(︀
|𝜂|𝑢2 + |𝜈1|𝑣2

)︀
+ 𝜒1𝑢𝑣 (4.40)

как кандидат на функцию Ляпунова для системы (4.39), где 𝜒1 ∈ R — параметр,

такой что

sgn𝜒1 = sgn (𝜈1𝜆1), |𝜒1| =
1

2
min

{︂
|𝜂|, |𝜈1|,

2|𝜆1𝜂𝜈1|
𝜆21 + 2|𝜂𝜈1|

}︂
. (4.41)

Легко проверить, что существует Δ0 > 0 такое, что

𝐿−Δ
2 ≤ 𝐿1(𝑢, 𝑣) ≤ 𝐿+Δ

2 (4.42)

для всех (𝑢, 𝑣) ∈ R2, таких, что Δ =
√
𝑢2 + 𝑣2 ≤ Δ0, где 𝐿− = min{|𝜂| −

|𝜒1|, |𝜈1| − |𝜒1|}/4 > 0 и 𝐿+ = max{|𝜂| + |𝜒1|, |𝜈1| + |𝜒1|}. Производная 𝐿1(𝑢, 𝑣)

по 𝑡 вдоль траекторий системы удовлетворяет условию

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
:=

(︂
𝜕𝑡 +

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝜕𝑢 +

𝑑𝑣

𝑑𝑡
𝜕𝑣

)︂
𝐿1 = 𝑡−

1
2𝑞

(︀
𝒲(𝑢, 𝑣) +𝒪(Δ3)

)︀
, Δ → 0,

где

𝒲(𝑢, 𝑣) ≡ (𝜆1 − (sgn𝜆1)|𝜒1|)|𝜂|𝑢2 + (sgn𝜆1)|𝜒1𝜈1|𝑣2 + 𝜒1𝜆1𝑢𝑣.

Используя неравенство Юнга, получаем

𝜒1|𝜆1|𝑢𝑣 ≥ − |𝜒1|
2|𝜈1|

(︀
𝜆21𝑢

2 + 𝜈21𝑣
2
)︀

(4.43)

для всех (𝑢, 𝑣) ∈ R2. Легко проверить, что

𝒲(𝑢, 𝑣) ≥ |𝜆1𝜂|
(︂
1− |𝜒1|(𝜆21 + 2|𝜂𝜈1|)

2|𝜆1𝜂𝜈1|

)︂
𝑢2 +

|𝜒1𝜈1|
2

𝑣2, если 𝜆1 > 0,

𝒲(𝑢, 𝑣) ≤ −|𝜆1𝜂|
(︂
1− |𝜒1|(𝜆21 + 2|𝜂𝜈1|)

2|𝜆1𝜂𝜈1|

)︂
𝑢2 − |𝜒1𝜈1|

2
𝑣2, если 𝜆1 < 0.
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Объединяя это с (4.41) и (4.43), мы видим, что существует 0 < Δ1 ≤ Δ0 такое,

что

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
≥ 𝑡−

1
2𝑞

{︀
𝐴1𝑢

2 +𝐵1𝑣
2 − 𝐶1Δ

3
}︀
, если 𝜆1 > 0,

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
≤ −𝑡−

1
2𝑞

{︀
𝐴1𝑢

2 +𝐵1𝑣
2 − 𝐶1Δ

3
}︀
, если 𝜆1 < 0 (4.44)

для всех (𝑢, 𝑣) ∈ R2 таких, что Δ ≤ Δ1 с положительными параметрами

𝐴1 =
|𝜆1𝜂|
2

, 𝐵1 =
|𝜒1𝜈1|
2

(4.45)

и некоторый 𝐶1 > 0. Следовательно, существует 0 < Δ̃1 ≤ min{𝛾1/(2𝐶1),Δ1}

такой, что 𝐴1𝑢
2 + 𝐵1𝑣

2 ≥ 𝛾1Δ
2 и 𝐶1Δ

3 ≤ 𝛾1Δ
2/2 для всех (𝑢, 𝑣) ∈ R2 таких,

что Δ ≤ Δ̃1, где 𝛾1 = min{𝐴1, 𝐵1}. Объединяя это с (4.42) и (4.44), мы видим,

что существует 0 < Δ2 ≤ Δ̃1 такое, что

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
≥ 𝛾1𝑡

− 1
2𝑞𝐿1 ≥ 0, если 𝜆1 > 0, (4.46)

𝑑𝐿1

𝑑𝑡
≤ −𝛾1𝑡−

1
2𝑞𝐿1 ≤ 0, если 𝜆1 < 0 (4.47)

для всех (𝑢, 𝑣) ∈ R2 таких, что Δ ≤ Δ2 с 𝛾1 = 𝛾1/(2𝐿+) > 0.

Если 𝜆1 > 0, то, интегрируя (4.46) по 𝑡, получаем неравенство

log𝐿1(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) ≥ log𝐿1(𝑢(𝑡0), 𝑣(𝑡0)) +
2𝑞𝛾1
2𝑞 − 1

(︂
𝑡1−

1
2𝑞 − 𝑡

1− 1
2𝑞

0

)︂
, 𝑡 ≥ 𝑡0.

Принимая во внимание (4.42), мы видим, что существует 𝜖 ∈ (0,Δ2) такой,

что для любого 𝛿 ∈ (0, 𝜖) решение (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) уравнения (4.39) с начальными

данными
√︀
𝑢2(𝑡0) + 𝑣2(𝑡0) = 𝛿 покидает окрестность {(𝑢, 𝑣) ∈ R2 : Δ ≤ 𝜖} при

𝑡 ≥ 𝑡1, где

𝑡
1− 1

2𝑞

1 = 𝑡
1− 1

2𝑞

0 +

(︂
2𝑞 − 1

2𝑞𝛾1

)︂
log

(︂
𝐿+𝜖

2

𝐿−𝛿2

)︂
.

Следовательно, равновесие (0, 0) в системе (4.39) и неподвижная точка (0, 𝜓0)

в системе (4.17) неустойчивы.

Если 𝜆1 < 0, то из (4.47) следует, что для любого 𝜖 ∈ (0,Δ1) найдется

𝛿 ∈ (0, 𝜖) такое, что решение (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) уравнения (4.39) с начальными данны­

ми
√︀
𝑢2(𝑡0) + 𝑣2(𝑡0) ≤ 𝛿 не может выйти из окрестности {(𝑢, 𝑣) ∈ R2 : Δ ≤ 𝜖}.
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Следовательно, точка равновесия (0, 0) системы (4.39) и неподвижная точка

(0, 𝜓0) системы (4.17) устойчивы. Более того, интегрируя (4.47), получаем нера­

венство

𝐿1(𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) ≤ 𝐿1(𝑢(𝑡0), 𝑣(𝑡0)) exp

{︂
− 2𝑞𝛾1
2𝑞 − 1

(︂
𝑡1−

1
2𝑞 − 𝑡

1− 1
2𝑞

0

)︂}︂
, 𝑡 ≥ 𝑡0.

Объединяя это с (4.42), получаем асимптотическую устойчивость равновесия.

Пусть 𝑛 ≥ 2. Рассмотрим

𝐿𝑛 ≡ 𝑡
𝑛−1
2𝑞

|𝜂|
2
𝑢2 + (sgn 𝜈𝑛)

𝑣∫︁
0

Λ𝑛(𝑢, 𝜓0 + 𝑤) 𝑑𝑤 + 𝑡−
𝑛−1
2𝑞

(︂
𝜆2𝑛𝑣

2

2|𝜂|
+ 𝜆𝑛(sgn 𝜂)𝑢𝑣

)︂
в качестве кандидата на функцию Ляпунова. Обратим внимание, что существу­

ют Δ0 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0, такие, что

1

4

(︀
|𝜂|𝑢2 + |𝜈𝑛|𝑣2

)︀
≤ 𝐿𝑛(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≤ 𝑡

𝑛−1
2𝑞

(︀
|𝜂|𝑢2 + |𝜈𝑛|𝑣2

)︀
для всех (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3, таких, что Δ ≤ Δ0 и 𝑡 ≥ 𝑡1. Напомним, что sgn 𝜈𝑛 =

−sgn 𝜂. Производная 𝐿𝑛(𝑢, 𝑣, 𝑡) по 𝑡 вдоль траекторий системы (4.39) удовле­

творяет условию

𝑑𝐿𝑛
𝑑𝑡

= 𝜆𝑛𝑡
− 𝑛

2𝑞

(︁
|𝜂|𝑢2 + |𝜈𝑛|𝑣2 +𝒪(Δ3) +𝒪(Δ2)𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁

при Δ → 0 и 𝑡→ ∞. Следовательно, существуют 0 < Δ1 ≤ Δ0 и 𝑡2 ≥ 𝑡1, такие,

что

𝑑𝐿𝑛
𝑑𝑡

≥ 𝛾𝑛𝑡
− 𝑛

2𝑞

(︀
|𝜂|𝑢2 + |𝜈𝑛|𝑣2

)︀
≥ 𝛾𝑛𝑡

− 2𝑛−1
2𝑞 𝐿𝑛 ≥ 0, если 𝜆𝑛 > 0,

𝑑𝐿𝑛
𝑑𝑡

≤ −𝛾𝑛𝑡−
𝑛
2𝑞

(︀
|𝜂|𝑢2 + |𝜈𝑛|𝑣2

)︀
≤ −𝛾𝑛𝑡−

2𝑛−1
2𝑞 𝐿𝑛 ≤ 0, если 𝜆𝑛 < 0 (4.48)

для всех (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3, таких, что Δ ≤ Δ1 и 𝑡 ≥ 𝑡2, причём 𝛾𝑛 = |𝜆𝑛|/2 > 0.

Интегрируя (4.48), получаем следующие неравенства:

|𝜂|𝑢2(𝑡) + |𝜈𝑛|𝑣2(𝑡) ≥ 𝐶𝑡−
𝑛−1
2𝑞 exp

{︂
2𝑞𝛾𝑛

2𝑞 − 2𝑛+ 1

(︂
𝑡1−

2𝑛−1
2𝑞 − 𝑡

1− 2𝑛−1
2𝑞

2

)︂}︂
, 𝜆𝑛 > 0,

|𝜂|𝑢2(𝑡) + |𝜈𝑛|𝑣2(𝑡) ≤ 4𝐶 exp

{︂
− 2𝑞𝛾𝑛
2𝑞 − 2𝑛+ 1

(︂
𝑡1−

2𝑛−1
2𝑞 − 𝑡

1− 2𝑛−1
2𝑞

2

)︂}︂
, 𝜆𝑛 < 0
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с положительным параметром 𝐶 = 𝐿𝑛(𝑢(𝑡2), 𝑣(𝑡2), 𝑡2) > 0. Таким образом, если

𝜆𝑛 > 0 и 𝑛 ≤ 𝑞, равновесие (0, 𝜓0) системы (4.17) неустойчиво. Если 𝑛 ≤ 𝑞 и

𝜆𝑛 < 0, равновесие асимптотически устойчиво. Наконец, если 𝑛 > 𝑞 и 𝜆𝑛 < 0,

равновесие (не асимптотически) устойчиво.

Доказательство леммы 4. Подставляя ряды (4.19) в (4.16) и приравнивая чле­

ны при одинаковых степенях 𝑡, получаем цепочку линейных уравнений для ко­

эффициентов 𝜚𝑘, 𝜑𝑘 ⎛⎝ 𝜂 0

𝜆𝑛 𝜈𝑛

⎞⎠⎛⎝𝜚𝑘
𝜑𝑘

⎞⎠ =

⎛⎝F𝑘

G𝑘

⎞⎠ , (4.49)

где F𝑘, G𝑘 выражаются через 𝜚1, 𝜑1, . . . , 𝜚𝑘−1, 𝜑𝑘−1. Например,

F1 =− Ω𝑚(0, 𝜓0),

G1 =− Λ𝑛+1(0, 𝜓0),

F2 =− Ω𝑚+1(0, 𝜓0)− (𝜚1𝜕𝜌 + 𝜑1𝜕𝜓) Ω𝑚(0, 𝜓0),

G2 =− Λ𝑛+2(0, 𝜓0)−
∑︁
𝑖+𝑗=2

(𝜚𝑖𝜕𝜌 + 𝜑𝑖𝜕𝜓) Λ𝑛+𝑗(0, 𝜓0)

− 1

2

(︀
𝜚21𝜕

2
𝜌 + 2𝜚1𝜑1𝜕𝜌𝜕𝜓 + 𝜑21𝜕

2
𝜓

)︀
Λ𝑛(0, 𝜓0).

Поскольку 𝜈𝑛𝜂 ̸= 0, то видим, что система (4.49) разрешима.

Для доказательства существования решения системы (4.16) с такой асимп­

тотикой рассмотрим функции 𝜚*,𝑀(𝑡) ≡ 𝜚*,𝑛+𝑀+1(𝑡) и 𝜑*,𝑀(𝑡) ≡ 𝜑*,𝑛+𝑀+1(𝑡) с

некоторым 𝑀 ∈ Z+. Из (4.20) следует, что

𝜚*,𝑀(𝑡) ≡
𝑛+𝑀+1∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘+𝑚−2

2𝑞 𝜚𝑘, 𝜑*,𝑀(𝑡) ≡ 𝜓0 +
𝑛+𝑀+1∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
2𝑞𝜑𝑘. (4.50)

По построению мы имеем

𝑍𝜚(𝑡) ≡ 𝜚′*,𝑀(𝑡)− Λ̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡), 𝑡) = 𝒪
(︁
𝑡−

2𝑛+𝑀+2
2𝑞

)︁
,

𝑍𝜑(𝑡) ≡ 𝜑′*,𝑀(𝑡)− Ω̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡), 𝑡) = 𝒪
(︁
𝑡−

𝑛+𝑚+𝑀+1
2𝑞

)︁
, 𝑡→ ∞. (4.51)
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Подставляя

𝜚(𝑡) = 𝜚*,𝑀(𝑡) + 𝑡−
𝑀
2𝑞𝑢(𝑡), 𝜑(𝑡) = 𝜑*,𝑀(𝑡) + 𝑡−

𝑀
2𝑞 𝑣(𝑡) (4.52)

в (4.16), мы получаем возмущённую систему, близкую к гамильтоновой,

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −𝜕𝑣ℋ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝜉𝑀(𝑡),

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝜕𝑢ℋ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) + ϒ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝜁𝑀(𝑡), (4.53)

c функциями

ℋ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡
𝑢∫︁

0

𝒢𝑀(𝑤, 0, 𝑡) 𝑑𝑤 −
𝑣∫︁

0

ℱ𝑀(𝑢,𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤,

ϒ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡
𝑣∫︁

0

(𝜕𝑢ℱ(𝑢,𝑤, 𝑡) + 𝜕𝑣𝒢(𝑢,𝑤, 𝑡)) 𝑑𝑤

и возмущениями 𝜉𝑀(𝑡) ≡ −𝑡𝑀/(2𝑞)𝑍𝜚(𝑡), 𝜁𝑀(𝑡) ≡ −𝑡𝑀/(2𝑞)𝑍𝜑(𝑡), где

ℱ𝑀 ≡ 𝑡
𝑀
2𝑞

(︁
Λ̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡) + 𝑡−

𝑀
2𝑞𝑢, 𝜑*,𝑀(𝑡) + 𝑡−

𝑀
2𝑞 𝑣, 𝑡)− Λ̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡), 𝑡)

)︁
+
𝑀

2𝑞
𝑡−1𝑢,

𝒢𝑀 ≡ 𝑡
𝑀
2𝑞

(︁
Ω̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡) + 𝑡−

𝑀
2𝑞𝑢, 𝜑*,𝑀(𝑡) + 𝑡−

𝑀
2𝑞 𝑣, 𝑡)− Ω̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡), 𝑡)

)︁
+
𝑀

2𝑞
𝑡−1𝑣.

Из (4.15), (4.18) и (4.51) следует, что

ℋ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) =

{︂
𝑡−

1
2𝑞
𝜂𝑢2

2
− 𝑡−

𝑛
2𝑞

(︂
𝜆𝑛𝑢𝑣 +

𝜈𝑛𝑣
2

2

)︂}︂(︁
1 +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁
,

ϒ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝑣
(︁
𝜆𝑛𝑡

− 𝑛
2𝑞 + 𝜔𝑚𝑡

−𝑚
2𝑞

)︁(︁
1 +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁
,

𝜉𝑀(𝑡) = 𝒪(𝑡−
2𝑛+2
2𝑞 ), 𝜁𝑀(𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑛+𝑚+1
2𝑞 ) (4.54)

при Δ =
√
𝑢2 + 𝑣2 → 0 и 𝑡 → ∞. Наша цель — показать, что существует реше­

ние системы (4.53), такое что 𝑢(𝑡) = 𝒪(1) и 𝑣(𝑡) = 𝒪(1) при 𝑡 → ∞. Это обес­

печит существование решения системы (4.16) с асимптотическим разложением
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(4.19). Предлагаемый метод основан на анализе устойчивости и построении под­

ходящих функций Ляпунова. Отметим, что аналогичный подход к обоснованию

асимптотики использовался в [39].

Заметим, что если 𝜉𝑀(𝑡) ≡ 𝜁𝑀(𝑡) ≡ 0, то система (4.53) имеет положение

равновесия (0, 0). Докажем устойчивость системы, близкой к гамильтоновой,

относительно затухающих во времени возмущений 𝜉𝑀(𝑡) и 𝜁𝑀(𝑡).

Рассмотрим сначала случай 1 ≤ 𝑛 < 𝑚. Если 𝑛 = 1 и 𝑚 > 1, мы исполь­

зуем ℒ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡ 𝐿1(𝑢, 𝑣), определяемую (4.40) и (4.41), в качестве кандидата

на функцию Ляпунова для системы (4.53). Если 𝑚 > 𝑛 > 1, мы используем

ℒ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡(sgn 𝜂)𝑡
𝑛
2𝑞ℋ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑡−

𝑛−1
2𝑞 𝜆𝑛𝒦(𝑢, 𝑣),

с 𝒦(𝑢, 𝑣) ≡ 𝜆𝑛𝑣
2/2|𝜂|+ (sgn 𝜂)𝑢𝑣. Из (4.54) следует, что

ℒ𝑀 = 𝑡
𝑛−1
2𝑞

|𝜂|𝑢2

2
+

|𝜈𝑛|𝑣2

2
− (sgn 𝜂)𝜆𝑛𝑢𝑣 +𝒪(Δ2)𝒪(𝑡−

1
2𝑞 ), Δ → 0, 𝑡→ ∞.

Следовательно, существуют Δ1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0 такие, что

𝐿−Δ
2 ≤ ℒ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≤ 𝑡

𝑛−1
2𝑞 𝐿+Δ

2 (4.55)

для всех (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3, таких, что Δ ≤ Δ1 и 𝑡 ≥ 𝑡1, с некоторым 𝐿± = const > 0.

Производная ℒ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) по 𝑡 вдоль траекторий системы определяется выраже­

нием

𝑑ℒ𝑀
𝑑𝑡

≡ 𝒟𝑀,1(𝑢, 𝑣, 𝑡) +𝒟𝑀,2(𝑢, 𝑣, 𝑡), (4.56)

где 𝒟𝑀,1 ≡ (𝜕𝑡 − 𝜕𝑢ℋ𝑀𝜕𝑢 + (𝜕𝑣ℋ𝑀 +ϒ𝑀)𝜕𝑣)ℒ𝑀 , 𝒟𝑀,2 ≡ (𝜉𝑀𝜕𝑢 + 𝜁𝑀𝜕𝑣)ℒ𝑀 .

Легко проверить, что

𝒟𝑀,1(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≤ −𝑡−
1
2𝑞

(︁
𝐴1𝑢

2 +𝐵1𝑣
2 +𝒪(Δ2)𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁
, 1 = 𝑛 < 𝑚,

𝒟𝑀,1(𝑢, 𝑣, 𝑡) = −𝑡−
𝑛
2𝑞 |𝜆𝑛|

(︁
|𝜂|𝑢2 + |𝜈𝑛|𝑣2 +𝒪(Δ2)𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁
, 1 < 𝑛 < 𝑚,

и 𝒟𝑀,2(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝒪(Δ)𝒪(𝑡−
𝑛+3
2𝑞 ) при Δ → 0 и 𝑡 → ∞, где положительные

параметры 𝐴1 и 𝐵1 определены формулой (4.45). Следовательно, существуют
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Δ2 ≤ Δ1 и 𝑡2 ≥ 𝑡1, такие, что

𝒟𝑀,1(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≤ −𝑡−
𝑛
2𝑞𝛾𝑛Δ

2, 𝒟𝑀,2(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≤ 𝑡−
𝑛+1
2𝑞 𝐶Δ

для всех (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3, таких, что Δ ≤ Δ2 и 𝑡 ≥ 𝑡2, где 𝐶 = const > 0,

𝛾1 = min{𝐴1, 𝐵1}/2 и 𝛾𝑛 = |𝜆𝑛|min{|𝜂|, |𝜈𝑛|}/2. Следовательно, для любого

𝜖 ∈ (0,Δ2) существуют

𝛿𝜖 =
2𝐶

𝛾𝑛
𝑡
− 1

2𝑞
𝜖 , 𝑡𝜖 = max

{︃
𝑡2,

(︂
4𝐶

𝛾𝑛𝜖

)︂2𝑞
}︃

такие, что

𝑑ℒ𝑀
𝑑𝑡

≤ 𝑡−
𝑛
2𝑞

(︂
−𝛾𝑛 + 𝐶𝛿−1

𝜖 𝑡
− 1

2𝑞
𝜖

)︂
Δ2 ≤ 0

для всех (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3 таких, что 𝛿𝜖 ≤ Δ ≤ 𝜖 и 𝑡 ≥ 𝑡𝜖. Объединяя это с

(4.55), мы видим, что любое решение системы (4.53) с начальными данными√︀
𝑢2(𝑡𝜖) + 𝑣2(𝑡𝜖) ≤ 𝛿, где 𝛿 = max{𝛿𝜖, 𝜖

√︀
𝐿−/𝐿+}, не может выйти из окрестно­

сти {(𝑢, 𝑣) ∈ R2 : Δ ≤ 𝜖} при 𝑡 ≥ 𝑡𝜖. Из (4.52) следует, что при всех 𝑀 ∈ Z+

траектории системы (4.16), стартующие вблизи (0, 𝜓0), удовлетворяют оценкам

𝜚(𝑡) = 𝜚*,𝑀(𝑡) + 𝒪(𝑡−
𝑀
2𝑞 ), 𝜑(𝑡) = 𝜑*,𝑀(𝑡) + 𝒪(𝑡−

𝑀
2𝑞 ) при 𝑡 → ∞. Таким образом,

существует решение 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡) системы (4.16) с асимптотикой (4.19).

Теперь пусть 𝑛 ≥ 𝑚. Используя

ℒ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡

⎧⎪⎨⎪⎩(sgn 𝜂)𝑡
𝑛
2𝑞ℋ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑡−

𝑛−1
2𝑞 (𝜆𝑛 + 𝜔𝑛)𝒦(𝑢, 𝑣), 𝑛 = 𝑚,

(sgn 𝜂)𝑡
𝑛
2𝑞ℋ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑡−

𝑚−1
2𝑞 𝜔𝑚𝒦(𝑢, 𝑣), 𝑛 > 𝑚,

в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (4.53), получаем (4.55)

и (4.56), где

𝒟𝑀,1(𝑢, 𝑣, 𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩−𝑡−
𝑛
2𝑞 |𝜆𝑛 + 𝜔𝑛|

(︁
|𝜂|𝑢2 + |𝜈𝑛|𝑣2 +𝒪(Δ2)𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁
, 𝑛 = 𝑚,

−𝑡−
𝑚
2𝑞 |𝜔𝑚|

(︁
|𝜂|𝑢2 + |𝜈𝑛|𝑣2 +𝒪(Δ2)𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁
, 𝑛 > 𝑚,

𝒟𝑀,2(𝑢, 𝑣, 𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝒪(Δ)𝒪(𝑡−
𝑛+1
2𝑞 ), 𝑛 = 𝑚,

𝒪(Δ)𝒪(𝑡−
𝑚+1
2𝑞 ), 𝑛 > 𝑚,
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при Δ → 0 и 𝑡 → ∞. Затем, повторяя приведённые выше рассуждения, дока­

зывается существование решения с асимптотикой (4.19).

Для доказательства устойчивости построенного решения 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡), рас­

смотрим замену (4.52) на 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡) вместо 𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡) и с некоторым

𝑀 ∈ Z+. В этом случае получаем систему (4.53) с

ℱ𝑀 ≡ 𝑡
𝑀
2𝑞

(︁
Λ̂𝑁(𝜚*(𝑡) + 𝑡−

𝑀
2𝑞𝑢, 𝜑*(𝑡) + 𝑡−

𝑀
2𝑞 𝑣, 𝑡)− Λ̂𝑁(𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡), 𝑡)

)︁
+
𝑀

2𝑞
𝑡−1𝑢,

𝒢𝑀 ≡ 𝑡
𝑀
2𝑞

(︁
Ω̂𝑁(𝜚*(𝑡) + 𝑡−

𝑀
2𝑞𝑢, 𝜑*(𝑡) + 𝑡−

𝑀
2𝑞 𝑣, 𝑡)− Ω̂𝑁(𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡), 𝑡)

)︁
+
𝑀

2𝑞
𝑡−1𝑣,

и 𝜉𝑀(𝑡) ≡ 𝜁𝑀(𝑡) ≡ 0. Тогда, повторяя приведённые выше рассуждения и ис­

пользуя построенные функции Ляпунова, получаем 𝑑ℒ𝑀/𝑑𝑡 ≤ −𝑡−
2𝑛−1
2𝑞 𝐷𝑛ℒ𝑀

для всех (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3 таких, что Δ ≤ Δ3, 𝑡 ≥ 𝑡3 при некоторых Δ3 ≤ Δ1,

𝑡3 ≥ 𝑡1 и 𝐷𝑛 = 𝛾𝑛/𝐿+ > 0. Интегрируя это неравенство и учитывая (4.55),

получаем асимптотическую устойчивость решения 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡), если 𝑛 ≤ 𝑞 и

(неасимптотическую) устойчивость, если 𝑛 > 𝑞.

Доказательство леммы 5. Асимптотические ряды строятся так же, как и в

доказательстве леммы 4. Рассмотрим функции 𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡), определяемые

формулой (4.50). Подставляя

𝜚(𝑡) = 𝜚*,𝑀(𝑡) + 𝑡−
𝑀−ℎ
2𝑞 𝑢(𝑡), 𝜑(𝑡) = 𝜑*,𝑀(𝑡) + 𝑡−

𝑀−ℎ
2𝑞 𝑣(𝑡) (4.57)

при 𝑀 > ℎ в уравнения (4.16), получаем возмущённую систему (4.53), где

ℋ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) и ϒ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) определяются формулой (4.54) с

ℱ𝑀 ≡ 𝑡
𝑀−ℎ
2𝑞

(︁
Λ̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡) + 𝑡−

𝑀−ℎ
2𝑞 𝑢, 𝜑*,𝑀(𝑡) + 𝑡−

𝑀−ℎ
2𝑞 𝑣, 𝑡)− Λ̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡), 𝑡)

)︁
+
𝑀 − ℎ

2𝑞
𝑡−1𝑢,

𝒢𝑀 ≡ 𝑡
𝑀−ℎ
2𝑞

(︁
Ω̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡) + 𝑡−

𝑀−ℎ
2𝑞 𝑢, 𝜑*,𝑀(𝑡) + 𝑡−

𝑀−ℎ
2𝑞 𝑣, 𝑡)− Ω̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡), 𝑡)

)︁
+
𝑀 − ℎ

2𝑞
𝑡−1𝑣,

а возмущения имеют следующий вид: 𝜉𝑀(𝑡) ≡ −𝑡(𝑀−ℎ)/(2𝑞)𝑍𝜚(𝑡) и 𝜁𝑀(𝑡) ≡

−𝑡(𝑀−ℎ)/(2𝑞)𝑍𝜑(𝑡) с функциями 𝑍𝜚(𝑡) и 𝑍𝜑(𝑡), определяемыми формулой (4.51).
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Отсюда легко следует, что

ℋ𝑀 =

{︂
𝑡−

1
2𝑞
𝜂𝑢2

2
− 𝑡−

𝑛
2𝑞

(︂
𝜆𝑛𝑢𝑣 +

𝜈𝑛𝑣
2

2

)︂}︂
(1 +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )),

ϒ𝑀 = 𝑡−
ℎ
2𝑞𝑑ℎ𝑣(1 +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )), 𝜉𝑀(𝑡) = 𝒪(𝑡−

ℎ+2𝑛+2
2𝑞 ), 𝜁𝑀(𝑡) = 𝒪(𝑡−

ℎ+𝑛+𝑚+1
2𝑞 )

при Δ =
√
𝑢2 + 𝑣2 → 0 и 𝑡 → ∞. Обратим внимание, что 𝜕𝑢ℋ𝑀(0, 0, 𝑡) ≡

𝜕𝑣ℋ𝑀(0, 0, 𝑡) ≡ ϒ𝑀(0, 0, 𝑡) ≡ 0. Докажем устойчивость системы относительно

неисчезающих возмущений 𝜉𝑀(𝑡) и 𝜁𝑀(𝑡) (см. [190, гл. 9]).

Рассмотрим кандидата на функцию Ляпунова в следующем виде:

ℒ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(sgn 𝜂)𝑡

1
2𝑞ℋ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑡−

ℎ−1
2𝑞

𝑑ℎ(sgn 𝜂)
2 𝑢𝑣, ℎ > 𝑛 = 1,

(sgn 𝜂)𝑡
𝑛
2𝑞ℋ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑡−

ℎ−1
2𝑞 𝑑ℎ(sgn 𝜂)𝑢𝑣, ℎ > 𝑛 > 1,

(sgn 𝜂)𝑡
𝑛
2𝑞ℋ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑡−

ℎ−1
2𝑞 𝑑ℎ

{︁
(sgn 𝜂)𝑢𝑣 + 𝜆𝑛𝑣

2

2|𝜂|

}︁
, ℎ ≤ 𝑛.

Мы видим, что существуют Δ1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0, такие, что оценка (4.55) спра­

ведлива для всех (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3, таких, что Δ ≤ Δ1 и 𝑡 ≥ 𝑡1 с некоторым

𝐿± = const > 0. Производная ℒ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) по 𝑡 вдоль траекторий системы опре­

деляется выражением (4.56), где 𝒟𝑀,1 ≡ (𝜕𝑡 − 𝜕𝑣ℋ𝑀𝜕𝑢 + (𝜕𝑢ℋ𝑀 +ϒ𝑀)𝜕𝑣)ℒ𝑀
и 𝒟𝑀,2 ≡ (𝜉𝑀𝜕𝑢 + 𝜁𝑀𝜕𝑣)ℒ𝑀 . Легко проверить, что

𝒟𝑀,1 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑡
− ℎ

2𝑞 𝑑𝑛
2 (|𝜂|𝑢

2 + |𝜈1|𝑣2)(1 +𝒪(𝑡−
1
𝑞 )), 𝑛 = 1,

𝑡−
ℎ
2𝑞𝑑𝑛(|𝜂|𝑢2 + |𝜈1|𝑣2)(1 +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )), 𝑛 ̸= 1

и 𝒟𝑀,2(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝒪(𝑡−
ℎ+𝑛+3

2𝑞 )𝒪(Δ) при Δ → 0 и 𝑡 → ∞. Следовательно, суще­

ствуют Δ2 ≤ Δ1 и 𝑡2 ≥ 𝑡1, такие, что 𝒟𝑀,1(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≤ −𝑡−
ℎ
2𝑞𝛾ℎΔ

2 и 𝒟𝑀,2(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≤

𝑡−
ℎ+1
2𝑞 𝐶Δ для всех (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3, таких, что Δ ≤ Δ2 и 𝑡 ≥ 𝑡2, где 𝐶 = const > 0,

и 𝛾ℎ = |𝑑ℎ|/4 > 0. Следовательно, для любого 𝜖 ∈ (0,Δ2) существуют

𝛿𝜖 =
2𝐶

𝛾ℎ
𝑡
− 1

2𝑞
𝜖 , 𝑡𝜖 = max

{︃
𝑡2,

(︂
4𝐶

𝛾ℎ𝜖

)︂2𝑞
}︃

такие, что

𝑑ℒ𝑀
𝑑𝑡

≤ 𝑡−
ℎ
2𝑞

(︂
−𝛾ℎ + 𝐶𝛿−1

𝜖 𝑡
− 1

2𝑞
𝜖

)︂
Δ2 ≤ 0
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для всех 𝛿𝜖 ≤ Δ ≤ 𝜖 и 𝑡 ≥ 𝑡𝜖. Учитывая (4.55), видим, что решения системы

(4.53) с начальными данными
√︀
𝑢2(𝑡𝜖) + 𝑣2(𝑡𝜖) ≤ 𝛿 и 𝛿 = max{𝛿𝜖, 𝜖

√︀
𝐿−/𝐿+} не

могут выйти из окрестности {(𝑢, 𝑣) ∈ R2 : Δ ≤ 𝜖} при 𝑡 ≥ 𝑡𝜖. Таким образом,

при любом 𝑀 > ℎ решения системы (4.16), стартующие вблизи точки (0, 𝜓0),

удовлетворяют оценкам 𝜚(𝑡) = 𝜚*,𝑀(𝑡)+𝒪(𝑡−
𝑀−ℎ
2𝑞 ), 𝜑(𝑡) = 𝜑*,𝑀(𝑡)+𝒪(𝑡−

𝑀−ℎ
2𝑞 ) при

𝑡 → ∞. Это гарантирует существование частного решения 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡) системы

(4.16) с асимптотическим разложением (4.19).

Для доказательства устойчивости построенного решения 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡), рас­

смотрим замену (4.57) на 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡) вместо 𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡) и некоторое целое

число 𝑀 > ℎ. В этом случае получим систему (4.53) с

ℱ𝑀 ≡ 𝑡
𝑀−ℎ
2𝑞

(︁
Λ̂𝑁(𝜚*(𝑡) + 𝑡−

𝑀−ℎ
2𝑞 𝑢, 𝜑*(𝑡) + 𝑡−

𝑀−ℎ
2𝑞 𝑣, 𝑡)− Λ̂𝑁(𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡), 𝑡)

)︁
+
𝑀 − ℎ

2𝑞
𝑡−1𝑢,

𝒢𝑀 ≡ 𝑡
𝑀−ℎ
2𝑞

(︁
Ω̂𝑁(𝜚*(𝑡) + 𝑡−

𝑀−ℎ
2𝑞 𝑢, 𝜑*(𝑡) + 𝑡−

𝑀−ℎ
2𝑞 𝑣, 𝑡)− Ω̂𝑁(𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡), 𝑡)

)︁
+
𝑀 − ℎ

2𝑞
𝑡−1𝑣,

и 𝜉𝑀(𝑡) ≡ 𝜁𝑀(𝑡) ≡ 0. Затем, повторяя рассуждения, приведённые выше, и

используя построенные функции Ляпунова ℒ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡), получаем неравенство

𝑑ℒ𝑀/𝑑𝑡 ≤ −𝑡−
ℎ+𝑛−1

2𝑞 𝐷ℎℒ𝑀 для всех (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3 таких, что Δ ≤ Δ3, 𝑡 ≥ 𝑡3 при

некоторых Δ3 ≤ Δ1, 𝑡3 ≥ 𝑡1 и 𝐷ℎ = 𝛾ℎ/𝐿+ > 0. Интегрируя неравенство по 𝑡 и

учитывая (4.55), получаем асимптотическую устойчивость решения 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡),

если ℎ+𝑛 ≤ 2𝑞+1, и (неасимптотическую) устойчивость, если ℎ+𝑛 > 2𝑞+1.

4.5.3. Анализ полной системы

Доказательство теоремы 38. Пусть 𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡) — решение системы (4.16) с

асимптотикой (4.19). Подставляя 𝜌(𝑡) = 𝜚*(𝑡)+𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡) = 𝜑*(𝑡)+ 𝑣(𝑡) в (4.12),

получаем возмущённую близкую к гамильтоновой систему относительно новых
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переменных (𝑢, 𝑣)

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −𝜕𝑣ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝒫𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡),

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝜕𝑢ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡) + ϒ(𝑢, 𝑣, 𝑡) +𝒬𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡), (4.58)

с гамильтонианом

ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡
𝑢∫︁

0

𝒢(𝑤, 0, 𝑡) 𝑑𝑤 −
𝑣∫︁

0

ℱ(𝑢,𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤,

и возмущениями

ϒ(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡
𝑣∫︁

0

(𝜕𝑢ℱ(𝑢,𝑤, 𝑡) + 𝜕𝑣𝒢(𝑢,𝑤, 𝑡)) 𝑑𝑤,

ℱ(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡ Λ̂𝑁(𝜚*(𝑡) + 𝑢, 𝜑*(𝑡) + 𝑣, 𝑡)− Λ̂𝑁(𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡), 𝑡),

𝒢(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡ Ω̂𝑁(𝜚*(𝑡) + 𝑢, 𝜑*(𝑡) + 𝑣, 𝑡)− Ω̂𝑁(𝜚*(𝑡), 𝜑*(𝑡), 𝑡),

𝒫𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡ Λ̃𝑁(𝜚*(𝑡) + 𝑢, 𝜑*(𝑡) + 𝑣, 𝑆(𝑡), 𝑡),

𝒬𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡ Ω̃𝑁(𝜚*(𝑡) + 𝑢, 𝜑*(𝑡) + 𝑣, 𝑆(𝑡), 𝑡).

Из (4.14), (4.18) и (4.19) следует, что

ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡) =

{︂
𝑡−

1
2𝑞
𝜂𝑢2

2
− 𝑡−

𝑛
2𝑞

(︂
𝜆𝑛𝑢𝑣 +

𝜈𝑛𝑣
2

2

)︂}︂(︁
1 +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁
,

ϒ(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝑣
(︁
𝜆𝑛𝑡

− 𝑛
2𝑞 + 𝜔𝑚𝑡

−𝑚
2𝑞

)︁(︁
1 +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁
,

𝒫𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑁+1
2𝑞 ),

𝒬𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑁+1
2𝑞 ) (4.59)

при Δ =
√
𝑢2 + 𝑣2 → 0 и 𝑡 → ∞. Заметим, что 𝜕𝑢ℋ(0, 0, 𝑡) ≡ 𝜕𝑣ℋ(0, 0, 𝑡) ≡

ϒ(0, 0, 𝑡) ≡ 0, а функции 𝒫𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) и 𝒬𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) не сохраняют равновесие (0, 0)

и могут рассматриваться как внешние возмущения. Докажем устойчивость рав­

новесия в возмущённой системе.
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Рассмотрим функцию Ляпунова в виде

ℒ(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(sgn 𝜂)𝑡
1
2𝑞ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡) + (𝜒1 + 𝜆1sgn 𝜂)𝑢𝑣, 𝑛 = 1,

(sgn 𝜂)𝑡
𝑛
2𝑞ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑡−

𝑛−1
2𝑞 𝜆𝑛𝒦(𝑢, 𝑣), 1 < 𝑛 < 𝑚,

(sgn 𝜂)𝑡
𝑛
2𝑞ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑡−

𝑛−1
2𝑞 (𝜆𝑛 + 𝜔𝑛)𝒦(𝑢, 𝑣), 1 < 𝑛 = 𝑚,

(sgn 𝜂)𝑡
𝑛
2𝑞ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑡−

𝑚−1
2𝑞 𝜔𝑚𝒦(𝑢, 𝑣), 𝑛 > 𝑚 ≥ 2,

(4.60)

с 𝒦(𝑢, 𝑣) ≡ 𝜆𝑛𝑣
2/|2𝜂| + (sgn 𝜂)𝑢𝑣 и параметром 𝜒1, определяемым формулой

(4.41). Обратим внимание, что если 𝑛 > 1,

ℒ(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝑡
𝑛−1
2𝑞

|𝜂|𝑢2

2
+

|𝜈𝑛|𝑣2

2
− (sgn 𝜂)𝜆𝑛𝑢𝑣 +𝒪(Δ3) +𝒪(Δ2)𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )

при Δ → 0 и 𝑡 → ∞. Следовательно, существуют Δ1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0, такие, что

ℒ(𝑢, 𝑣, 𝑡) удовлетворяет неравенствам (4.55) для всех (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3, таких, что

Δ ≤ Δ1 и 𝑡 ≥ 𝑡1 с некоторым 𝐿± = const > 0. Производная ℒ(𝑢, 𝑣, 𝑡) по 𝑡 вдоль

траекторий системы (4.58) определяется выражением

𝑑ℒ
𝑑𝑡

≡ 𝒟1(𝑢, 𝑣, 𝑡) +𝒟2,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡), (4.61)

где 𝒟1 ≡ (𝜕𝑡 − 𝜕𝑢ℋ𝜕𝑢 + (𝜕𝑣ℋ +ϒ)𝜕𝑣)ℒ и 𝒟2,𝑁 ≡ (𝒫𝑁𝜕𝑢 +𝒬𝑁𝜕𝑣)ℒ. Мы видим,

что

𝒟1 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑡−
1
2𝑞

(︀
(|𝜆1| − |𝜒1|)|𝜂|𝑢2 + |𝜒1𝜈1|𝑣2 + 𝜒1|𝜆1|𝑢𝑣 +𝒪(Δ3)

)︀
+𝒪(Δ2)𝒪(𝑡−

1
𝑞 ), 𝑛 = 1,

−𝑡−
𝑛
2𝑞 |𝜆𝑛|

(︀
|𝜂|𝑢2 + |𝜈𝑛|𝑣2 +𝒪(Δ3)

)︀
+𝒪(Δ2)𝒪(𝑡−

𝑛+1
2𝑞 ), 1 < 𝑛 < 𝑚,

−𝑡−
𝑛
2𝑞 |𝜆𝑛 + 𝜔𝑛|

(︀
|𝜂|𝑢2 + |𝜈𝑛|𝑣2 +𝒪(Δ3)

)︀
+𝒪(Δ2)𝒪(𝑡−

𝑛+1
2𝑞 ), 𝑛 = 𝑚,

−𝑡−
𝑚
2𝑞 |𝜔𝑚|

(︀
|𝜂|𝑢2 + |𝜈𝑛|𝑣2 +𝒪(Δ3)

)︀
+𝒪(Δ2)𝒪(𝑡−

𝑚+1
2𝑞 ), 𝑛 > 𝑚,

и 𝒟2,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝒪(Δ)𝒪(𝑡−
𝑁−𝑛+2

2𝑞 ) при Δ → 0 и 𝑡 → ∞. Следовательно, суще­

ствуют 𝑁0 = min{2𝑛− 1, 𝑛+𝑚− 1}, Δ2 ≤ Δ1 и 𝑡2 ≥ 𝑡1, такие, что

𝒟1(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≤ −𝑡−
ℓ
2𝑞𝛾Δ2, 𝒟2,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≤ 𝑡−

ℓ+1
2𝑞 𝐶Δ
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для всех 𝑁 ≥ 𝑁0 и (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3, таких, что Δ ≤ Δ2 и 𝑡 ≥ 𝑡2, где 𝐶 = const >

0 и ℓ = min{𝑛,𝑚}. Если 𝑛 = 1, то 𝛾 = min{𝐴1, 𝐵1}/2, а если 𝑛 > 1, то

𝛾 = |𝑑𝑛,𝑚|min{|𝜂|, |𝜈𝑛|}/2. Положительные параметры 𝐴1 и 𝐵1 определяются

формулой (4.45). Следовательно, для любого 𝜖 ∈ (0,Δ2) существуют

𝛿𝜖 =
2𝐶

𝛾
𝑡
− 1

2𝑞
𝜖 , 𝑡𝜖 = max

{︃
𝑡2,

(︂
4𝐶

𝛾𝜖

)︂2𝑞
}︃

такие, что

𝑑ℒ
𝑑𝑡

≤ 𝑡−
ℓ
2𝑞

(︂
−𝛾 + 𝐶𝛿−1

𝜖 𝑡
− 1

2𝑞
𝜖

)︂
Δ2 ≤ 0

для всех (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3 таких, что 𝛿𝜖 ≤ Δ ≤ 𝜖 и 𝑡 ≥ 𝑡𝜖. Учитывая (4.55), видим,

что при всех 𝑡* ≥ 𝑡𝜀 любое решение системы (4.58) с начальными данными√︀
𝑢2(𝑡*) + 𝑣2(𝑡*) ≤ 𝛿𝜖 и 𝛿𝜖 = max{𝛿𝜖, 𝜖

√︀
𝐿−/𝐿+} не может выйти из окрестности

{(𝑢, 𝑣) ∈ R2 : Δ ≤ 𝜖} при 𝑡 ≥ 𝑡*.

Таким образом, возвращаясь к исходным переменным и принимая во вни­

мание теорему 37, получаем доказательство теоремы.

Доказательство теоремы 39. Рассмотрим функции 𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡), определя­

емые формулой (4.20). Подставляя 𝜌(𝑡) = 𝜚*,𝑀(𝑡) + 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡) = 𝜑*,𝑀(𝑡) + 𝑣(𝑡) в

(4.12), получаем следующую систему для новых переменных (𝑢, 𝑣):

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −𝜕𝑣𝐻𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑃𝑀,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡),

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝜕𝑢𝐻𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑌𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) +𝑄𝑀,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡), (4.62)

с функциями

𝐻𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡
𝑢∫︁

0

ℬ𝑀(𝑤, 0, 𝑡) 𝑑𝑤 −
𝑣∫︁

0

𝒜𝑀(𝑢,𝑤, 𝑡) 𝑑𝑤,

𝑌𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡
𝑣∫︁

0

(𝜕𝑢𝒜𝑀(𝑢,𝑤, 𝑡) + 𝜕𝑣ℬ𝑀(𝑢,𝑤, 𝑡)) 𝑑𝑤,

𝒜𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡ Λ̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡) + 𝑢, 𝜑*,𝑀(𝑡) + 𝑣, 𝑡)− Λ̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡), 𝑡),

ℬ𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡ Ω̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡) + 𝑢, 𝜑*,𝑀(𝑡) + 𝑣, 𝑡)− Ω̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡), 𝑡),
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𝑃𝑀,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡ Λ̃𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡) + 𝑢, 𝜑*,𝑀(𝑡) + 𝑣, 𝑆(𝑡), 𝑡)− 𝑍𝜚(𝑡),

𝑄𝑀,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≡ Ω̃𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡) + 𝑢, 𝜑*,𝑀(𝑡) + 𝑣, 𝑆(𝑡), 𝑡)− 𝑍𝜑(𝑡),

где

𝑍𝜚(𝑡) ≡ 𝜚′*,𝑀(𝑡)− Λ̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡), 𝑡) = 𝒪
(︁
𝑡−

𝑛+𝑀+1
2𝑞

)︁
,

𝑍𝜑(𝑡) ≡ 𝜑′*,𝑀(𝑡)− Ω̂𝑁(𝜚*,𝑀(𝑡), 𝜑*,𝑀(𝑡), 𝑡) = 𝒪
(︁
𝑡−

𝑚+𝑀
2𝑞

)︁
, 𝑡→ ∞.

Легко проверить, что

𝐻𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) =

{︂
𝑡−

1
2𝑞
𝜂𝑢2

2
− 𝑡−

𝑛
2𝑞

(︂
𝜆𝑛𝑢𝑣 +

𝜈𝑛𝑣
2

2

)︂}︂(︁
1 +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁
,

𝑌𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝑣
(︁
𝜆𝑛𝑡

− 𝑛
2𝑞 + 𝜔𝑚𝑡

−𝑚
2𝑞

)︁(︁
1 +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁
,

𝑃𝑀,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑁+1
2𝑞 ) +𝒪(𝑡−

𝑛+𝑀+1
2𝑞 ),

𝑄𝑀,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑁+1
2𝑞 ) +𝒪(𝑡−

𝑚+𝑀
2𝑞 )

при Δ =
√
𝑢2 + 𝑣2 → 0 и 𝑡 → ∞. Заметим, что если 𝑃𝑀,𝑁 ≡ 𝑄𝑀,𝑁 ≡ 0,

то система (4.62) имеет положение равновесия (0, 0). Функции 𝑃𝑀,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) и

𝑄𝑀,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) не обращаются в нуль в положении равновесия и играют роль

внешних возмущений системы. Докажем устойчивость возмущённой системы

(4.62) методом функций Ляпунова.

Рассмотрим функцию Ляпунова ℒ(𝑢, 𝑣, 𝑡) в форме (4.60), где 𝐻𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡)

вместо ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡). Заметим, что ℒ(𝑢, 𝑣, 𝑡) удовлетворяет условию (4.55) для всех

(𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3, таких, что Δ ≤ Δ1 и 𝑡 ≥ 𝑡1 с некоторыми 𝐿± = const > 0,

Δ1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0. Производная ℒ(𝑢, 𝑣, 𝑡) по 𝑡 вдоль траекторий системы (4.62)

определяется выражением

𝑑ℒ
𝑑𝑡

≡ 𝒟1,𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) +𝒟2,𝑀,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡)

с 𝒟1,𝑀 ≡ (𝜕𝑡 − 𝜕𝑣𝐻𝑀𝜕𝑢 + (𝜕𝑢𝐻𝑀 + 𝑌𝑀)𝜕𝑣)ℒ, 𝒟2,𝑀,𝑁 ≡ (𝑃𝑀,𝑁𝜕𝑢 +𝑄𝑀,𝑁𝜕𝑣)ℒ.
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Справедливы следующие оценки:

𝒟1,𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≥ 𝑡−
1
2𝑞 (𝐴1𝑢

2 +𝐵1𝑣
2 +𝒪(Δ3) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )𝒪(Δ2)), 𝑛 = 1,

𝒟1,𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) = |𝑑𝑛,𝑚|𝑡−
ℓ
2𝑞

(︁
|𝜂|𝑢2 + |𝜈𝑛|𝑣2 +𝒪(Δ3) +𝒪(Δ2)𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁
, 𝑛 > 1,

𝒟2,𝑀,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝒪(Δ)𝒪(𝑡−
𝑀+2
2𝑞 ) +𝒪(Δ)𝒪(𝑡−

𝑁−𝑛+2
2𝑞 )

при Δ → 0 и 𝑡 → ∞, где ℓ = min{𝑚,𝑛}, а положительные параметры 𝐴1, 𝐵1

определяются формулой (4.45). Следовательно, существуют 𝑁0 = 𝑛 + ℓ − 1,

𝑀0 = ℓ, 𝐶 > 0, 𝑡2 ≥ 𝑡1 и 𝜀 ∈ (0,Δ1/
√
2), такие, что

𝑑ℒ
𝑑𝑡

≥ 𝑡−
ℓ
2𝑞

(︁
𝛾Δ2 − 𝐶𝑡−

1
2𝑞Δ
)︁

для всех 𝑁 ≥ 𝑁0 и (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3, таких, что Δ ≤
√
2𝜀 и 𝑡 ≥ 𝑡2, где 𝛾 =

min{𝐴1, 𝐵1}/2, если 𝑛 = 1, и 𝛾 = |𝑑𝑛,𝑚|min{|𝜂|, |𝜈𝑛|}/2, если 𝑛 > 1. Следова­

тельно, для любого 𝛿 ∈ (0, 𝜀) существует 𝑡𝛿 = max{𝑡2, (2𝐶/|𝛿𝑑𝑛,𝑚|)2𝑞}, такое,

что

𝑑ℒ
𝑑𝑡

≥ 𝑡−
ℓ
2𝑞
𝛾

2
Δ2 ≥ 𝑡−

ℓ+𝑛−1
2𝑞 𝛾ℒ

для всех (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3, таких, что 𝛿 ≤ Δ ≤
√
2𝜀 и 𝑡 ≥ 𝑡𝛿, где 𝛾 = 𝛾/(2𝐿+).

Напомним, что ℓ + 𝑛 − 1 < 2𝑞. Тогда, интегрируя последнее неравенство при

𝑡 ≥ 𝑡* при любом 𝑡* ≥ 𝑡𝛿 и взяв 𝑢(𝑡*), 𝑣(𝑡*), такие, что
√︀
𝑢2(𝑡*) + 𝑣2(𝑡*) = 𝛿,

получаем

𝑢2(𝑡) + 𝑣2(𝑡) ≥ 𝛿2𝐿−

𝐿+
𝑡−

𝑛−1
2𝑞 exp

{︂
2𝑞𝛾

2𝑞 − ℓ− 𝑛+ 1

(︂
𝑡1−

ℓ+𝑛−1
2𝑞 − 𝑡

1− ℓ+𝑛−1
2𝑞

*

)︂}︂
, 𝑡 ≥ 𝑡*.

Следовательно, существует 𝑡𝛿,𝜀 > 𝑡* такое, что 𝑢2(𝑡𝛿,𝜀) + 𝑣2(𝑡𝛿,𝜀) ≥ 2𝜀2. Возвра­

щаясь к переменным 𝑟(𝑡), 𝜙(𝑡), получаем следующее неравенство:⃒⃒⃒⃒
(𝑟(𝑡𝛿,𝜀)− 𝑎)𝑡

1
2𝑞

𝛿,𝜀 + 𝜚𝑁(𝑡𝛿,𝜀)− 𝜚*,𝑀(𝑡𝛿,𝜀)

⃒⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒
𝜙(𝑡𝛿,𝜀)−

𝜅

κ
𝑆(𝑡𝛿,𝜀) + 𝜑𝑁(𝑡𝛿,𝜀)− 𝜑*,𝑀(𝑡𝛿,𝜀)

⃒⃒⃒2
≥ 2𝜀2.

Выбирая 𝜖 = 𝜀/
√
2 в теореме 37 и учитывая (4.11), получаем результат теоремы.
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Доказательство теоремы 40. Подставляя 𝜌(𝑡) = 𝜚*(𝑡)+𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡) = 𝜑*(𝑡)+𝑣(𝑡)

в (4.12), получаем систему (4.58). Из (4.14), (4.19) и (4.23) следует, что функции

ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡), 𝒫𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) и 𝒬𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) удовлетворяют (4.59), а функция ϒ(𝑢, 𝑣, 𝑡)

удовлетворяет следующей оценке:

ϒ(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝑡−
ℎ
2𝑞𝑑ℎ𝑣

(︁
1 +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁
, Δ =

√︀
𝑢2 + 𝑣2 → 0, 𝑡→ ∞.

Рассмотрим функцию Ляпунова в виде

ℒ ≡

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(sgn 𝜂)𝑡

1
2𝑞ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑡−

ℎ−1
2𝑞

𝑑ℎ(sgn 𝜂)
2 𝑢𝑣, ℎ > 𝑛 = 1,

(sgn 𝜂)𝑡
𝑛
2𝑞ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑡−

ℎ−1
2𝑞 𝑑ℎ(sgn 𝜂)𝑢𝑣, ℎ > 𝑛 > 1,

(sgn 𝜂)𝑡
𝑛
2𝑞ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡) + 𝑡−

ℎ−1
2𝑞 𝑑ℎ

{︁
(sgn 𝜂)𝑢𝑣 + 𝜆𝑛𝑣

2

2|𝜂|

}︁
, ℎ ≤ 𝑛.

(4.63)

Легко проверить, что существуют Δ1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡0, такие, что ℒ(𝑢, 𝑣, 𝑡) удо­

влетворяет неравенствам (4.55) для всех Δ ≤ Δ1 и 𝑡 ≥ 𝑡1 с некоторым 𝐿± =

const > 0. Полная производная ℒ(𝑢, 𝑣, 𝑡) по 𝑡 вдоль траекторий системы (4.58)

определяется выражением (4.61), где

𝒟1(𝑢, 𝑣, 𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑡
− ℎ

2𝑞 𝑑ℎ
2 (|𝜂|𝑢

2 + |𝜈1|𝑣2)(1 +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−
1
𝑞 )), 𝑛 = 1,

𝑡−
ℎ
2𝑞𝑑ℎ(|𝜂|𝑢2 + |𝜈1|𝑣2)(1 +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )), 𝑛 ̸= 1

и 𝒟2,𝑁(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑁−𝑛+2

2𝑞 )𝒪(Δ) при Δ → 0 и 𝑡 → ∞. Отсюда следует, что су­

ществуют 𝑁0 = 𝑛+ ℎ− 1, Δ2 ≤ Δ1 и 𝑡2 ≥ 𝑡1, такие, что 𝒟1(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≤ −𝑡−
ℎ
2𝑞𝛾Δ2,

𝒟2(𝑢, 𝑣, 𝑡) ≤ 𝑡−
ℎ+1
2𝑞 𝐶Δ для всех 𝑁 ≥ 𝑁0 и (𝑢, 𝑣, 𝑡) ∈ R3, таких, что Δ ≤ Δ2

и 𝑡 ≥ 𝑡2, где 𝐶 = const > 0, и 𝛾ℎ = |𝑑ℎ|/4. Повторяя шаги доказательства

теоремы 38, мы видим, что для любого 𝜖 ∈ (0,Δ2) найдутся 0 < 𝛿𝜖 < 𝜖 и

𝑡𝜖 ≥ 𝑡2 такие, что для всех 𝑡* ≥ 𝑡𝜖 любое решение системы (4.58) с начальны­

ми данными
√︀
𝑢2(𝑡*) + 𝑣2(𝑡*) ≤ 𝛿𝜖 и 𝛿𝜖 = max{𝛿𝜖, 𝜖

√︀
𝐿−/𝐿+} не может выйти

из окрестности {(𝑢, 𝑣) ∈ R2 : Δ ≤ 𝜖} при 𝑡 ≥ 𝑡*. Возвращаясь к исходным

переменным, получаем результат теоремы.

Доказательство теоремы 41. Подставляя 𝜚(𝑡) = 𝜚*,𝑀(𝑡)+𝑢(𝑡), 𝜑(𝑡) = 𝜑*,𝑀(𝑡)+
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𝑣(𝑡) в (4.12), получаем систему (4.62). В этом случае

𝑌𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) = 𝑣
(︁
𝜆𝑛𝑡

− 𝑛
2𝑞 + 𝜔𝑚𝑡

−𝑚
2𝑞

)︁(︁
1 +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
2𝑞 )
)︁

при Δ =
√
𝑢2 + 𝑣2 → 0 и 𝑡 → ∞. Тогда, повторяя рассуждения теоремы 39

с функцией Ляпунова в виде (4.63), с функцией 𝐻𝑀(𝑢, 𝑣, 𝑡) вместо ℋ(𝑢, 𝑣, 𝑡),

получаем доказательство настоящей теоремы.

Доказательство теоремы 42. Для определённости, пусть 𝑎 > 0. Определим

𝐷± = (ℛ± 𝑎)𝑡
1/(2𝑞)
0 − 𝜖. Из первого уравнения в (4.12) и предположения (4.24)

следует, что существуют 𝑡1 ≥ 𝑡0 и 𝐶1 > 0, такие, что |𝑑𝜌/𝑑𝑡| ≥ 𝑡−
𝑛
2𝑞𝐶1 для всех

(𝜌, 𝜓) ∈ D𝜖,𝑡0 и 𝑡 ≥ 𝑡1. Интегрирование этого неравенства даёт |𝜌(𝑡) − 𝜌(𝑡1)| ≥

𝐶(𝑡) > 0 при 𝑡 > 𝑡1, где

𝐶(𝑡) ≡

⎧⎪⎨⎪⎩
2𝑞𝐶1

2𝑞−𝑛

(︁
𝑡1−

𝑛
2𝑞 − 𝑡

1− 𝑛
2𝑞

1

)︁
, 𝑛 < 2𝑞,

𝐶1 (log 𝑡− log 𝑡1) , 𝑛 = 2𝑞.

Тогда |𝜌(𝑡)| при начальных данных |𝜌(𝑡1)| < 𝐷− возрастает до тех пор, пока не

достигнет границы |𝜌| = 𝐷− за конечное время 𝑡𝑒 > 𝑡1. При этом для любых

начальных данных |𝜌(𝑡1)| ≤ 𝐷−/4 и 𝜓(𝑡1) ∈ R существует 𝑡2 ∈ [𝑡1, 𝑡𝑒) такое, что

|𝜌(𝑡)| ≥ 𝐷−/2 при 𝑡 ∈ [𝑡2, 𝑡𝑒]. Объединяя это со вторым уравнением в (4.12), мы

видим, что существует 𝐶2 > 0, такое, что |𝑑𝜓/𝑑𝑡| ≥ 𝑡−
1
2𝑞𝐶2 для всех 𝐷−/2 ≤

|𝜌| ≤ 𝐷−, 𝜓 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡2. Тогда, интегрируя, получаем

|𝜓(𝑡)− 𝜓(𝑡2)| ≥
2𝑞𝐶2

2𝑞 − 1

(︂
𝑡1−

1
2𝑞 − 𝑡

1− 1
2𝑞

2

)︂
, 𝑡 ∈ [𝑡2, 𝑡𝑒].

Следовательно, |𝜓(𝑡)| возрастает для всех 𝑡 ∈ [𝑡2, 𝑡𝑒]. Аналогично, если −𝐷+ <

𝜌(𝑡1) < −𝐷−, можно показать, что |𝜌(𝑡)| возрастает до тех пор, пока не достиг­

нет границы 𝜌 = −𝐷+ или 𝜌 = 𝐷− за конечное время.

4.6. Выводы

Таким образом, исследовано резонансное воздействие затухающих колеба­

тельных возмущений на неизохронные системы. В частности, выведена модель­
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ная неавтономная система (4.16), описывающая приближённую усреднённую

динамику. Оказалось, что эта система подобна уравнениям маятникового типа

с дополнительными членами, затухающими во времени. Действительно, укоро­

ченная предельная система (4.17) может быть записана в виде

𝑑2𝜑

𝑑𝜏 2
− 𝜏−

𝑛−1
2𝑞 𝜂𝑛Λ𝑛

(︃
𝜂−1𝑑𝜑

𝑑𝜏
, 𝜑

)︃
= 0,

𝜂𝑛 = 𝜂

(︂
2𝑞

2𝑞 − 1

)︂ 𝑛−1
2𝑞−1

, 𝜏 =

(︂
2𝑞

2𝑞 − 1

)︂
𝑡1−

1
2𝑞 ,

где Λ𝑛(𝜌, 𝜓) является 2𝜋-периодической функцией по 𝜓. В этом случае допол­

нительные члены в модельной системе зависят от возмущений колебательной

системы. Отметим, что аналогичные, но автономные уравнения возникают в

теории нелинейного резонанса при рассмотрении возмущений с малым парамет­

ром [31, 152]. Исследование структуры модельной системы привело к условиям,

гарантирующим существование режима фазового захвата с резонансной ампли­

тудой. Нарушение этих условий может привести к значительному рассогласова­

нию фаз и отсутствию соответствующего резонансного режима. Предлагаемый

метод основан на долговременном асимптотическом анализе модельной систе­

мы и доказательстве устойчивости соответствующих решений в полной системе

с использованием техники функций Ляпунова. Показано, что затухающие воз­

мущения могут быть использованы для управления динамикой нелинейных си­

стем. Например, параметры возмущения можно выбрать таким образом, чтобы

обеспечить появление почти периодических решений с заданной резонансной

амплитудой.

Результаты главы опубликованы в [271]. Связанные результаты о резонанс­

ных эффектах в изохронных системах опубликованы в [266] и [269].
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Глава 5

Резонансы в системах с затухающими

чирпированными возмущениями

5.1. Введение

Настоящая глава посвящена исследованию влияния осциллирующих воз­

мущений с чирпированной частотой (от англ. chirp — щебетание, чирикание) на

автономные гамильтоновы системы. Предполагается, что интенсивность возму­

щений затухает со временем, а предельная система описывает сильно нелиней­

ные колебания. Обсуждаются условия существования и устойчивости резонанс­

ных решений с неограниченно растущей энергией.

Глава организована следующим образом. В § 5.2 дана математическая фор­

мулировка задачи и описан класс убывающих возмущений. Основные результа­

ты представлены в § 5.3. В § 5.4 предложенная теория применена к осциллятору

Дуффинга с различными затухающими колебательными возмущениями. Обос­

нование результатов содержится в § 5.5. Сначала строится замена переменных,

упрощающая возмущённую систему в главных членах асимптотики. Построе­

ние преобразования описано в § 5.5.1. В зависимости от структуры упрощённых

уравнений существует по крайней мере два асимптотических режима решений

возмущённой системы: фазовый захват и фазовый дрейф. Эти режимы описа­

ны в § 5.5.2. Анализ устойчивости фазового захвата обсуждается в § 5.5.3. Глава

завершается кратким обсуждением полученных результатов.

5.2. Постановка задачи

Рассмотрим асимптотически автономную систему на плоскости

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑦 + 𝑡−𝑐𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑆(𝑡), 𝑡),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝜕𝑥𝑈(𝑥) + 𝑡−𝑐𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑆(𝑡), 𝑡), 𝑡 > 0, (5.1)
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при 𝑐 = 𝑎/𝑞 > 0, 𝑆(𝑡) = 𝑠𝑡1+𝑏/𝑞 и параметрах 𝑎, 𝑏, 𝑞 ∈ Z, 𝑠 ∈ R, таких, что

1 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑞, 𝑠 > 0. Предполагается, что функции 𝑈(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑆, 𝑡) и 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑆, 𝑡),

определённые для всех (𝑥, 𝑦, 𝑆) в R3, 𝑡 > 0, являются бесконечно дифферен­

цируемыми и 2𝜋-периодическими функциями относительно 𝑆. Гамильтониан

𝐻(𝑥, 𝑦) соответствующей предельной автономной системы

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜕𝑦𝐻(𝑥, 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝜕𝑥𝐻(𝑥, 𝑦) (5.2)

имеет вид

𝐻(𝑥, 𝑦) =
𝑦2

2
+ 𝑈(𝑥), 𝑈(𝑥) =

𝑥2ℎ

2ℎ
+

2ℎ−1∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑥
𝑖 (5.3)

при ℎ ∈ Z, ℎ ≥ 2 и 𝑢𝑖 = const. В этом случае существует 𝐸0 > 0 такое, что для

любого 𝐸 > 𝐸0 линии уровня {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝐸} являются замкнутыми

кривыми на фазовом пространстве (𝑥, 𝑦), параметризованном параметром 𝐸, и

не содержат неподвижных точек системы (5.2). Пусть 𝑥−(𝐸) < 0 < 𝑥+(𝐸) —

решения уравнения 𝑈(𝑥) = 𝐸 при 𝐸 > 𝐸0. Тогда каждой замкнутой кривой со­

ответствует периодическое решение (𝑥0(𝑡, 𝐸), 𝑦0(𝑡, 𝐸)) системы (5.2) с периодом

(см. лемму 6)

𝑇 (𝐸) = 𝜅𝐸
1−ℎ
2ℎ

(︀
1 +𝒪(𝐸− 1

ℎ )
)︀
, 𝐸 → ∞, 𝜅 =

√
2(2ℎ)

1
2ℎ

1∫︁
−1

𝑑𝜍√
1− 𝜍2ℎ

. (5.4)

Возмущения автономной системы (5.2) описываются функциями со степенными

асимптотическими разложениями:

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑆, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=0

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑆), 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑆, 𝑡) ∼

∞∑︁
𝑘=0

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑔𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑆) (5.5)

при 𝑡→ ∞ с коэффициентами

𝑓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑆) ≡
𝑝∑︁
𝑖=0

𝑙−1∑︁
𝑗=0

𝐴𝑘,𝑖,𝑗(𝑆)𝑥
𝑖𝑦𝑗, 𝑔𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑆) ≡

𝑝∑︁
𝑖=0

𝑙∑︁
𝑗=0

𝐵𝑘,𝑖,𝑗(𝑆)𝑥
𝑖𝑦𝑗,

где 𝑙, 𝑝 ∈ Z, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑝 ≤ 2ℎ − 1, а коэффициенты 𝐴𝑘,𝑖,𝑗(𝑆), 𝐵𝑘,𝑖,𝑗(𝑆) являются

2𝜋-периодическими по 𝑆. Предполагается, что 𝐴𝑘,𝑖,𝑗(𝑆) ≡ 𝐵𝑘,𝑖,𝑗(𝑆) ≡ 0, если 𝑖+
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𝑗 > 𝑝, и 𝐴𝑘,𝑖,−1(𝑆) ≡ 0 для всех 𝑘, 𝑖 ≥ 0. Параметр 𝑝 отвечает за максимальную

степень мономов 𝑥𝑖𝑦𝑗 в возмущениях 𝑓 и 𝑔 с ненулевыми коэффициентами, а

параметр 𝑙 соответствует максимальной степени 𝑦 в 𝑔. Заметим, что ряды в (5.5)

предполагаются асимптотическими рядами при 𝑡 → ∞ (см., например, [165,

§1]). В частности, предполагается, что для любых 𝑛 ≥ 1 и 𝐷 ⊂ R2 справедливы

следующие оценки: 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑆, 𝑡)−
∑︀𝑛−1

𝑘=0 𝑡
−𝑘/𝑞𝑓𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑆) = 𝒪(𝑡−𝑛/𝑞) и 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑆, 𝑡)−∑︀𝑛−1

𝑘=0 𝑡
−𝑘/𝑞𝑔𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑆) = 𝒪(𝑡−𝑛/𝑞) при 𝑡 → ∞ равномерно для всех (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 и

𝑆 ∈ R.

Предполагается также, что параметры возмущений удовлетворяют следу­

ющим неравенствам:

−1 ≤ 𝜎 <
𝑏

𝑞
, 𝜎 :=

𝑏

𝑞

(︁
𝑙 − 1 +

𝑝− 1

ℎ− 1

)︁
− 𝑎

𝑞
. (5.6)

Роль этого условия будет указана ниже (см. замечание 6).

Влияние возмущений с медленно меняющейся чирпированной частотой на

поведение малых колебаний на конечных временах обсуждается в [195], где

рассматривается система вида (5.1) с 𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝑥2/2 + 𝑦2/2 − 𝑥4/24, 𝑓 ≡ 0,

𝑡−𝑐𝑔 ≡ 𝜖𝐵̂(𝑡, 𝜖) cos𝑆(𝑡, 𝜖), 0 < 𝜖 ≪ 1, 𝑆 ′(𝑡, 𝜖) = 1 + 𝒪(𝜖2/3) при 𝜖 → 0 и мед­

ленно меняющимся коэффициентом 𝐵̂(𝑡, 𝜖), который может расти или затухать

в медленном временном масштабе. Однако влияние затухающих возмущений

на траектории вдали от равновесия, где решающую роль играют нелинейные

члены уравнений, не исследовалось.

Рассмотрим пример — возмущённый осциллятор Дуффинга:

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 𝑥+ 𝑥3 = 𝐵𝑡−

1
3 cos

(︀
𝑠𝑡

4
3

)︀
, 𝑡 ≥ 1. (5.7)

Легко видеть, что уравнение (5.7) в переменных 𝑥, 𝑦 = 𝑥̇ принимает вид (5.1) с

𝑎 = 𝑏 = 1, 𝑞 = 3, ℎ = 2, 𝑈(𝑥) ≡ 𝑥4/4 − 𝑥2/2, а возмущения 𝑓 ≡ 0, 𝑔 ≡ 𝐵 cos𝑆

удовлетворяют (5.5) и (5.6) с 𝑙 = 𝑝 = 0, 𝜎 = −1. Заметим, что все траек­

тории соответствующей автономной системы (5.2) ограничены, а решения с

𝐻(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ≡ 𝐸 > 0 являются периодическими с периодом 𝑇 (𝐸) = 𝒪(𝐸−1/4)
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при 𝐸 → ∞ (см. рис. 5.1, а). Численный анализ уравнения (5.7) с 𝐵 ̸= 0

показывает, что затухающие возмущения могут приводить к появлению реше­

ний с неограниченно растущей энергией 𝐼(𝑡) ≡ 𝐻(𝑥(𝑡), 𝑥̇(𝑡)). Кроме того, при

некоторых значениях параметров решения возмущённого уравнения имеют та­

кое же долговременное поведение, как и траектории невозмущённой системы:

𝐼(𝑡) = 𝒪(1) при 𝑡→ ∞ (см. рис. 5.1, б).

В этой главе исследуется существование и устойчивость резонансных ре­

шений с неограниченно растущей энергией для системы (5.1) с убывающими

колебательными возмущениями, удовлетворяющими (5.5) и (5.6).
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Рис. 5.1. (а) Линии уровня 𝐻(𝑥, 𝑦) для уравнения (5.7) при 𝐵 = 0. Чёрные кривые соответ­

ствуют решениям с 𝐸 > 0. Серые кривые соответствуют решениям с 𝐸 ≤ 0. (б) Эволюция

𝐼(𝑡) = 𝐻(𝑥(𝑡), 𝑥̇(𝑡)) для решений уравнения (5.7) с различными значениями параметров 𝐵, 𝑠

и начальными данными.

5.3. Основные результаты

Пусть (𝑥0(𝑡, 𝐸), 𝑦0(𝑡, 𝐸)) — одно из 𝑇 (𝐸)-периодических решений автоном­

ной системы (5.2), такое, что 𝐻(𝑥0(𝑡, 𝐸), 𝑦0(𝑡, 𝐸)) ≡ 𝐸 при 𝐸 > 𝐸0. Для опреде­

лённости предположим, что 𝑥0(0, 𝐸) = 𝑥+(𝐸) и 𝑦0(0, 𝐸) = 0. Определим вспо­

могательные 2𝜋-периодические функции 𝑋(𝜑,𝐸) = 𝑥0(𝜑/𝜔(𝐸), 𝐸) и 𝑌 (𝜑,𝐸) =
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𝑦0(𝜑/𝜔(𝐸), 𝐸), причём 𝜔(𝐸) = 2𝜋/𝑇 (𝐸) > 0 для всех 𝐸 > 𝐸0. Из (5.4) следует,

что

𝜔(𝐸) = 𝜔0𝐸
ℎ−1
2ℎ (1 +𝒪(𝐸− 1

ℎ )), 𝐸 → ∞, 𝜔0 =
2𝜋

𝜅
.

Заметим, что 𝜕𝐸(𝜔(𝐸))2ℎ/(ℎ−1) = 𝜔
2ℎ/(ℎ−1)
0 +𝒪(𝐸−1/ℎ) при 𝐸 → ∞, где 𝜔0 > 0.

Это означает, что существует 𝐸1 ≥ 𝐸0, такое что 𝜕𝐸(𝜔(𝐸))2ℎ/(ℎ−1) > 0 для всех

𝐸 ≥ 𝐸1. Следовательно, для любого κ ∈ Z+ существует 𝑡1 > 0, такое что

уравнение

𝜔
(︀
𝐼κ(𝑡)

)︀
≡ κ−1𝑆 ′(𝑡) (5.8)

имеет гладкое решение 𝐼κ(𝑡) ≥ 𝐸1, определённое для всех 𝑡 ≥ 𝑡1. Определим

𝑧(𝑡) ≡ 𝑐κ𝑡
− 𝑏

(ℎ−1)𝑞
(︀
𝐼κ(𝑡)

)︀ 1
2ℎ , 𝑐κ =

(︁𝜔0κ
𝜗

)︁ 1
ℎ−1

, 𝜗 = 𝑠
(︁
1 +

𝑏

𝑞

)︁
> 0. (5.9)

Тогда легко видеть, что функция 𝑧(𝑡) имеет степенное асимптотическое разло­

жение:

𝑧(𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘𝑡
− 𝑘𝑏

(ℎ−1)𝑞 , 𝑡→ ∞ (5.10)

с постоянными коэффициентами 𝑧𝑘. В частности, подставляя (5.10) в (5.8) и

приравнивая члены, стоящие в одной степени по 𝑡, получаем

𝑧0 = 1, 𝑧1 = 0, 𝑧2 = − 𝜔2𝑐
2
κ

(ℎ− 1)𝜔0
, 𝑧3 = − 𝜔3𝑐

3
κ

(ℎ− 1)𝜔0
.

Таким образом, 𝐼κ(𝑡) ∼ 𝑐−2ℎ
κ 𝑡2ℎ𝑏/((ℎ−1)𝑞) при 𝑡→ ∞.

Определим

𝜇 =
1

2

(︂
𝑏

𝑞
− 𝜎

)︂
, 𝜈 = 1 + 2𝜇+ 𝜎 = 1 +

𝑏

𝑞
,

𝑀 = 2𝜇𝑞(ℎ− 1), 𝑁 = 2𝜈𝑞(ℎ− 1). (5.11)

Из (5.6) следует, что

𝜇 > 0, 𝜈 − 2𝜇 ≥ 0,

𝑀,𝑁 ∈ Z, 1 ≤𝑀 ≤ (ℎ− 1)(𝑏+ 𝑞), 0 ≤ 𝑁 − 2𝑀 < 2(ℎ− 1)(𝑏+ 𝑞).

Определим 𝒟(𝐸0) = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝐻(𝑥, 𝑦) > 𝐸0}. Тогда справедлива
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Теорема 43. Пусть выполнены предположения (5.5) и (5.6). Тогда для любых

𝑛 > 0 и κ ∈ Z+ найдутся 𝑡0 > 0, 𝐸1 ≥ 𝐸0 и цепочка обратимых преобразований

(𝑥, 𝑦, 𝑡) → (𝐸, 𝜑, 𝑡) → (𝑟, 𝜃, 𝜏) → (𝑅,Ψ, 𝜏), такие, что

𝑥(𝑡) = 𝑋
(︀
𝜑(𝑡), 𝐸(𝑡)

)︀
, 𝑦(𝑡) = 𝑌

(︀
𝜑(𝑡), 𝐸(𝑡)

)︀
, (5.12)

𝐸(𝑡) = 𝐼κ(𝑡)
(︀
1 + 𝑡−𝜇𝑟(𝜏)

)︀2ℎ
, 𝜑(𝑡) = 𝜃(𝜏) + κ−1𝑆(𝑡), 𝜏 =

𝑡𝜈

𝜈
, (5.13)

𝑅(𝜏) = 𝑟(𝜏) + 𝜏−
𝑀
𝑁 𝜌𝑛(𝑟(𝜏), 𝜃(𝜏), 𝜏), Ψ(𝜏) = 𝜃(𝜏) + 𝜏−

𝑀
𝑁 𝜓𝑛(𝑟(𝜏), 𝜃(𝜏), 𝜏),

и для всех (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟(𝐸1) и 𝑡 > 𝑡0 система (5.1) приводится к виду

𝑑𝑅

𝑑𝜏
=

𝑛∑︁
𝐾=0

𝜏−
𝑀+𝐾

𝑁 Λ𝐾(𝑅,Ψ) + ̃︀Λ𝑛(𝑅,Ψ, 𝜏),
𝑑Ψ

𝑑𝜏
=

𝑛∑︁
𝐾=0

𝜏−
𝑀+𝐾

𝑁 Ω𝐾(𝑅,Ψ) + ̃︀Ω𝑛(𝑅,Ψ, 𝜏), (5.14)

где 𝜌𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏) и 𝜓𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏) являются 2𝜋-периодическими по 𝜃, коэффициенты

Λ𝐾(𝑅,Ψ) и Ω𝐾(𝑅,Ψ) являются 2𝜋-периодическими по Ψ, и для всех 𝑑0 > 0

остатки удовлетворяют оценкам

̃︀Λ𝑛(𝜌, 𝜙, 𝜏) = 𝒪(𝜏−
𝑀+𝑛+1

𝑁 ), ̃︀Ω𝑛(𝜌, 𝜙, 𝜏) = 𝒪(𝜏−
𝑀+𝑛+1

𝑁 ), 𝑡→ ∞

равномерно для всех |𝜌| ≤ 𝑑0 и 𝜙 ∈ R. В частности, для всех 𝐾 ∈ [0,𝑀)

Λ𝐾(𝜌, 𝜙) ≡ Λ0
𝐾(𝜙), Ω𝐾(𝜌, 𝜙) ≡ 𝒬0

𝐾𝜌, 𝒬0
𝐾 = const, 𝒬0

0 ̸= 0,

Λ𝑀+𝐾(𝜌, 𝜙) = Λ0
𝑀+𝐾(𝜙) +𝒪(𝜌), Ω𝑀+𝐾(𝜌, 𝜙) = Ω0

𝑀+𝐾(𝜙) +𝒪(𝜌)

при 𝜌→ 0 равномерно для всех 𝜙 ∈ R.

Доказательство теоремы 43 содержится в § 5.5.1. Преобразование, описан­

ное в теореме 43, при достаточно большом 𝑛 > 0 может обнулить некоторые

старшие члены первого уравнения системы (5.14). Пусть 0 ≤ 𝐿 ≤ min{𝑁 −

𝑀, 2𝑀 − 1} — целое число, такое что

Λ𝐾(𝑅,Ψ) ≡ 0 ∀𝐾 < 𝐿, Λ𝐿(𝑅,Ψ) ̸≡ 0. (5.15)



199

Заметим, что 0 < (𝑀 + 𝐿)/𝑁 ≤ 1. Случай (𝑀 + 𝐿)/𝑁 > 1 соответствует

некоторым специальным возмущениям системы (5.2) и в настоящей работе не

рассматривается.

Из (5.13) и структуры главных членов в (5.14) следует, что наличие резо­

нансного захвата в системе (5.1) зависит от свойств решений преобразованной

системы с 𝑅(𝜏), близким к нулю, и Ψ(𝜏), близким к неподвижным точкам урав­

нения Λ𝐿(0,Ψ) = 0. Предположим, что

∃𝜙0 ∈ R : Λ0
𝐿(𝜙0) = 0, 𝜆𝐿 :=

𝑑Λ0
𝐿

𝑑Ψ

⃒⃒⃒
Ψ=𝜙0

̸= 0. (5.16)

Вырожденный случай с Λ𝐿(0,Ψ) ≡ 0 здесь не обсуждается.

Легко видеть, что система (5.14) является гамильтоновой в главных асимп­

тотических членах: 𝜕𝑅Λ𝐾(𝑅,Ψ) ≡ −𝜕ΨΩ𝐾(𝑅,Ψ) ≡ 0 для всех 𝐾 ∈ [0,𝑀). Од­

нако качественные свойства решений в таких асимптотически автономных си­

стемах существенно зависят от негамильтоновых членов (см., например, гл. 1).

Учитывая это, предположим, что

∃𝐷 ≥𝑀 : 𝜕𝑅Λ𝐾(𝑅,Ψ) + 𝜕ΨΩ𝐾(𝑅,Ψ) ≡ 0 ∀𝐾 < 𝐷,

𝛾𝐷 := 𝜕𝑅Λ𝐷(0, 𝜙0) + 𝜕ΨΩ𝐷(0, 𝜙0) ̸= 0. (5.17)

Заметим, что примеры, рассмотренные в разделе 5.4, показывают, что это пред­

положение не является слишком ограничивающим. Случай, когда (5.17) не вы­

полняется, требует отдельного рассмотрения.

Определим 𝛾𝐷 := 𝛾𝐷 + 𝛿𝑀+𝐷,𝑁𝐿/𝑁 . Тогда справедлива

Теорема 44. Пусть предположения (5.5), (5.6), (5.15), (5.16), (5.17) верны

при 𝜆𝐿 < 0 и некотором κ ∈ Z+. Если 𝛾𝐷 < 0 и 𝑀 +𝐷 ≤ 𝑁 , то для любого

𝜍 ∈ (0, 1) найдутся 𝑡𝑠 > 0 и 𝒟𝑠 ⊂ 𝒟(𝐸0) такие, что для всех (𝑥𝑠, 𝑦𝑠) ∈ 𝒟𝑠

решение 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) системы (5.1) с начальными данными 𝑥(𝑡𝑠) = 𝑥𝑠, 𝑦(𝑡𝑠) = 𝑦𝑠

имеет следующие оценки при 𝑡→ ∞:

𝑥(𝑡) = 𝑡
𝑏

(ℎ−1)𝑞 𝑐−1
κ 𝑋0

(︀
κ−1𝑆(𝑡) + Ψ(𝜏)

)︀(︁
1 + 𝑡−𝜇𝑅(𝜏)

)︁ 1
2ℎ
(︁
1 +𝒪

(︀
𝑡−

𝑏
(ℎ−1)𝑞

)︀)︁
,

𝑦(𝑡) = 𝑡
ℎ𝑏

(ℎ−1)𝑞 𝑐−ℎκ 𝑌0
(︀
κ−1𝑆(𝑡) + Ψ(𝜏)

)︀(︁
1 + 𝑡−𝜇𝑅(𝜏)

)︁ 1
2
(︁
1 +𝒪

(︀
𝑡−

𝑏
(ℎ−1)𝑞

)︀)︁
,
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где

𝑅(𝜏) = 𝛿𝑀+𝐷,𝑁𝒪
(︀
𝜏−

𝜍
2 |𝛾𝐷|)︀+𝒪(𝜏−

𝑀
𝑁 ),

Ψ(𝜏) = 𝜙0 + 𝛿𝑀+𝐷,𝑁𝒪
(︀
𝜏−

𝜍
2 |𝛾𝐷|)︀+𝒪(𝜏−

1
𝑁 ) (5.18)

так как 𝜏 = 𝑡𝜈/𝜈 → ∞, а 𝑋0(𝜑), 𝑌0(𝜑) является 2𝜋-периодическим решением

системы

𝜔0
𝑑𝑋0

𝑑𝜑
= 𝑌0, 𝜔0

𝑑𝑌0
𝑑𝜑

= −𝑋2ℎ−1
0 , 𝑋0(0) = (2ℎ)

1
2ℎ , 𝑌0(0) = 0.

5.4. Примеры

5.4.1. Пример 1

Рассмотрим уравнение (5.7), удовлетворяющее предположениям (5.5) и

(5.6) при ℎ = 2, 𝑎 = 𝑏 = 1, 𝑞 = 3, 𝑙 = 𝑝 = 0 и 𝜎 = −1. Из (5.11) следует,

что 𝜇 = 2/3, 𝜈 = 4/3, 𝑀 = 4, 𝑁 = 8. В этом случае имеем следующее [186]:

𝜅 = 2
√
2K
(︂
1

2

)︂
, 𝑋0(𝜑) =

√
2cn

(︂
𝜅𝜑

𝜋
√
2
;
1

2

)︂
, 𝑌0(𝜑) =

2𝜋

𝜅
𝜕𝜑𝑋0(𝜑), 𝜔0 =

2𝜋

𝜅
,

где K(𝑘) — полный эллиптический интеграл первого рода, cn(𝑡; 𝑘) — эллиптиче­

ская функция Якоби. Более того, 2𝜋-периодическая функция 𝑋0(𝜑) допускает

разложение Фурье [110, §63]:

𝑋0(𝜑) =
∞∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗 cos
(︀
(2𝑗 − 1)𝜑

)︀
, 𝑥𝑗 =

4𝜋
√
2

𝜅
sech

(︁
(2𝑗 − 1)

𝜋

2

)︁
.

Нетрудно проверить, что соответствующая усреднённая система (5.14) прини­

мает вид

𝑑𝑅

𝑑𝜏
= 𝜏−

1
2

4∑︁
𝐾=0

𝜏−
𝐾
8 Λ𝐾(𝑅,Ψ) +𝒪(𝜏−

9
8 ),

𝑑Ψ

𝑑𝜏
= 𝜏−

1
2

4∑︁
𝐾=0

𝜏−
𝐾
8 Ω𝐾(𝑅,Ψ) +𝒪(𝜏−

9
8 )
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при 𝜏 → ∞ с 𝜏 = 3𝑡4/3/4, Λ1 ≡ Λ3 ≡ Ω1 ≡ Ω2 ≡ Ω3 ≡ 0,

Λ0 ≡𝜈−
1
2

(︂
𝑐2κ𝐵

4

⟨︀
𝑌0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁

⟩︀
κ𝜁 −

1

3

)︂
,

Λ2 ≡𝜈−
3
4
𝑐3κ𝐵

4

⟨︀
𝑌1(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁

⟩︀
κ𝜁 ,

Λ4 ≡−𝑅𝜈−1

(︂
𝑐2κ𝐵

4

⟨︀
𝑌0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁

⟩︀
κ𝜁 −

1

3

)︂
+ 𝜈−12𝜔2𝑐

2
κ

3𝜔0

+ 𝜈−1𝑐
4
κ𝐵

4

(︂⟨︀
𝑌2(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁

⟩︀
κ𝜁 +

2𝜔2

𝜔0

⟨︀
𝑌0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁

⟩︀
κ𝜁

)︂
,

Ω0 ≡𝜔0𝜈
− 1

2𝑐−1
κ 𝑅,

Ω4 ≡𝜈−1

(︂
𝑅𝜔2𝑐κ(𝜔2 − 1)− 𝜔0𝑐

2
κ𝐵

4

⟨︀
𝑋0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁

⟩︀
κ𝜁

)︂
.

Параметры 𝜔𝑘 и 2𝜋-периодические функции 𝑋𝑘(𝜑), 𝑌𝑘(𝜑) определены в (5.24)

и (5.27) при ℎ = 2. Легко показать, что

⟨𝑍(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁⟩κ𝜁 ≡ ⟨𝑍(κ−1𝜁) cos 𝜁⟩κ𝜁 cos(κΨ) + ⟨𝑍(κ−1𝜁) sin 𝜁⟩κ𝜁 sin(κΨ)

для любой непрерывной 2𝜋-периодической функции 𝑍(𝜑).

Рассмотрим резонансные решения с κ = 2𝑚− 1, 𝑚 ∈ Z+. В этом случае

⟨𝑋0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁⟩κ𝜁 ≡ (𝑥𝑚/2) cos(κΨ)

⟨𝑌0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁⟩κ𝜁 ≡ −(𝜋κ𝑥𝑚/𝜅) sin(κΨ).

Следовательно, условие (5.15) выполняется при 𝐿 = 0 и

Λ0(𝑅,Ψ) ≡ −𝜈−
1
2
𝜋𝐵κ𝑥𝑚𝑐2κ

4𝜅

(︁
sin(κΨ) +

𝑠2

𝐵𝑑κ

)︁
,

𝑑κ :=
27𝜋4κ3sech

(︀κ𝜋
2

)︀
2
√
2𝜅4

, 𝑐κ =
3κ𝜋
2𝜅𝑠

.

Мы видим, что если 𝑠2/|𝐵| < 𝑑κ, то существует 𝜙0 такой, что Λ0(0, 𝜙0) = 0 и

𝜆0 = 𝜕ΨΛ0(0, 𝜙0) < 0 (см. рис. 5.2, a). Заметим, что

𝜕𝑅Λ4(𝑅,Ψ) ≡ 𝜋κ𝑥𝑚𝑐2κ𝐵
4𝜈𝜅

sin(κΨ) +
1

3𝜈
, 𝜕ΨΩ4(𝑅,Ψ) ≡ 𝜋κ𝑥𝑚𝑐2κ𝐵

4𝜈𝜅
sin(κΨ),

𝛾4 = 𝜕𝑅Λ4(0, 𝜙0) + 𝜕ΨΩ4(0, 𝜙0) =
𝜋κ𝑥𝑚𝑐2κ𝐵

2𝜈𝜅
sin(κ𝜙0) +

1

3𝜈
= −1

4
.
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Видим, что условия (5.16) и (5.17) выполняются при 𝐷 = 4 и 𝛾4 = −1/4.

Отсюда следует, что уравнение (5.7) удовлетворяет условиям теоремы 44 при

𝛾𝐷 = 𝛾𝐷 < 0 и 𝑀 + 𝐷 = 𝑁 . Следовательно, режим фазового захвата с κ =

2𝑚 − 1 устойчив, а резонансные решения уравнения (5.7) имеют следующую

асимптотику:

𝑥(𝑡) = 𝑡
1
3

√
2𝑐−1

κ cn
(︂
𝜅𝜑(𝑡)

𝜋
√
2
;
1

2

)︂(︀
1 +𝒪(𝑡−

1
3 )
)︀
,

𝐼(𝑡) = 𝑐−4
κ 𝑡

4
3

(︀
1 +𝒪(𝑡−

1
3 )
)︀
, 𝜑(𝑡) = κ−1𝑆(𝑡) + 𝜙0 +𝒪(𝑡−

1
6 ), 𝑡→ ∞.

(5.19)

В частности, для резонансных решений с κ = 1 имеем

𝜙0 =

⎧⎪⎨⎪⎩− arcsin 𝑠2

𝐵𝑑1
+ 2𝜋𝑘, 𝐵 > 𝐵1

𝜋 + arcsin 𝑠2

𝐵𝑑1
+ 2𝜋𝑘, 𝐵 < −𝐵1

, 𝑘 ∈ Z,

где 𝐵1 = 𝑠2/𝑑1 (см. рис. 5.2, б, в).

Заметим, что для резонансных решений 𝑐−4
κ = 𝒪(𝑒−κ𝜋) при κ → ∞. Сле­

довательно, если κ ≫ 1 и 𝐵 = 𝒪(1), можно добиться значительного увели­

чения энергии в течение достаточно длительного промежутка времени. При

этом допустимые значения параметров (𝑠, 𝐵) лежат в достаточно узкой обла­

сти: 𝑠2/𝐵 = 𝒪(κ3𝑒−κ𝜋/2) при κ → ∞.

5.4.2. Пример 2

Рассмотрим уравнение с убывающим параметрическим возмущением

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
−
(︀
1 +𝐵𝑡−

𝑎
𝑞 cos𝑆(𝑡)

)︀
𝑥+ 𝑥3 = 0, 𝑆(𝑡) = 𝑠𝑡1+

𝑏
𝑞 , 𝑡 ≥ 1. (5.20)

Легко проверить, что уравнение (5.20) относительно переменных 𝑥, 𝑦 = 𝑥̇ при­

нимает вид (5.1) при ℎ = 2, 𝑈(𝑥) ≡ 𝑥4/4−𝑥2/2, и удовлетворяет (5.5) при 𝑙 = 0,

𝑝 = 1, 𝑓 ≡ 0, 𝑔 ≡ 𝐵0,1,0(𝑆)𝑥, 𝐵0,1,0(𝑆) ≡ cos𝑆. Если 𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑞, то выполняется

условие (5.6) при 𝜎 = −(𝑎 + 𝑏)/𝑞. Рассмотрим случай 𝑞 = 3, 𝑎 = 2, 𝑏 = 1.

Из (5.11) следует, что 𝜇 = 2/3, 𝜈 = 4/3, 𝑀 = 4, 𝑁 = 8, а соответствующая
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Рис. 5.2. (а) Разбиение плоскости параметров (𝐵, 𝑠) для уравнения (5.7) с различными зна­

чениями κ. (б), (в) Эволюция 𝐼(𝑡) = 𝐻(𝑥(𝑡), 𝑥̇(𝑡)), 𝒥 (𝑡) = 𝐼(𝑡)𝑐41𝑡
−4/3 − 1 и 𝜃(𝑡) = 𝜑(𝑡)− 𝑆(𝑡),

tan𝜑(𝑡) = −𝑥̇(𝑡)/𝑥(𝑡) для решений (5.7) с 𝑞 = 3, 𝑏 = 1, 𝑠 = 0.75, (𝐵1 ≈ 1.15) и различ­

ными значениями параметра 𝐵 и начальными данными 𝑥(1) = 𝜉0, 𝑥̇(1) = 𝜂0. (б) Серая

пунктирная кривая соответствует 𝑐−4
1 𝑡4/3, 𝑐−4

1 ≈ 0, 485. (в) Серые пунктирные линии соот­

ветствуют 𝜃 = 𝜙0. Численные решения соответствующих начальных задач были найдены

методом Рунге-Кутты четвёртого порядка с шагом 0, 01.

усредненная система (5.14) принимает вид

𝑑𝑅

𝑑𝜏
= 𝜏−

1
2

4∑︁
𝐾=0

𝜏−
𝐾
8 Λ𝐾(𝑅,Ψ) +𝒪(𝜏−

9
8 ),

𝑑Ψ

𝑑𝜏
= 𝜏−

1
2

4∑︁
𝐾=0

𝜏−
𝐾
8 Ω𝐾(𝑅,Ψ) +𝒪(𝜏−

9
8 ) (5.21)
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при 𝜏 → ∞ с 𝜏 = (3/4)𝑡4/3, Λ1 ≡ Λ3 ≡ Ω1 ≡ Ω2 ≡ Ω3 ≡ 0,

Λ0 ≡𝜈−
1
2

(︂
𝑐κ𝐵

4

⟨︀
𝑋0(Ψ + κ−1𝜁)𝑌0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁

⟩︀
κ𝜁 −

1

3

)︂
,

Λ2 ≡𝜈−
3
4
𝑐2κ𝐵

4

∑︁
𝑖+𝑗=1

⟨︀
𝑋𝑖(Ψ + κ−1𝜁)𝑌𝑗(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁

⟩︀
κ𝜁 ,

Λ4 ≡𝜈−1𝑐
2
κ𝐵

4

∑︁
𝑖+𝑗=2

⟨︀
𝑋𝑖(Ψ + κ−1𝜁)𝑌𝑗(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁

⟩︀
κ𝜁 + 𝜈−1𝑅

3

+ 𝜈−1𝜔2𝑐
2
κ

𝜔0

(︂
𝑐κ𝐵

4

⟨︀
𝑋0(Ψ + κ−1𝜁)𝑌0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁

⟩︀
κ𝜁 +

2

3

)︂
,

Ω0 ≡𝜔0𝜈
− 1

2𝑐−1
κ 𝑅,

Ω4 ≡𝜈−1

(︂
(𝜔0𝑧2𝑐

−1
κ − 𝜔2𝑐κ)𝑅− 𝜔0𝑐κ𝐵

4

⟨︀
𝑋2

0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁
⟩︀
κ𝜁

)︂
.

Рассмотрим фазовый захват с κ = 2. В этом случае система (5.21) удовлетво­

ряет условию (5.15) с 𝐿 = 0 и

Λ0(𝑅,Ψ) ≡ 𝜈−
1
2
𝑐2𝐵𝑎11

4

(︁
sin(2Ψ) +

𝑠

𝐵𝑑2

)︁
,

где

𝑎11 =
⟨︀
𝑋0(𝜁)𝑌0(𝜁) sin(2𝜁)

⟩︀
𝜁
= −𝜋𝑥

2
1

2𝜅
− 𝜋

𝜅

∞∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗𝑥𝑗+1,

𝑑2 := −9𝜋𝑎11
4𝜅

> 0, 𝑐2 =
3𝜋

𝜅𝑠
.

Отсюда следует, что если 𝑠/|𝐵| < 𝑑2, то существует 𝜙0, такой что Λ0(0, 𝜙0) = 0

и 𝜆0 = 𝜕ΨΛ0(0, 𝜙0) < 0 (см. рис. 5.3, a). В частности,

𝜙0 =

⎧⎪⎨⎪⎩−1
2 arcsin

𝑠
𝐵𝑑2

+ 𝜋𝑘, 𝐵 > 𝐵2

𝜋
2 +

1
2 arcsin

𝑠
𝐵𝑑2

+ 𝜋𝑘, 𝐵 < −𝐵2

, 𝑘 ∈ Z.

где 𝐵2 = 𝑠/𝑑2. Следовательно, условие (5.16) выполняется. Поскольку

𝜕Ψ
⟨︀
𝑋2

0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁
⟩︀
κ𝜁 =

2

𝜔0

⟨︀
𝑋0(Ψ + κ−1𝜁)𝑌0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁

⟩︀
κ𝜁

=
𝜅𝑎11
𝜋

sin(2Ψ),
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имеем 𝛾4 = 𝜕𝑅Λ4(0, 𝜙0) + 𝜕ΨΩ4(0, 𝜙0) = −1/4. Следовательно, условие (5.17)

выполняется при 𝐷 = 4 и 𝛾4 ̸= 0. Поэтому уравнение (5.20) удовлетворяет усло­

виям теоремы 44 с 𝛾𝐷 = 𝛾𝐷 < 0, 𝑀 +𝐷 = 𝑁 . Следовательно, режим фазовой

синхронизации устойчив, а решения уравнения (5.20), соответствующие пара­

метрическому резонансу, имеют асимптотику (5.19) при κ = 2 (см. рис. 5.3, б,

в).
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Рис. 5.3. (а) Разбиение плоскости параметров (𝐵, 𝑠) для уравнения (5.20) при κ = 2. (б),

(в) Эволюция 𝐼(𝑡) = 𝐻(𝑥(𝑡), 𝑥̇(𝑡)), 𝒥 (𝑡) = 𝐼(𝑡)𝑐42𝑡
−4/3 − 1 и 𝜃(𝑡) = 𝜑(𝑡) − 𝑆(𝑡)/2, tan𝜑(𝑡) =

−𝑥̇(𝑡)/𝑥(𝑡) для решений (5.20) с 𝑞 = 3, 𝑎 = 2, 𝑏 = 1, 𝑠 = 1, (𝐵2 ≈ 1.24) и различными

значениями параметра 𝐵 и начальными данными 𝑥(1) = 𝜉0, 𝑥̇(1) = 𝜂0. (б) Серая пунктирная

кривая соответствует 𝑐−4
2 𝑡4/3, 𝑐−4

2 ≈ 0.095. (в) Серые пунктирные линии соответствуют 𝜃 =

𝜙0. Численные решения соответствующих начальных задач найдены методом Рунге-Кутты

четвёртого порядка с шагом 0.01.
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5.4.3. Пример 3

Наконец, рассмотрим систему с нелинейным параметрическим возмущени­

ем

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
− 𝑥+

(︀
1−𝐵𝑡−

𝑎
𝑞 cos𝑆(𝑡)

)︀
𝑥3 + 𝐶𝑡−

𝑎+1
𝑞 𝑥2

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0, 𝑡 ≥ 1, (5.22)

𝑆(𝑡) = 𝑠𝑡1+
𝑏
𝑞 , где 𝐵,𝐶 = const, 𝐶 > 0. Легко видеть, что (5.20) принимает вид

(5.1) с ℎ = 2, 𝑈(𝑥) ≡ 𝑥4/4 − 𝑥2/2 и удовлетворяет (5.5) с 𝑙 = 1, 𝑝 = 3, 𝑓 ≡ 0,

𝑔 ≡ 𝐵0,3,0(𝑆)𝑥
3+𝑡−1/𝑞𝐵1,2,1(𝑆)𝑥

2𝑦, 𝐵0,3,0(𝑆) ≡ 𝐵 cos𝑆, 𝐵1,2,1(𝑆) ≡ −𝐶. Обратите

внимание, что если 𝑏 < 𝑎, то выполняется условие (5.6) с 𝜎 = (2𝑏− 𝑎)/𝑞. Берём

𝑎 = 𝑞 = 3 и 𝑏 = 1. Тогда 𝜎 = −2/3, 𝜇 = 1/3, 𝜈 = 4/3, 𝑀 = 2, 𝑁 = 8, и

соответствующая усреднённая система (5.14) принимает следующий вид:

𝑑𝑅

𝑑𝜏
= 𝜏−

1
4

4∑︁
𝐾=0

𝜏−
𝐾
8 Λ𝐾(𝑅,Ψ) +𝒪(𝜏−1),

𝑑Ψ

𝑑𝜏
= 𝜏−

1
4

4∑︁
𝐾=0

𝜏−
𝐾
8 Ω𝐾(𝑅,Ψ) +𝒪(𝜏−1)

при 𝜏 → ∞ с 𝜏 = (3/4)𝑡4/3, Λ0 ≡ Λ1 ≡ Λ3 ≡ Ω1 ≡ Ω2 ≡ Ω3 ≡ 0,

Λ2 ≡− 𝜈−
1
2
𝐶

4𝑐2κ

⟨︀
𝑋2

0(Ψ + κ−1𝜁)𝑌 2
0 (Ψ + κ−1𝜁)

⟩︀
κ𝜁

+ 𝜈−
1
2
𝐵

4𝑐κ

⟨︀
𝑋3

0(Ψ + κ−1𝜁)𝑌0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁
⟩︀
κ𝜁 ,

Λ4 ≡− 𝜈−
3
4
3𝐶𝑅

4𝑐2κ

⟨︀
𝑋2

0(Ψ + κ−1𝜁)𝑌 2
0 (Ψ + κ−1𝜁)

⟩︀
κ𝜁

+ 𝜈−
3
4
𝐵𝑅

2𝑐κ

⟨︀
𝑋3

0(Ψ + κ−1𝜁)𝑌0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁
⟩︀
κ𝜁

− 𝜈−
3
4
1

3
− 𝜈−

3
4
𝐶

2𝑐κ

⟨︀
𝑋0𝑌0(𝑋1𝑌0 +𝑋0𝑌1)

⟩︀
κ𝜁

+ 𝜈−
3
4
𝐵

4

⟨︀
𝑋2

0(𝑋0𝑌1 + 3𝑋1𝑌0) cos 𝜁
⟩︀
κ𝜁 ,

Ω0 ≡𝜔0𝜈
− 1

4𝑐−1
κ 𝑅, Ω4 ≡ 𝜈−

3
4

(︂
−2𝑐κ𝜔2𝑅− 𝜔0𝐵

4𝑐κ

⟨︀
𝑋4

0(Ψ + κ−1𝜁) cos 𝜁
⟩︀
κ𝜁

)︂
.
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Легко проверить, что для резонансных решений с κ = 2 условие (5.15) выпол­

няется с 𝐿 = 2 и

Λ2(𝑅,Ψ) ≡ 𝜈−
1
2
𝐵𝑎31𝜅𝑠

12𝜋

(︁
sin(2Ψ) +

𝑠𝐶

𝐵𝑑2

)︁
, 𝑑2 := −3𝜋𝑎31

𝜅𝑣22
> 0,

где 𝑣22 ≡
⟨︀
𝑋2

0(𝜁)𝑌
2
0 (𝜁)

⟩︀
𝜁
> 0, 𝑎31 ≡

⟨︀
𝑋3

0(𝜁)𝑌0(𝜁) sin 2𝜁
⟩︀
𝜁
≈ 𝑥21𝑎11/2 < 0. Сле­

довательно, если 𝑠𝐶/|𝐵| < 𝑑2, выполняется условие (5.16) (см. рис. 5.4, a):

существует 𝜙0, такое что Λ2(0, 𝜙0) = 0 и 𝜆2 = 𝜕ΨΛ2(0, 𝜙0) < 0. В этом случае

имеем

𝜙0 =

⎧⎪⎨⎪⎩−1
2 arcsin

𝑠𝐶
𝐵𝑑2

+ 𝜋𝑘, 𝐵 > 𝐵2

𝜋
2 +

1
2 arcsin

𝑠𝐶
𝐵𝑑2

+ 𝜋𝑘, 𝐵 < −𝐵2

, 𝑘 ∈ Z,

где 𝐵2 = 𝑠𝐶/𝑑2. Более того, можно легко проверить, что предположение (5.17)

выполняется при 𝐷 = 2 и

𝛾4 ≡ 𝜕𝑅Λ4(0, 𝜙0) + 𝜕ΨΩ4(0, 𝜙0) = −5𝐶𝑣22𝜈
− 3

4

(︁𝜅𝑠
6𝜋

)︁2
< 0.

Таким образом, применяя теорему 44 с 𝛾𝐷 = 𝛾𝐷 < 0 и 𝑀 +𝐷 < 𝑁 , мы видим,

что режим фазовой синхронизации устойчив и резонансные решения (5.22) име­

ют асимптотику (5.19) с κ = 2 (см. рис. 5.4, б, в).

5.5. Обоснование результатов

5.5.1. Замена переменных

В этом разделе строятся преобразования переменных, которые переводят

систему (5.1) в (5.14). Сначала рассмотрим 2𝜋-периодические функции 𝑋(𝜑,𝐸)

и 𝑌 (𝜑,𝐸) при 𝐸 > 𝐸0. Из (5.2) следует, что эти функции удовлетворяют системе

𝜔(𝐸)
𝜕𝑋

𝜕𝜑
= 𝜕𝑌𝐻(𝑋, 𝑌 ), 𝜔(𝐸)

𝜕𝑌

𝜕𝜑
= −𝜕𝑋𝐻(𝑋, 𝑌 ), (5.23)

𝐻(𝑋(𝜑,𝐸), 𝑌 (𝜑,𝐸)) ≡ 𝐸,

с 𝑋(0, 𝐸) = 𝑥+(𝐸) и 𝑌 (0, 𝐸) = 0.
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Рис. 5.4. (а) Разбиение плоскости параметров (𝐵, 𝑠) для уравнения (5.20) при κ = 2 и раз­

личных значениях параметра 𝐶. (б), (в) Эволюция 𝐼(𝑡) = 𝐻(𝑥(𝑡), 𝑥̇(𝑡)), 𝒥 (𝑡) = 𝐼(𝑡)𝑐42𝑡
−4/3 − 1

и 𝜃(𝑡) = 𝜑(𝑡)− 𝑆(𝑡)/2, tan𝜑(𝑡) = −𝑥̇(𝑡)/𝑥(𝑡) для решений (5.22) с 𝑎 = 𝑞 = 3, 𝑏 = 1, 𝑠 = 𝐶 = 1,

(𝐵2 ≈ 0.71) и различными значениями параметра 𝐵 и начальными данными 𝑥(1) = 𝜉0,

𝑥̇(1) = 𝜂0. (б) Серая пунктирная кривая соответствует 𝑐−4
2 𝑡4/3, 𝑐−4

2 ≈ 0.095. (в) Серые пунк­

тирные линии соответствуют 𝜃 = 𝜙0. Численные решения соответствующих начальных задач

найдены методом Рунге-Кутты четвёртого порядка с шагом 0.01.

Лемма 6. Коэффициент 𝜔(𝐸) ≡ 2𝜋/𝑇 (𝐸) имеет следующее асимптотиче­

ское разложение:

𝜔(𝐸) ∼ 𝐸
ℎ−1
2ℎ

∞∑︁
𝑗=0

𝐸− 𝑗
2ℎ𝜔𝑗, 𝐸 → ∞, 𝜔𝑗 = const, 𝜔0 =

2𝜋

𝜅
, 𝜔1 = 0. (5.24)

Доказательство. Сначала построим асимптотику для периода 𝑇 (𝐸), опреде­

ляемого следующим интегралом со слабой особенностью [165, §5.2]:

𝑇 (𝐸) ≡
𝑥+(𝐸)∫︁
𝑥−(𝐸)

√
2𝑑𝜍√︀

𝐸 − 𝑈(𝜍)
,

где 𝑥−(𝐸) и 𝑥+(𝐸) — решения уравнения 𝑈(𝑥) = 𝐸 при 𝐸 > 𝐸0, такие, что

𝑈 ′(𝑥±(𝐸)) ̸= 0. Легко проверить, что функции 𝑥±(𝐸) являются гладкими при
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𝐸 > 𝐸0 и имеют следующее асимптотическое разложение:

𝑥±(𝐸) = (2ℎ𝐸)
1
2ℎ

∞∑︁
𝑘=0

𝑥±𝑘𝐸
− 𝑘

2ℎ , 𝐸 → ∞. (5.25)

Коэффициенты 𝑥±𝑘 легко определяются после подстановки этих рядов в уравне­

ние и группировки членов, стоящих при одной и той же степени 𝐸. В частности,

𝑥±0 = ±1, 𝑥±1 = −(2ℎ)−
1
2ℎ𝑢2ℎ−1, 𝑥±2 = ±(2ℎ)−

1
ℎ

(︁
(2ℎ− 1)

𝑢22ℎ−1

2
− 𝑢2ℎ−2

)︁
.

Рассмотрим два вспомогательных интеграла

𝑇+(𝐸) =

𝑥+(𝐸)∫︁
0

√
2𝑑𝜍√︀

𝑈(𝑥+(𝐸))− 𝑈(𝜍)
, 𝑇−(𝐸) = −

𝑥−(𝐸)∫︁
0

√
2𝑑𝜍√︀

𝑈(𝑥−(𝐸))− 𝑈(𝜍)
.

Замена переменной 𝜍 ↦→ 𝑥±(𝐸)𝜍 преобразует эти интегралы в следующие:

𝑇±(𝐸) ≡ 2
√
ℎ|𝑥±(𝐸)|1−ℎ

1∫︁
0

𝜒(𝜍, 𝑥±(𝐸))√
1− 𝜍2ℎ

𝑑𝜍, 𝜒(𝑧, 𝑥) ≡
(︂

𝑈(𝑥)− 𝑈(𝑥𝑧)

(1− 𝑧2ℎ)𝑥2ℎ/(2ℎ)

)︂− 1
2

.

Функция 𝜒(𝑧, 𝑥) является гладкой при 𝑧 ∈ [0, 1] и достаточно больших 𝑥. Более

того, эта функция имеет следующее асимптотическое разложение:

𝜒(𝑧, 𝑥) =
∞∑︁
𝑗=0

𝜒𝑗(𝑧)𝑥
−𝑗, |𝑥| → ∞

равномерно для всех 𝑧 ∈ [0, 1] с 𝜒0(𝑧) ≡ 1,

𝜒1(𝑧) ≡ −ℎ𝑢2ℎ−1

(︂
1− 𝑧2ℎ−1

1− 𝑧2ℎ

)︂
,

𝜒2(𝑧) ≡ −ℎ𝑢2ℎ−2

(︂
1− 𝑧2ℎ−2

1− 𝑧2ℎ

)︂
+

3ℎ2𝑢22ℎ−1

2

(︂
1− 𝑧2ℎ−1

1− 𝑧2ℎ

)︂2

.

Объединяя это с (5.25), получаем асимптотические разложения для 𝑇±(𝐸) на

бесконечности:

𝑇±(𝐸) ∼
√
2(2ℎ)

1
2ℎ𝐸

1−ℎ
2ℎ

∞∑︁
𝑘=0

𝑇±
𝑘 𝐸

− 𝑘
2ℎ , 𝐸 → ∞, 𝑇±

𝑘 = const.
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В частности, 𝑇±
0 = ℐ0,

𝑇±
1 = ±

(︁
(ℎ− 1)|𝑥±1 |ℐ0 + (2ℎ)−

1
2ℎℐ1

)︁
,

𝑇±
2 = (ℎ− 1)

(︁ℎ|𝑥±1 |2
2

− |𝑥±2 |
)︁
ℐ0 + (2ℎ)−

1
2ℎ (ℎ|𝑥±1 |ℐ1 + ℐ2),

где

ℐ𝑘 =
1∫︁

0

𝜒𝑘(𝜍)√
1− 𝜍2ℎ

𝑑𝜍.

Заметим, что 𝑇 (𝐸) ≡ 𝑇+(𝐸) + 𝑇−(𝐸). Следовательно,

𝑇 (𝐸) ∼ 𝐸
1−ℎ
2ℎ

∞∑︁
𝑘=0

𝒯𝑘𝐸− 𝑘
2ℎ , 𝐸 → ∞, 𝒯𝑘 =

√
2(2ℎ)

1
2ℎ (𝑇+

𝑘 + 𝑇−
𝑘 ). (5.26)

Легко видеть, что 𝒯0 = 𝜅 и 𝒯1 = 0. Наконец, из (5.26) следует, что

𝜔(𝐸) ≡ 2𝜋

𝑇 (𝐸)
∼ 𝐸

ℎ−1
2ℎ

∞∑︁
𝑘=0

𝜔𝑘𝐸
− 𝑘

2ℎ , 𝐸 → ∞, 𝜔𝑘 = const,

где 𝜔0 = 2𝜋𝒯 −1
0 , 𝜔1 = 0 и 𝜔2 = −2𝜋𝒯2𝒯 −2

0 . Это доказывает (5.24).

Лемма 7. Функции 𝑋(𝜑,𝐸) и 𝑌 (𝜑,𝐸) имеют следующие асимптотические

разложения:

𝑋(𝜑,𝐸) ∼ 𝐸
1
2ℎ

∞∑︁
𝑗=0

𝐸− 𝑗
2ℎ𝑋𝑗(𝜑), 𝑌 (𝜑,𝐸) ∼ 𝐸

1
2

∞∑︁
𝑗=0

𝐸− 𝑗
2ℎ𝑌𝑗(𝜑) (5.27)

при 𝐸 → ∞ равномерно по всем 𝜑 ∈ R, где 𝑋𝑗(𝜑) и 𝑌𝑗(𝜑) — 2𝜋-периодические

коэффициенты. В частности, 𝑋0(𝜑), 𝑌0(𝜑) — периодическое решение системы

𝜔0
𝑑𝑋0

𝑑𝜑
= 𝑌0, 𝜔0

𝑑𝑌0
𝑑𝜑

= −𝑋2ℎ−1
0 ,

с начальными данными 𝑋0(0) = (2ℎ)1/(2ℎ) и 𝑌0(0) = 0.

Доказательство. Определим функции

𝑥̃(𝜑;𝐸) ≡ 𝐸− 1
2ℎ𝑋(𝜑,𝐸), 𝑦(𝜑;𝐸) ≡ 𝐸− 1

2𝑌 (𝜑,𝐸) (5.28)
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при 𝐸 > 𝐸0. Из (5.23) следует, что 𝑥̃(𝜑;𝐸) и 𝑦(𝜑;𝐸) удовлетворяют системе

𝑑𝑥̃

𝑑𝜑
= 𝜆̃(𝐸)𝜕𝑦𝐻̃(𝑥̃, 𝑦;𝐸),

𝑑𝑦

𝑑𝜑
= −𝜆̃(𝐸)𝜕𝑥̃𝐻̃(𝑥̃, 𝑦;𝐸), (5.29)

с начальными данными 𝑥̃|𝜑=0 = 𝐸−1/(2ℎ)𝑥+(𝐸) и 𝑦|𝜑=0 = 0, где

𝐻̃(𝑥̃, 𝑦;𝐸) ≡ 𝐸−1𝐻(𝐸
1
2ℎ 𝑥̃, 𝐸

1
2𝑦) = 𝐻̃0(𝑥̃, 𝑦) + 𝐸− 1

2ℎ 𝑈̃(𝑥̃;𝐸),

𝐻̃0(𝑥̃, 𝑦) ≡
𝑥̃2ℎ

2ℎ
+
𝑦2

2
, 𝑈̃(𝑥̃;𝐸) ≡

2ℎ−1∑︁
𝑗=1

𝐸− 𝑗−1
2ℎ 𝑢2ℎ−𝑗𝑥̃

2ℎ−𝑗, 𝜆̃(𝐸) ≡ 𝐸
ℎ−1
2ℎ

𝜔(𝐸)
.

Более того, 𝐻̃(𝑥̃(𝜑;𝐸), 𝑦(𝜑;𝐸);𝐸) ≡ 1. Заметим, что 𝜆̃(𝐸) = 𝜔−1
0 (1+𝒪(𝐸−1/ℎ))

при 𝐸 → ∞. В этом случае асимптотику периодических решений системы (5.29)

при 𝐸−1/(2ℎ) → 0 можно построить, используя метод усреднения [15],[9, §6.2].

Рассмотрим невозмущённую систему

𝜔0𝐽
ℎ−1
2ℎ
𝑑𝜉

𝑑𝛼
= 𝜕𝜂𝐻̃0(𝜉, 𝜂), 𝜔0𝐽

ℎ−1
2ℎ
𝑑𝜂

𝑑𝛼
= −𝜕𝜉𝐻̃0(𝜉, 𝜂), (5.30)

с начальными данными 𝜉|𝛼=0 = (2ℎ𝐽)1/(2ℎ), 𝜂|𝛼=0 = 0 и параметром 𝐽 > 0. При

любом 𝐽 > 0 решение 𝜉(𝛼, 𝐽), 𝜂(𝛼, 𝐽) этой задачи удовлетворяет

𝐻̃0(𝜉(𝛼, 𝐽), 𝜂(𝛼, 𝐽)) ≡ 𝐽 (5.31)

и является 𝜏(𝐽)-периодическим относительно 𝛼, где

𝜏(𝐽) ≡
(2ℎ𝐽)1/(2ℎ)∫︁

−(2ℎ𝐽)1/(2ℎ)

𝜔0

√
2𝐽− 1

2ℎ 𝑑𝜍√︀
1− 𝜍2ℎ/(2ℎ𝐽)

= 𝜔0

√
2(2ℎ)

1
2ℎ

1∫︁
−1

𝑑𝜍√
1− 𝜍2ℎ

= 𝜔0𝒯0 = 2𝜋.

Эти функции используются для переписывания системы (5.29) в переменных

(𝐽, 𝛼). Рассмотрим замену переменных.

𝑥̃(𝜑) = 𝜉(𝛼(𝜑), 𝐽(𝜑)), 𝑦(𝜑) = 𝜂(𝛼(𝜑), 𝐽(𝜑)). (5.32)

Дифференцируя тождество (5.31) по 𝐽 и учитывая (5.30), получаем 𝜕𝛼𝜉𝜕𝐽𝜂 −

𝜕𝛼𝜂𝜕𝐽𝜉 ≡ 𝜔−1
0 𝐽 (1−ℎ)/(2ℎ) ̸= 0. Следовательно, преобразование (𝑥̃, 𝑦) → (𝐽, 𝛼)
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обратимо. В новых переменных система (5.29) принимает вид

𝑑𝐽

𝑑𝜑
= −𝐸− 1

2ℎ𝜕𝛼𝑃 (𝛼, 𝐽 ;𝐸)𝜔0𝐽
ℎ−1
2ℎ 𝜆̃(𝐸),

𝑑𝛼

𝑑𝜑
= (1 + 𝐸− 1

2ℎ𝜕𝐽𝑃 (𝛼, 𝐽 ;𝐸))𝜔0𝐽
ℎ−1
2ℎ 𝜆̃(𝐸) (5.33)

с начальными данными 𝐽 |𝜑=0 = 𝐽0(𝐸) и 𝛼|𝜑=0 = 0, где 𝑃 ≡ 𝑈̃(𝜉(𝛼, 𝐽);𝐸)

является 2𝜋-периодической по 𝛼 и

𝐽0(𝐸) = 𝐸−1 (𝑥+(𝐸))
2ℎ

2ℎ
= 1 + 2ℎ𝑥+1 𝐸

− 1
2ℎ +𝒪(𝐸− 1

ℎ ), 𝐸 → ∞.

Решение 𝐽(𝜑), 𝛼(𝜑) этой задачи удовлетворяет

𝐻̃(𝜉(𝛼(𝜑), 𝐽(𝜑)), 𝜂(𝛼(𝜑), 𝐽(𝜑));𝐸) ≡ 1.

Применяя метод усреднения [225] к системе (5.33), получаем следующие асимп­

тотические разложения:

𝐽(𝜑) ∼
∞∑︁
𝑘=0

𝐸− 𝑘
2ℎ𝐽𝑘(𝜑), 𝛼(𝜑) ∼ 𝜑+

∞∑︁
𝑘=1

𝐸− 𝑘
2ℎ𝛼𝑘(𝜑), 𝐸 → ∞,

с 2𝜋-периодическими коэффициентами 𝐽𝑘(𝜑) и 𝛼𝑘(𝜑). В частности, 𝐽0(𝜑) ≡ 1,

𝐽1(𝜑) ≡ −𝑢2ℎ−1

(︀
𝜉(𝜑, 1)

)︀2ℎ−1 и 𝛼1(𝜑) ≡ −𝜔0𝑢2ℎ−1𝜕𝐽𝜂(𝜑, 1). Объединяя это с (5.28)

и (5.32), получаем (5.27) с 𝑋0(𝜑) = 𝜉(𝜑, 1), 𝑌0(𝜑) = 𝜂(𝜑, 1),

𝑋1(𝜑) = 𝛼1(𝜑)𝜕𝛼𝜉(𝜑, 1) + 𝐽1(𝜑)𝜕𝐽𝜉(𝜑, 1),

𝑌1(𝜑) = 𝛼1(𝜑)𝜕𝛼𝜂(𝜑, 1) + 𝐽1(𝜑)𝜕𝐽𝜂(𝜑, 1).

Функции 𝑋(𝜑,𝐸) и 𝑌 (𝜑,𝐸) используются для переписывания системы

(5.1) в переменных типа действие-угол. Легко проверить, что замена перемен­

ных (5.12) преобразует систему (5.1) к виду

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝑡−𝑐𝐹 (𝐼, 𝜑, 𝑡),

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝜔(𝐼) + 𝑡−𝑐𝐺(𝐼, 𝜑, 𝑡), (5.34)
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где

𝐹 (𝐼, 𝜑, 𝑡) ≡ 𝑓
(︀
𝑋(𝜑, 𝐼), 𝑌 (𝜑, 𝐼), 𝑆(𝑡), 𝑡

)︀
𝑈 ′(︀𝑋(𝜑, 𝐼)

)︀
+𝑔
(︀
𝑋(𝜑, 𝐼), 𝑌 (𝜑, 𝐼), 𝑆(𝑡), 𝑡

)︀
𝑌 (𝜑, 𝐼),

𝐺(𝐼, 𝜑, 𝑡) ≡ 𝜔(𝐼)
(︁
𝑓
(︀
𝑋(𝜑, 𝐼), 𝑌 (𝜑, 𝐼), 𝑆(𝑡), 𝑡

)︀
𝜕𝐸𝑌 (𝜑, 𝐼)

−𝑔
(︀
𝑋(𝜑, 𝐼), 𝑌 (𝜑, 𝐼), 𝑆(𝑡), 𝑡

)︀
𝜕𝐸𝑋(𝜑, 𝐼)

)︁
.

Справедлива

Лемма 8. Пусть выполнены предположения (5.5) и (5.6). Тогда для всех

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟(𝐸0) и 𝑡 > 0 система (5.1) может быть преобразована в (5.34)

заменой (5.12). Более того, существуют 𝐶 > 0, 𝐸̃0 ≥ 𝐸0 и 𝑡0 > 0, такие, что

|𝐹 (𝐽, 𝜙, 𝑡)| ≤ 𝐶𝐽1+𝛽, |𝐺(𝐽, 𝜙, 𝑡)| ≤ 𝐶𝐽𝛽, 𝛽 ≡ 𝑝− 1 + (𝑙 − 1)(ℎ− 1)

2ℎ
(5.35)

для всех 𝐽 ≥ 𝐸̃0, 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡0.

Доказательство. Из (5.5) следует, что функции 𝐹 (𝐼, 𝜑, 𝑡) и 𝐺(𝐼, 𝜑, 𝑡) имеют

следующие асимптотические разложения:

𝐹 (𝐼, 𝜑, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=0

𝑡−
𝑘
𝑞𝐹𝑘(𝐼, 𝜑, 𝑆(𝑡)),

𝐺(𝐼, 𝜑, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=0

𝑡−
𝑘
𝑞𝐺𝑘(𝐼, 𝜑, 𝑆(𝑡)), 𝑡→ ∞, (5.36)

где коэффициенты

𝐹𝑘 ≡ 𝑓𝑘
(︀
𝑋(𝜑, 𝐼), 𝑌 (𝜑, 𝐼), 𝑆

)︀
𝑈 ′(︀𝑋(𝜑, 𝐼)

)︀
+ 𝑔𝑘

(︀
𝑋(𝜑, 𝐼), 𝑌 (𝜑, 𝐼), 𝑆

)︀
𝑌 (𝜑, 𝐼),

𝐺𝑘 ≡ 𝜔(𝐼)
(︁
𝑓𝑘
(︀
𝑋(𝜑, 𝐼), 𝑌 (𝜑, 𝐼), 𝑆

)︀
𝜕𝐸𝑌 (𝜑, 𝐼)− 𝑔𝑘

(︀
𝑋(𝜑, 𝐼), 𝑌 (𝜑, 𝐼), 𝑆

)︀
𝜕𝐸𝑋(𝜑, 𝐼)

)︁
являются 2𝜋-периодическими функциями относительно 𝜑 и 𝑆. Заметим, что

ряды в (5.36) являются асимптотическими при 𝑡→ ∞. Определим

𝐹𝑘(𝐼, 𝜑, 𝑆) ≡ 𝐼−1−𝛽𝐹𝑘(𝐼, 𝜑, 𝑆), 𝐹 (𝐼, 𝜑, 𝑡) ≡ 𝐼−1−𝛽𝐹 (𝐼, 𝜑, 𝑡),

𝐺̃𝑘(𝐼, 𝜑, 𝑆) ≡ 𝐼−𝛽𝐺𝑘(𝐼, 𝜑, 𝑆), 𝐺̃(𝐼, 𝜑, 𝑡) ≡ 𝐼−𝛽𝐺(𝐼, 𝜑, 𝑡).
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Тогда, учитывая (5.27), получаем следующие асимптотические разложения:

𝐹𝑘(𝐼, 𝜑, 𝑆) ∼
∞∑︁
𝑑=0

𝐹𝑘,𝑑(𝜑, 𝑆)𝐼
− 𝑑

2ℎ ,

𝐺̃𝑘(𝐼, 𝜑, 𝑆) ∼
∞∑︁
𝑑=0

𝐺̃𝑘,𝑑(𝜑, 𝑆)𝐼
− 𝑑

2ℎ , 𝐼 → ∞, (5.37)

с 2𝜋-периодическими коэффициентами:

𝐹𝑘,𝑑 =
∑︁

(𝑖,𝑗,𝑖1,𝑗1,𝑖2,𝑗2)∈𝒳𝑑

𝛿𝑗2,0𝑋
𝑝−𝑙−𝑖
0 𝑌 𝑙−1−𝑗

0

×
(︁
(2ℎ− 𝑖2)𝑢2ℎ−𝑖2𝐴𝑘,𝑝−𝑙+1−𝑖,𝑙−1−𝑗𝑋̃𝑝−𝑙−𝑖+2ℎ−𝑖2,𝑖1𝑌𝑙−1−𝑗,𝑗1𝑋

2ℎ−𝑖2
0

+ 𝛿𝑖2,0𝐵𝑘,𝑝−𝑙−𝑖,𝑙−𝑗𝑋̃𝑝−𝑙−𝑖,𝑖1𝑌𝑙+1−𝑗,𝑗1𝑌
2
0

)︁
,

𝐺̃𝑘,𝑑 =
∑︁

(𝑖,𝑗,𝑖1,𝑗1,𝑖2,𝑗2)∈𝒳𝑑

𝜔𝑗2
2ℎ
𝑋𝑝−𝑙−𝑖

0 𝑌 𝑙−1−𝑗
0

×
(︁
(ℎ− 𝑖2)𝐴𝑘,𝑝−𝑙+1−𝑖,𝑙−1−𝑗𝑋̃𝑝−𝑙+1−𝑖,𝑖1𝑌𝑙−1−𝑗,𝑗1𝑋0𝑌𝑖2

− (1− 𝑖2)𝐵𝑘,𝑝−𝑙−𝑖,𝑙−𝑗𝑋̃𝑝−𝑙−𝑖,𝑖1𝑌𝑙−𝑗,𝑗1𝑌0𝑋𝑖2

)︁
,

где 𝛿𝑖,0 — символ Кронекера,

𝒳𝑑 =
{︀
(𝑖, 𝑗, 𝑖1, 𝑗1, 𝑖2, 𝑗2) ∈ Z6 : 0 ≤ 𝑖+ 𝑗 ≤ 𝑝, 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑙, 𝑖1, 𝑗1, 𝑖2, 𝑗2 ≥ 0,

𝑖+ 𝑗 + (ℎ− 1)𝑗 + 𝑖1 + 𝑗1 + 𝑖2 + 𝑗2 = 𝑑
}︀
.

Функции 𝑋̃𝑛,𝑖(𝜑), 𝑌𝑛,𝑖(𝜑) обозначают коэффициенты асимптотических разложе­

ний:

𝐼−
𝑛
2ℎ

(︂
𝑋(𝜑, 𝐼)

𝑋0(𝜑)

)︂𝑛
∼

∞∑︁
𝑖=0

𝑋̃𝑛,𝑖(𝜑)𝐼
− 𝑖

2ℎ , 𝐼−
𝑛
2

(︂
𝑌 (𝜑, 𝐼)

𝑌0(𝜑)

)︂𝑛
∼

∞∑︁
𝑖=0

𝑌𝑛,𝑖(𝜑)𝐼
− 𝑖

2ℎ

при 𝐼 → ∞. Например, 𝑋̃0,0 = 1, 𝑋̃0,𝑖 = 0, 𝑋̃𝑛,0 = 1, 𝑋̃𝑛,1 = 𝑛𝑋1/𝑋0, 𝑋̃𝑛,2 =

𝑛𝑋2/𝑋0 + 𝑛(𝑛 − 1)(𝑋1/𝑋0)
2/2 для всех 𝑛, 𝑖 ̸= 0. Предполагается, что 𝑢2ℎ =

1/(2ℎ), 𝑢2ℎ−𝑖2 = 0 для всех 𝑖2 ≥ 2ℎ и 𝐴𝑘,𝑖,−1(𝑆) ≡ 0 для всех 𝑘, 𝑖 ≥ 0. Заметим,

что ряды в (5.37) являются асимптотическими, и для любого 𝑛 ≥ 1 справед­

ливы следующие оценки: 𝐹𝑘(𝐽, 𝜙, 𝑆) −
∑︀𝑛−1

𝑑=0 𝐹𝑘,𝑑(𝜙, 𝑆)𝐽
−𝑑/(2ℎ) = 𝒪(𝐽−𝑛/(2ℎ)) и
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𝐺̃𝑘(𝐽, 𝜙, 𝑆) −
∑︀𝑛−1

𝑑=0 𝐺̃𝑘,𝑑(𝜙, 𝑆)𝐽
−𝑑/(2ℎ) = 𝒪(𝐽−𝑛/(2ℎ)) при 𝐽 → ∞ равномерно

для всех 𝜙 ∈ R и 𝑆 ∈ R. Из (5.36) и (5.37) следует, что 𝐹 (𝐽, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(1) и

𝐺̃(𝐽, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(1) при 𝐽 → ∞ и 𝑡 → ∞ равномерно для всех 𝜙 ∈ R. Следова­

тельно, 𝐹 (𝐽, 𝜙, 𝑡) и 𝐺(𝐽, 𝜙, 𝑡) удовлетворяют оценке (5.35).

Дифференцируя тождество 𝐻(𝑋(𝜑,𝐸), 𝑌 (𝜑,𝐸)) ≡ 𝐸 по 𝐸 и учитывая

систему (5.23), получаем

det
𝜕(𝑋, 𝑌 )

𝜕(𝜑,𝐸)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝜑𝑋 𝜕𝐸𝑋

𝜕𝜑𝑌 𝜕𝐸𝑌

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 1

𝜔(𝐸)
> 0 ∀𝐸 > 𝐸0.

Следовательно, преобразование (5.12) обратимо для всех 𝐸 > 𝐸0 и 𝜑 ∈ [0, 2𝜋).

Замечание 6. Поведение правых частей системы (5.34) при достаточно боль­

ших 𝐼 указывает на роль предположения (5.6). В частности, неравенства

(5.6) являются необходимым условием существования резонансных решений

в возмущённой системе (5.1), таких, что 𝐼(𝑡) ∼ 𝐼κ(𝑡) и 𝜑(𝑡) ∼ κ−1𝑆(𝑡) при

𝑡→ ∞, где 𝐼κ(𝑡) — решение уравнения (5.8). Действительно, рассмотрим пре­

образованную систему (5.34). Объединяя (5.35) с первым уравнением в (5.34),

видим, что если 𝛽 ̸= 0, то⃒⃒⃒ 𝑑
𝑑𝑡
𝐼−𝛽
⃒⃒⃒
≤ |𝛽|𝐶𝑡−

𝑎
𝑞 , 𝑡 ≥ 𝑡0.

Интегрирование этих неравенств по 𝑡 даёт

|(𝐼(𝑡))−𝛽 − (𝐼(𝑡0))
−𝛽| ≤ |𝛽|𝐶

(︁
𝑡1−

𝑎
𝑞 − 𝑡

1−𝑎
𝑞

0

)︁ 𝑞

𝑞 − 𝑎
, 𝑎 < 𝑞,

|(𝐼(𝑡))−𝛽 − (𝐼(𝑡0))
−𝛽| ≤ |𝛽|𝐶

(︀
log 𝑡− log 𝑡0

)︀
, 𝑎 = 𝑞,

при 𝑡 ≥ 𝑡0, где 𝐼(𝑡0) ≥ 𝐸̃0. Следовательно, существует 𝑡1 ≥ 𝑡0, такой что

(𝐼(𝑡))𝛽 ≥ 𝑡−1+𝑎
𝑞

2|𝛽|𝐶

(︁
1− 𝑎

𝑞

)︁
, 𝑎 < 𝑞,

(𝐼(𝑡))𝛽 ≥ 1

2|𝛽|𝐶 log 𝑡
, 𝑎 = 𝑞,
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при 𝑡 ≥ 𝑡1. Заметим, что 𝛽 = 𝑞(𝜎 + 𝑎/𝑞)(ℎ − 1)/(2ℎ𝑏). Если 𝛽 = 0, то

𝜎 + 𝑎/𝑞 = 0 и из (5.34) следует, что |𝐼 ′(𝑡)/𝐼(𝑡)| ≤ 𝐶𝑡𝜎 при 𝑡 ≥ 𝑡0. Нетрудно

проверить, что (𝐼κ(𝑡))
𝛽 ∼ 𝑐−2ℎ𝛽

κ 𝑡𝜎+𝑎/𝑞 и 𝐼 ′κ(𝑡)/𝐼κ(𝑡) ∼ 2ℎ𝑏/((ℎ − 1)𝑞)𝑡−1 при

𝑡 → ∞. Таким образом, система (5.34) допускает решения с 𝐼(𝑡) ∼ 𝐼κ(𝑡) при

достаточно больших 𝑡, если 𝜎 ≥ −1. Аналогично, из второго уравнения в

(5.34) следует, что

𝜑(𝑡)

𝑆(𝑡)
− κ−1 = 𝒪(𝑡𝜎−

𝑏
𝑞 ), 𝑡→ ∞

для решений 𝐼(𝑡) ∼ 𝐼κ(𝑡). Поскольку 𝜑(𝑡)/𝑆(𝑡) → κ−1 при 𝑡 → ∞, получаем

𝜎 < 𝑏/𝑞.

Решение 𝐼κ(𝑡) при 𝑡 ≥ 𝑡1 уравнения (5.8) используется при замене пере­

менных (5.13) в системе (5.34). Подстановка (5.13) в (5.34) даёт следующую

асимптотически автономную систему:

𝑑𝑟

𝑑𝜏
= 𝜏−

𝑀
𝑁 𝒜(𝑟, 𝜃, 𝜏),

𝑑𝜃

𝑑𝜏
= 𝜏−

𝑀
𝑁 ℬ(𝑟, 𝜃, 𝜏), (5.38)

с правыми частями

𝒜(𝑟, 𝜃, 𝜏) ≡ ℱ(𝑟, 𝜃, 𝜏) + 𝜏−
𝑁−2𝑀

𝑁 𝒫(𝑟, 𝜏) + 𝜏−
𝑁−𝑀

𝑁
𝑀

𝑁
𝑟,

ℬ(𝑟, 𝜃, 𝜏) ≡ 𝒬(𝑟, 𝜏)𝑟 + 𝜏−
𝑀
𝑁 𝒢(𝑟, 𝜃, 𝜏),

где

ℱ ≡𝐹
(︁
𝐼κ
(︀
(𝜈𝜏)

1
𝜈

)︀(︀
1 + (𝜈𝜏)−

𝜇
𝜈 𝑟
)︀2ℎ
, 𝜃 + κ−1𝜁(𝜏), 𝜁(𝜏), (𝜈𝜏)

1
𝜈

)︁ 𝑐κ𝜈
−𝜇

𝜈

2ℎ𝑧
(︀
(𝜈𝜏)

1
𝜈

)︀
×
(︁
𝑐−1
κ 𝑧
(︀
(𝜈𝜏)

1
𝜈

)︀(︀
1 + (𝜈𝜏)−

𝜇
𝜈 𝑟
)︀)︁𝑝+(𝑙−1)(ℎ−1)

,

𝒫 ≡−
(︀
1 + (𝜈𝜏)−

𝜇
𝜈 𝑟
)︀
𝜈−

𝜈−𝜇
𝜈

(︂
𝑡𝐼 ′κ(𝑡)

2ℎ𝐼κ(𝑡)

)︂ ⃒⃒⃒
𝑡=(𝜈𝜏)1/𝜈

,

𝒬 ≡𝑟−1
[︁
𝜔
(︁
𝐼κ
(︀
(𝜈𝜏)

1
𝜈

)︀(︀
1 + (𝜈𝜏)−

𝜇
𝜈 𝑟
)︀2ℎ)︁− 𝜔

(︁
𝐼κ
(︀
(𝜈𝜏)

1
𝜈

)︀)︁]︁
𝜏

𝜇−𝜈+1
𝜈 𝜈

1−𝜈
𝜈 ,

𝒢 ≡𝐺̃
(︁
𝐼κ
(︀
(𝜈𝜏)

1
𝜈

)︀(︀
1 + (𝜈𝜏)−

𝜇
𝜈 𝑟
)︀2ℎ
, 𝜃 + κ−1𝜁(𝜏), 𝜁(𝜏), (𝜈𝜏)

1
𝜈

)︁
𝜈−

2𝜇
𝜈

×
(︁
𝑐−1
κ 𝑧
(︀
(𝜈𝜏)

1
𝜈

)︀(︀
1 + (𝜈𝜏)−

𝜇
𝜈 𝑟
)︀)︁𝑝−1+(𝑙−1)(ℎ−1)

,

𝜁 ≡𝑆
(︀
(𝜈𝜏)

1
𝜈

)︀
. (5.39)
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Лемма 9. Пусть выполнены предположения (5.5) и (5.6). Тогда для любых

𝐸 ≥ 𝐸1, 𝜑 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡1 система (5.34) может быть преобразована в (5.38) пре­

образованием (5.13). Более того, для любых 𝑟0 > 0 и 𝑛 > 0 функции 𝒜(𝑟, 𝜃, 𝜏)

и ℬ(𝑟, 𝜃, 𝜏) удовлетворяют следующим оценкам:

𝒜(𝑟, 𝜃, 𝜏) =
𝑛∑︁

𝐾=0

𝜏−
𝐾
𝑁𝒜𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁(𝜏)) +𝒪(𝜏−

𝑛+1
𝑁 ),

ℬ(𝑟, 𝜃, 𝜏) = 𝒬0
0𝑟 +𝒪(𝜏−

1
𝑁 )

при 𝜏 → ∞ равномерно для всех |𝑟| ≤ 𝑟0 и 𝜃 ∈ R, где каждый 𝒜𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁)

является 2𝜋-периодическим по 𝜃 и 2𝜋κ-периодическим по 𝜁, и 𝒬0
0 = 𝜔0(ℎ −

1)𝜈−𝑀/𝑁𝑐
−(ℎ−1)
κ ̸= 0.

Доказательство. Объединяя (5.36), (5.37) и (5.9), получаем следующие асимп­

тотические разложения:

ℱ ∼
∞∑︁
𝐾=0

ℱ𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁)𝜏
−𝐾

𝑁 , 𝒫 ∼
∞∑︁
𝐾=0

𝒫𝐾(𝑟)𝜏
−𝐾

𝑁 ,

𝒬 ∼
∞∑︁
𝐾=0

𝒬𝐾(𝑟)𝜏
−𝐾

𝑁 , 𝒢 ∼
∞∑︁
𝐾=0

𝒢𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁)𝜏−
𝐾
𝑁

при 𝜏 → ∞ равномерно для всех |𝑟| ≤ 𝑟0, 𝜃 ∈ R, где

ℱ𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) ≡ 𝜈−
𝐾+𝑀

𝑁

∑︁
(𝑘,𝑑,𝑖,ℓ)∈𝒴𝐾

𝐹 ℓ
𝑘,𝑑,𝑖(𝜃, 𝜁)𝑟

ℓ,

𝒫𝐾(𝑟) ≡ 𝜈−
𝐾+𝑁−𝑀

𝑁

∑︁
(𝑘,𝑑,𝑖,ℓ)∈𝒴𝐾 ,ℓ∈{0,1}

𝑃 ℓ
𝑘,𝑑,𝑖𝑟

ℓ,

𝒬𝐾(𝑟) ≡ 𝜈−
𝐾+𝑀

𝑁

∑︁
(𝑘,𝑑,𝑖,ℓ)∈𝒴𝐾

𝑄̂ℓ
𝑘,𝑑,𝑖𝑟

ℓ,

𝒢𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) ≡ 𝜈−
𝐾+2𝑀

𝑁

∑︁
(𝑘,𝑑,𝑖,ℓ)∈𝒴𝐾

𝐺̂ℓ
𝑘,𝑑,𝑖(𝜃, 𝜁)𝑟

ℓ,
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и

𝐹 ℓ
𝑘,𝑑,𝑖 ≡

1

2ℎ
𝐹𝑘,𝑑(𝜃 + κ−1𝜁, 𝜁)𝐶𝑝+(𝑙−1)(ℎ−1)−𝑑,ℓ𝑍𝑝−1+(𝑙−1)(ℎ−1)−𝑑,𝑖𝑐

−(𝑝−1+(𝑙−1)(ℎ−1)−𝑑)
κ ,

𝐺̂ℓ
𝑘,𝑑,𝑖 ≡ 𝐺̃𝑘,𝑑(𝜃 + κ−1𝜁, 𝜁)𝐶𝑝−1+(𝑙−1)(ℎ−1)−𝑑,ℓ𝑍𝑝−1+(𝑙−1)(ℎ−1)−𝑑,𝑖𝑐

−(𝑝−1+(𝑙−1)(ℎ−1)−𝑑)
κ ,

𝑄̂ℓ
𝑘,𝑑,𝑖 = 𝜔𝑖𝛿𝑘,0𝐶ℎ−1−𝑖,ℓ+1𝑍ℎ−1−𝑖,𝑑𝑐

−(ℎ−1−𝑖)
κ ,

𝑃 ℓ
𝑘,𝑑,𝑖 = −𝛿𝑘,0

(2ℎ− 𝑖)𝑏

2ℎ(ℎ− 1)𝑞
𝐶1,ℓ𝑍2ℎ,𝑑𝑍−2ℎ,𝑖.

Здесь 𝒴𝐾 = {(𝑘, 𝑑, 𝑖, ℓ) ∈ Z4 : 𝑘 ≥ 0, 𝑑 ≥ 0, 𝑖 ≥ 0, ℓ ≥ 0, 2(ℎ− 1)𝑘 + 2𝑏(𝑑+ 𝑖) +

𝑀ℓ = 𝐾}, а параметры 𝐶𝑛,𝑖, 𝑍𝑛,𝑖 обозначают коэффициенты асимптотических

разложений

(1 + 𝑡−𝜇)𝑛 ∼
∞∑︁
𝑖=0

𝐶𝑛,𝑖𝑡
−𝜇𝑖,

(︀
𝑧(𝑡)

)︀𝑛 ∼ ∞∑︁
𝑖=0

𝑍𝑛,𝑖𝑡
− 𝑏𝑖

(ℎ−1)𝑞 , 𝑡→ ∞.

В частности, 𝐶0,0 = 𝑍0,0 = 1, 𝐶0,𝑖 = 𝑍0,𝑖 = 0, 𝐶𝑛,0 = 1, 𝐶𝑛,1 = 𝑛, 𝐶𝑛,2 =

𝑛(𝑛− 1)/2, 𝑍𝑛,0 = 1,𝑍𝑛,1 = 0, 𝑍𝑛,2 = 𝑛𝑧2 для всех 𝑛, 𝑖 ̸= 0.

Таким образом, правые части системы (5.38) имеют следующие асимпто­

тические разложения:

𝒜(𝑟, 𝜃, 𝜏) ∼
∞∑︁
𝐾=0

𝜏−
𝐾
𝑁𝒜𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁(𝜏)), ℬ(𝑟, 𝜃, 𝜏) ∼

∞∑︁
𝐾=0

𝜏−
𝐾
𝑁ℬ𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁(𝜏))

при 𝜏 → ∞ равномерно для всех |𝑟| ≤ 𝑟0, 𝜃 ∈ R с

𝒜𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) ≡ ℱ𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) + 𝒫𝐾+2𝑀−𝑁(𝑟) + 𝛿𝐾,𝑁−𝑀
𝑀

𝑁
𝑟,

ℬ𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) ≡ 𝒬𝐾(𝑟)𝑟 + 𝒢𝐾−𝑀(𝑟, 𝜃, 𝜁). (5.40)

Предполагается, что 𝒫𝑖 ≡ 𝒢𝑖 ≡ 0, если 𝑖 < 0. Отсюда следует, что 𝒜𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) и

ℬ𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) являются 2𝜋-периодическими относительно 𝜃 и 2𝜋κ-периодическими
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относительно 𝜁. В частности,

𝒜𝐾 ≡

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝒜0
𝐾(𝜃, 𝜁), 𝐾 ∈ [0,𝑀),

𝒜1
𝐾(𝜃, 𝜁)𝑟 +𝒜0

𝐾(𝜃, 𝜁), 𝐾 ∈ [𝑀, 2𝑀),

𝒜2
𝐾(𝜃, 𝜁)𝑟

2 +𝒜1
𝐾(𝜃, 𝜁)𝑟 +𝒜0

𝐾(𝜃, 𝜁), 𝐾 ∈ [2𝑀, 3𝑀),

ℬ𝐾 ≡

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝒬0
𝐾𝑟, 𝐾 ∈ [0,𝑀),

𝒬1
𝐾𝑟

2 +𝒬0
𝐾𝑟 + 𝒢0

𝐾−𝑀(𝜃, 𝜁), 𝐾 ∈ [𝑀, 2𝑀),

𝒬2
𝐾𝑟

3 +𝒬1
𝐾𝑟

2 +
(︀
𝒬0
𝐾 + 𝒢1

𝐾−𝑀(𝜃, 𝜁)
)︀
𝑟 + 𝒢0

𝐾−𝑀(𝜃, 𝜁), 𝐾 ∈ [2𝑀, 3𝑀),

где
𝒜ℓ
𝐾(𝜃, 𝜁) ≡𝜈−

𝐾+𝑀
𝑁

∑︁
(𝑘,𝑑,𝑖,ℓ)∈𝒴𝐾

𝐹 ℓ
𝑘,𝑑,𝑖(𝜃, 𝜁)

+ 𝜈−
𝐾+2𝑀−𝑁

𝑁

∑︁
(𝑘,𝑑,𝑖,ℓ)∈𝒴𝐾+𝑁−𝑀

𝑃 ℓ
𝑘,𝑑,𝑖 + 𝛿ℓ,1𝛿𝐾,𝑁−𝑀

𝑀

𝑁
,

𝒢ℓ𝐾(𝜃, 𝜁) ≡𝜈−
𝐾+2𝑀

𝑁

∑︁
(𝑘,𝑑,𝑖,ℓ)∈𝒴𝐾

𝐺̂ℓ
𝑘,𝑑,𝑖(𝜃, 𝜁),

𝒬ℓ
𝐾 ≡𝜈−

𝐾+𝑀
𝑁

∑︁
(𝑘,𝑑,𝑖,ℓ)∈𝒴𝐾

𝑄̂ℓ
𝑘,𝑑,𝑖.

Заметим, что для любого 𝑟0 > 0 найдётся 𝑡2 = max{𝑡1, (2𝑟0)1/𝜇} такое, что

𝑡−𝜇|𝑟| < 1/2 для всех |𝑟| ≤ 𝑟0 и 𝑡 ≥ 𝑡2. В этом случае отображение (𝐼, 𝜑, 𝑡) ↦→

(𝑟, 𝜃, 𝜏) обратимо для всех |𝑟| ≤ 𝑟0, 𝜃 ∈ R и 𝜏 ≥ 𝜏2 = 𝑡𝜈2/𝜈.

Из (5.9) и (5.39) следует, что 𝑑𝜁/𝑑𝜏 ≡ 𝜗. Следовательно, 𝜁(𝜏) меняется

быстрее по сравнению с потенциальными вариациями 𝑟(𝜏) и 𝜃(𝜏) при больших

значениях 𝜏 . Дальнейшее упрощение системы связано с усреднением уравнений

по 𝜁.

Рассмотрим следующее преобразование близкое к тождественному:

𝑅𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏) = 𝑟 +
𝑛∑︁

𝐾=0

𝜏−
𝑀+𝐾

𝑁 𝜌𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁(𝜏)),

Ψ𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏) = 𝜃 +
𝑛∑︁

𝐾=0

𝜏−
𝑀+𝐾

𝑁 𝜓𝑘(𝑟, 𝜃, 𝜁(𝜏)), (5.41)
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с некоторым целым числом 𝑛 ≥ 0. Коэффициенты 𝜌𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) и 𝜓𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) ищут­

ся таким образом, чтобы правые части преобразованных уравнений (5.14) в

переменных 𝑅(𝜏) ≡ 𝑅𝑛(𝑟(𝜏), 𝜃(𝜏), 𝜏) и Ψ(𝜏) ≡ Ψ𝑛(𝑟(𝜏), 𝜃(𝜏), 𝜏) не зависели яв­

но от 𝜁, по крайней мере, в первых членах асимптотики, а остатки ̃︀Λ𝑛(𝑅,Ψ, 𝜏),̃︀Ω𝑛(𝑅,Ψ, 𝜏) удовлетворяли оценкам

̃︀Λ𝑛(𝑅,Ψ, 𝜏) = 𝒪(𝜏−
𝑀+𝑛+1

𝑁 ), ̃︀Ω𝑛(𝑅,Ψ, 𝜏) = 𝒪(𝜏−
𝑀+𝑛+1

𝑁 ), 𝜏 → ∞.

Лемма 10. Для любых 𝑟0 > 0 и 𝑛 > 0 найдется 𝜏0 > 0 такое, что для всех

|𝑟| ≤ 𝑟0, 𝜃 ∈ R и 𝜏 ≥ 𝜏0 система (5.38) может быть преобразована в (5.14)

преобразованием (5.41).

Доказательство. Вычисление полной производной 𝑅𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏) и Ψ𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏) по 𝜏

вдоль траекторий системы (5.38) даёт

𝑑

𝑑𝜏

⎛⎝𝑅𝑛

Ψ𝑛

⎞⎠ =
(︁
𝜏−

𝑀
𝑁

(︀
𝒜𝜕𝑟 + ℬ𝜕𝜃

)︀
+ 𝜕𝜏

)︁⎛⎝𝑅𝑛

Ψ𝑛

⎞⎠
=

∞∑︁
𝐾=0

𝜏−
𝑀+𝐾

𝑁

⎡⎣𝜗𝜕𝜁
⎛⎝𝜌𝐾
𝜓𝐾

⎞⎠+

⎛⎝𝒜𝐾

ℬ𝐾

⎞⎠+
𝑁 −𝐾

𝑁

⎛⎝𝜌𝐾−𝑀−𝑁

𝜓𝐾−𝑀−𝑁

⎞⎠⎤⎦
+

∞∑︁
𝐾=0

𝜏−
2𝑀+𝐾

𝑁

∑︁
𝑖+𝑗=𝐾

(︀
𝒜𝑖𝜕𝑟 + ℬ𝑖𝜕𝜃

)︀⎛⎝𝜌𝑗
𝜓𝑗

⎞⎠ , (5.42)

где предполагается, что 𝜌𝑖 ≡ 𝜓𝑖 ≡ 𝒜𝑗 ≡ ℬ𝑗 ≡ 0, если 𝑖, 𝑗 < 0 или 𝑖 > 𝑛. Сопо­

ставление (5.42) с (5.14) даёт следующую цепочку дифференциальных уравне­

ний для определения 𝜌𝐾 и 𝜓𝐾 :

𝜗𝜕𝜁

⎛⎝𝜌𝐾
𝜓𝐾

⎞⎠ =

⎛⎝Λ𝐾(𝑟, 𝜃)−𝒜𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁)− A𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁)

Ω𝐾(𝑟, 𝜃)− ℬ𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁)−B𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁)

⎞⎠ , 𝐾 ≥ 0, (5.43)

где функции A𝐾 и B𝐾 выражаются через {𝜌𝑖, 𝜓𝑖,Λ𝑖,Ω𝑖}𝐾−𝑀
𝑗=0 . В частности, A𝐾 ≡
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B𝐾 ≡ 0,⎛⎝A𝐾+𝑀

B𝐾+𝑀

⎞⎠ ≡
∑︁
𝑖+𝑗=𝐾

⎡⎣(︀𝒜𝑖𝜕𝑟 + ℬ𝑖𝜕𝜃
)︀⎛⎝𝜌𝑗

𝜓𝑗

⎞⎠− (𝜌𝑖𝜕𝑟 + 𝜓𝑖𝜕𝜃)

⎛⎝Λ𝑗

Ω𝑗

⎞⎠⎤⎦ ,
⎛⎝A𝐾+2𝑀

B𝐾+2𝑀

⎞⎠ ≡
∑︁

𝑖+𝑗=𝑀+𝐾

⎡⎣(︀𝒜𝑖𝜕𝑟 + ℬ𝑖𝜕𝜃
)︀⎛⎝𝜌𝑗

𝜓𝑗

⎞⎠− (𝜌𝑖𝜕𝑟 + 𝜓𝑖𝜕𝜃)

⎛⎝Λ𝑗

Ω𝑗

⎞⎠⎤⎦
− 1

2

∑︁
𝑖+𝑗+𝑘=𝐾

(︁
𝜌𝑖𝜌𝑗𝜕

2
𝑟 + (𝜌𝑖𝜓𝑗 + 𝜌𝑗𝜓𝑖)𝜕𝑟𝜕𝜃 + 𝜓𝑖𝜓𝑗𝜕

2
𝜃

)︁⎛⎝Λ𝑘

Ω𝑘

⎞⎠
при 𝐾 ∈ [0,𝑀). Определим

Λ𝐾(𝑟, 𝜃) ≡ ⟨𝒜𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) + A𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁)⟩κ𝜁 ,

Ω𝐾(𝑟, 𝜃) ≡ ⟨ℬ𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) +B𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁)⟩κ𝜁 , (5.44)

где

⟨C(𝑟, 𝜃, 𝜁)⟩κ𝜁 ≡
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

C(𝑟, 𝜃,κ𝜍) 𝑑𝜍 ≡ 1

2𝜋κ

2𝜋κ∫︁
0

C(𝑟, 𝜃, 𝜍) 𝑑𝜍.

Тогда для любого 𝐾 ≥ 0 правые части (5.43) являются 2𝜋κ-периодическими

по 𝜁 с нулевым средним. Интегрирование (5.43) даёт⎛⎝𝜌𝐾
𝜓𝐾

⎞⎠ = −1

𝜗

𝜁∫︁
0

⎛⎝{𝒜𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) + A𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁)}κ𝜁
{ℬ𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) +B𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁)}κ𝜁

⎞⎠ 𝑑𝜁 +

⎛⎝𝜌𝐾(𝑟, 𝜃)
𝜓𝐾(𝑟, 𝜃)

⎞⎠ , (5.45)

где {C}κ𝜁 := C−⟨C⟩κ𝜁 , а функции 𝜌𝐾(𝑟, 𝜃), 𝜓𝐾(𝑟, 𝜃) выбраны так, что ⟨𝜌𝐾⟩κ𝜁 ≡

⟨𝜓𝐾⟩κ𝜁 ≡ 0. Таким образом, функции 𝜌𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) и 𝜓𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) являются гладкими

и периодическими относительно 𝜃 и 𝜁.
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Из (5.40), (5.43) и (5.45) следует, что

Λ𝐾 ≡

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Λ0
𝐾(𝜃), 𝐾 ∈ [0,𝑀),

Λ1
𝐾(𝜃)𝑟 + Λ0

𝐾(𝜃), 𝐾 ∈ [𝑀, 2𝑀),

Λ2
𝐾(𝜃)𝑟

2 + Λ1
𝐾(𝜃)𝑟 + Λ0

𝐾(𝜃), 𝐾 ∈ [2𝑀, 3𝑀),

Ω𝐾 ≡

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝒬0
𝐾𝑟, 𝐾 ∈ [0,𝑀),

𝒬1
𝐾𝑟

2 +𝒬0
𝐾𝑟 + Ω0

𝐾(𝜃), 𝐾 ∈ [𝑀, 2𝑀),

𝒬2
𝐾𝑟

3 +𝒬1
𝐾𝑟

2 + (𝒬0
𝐾 + Ω1

𝐾(𝜃))𝑟 + Ω0
𝐾(𝜃), 𝐾 ∈ [2𝑀, 3𝑀),

𝜌𝐾 ≡

⎧⎪⎨⎪⎩𝜌
0
𝐾(𝜃, 𝜁), 𝐾 ∈ [0,𝑀),

𝜌1𝐾(𝜃, 𝜁)𝑟 + 𝜌0𝐾(𝜃, 𝜁), 𝐾 ∈ [𝑀, 2𝑀),

𝜓𝐾 ≡

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝐾 ∈ [0,𝑀),

𝜓0
𝐾(𝜃, 𝜁), 𝐾 ∈ [𝑀, 2𝑀),

где Λ0,1
𝐾 ≡ ⟨𝒜0,1

𝐾 (𝜃, 𝜁)⟩κ𝜁 , Ω0,1
𝐾 ≡ ⟨𝒢0,1

𝐾−𝑀(𝜃, 𝜁)⟩κ𝜁 ,

Λ2
𝐾 ≡⟨𝒜2

𝐾(𝜃, 𝜁)⟩κ𝜁 +
𝐾−2𝑀∑︁
𝑖=0

⟨︀
𝒜0
𝑖 (𝜃, 𝜁)𝜌

1
𝐾−𝑀−𝑖(𝜃, 𝜁)

⟩︀
κ𝜁

+
𝐾−2𝑀−1∑︁

𝑖=0

⟨︀
𝒢0
𝐾−2𝑀−𝑖(𝜃, 𝜁)𝜕𝜃𝜌

0
𝑖 (𝜃, 𝜁)

⟩︀
κ𝜁 ,

𝜌0𝐾 ≡− 1

𝜗

⎧⎨⎩
𝜁∫︁

0

{𝒜0
𝐾(𝜃, 𝜁)}κ𝜁 𝑑𝜁

⎫⎬⎭
κ𝜁

,

𝜓0
𝐾 ≡− 1

𝜗

⎧⎨⎩
𝜁∫︁

0

{︁
𝒢0
𝐾−𝑀(𝜃, 𝜁)−

∑︁
𝑖+𝑗=𝐾−𝑀

𝒬0
𝑖𝜌

0
𝑗

}︁
κ𝜁
𝑑𝜁

⎫⎬⎭
κ𝜁

,

𝜌1𝐾 ≡− 1

𝜗

⎧⎨⎩
𝜁∫︁

0

{︁
𝒜1
𝐾(𝜃, 𝜁) +

∑︁
𝑖+𝑗=𝐾−𝑀

𝒬0
𝑖𝜕𝜃𝜌

0
𝑗(𝜃, 𝜁)

}︁
κ𝜁
𝑑𝜁

⎫⎬⎭
κ𝜁

.

Из (5.41) следует, что для любых 𝑟0 > 0 и 𝜀 ∈ (0, 𝑟0) найдется 𝜏0 ≥ 𝜏2 такое, что

|𝑅𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏)− 𝑟| ≤ 𝜀, |Ψ𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏)− 𝜃| ≤ 𝜀, |det J𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏)− 1| ≤ 𝜀
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для всех |𝑟| ≤ 𝑟0, 𝜃 ∈ R и 𝜏 ≥ 𝜏0, где

J𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏) :=

⎛⎝𝜕𝑟𝑅𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏) 𝜕𝜃𝑅𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏)

𝜕𝑟Ψ𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏) 𝜕𝜃Ψ𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏)

⎞⎠ .

Следовательно, отображение (𝑟, 𝜃) ↦→ (𝑅,Ψ) обратимо для всех |𝑅| ≤ 𝑑0, Ψ ∈ R

и 𝜏 ≥ 𝜏0 с 𝑑0 = 𝑟0 − 𝜀 > 0. Обозначим через 𝑅 = 𝑅̃(𝑟, 𝜃, 𝜏), Ψ = Ψ̃(𝑟, 𝜃, 𝜏)

обратное преобразование, тогда⎛⎝̃︀Λ𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏)̃︀Ω𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏)

⎞⎠ ≡ 𝑑

𝑑𝜏

⎛⎝𝑅𝑛

Ψ𝑛

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑅=𝑅̃(𝑟,𝜃,𝜏)

Ψ=Ψ̃(𝑟,𝜃,𝜏)

−
𝑛∑︁

𝐾=0

𝜏−
𝑀+𝐾

𝑁

⎛⎝Λ𝐾(𝑟, 𝜃)

Ω𝐾(𝑟, 𝜃)

⎞⎠
= 𝒪

(︁
𝜏−

𝑀+𝑛+1
𝑁

)︁
при 𝜏 → ∞ равномерно для всех |𝑟| ≤ 𝑟0 и 𝜃 ∈ R.

Объединяя леммы 8, 9 и 10, получаем доказательство теоремы 43 с функ­

циями 𝜌𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏) ≡ (𝑅𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏)− 𝑟)𝜏𝑀/𝑁 и 𝜓𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏) ≡ (Ψ𝑛(𝑟, 𝜃, 𝜏)− 𝜃)𝜏𝑀/𝑁 .

5.5.2. Асимптотические режимы

Пусть 0 ≤ 𝐿 ≤ min{𝑁−𝑀, 2𝑀−1} — целое число, для которого выполня­

ется предположение (5.15). Выберем достаточно большое 𝑛 ≥ 𝐿 и рассмотрим

систему, полученную из (5.14) путём отбрасывания остатков ̃︀Λ𝑛 и ̃︀Ω𝑛:

𝑑𝜚

𝑑𝜏
=

𝑛∑︁
𝐾=𝐿

𝜏−
𝑀+𝐾

𝑁 Λ𝐾(𝜚, 𝜙),
𝑑𝜙

𝑑𝜏
=

𝑛∑︁
𝐾=0

𝜏−
𝑀+𝐾

𝑁 Ω𝐾(𝜚, 𝜙), 𝜏 > 𝜏0. (5.46)

Функции Λ𝐾(𝜚, 𝜙), Ω𝐾(𝜚, 𝜙) определены формулой (5.44). В частности, для

любого 𝐾 ∈ [0,𝑀) имеем Ω𝐾(𝜚, 𝜙) ≡ 𝒬0
𝐾𝜚, Ω𝑀+𝐾(𝜚, 𝜙) = Ω0

𝑀+𝐾(𝜙) + 𝒪(𝜚),

Λ𝐿(𝜚, 𝜙) = Λ0
𝐿(𝜙) +𝒪(𝜚) при 𝜚→ 0 равномерно для всех 𝜙 ∈ R.

Покажем, что система (5.46) допускает по крайней мере два различных

асимптотических режима в зависимости от свойств функции Λ𝐿(𝜚, 𝜙). Первый

режим связан с решениями, для которых 𝜙(𝜏) → const при 𝜏 → ∞. Другой

режим характеризуется неограниченно растущей разностью фаз.
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Лемма 11. Пусть выполнены предположения (5.6), (5.15) и (5.16). Тогда си­

стема (5.46) имеет частное решение 𝜚*(𝜏), 𝜙*(𝜏) с асимптотическим разло­

жением вида

𝜚(𝜏) ∼
∞∑︁
𝐾=0

𝜚𝐾𝜏
−𝑀+𝐾

𝑁 , 𝜙(𝜏) ∼ 𝜙0 +
∞∑︁
𝐾=1

𝜙𝐾𝜏
−𝐾

𝑁 , 𝜏 → ∞, (5.47)

где 𝜚𝐾 , 𝜙𝐾 = const.

Доказательство. Подставляя эти ряды в систему (5.46) и группируя члены

одинаковой степени 𝜏 , получаем 𝜚0 = −Ω0
𝑀(𝜙0)/𝒬0

0, где 𝒬0
0 = 𝜔0(ℎ − 1) > 0, и

цепочку линейных уравнений для коэффициентов 𝜚𝐾 , 𝜙𝐾 , 𝐾 ≥ 1:

𝒬0
0𝜚𝐾 +

(︁
𝜕𝜙Ω

0
𝑀(𝜙0) + 𝛿𝑁,2𝑀

𝐾

𝑁

)︁
𝜙𝐾 = R𝐾 , 𝜆𝐿𝜙𝐾 = S𝐾 , (5.48)

где функции R𝐾 и S𝐾 выражаются через 𝜚0, 𝜙0, . . . , 𝜚𝐾−1, 𝜙𝐾−1. Например,

если 𝑀 > 3, то

R1 =−𝑄0
1𝜚0 − Ω0

𝑀+1(𝜙0),

S1 =− Λ0
𝐿+1(0, 𝜙0)− 𝛿𝑁,𝐿+1

𝑀

𝑁
𝜚0,

R2 =−𝑄0
2𝜚0 −𝑄0

1𝜚1 − Ω0
𝑀+2(𝜙0)−

(︁
𝜕𝜙Ω

0
𝑀+1(𝜙0) + 𝛿𝑁,2𝑀+1

1

𝑁

)︁
𝜙1

− 𝜕2𝜙Ω
0
𝑀(𝜙0)

𝜙2
1

2
,

S2 =− Λ0
𝐿+2(0, 𝜙0)− 𝜕𝜙Λ𝐿+1(0, 𝜙0)𝜙1 − 𝜕2𝜙Λ𝐿(0, 𝜙0)

𝜙2
1

2
− 𝛿𝑁,𝐿+1

𝑀 + 1

𝑁
𝜚1

− 𝛿𝑁,𝐿+2
𝑀

𝑁
𝜚0.

Заметим, что система (5.48) разрешима при 𝜆𝐿 ̸= 0. Существование частного

решения системы (5.46) со степенной асимптотикой на бесконечности следует

из [46, 54, 187].

Рассмотрим случай, когда вместо (5.16) выполняется следующее предпо­

ложение:

Λ𝐿(𝜚, 𝜙) ̸= 0 ∀ (𝜚, 𝜙) ∈ R2. (5.49)

Тогда справедлива
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Лемма 12. Пусть выполнены предположения (5.6), (5.15) и (5.49). Тогда ре­

шения системы (5.46) выходят из любой ограниченной области за конечное

время.

Доказательство. Так как Λ𝐿(𝜚, 𝜙) ̸= 0 для всех (𝜚, 𝜙) ∈ R2, то для любого

𝛿 > 0 существуют 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 > 0 и 𝜏1 ≥ 𝜏0 такие, что⃒⃒⃒𝑑𝜚
𝑑𝜏

⃒⃒⃒
≥ 𝜏−

𝑀+𝐿
𝑁 𝐶1,

⃒⃒⃒𝑑𝜙
𝑑𝜏

⃒⃒⃒
≥ 𝜏−

𝑀
𝑁

(︁
𝐶2|𝜚| − 𝐶3

)︁
для всех |𝜚| ≤ 𝛿, 𝜙 ∈ R и 𝜏 ≥ 𝜏1. Интегрируя последние неравенства по 𝜏 в

случае 𝐿 < 𝑁 −𝑀 , получаем:

|𝜚(𝜏)− 𝜚(𝜏1)| ≥ 𝐶1

(︁
𝜏

𝑁−𝑀−𝐿
𝑁 − 𝜏

𝑁−𝑀−𝐿
𝑁

1

)︁
,

|𝜙(𝜏)− 𝜙(𝜏1)| ≥ 𝐶2

(︁
𝜏

2𝑁−2𝑀−𝐿
𝑁 − 𝜏

2𝑁−2𝑀−𝐿
𝑁

1

)︁
− 𝐶3

(︁
𝜏

𝑁−𝑀
𝑁 − 𝜏

𝑁−𝑀
𝑁

1

)︁
при 𝜏 ≥ 𝜏1, с положительными константами 𝐶1 = 𝑁𝐶1/(𝑁 − 𝑀 − 𝐿), 𝐶2 =

𝑁𝐶1𝐶2/(2𝑁 − 2𝑀 − 𝐿), 𝐶3 = 𝑁(𝐶3 + 𝐶2|𝜚(𝜏1)| + 𝐶1𝐶2𝜏
(𝑁−𝑀−𝐿)/𝑁
1 )/(𝑁 −𝑀).

Аналогичные оценки справедливы и в случае 𝐿 = 𝑁 − 𝑀 . Следовательно,

существует 𝜏2 ≥ 𝜏1, такой что |𝜌(𝜏2)|+ |𝜙(𝜏2)| ≥ 𝛿.

Заметим, что случай (5.16) соответствует режиму фазовой синхронизации,

когда фаза 𝜑(𝑡) решений возмущённой системы (5.1) синхронизирована с воз­

мущениями, 𝜑(𝑡) − κ−1𝑆(𝑡) = 𝒪(1) при 𝑡 → ∞, а энергия 𝐼(𝑡) существенно

возрастает. Устойчивость таких решений обсуждается в следующем разделе.

В случае (5.49) фаза 𝜑(𝑡) решений может существенно отличаться от фа­

зы возмущений, и степенной рост энергии 𝐼(𝑡) не происходит. Такие решения

соответствуют дрейфу фазы. Этот случай далее не рассматривается.

5.5.3. Устойчивость фазового захвата

Пусть 𝜚*(𝜏), 𝜙*(𝜏) — решение системы (5.46) с асимптотикой (5.47). Сна­

чала исследуется устойчивость этого решения в укороченной системе, а затем

обсуждается его сохранение в полной системе (5.14).
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Подстановка 𝜚(𝜏) = 𝜚*(𝜏) + 𝜚(𝜏) и 𝜙(𝜏) = 𝜙*(𝜏) +𝜙(𝜏) в (5.46) даёт следу­

ющую систему с неподвижной точкой в (0, 0):

𝜏
𝑀
𝑁
𝑑𝜚

𝑑𝜏
= Λ(𝜚, 𝜙, 𝜏), 𝜏

𝑀
𝑁
𝑑𝜙

𝑑𝜏
= Ω(𝜚, 𝜙, 𝜏), (5.50)

где

Λ(𝜚, 𝜙, 𝜏) ≡
𝑛∑︁

𝐾=𝐿

𝜏−
𝐾
𝑁

(︁
Λ𝐾(𝜚* + 𝜚, 𝜙* + 𝜙)− Λ𝐾(𝜚*, 𝜙*)

)︁
= 𝜏−

𝐿
𝑁

(︁
𝜆𝐿𝜙+ 𝜕𝜚Λ𝐿(0, 𝜙0)𝜚+𝒪(Δ2)

)︁(︀
1 +𝒪(𝜏−

1
𝑁 )
)︀
,

Ω(𝜚, 𝜙, 𝜏) ≡
𝑛∑︁

𝐾=0

𝜏−
𝐾
𝑁

(︁
Ω𝐾(𝜚* + 𝜚, 𝜙* + 𝜙)− Ω𝐾(𝜚*, 𝜙*)

)︁
=
(︁
𝒬0

0𝜚+ 𝜏−
𝑀
𝑁

(︀
𝜕𝜙Ω𝑀(0, 𝜙0)𝜙+𝒪(Δ2)

)︀)︁(︀
1 +𝒪(𝜏−

1
𝑁 )
)︀

при 𝜏 → ∞ и Δ =
√︀
𝜚2 + 𝜙2 → 0. Заметим, что если 𝐿 < 𝑀 , то 𝜕𝜚Λ𝐿(𝜚, 𝜙) ≡ 0.

Линейный анализ устойчивости

Рассмотрим линеаризованную систему

𝜏
𝑀
𝑁
𝑑

𝑑𝜏

⎛⎝𝜌
𝜙

⎞⎠ = a(𝜏)

⎛⎝𝜌
𝜙

⎞⎠ , a(𝜏) ≡

⎛⎝𝜕𝜚Λ(0, 0, 𝜏) 𝜕𝜙Λ(0, 0, 𝜏)

𝜕𝜚Ω(0, 0, 𝜏) 𝜕𝜙Ω(0, 0, 𝜏)

⎞⎠ .

Корни характеристического уравнения |a(𝜏)− 𝑒I| = 0 имеют вид

𝑒±(𝜏) =
1

2
tr a(𝜏)± 1

2

√︁(︀
tr a(𝜏)

)︀2 − 4det a(𝜏).

Учитывая (5.47) и структуру функций Λ𝐾 и Ω𝐾 , получаем

tr a(𝜏) = 𝒪(𝜏−
𝑀
𝑁 ), det a(𝜏) = −𝜆𝐿𝒬0

0𝜏
− 𝐿

𝑁

(︀
1 +𝒪(𝜏−

1
𝑁 )
)︀
, 𝜏 → ∞.

Поскольку 0 ≤ 𝐿 ≤ min{𝑁 − 𝑀, 2𝑀 − 1}, мы видим, что если 𝜆𝐿 > 0, то

оба собственных значения 𝑒+(𝜏) и 𝑒−(𝜏) являются действительными и имеют

разные знаки:

𝑒±(𝜏) = 2𝜏−
𝐿
2𝑁

√︁
𝜆𝐿𝒬0

0

(︀
1 +𝒪(𝜏−

1
𝑁 )
)︀
, 𝜏 → ∞.



227

В этом случае неподвижная точка (0, 0) линеаризованной системы является

седлом в асимптотическом пределе, а частное решение 𝜚*(𝜏), 𝜙*(𝜏) системы

(5.46) неустойчиво.

Лемма 13. Пусть выполнены предположения (5.15) и (5.16) при 𝜆𝐿 > 0. Тогда

решение 𝜚*(𝜏), 𝜙*(𝜏) системы (5.46) с асимптотикой (5.47) неустойчиво.

В противоположном случае, когда 𝜆𝐿 < 0, собственные значения являются

комплексными:

𝑒±(𝜏) = 2𝑖𝜏−
𝐿
2𝑁

√︁
|𝜆𝐿|𝒬0

0

(︀
1 +𝒪(𝜏−

1
𝑁 )
)︀
, ℜ𝑒±(𝜏) = 𝒪(𝜏−

𝑀
𝑁 ), 𝜏 → ∞.

Следовательно, неподвижная точка (0, 0) является центром в асимптотическом

пределе, и линейный анализ не позволяет определить устойчивость решения

𝜚*(𝜏), 𝜙*(𝜏) в полной нелинейной системе (см., например, гл. 1).

Нелинейный анализ устойчивости

Предположим дополнительно, что предположение (5.17) выполняется. Вы­

бираем 𝑛 ≥ 𝐿+𝐷 в (5.46), тогда имеем следующее:

Лемма 14. Пусть выполнены предположения (5.6), (5.15), (5.16), (5.17) при

𝜆𝐿 < 0. Тогда решение 𝜚*(𝜏), 𝜙*(𝜏) системы (5.46) с асимптотикой (5.47)

имеет вид

• асимптотически устойчиво, если 𝑀 +𝐷 ≤ 𝑁 и 𝛾𝐷 + 𝛿𝑀+𝐷,𝑁
𝐿
𝑁 < 0;

• устойчиво, если 𝑀 +𝐷 > 𝑁 , 𝐿 = 0 и 𝛾𝐷 < 0;

• неустойчиво, если 𝑀 +𝐷 ≤ 𝑁 и 𝛾𝐷 > 0.

Доказательство. Доказательство основано на построении подходящей функ­

ции Ляпунова для системы (5.50). Прежде всего, отметим, что система (5.50)

может быть записана в виде

𝜏
𝑀
𝑁
𝑑𝜚

𝑑𝜏
= −𝜕𝜙Θ(𝜚, 𝜙, 𝜏), 𝜏

𝑀
𝑁
𝑑𝜙

𝑑𝜏
= 𝜕𝜚Θ(𝜚, 𝜙, 𝜏) + ϒ(𝜚, 𝜙, 𝜏), (5.51)
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с функциями

Θ(𝜚, 𝜙, 𝜏) ≡
𝜚∫︁

0

Ω(𝑟, 0, 𝜏) 𝑑𝑟 −
𝜙∫︁

0

Λ(𝜚, 𝜃, 𝜏) 𝑑𝜃,

ϒ(𝜚, 𝜙, 𝜏) ≡
𝜙∫︁

0

(︁
𝜕𝜚Λ(𝜚, 𝜃, 𝜏) + 𝜕𝜃Ω(𝜚, 𝜃, 𝜏)

)︁
𝑑𝜃.

Легко проверить, что Θ(𝜚, 𝜙, 𝜏) = Θ𝐿(𝜚, 𝜙, 𝜏) +𝒪(Δ2𝜏−
𝐿+1
𝑁 ), где

Θ𝐿(𝜚, 𝜙, 𝜏) ≡
𝐿∑︁

𝐾=0

𝜏−
𝐾
𝑁

𝜚∫︁
0

(︁
Ω𝐾(𝑟, 𝜙0)− Ω𝐾(0, 𝜙0)

)︁
𝑑𝑟

−𝜏−
𝐿
𝑁

𝜙∫︁
0

(︁
Λ𝐿(𝜚, 𝜃 + 𝜙0)− Λ𝐿(0, 𝜙0)

)︁
𝑑𝜃

= 𝒬0
0

𝜚2

2

(︁
1 +𝒪(𝜏−

1
𝑁 )
)︁
− 𝜏−

𝐿
𝑁

(︁
𝜆𝐿
𝜙2

2
+ 𝜕𝜚Λ𝐿(0, 𝜙0)𝜚𝜙+ 𝜙𝒪(Δ2)

)︁
при Δ → 0 и 𝜏 → ∞. Из (5.17) следует, что

ϒ(𝜚, 𝜙, 𝜏) ≡
𝑛∑︁

𝐾=𝑀

𝜏−
𝐾
𝑁

𝜙∫︁
0

(︁
𝜕𝜚Λ𝐾(𝜚* + 𝜚, 𝜙* + 𝜃) + 𝜕𝜃Ω𝐾(𝜚* + 𝜚, 𝜙* + 𝜃)

)︁
𝑑𝜃

= 𝜏−
𝐷
𝑁𝜙
(︀
𝛾𝐷 +𝒪(Δ) +𝒪(𝜏−

1
𝑁 )
)︀
, Δ → 0, 𝜏 → ∞.

Здесь асимптотические оценки равномерны относительно (𝜚, 𝜙, 𝜏) ∈ {(𝜚, 𝜙, 𝜏) ∈

R3 : Δ ≤ Δ*, 𝜏 ≥ 𝜏*} с некоторыми константами Δ* > 0 и 𝜏* ≥ 𝜏0.

Рассмотрим комбинацию

𝑉 (𝜚, 𝜙, 𝜏) = Θ(𝜚, 𝜙, 𝜏) + 𝜏−
𝐷
𝑁 𝛾𝐷

𝜚𝜙

2
+ 𝜏−

𝐷+𝐿
𝑁 𝛾𝐷𝜕𝜚Λ𝐿(0, 𝜙0)

3𝜙2

4𝒬0
0

(5.52)

в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (5.51). Легко пока­

зать, что для любого 𝜀 ∈ (0, 1) найдутся Δ1 > 0 и 𝜏1 ≥ 𝜏0 такие, что

(1− 𝜀)𝑊0(𝜚, 𝜙, 𝜏) ≤ 𝑉 (𝜚, 𝜙, 𝜏) ≤ (1 + 𝜀)𝑊0(𝜚, 𝜙, 𝜏) (5.53)

для всех (𝜚, 𝜙, 𝜏) ∈ R3 таких, что 𝜏 ≥ 𝜏1 и 𝑊0(𝜚, 𝜙, 𝜏1) ≤ Δ2
1, где

𝑊0(𝜚, 𝜙, 𝜏) ≡
1

2

(︁
𝒬0

0𝜚
2 + 𝜏−

𝐿
𝑁 |𝜆𝐿|𝜙2

)︁
. (5.54)
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Заметим, что для любого 𝜏* > 0 справедливы следующие неравенства:

𝜏−
𝐿
𝑁𝑊0(𝜚, 𝜙, 𝜏*) ≤ 𝑊0(𝜚, 𝜙, 𝜏) ≤ 𝑊0(𝜚, 𝜙, 𝜏*)

для всех 𝜏 ≥ 𝜏* и (𝜚, 𝜙) ∈ R2.

Вычисляя полную производную 𝑉 по 𝜏 на траекториях системы (5.51),

получаем

𝑑𝑉

𝑑𝜏
≡ 𝜕𝜏𝑉 (𝜚, 𝜙, 𝜏) + 𝜏−

𝑀
𝑁 𝜕𝜙𝑉 (𝜚, 𝜙, 𝜏)ϒ(𝜚, 𝜙, 𝜏)

= 𝜏−
𝑀+𝐷

𝑁 𝛾𝐷

(︂
𝒬0

0

𝜚2

2
[1 +𝒪(𝜏−

1
𝑁 )]− 𝜏−

𝐿
𝑁
𝜆𝐿
2
[𝜙2 + 𝜙𝒪(Δ2)] +𝒪

(︁
Δ2𝜏−

𝐿+1
𝑁

)︁)︂
= 𝜏−

𝑀+𝐷
𝑁 𝛾𝐷𝑊0(𝜚, 𝜙, 𝜏)

(︀
1 +𝒪(Δ) +𝒪(𝜏−

1
𝑁 )
)︀

(5.55)

при Δ → 0 и 𝜏 → ∞. Следовательно, существуют 0 < Δ2 ≤ Δ1 и 𝜏2 ≥ 𝜏1 такие,

что

𝑑𝑉

𝑑𝜏
≤ −𝜏−

𝑀+𝐷
𝑁 |𝛾𝐷|

(︂
1− 𝜀

1 + 𝜀

)︂
𝑉 (𝜚, 𝜙, 𝜏) ≤ 0, 𝛾𝐷 < 0, (5.56)

𝑑𝑉

𝑑𝜏
≥ 𝜏−

𝑀+𝐷
𝑁 𝛾𝐷

(︂
1− 𝜀

1 + 𝜀

)︂
𝑉 (𝜚, 𝜙, 𝜏) ≥ 0, 𝛾𝐷 > 0, (5.57)

для всех (𝜚, 𝜙, 𝜏) ∈ R3 таких, что 𝜏 ≥ 𝜏2 и 𝑊0(𝜚, 𝜙, 𝜏2) ≤ Δ2
2.

Пусть 𝛾𝐷 < 0. Тогда интегрирование (5.56) по 𝜏 даёт

0 ≤ 𝑊0

(︀
𝜚(𝜏), 𝜙(𝜏), 𝜏2

)︀
≤ 𝐶0𝜏

𝐿
𝑁 exp

(︂
− |𝛾𝐷|𝑁
𝑁 −𝑀 −𝐷

(︁1− 𝜀

1 + 𝜀

)︁
𝜏 1−

𝑀+𝐷
𝑁

)︂
,

если 𝑀 +𝐷 ̸= 𝑁 , и

0 ≤ 𝑊0

(︀
𝜚(𝜏), 𝜙(𝜏), 𝜏2

)︀
≤ 𝐶0𝜏

𝐿
𝑁+𝛾𝐷( 1−𝜀

1+𝜀 ),

если 𝑀 +𝐷 = 𝑁 , при 𝜏 ≥ 𝜏2 с некоторой константой 𝐶0 > 0, зависящей от

Δ2 и 𝜏2. Следовательно, если 𝑀 + 𝐷 < 𝑁 , неподвижная точка (0, 0) системы

(5.51) экспоненциально устойчива. Если 𝑀 + 𝐷 = 𝑁 и 𝛾𝐷 + 𝐿/𝑁 < 0, то,

выбрав 𝜀 ∈ (0, 1) достаточно малым, мы получаем, что неподвижная точка

(0, 0) полиномиально устойчива. Равновесие (0, 0) устойчиво, если 𝑀 +𝐷 > 𝑁

и 𝐿 = 0.
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Пусть 𝛾𝐷 > 0 и 𝜚(𝜏), 𝜙(𝜏) — решение системы (5.51) с начальными данны­

ми 𝑊0(𝜚(𝜏2), 𝜙(𝜏2), 𝜏2) = Δ2
3 < Δ2

2. Интегрируя (5.57) по 𝜏 и учитывая (5.53),

получаем

𝑊0

(︀
𝜚(𝜏), 𝜙(𝜏), 𝜏2

)︀
≥ Δ2

3

(︁1− 𝜀

1 + 𝜀

)︁
exp

⎛⎝𝛾𝐷(︁1− 𝜀

1 + 𝜀

)︁ 𝜏∫︁
𝜏2

𝜍−
𝑀+𝐷

𝑁 𝑑𝜍

⎞⎠
при 𝜏 ≥ 𝜏2. Следовательно, для любого Δ3 > 0 найдется 𝜏3 > 𝜏2 такое, что

𝑊0

(︀
𝜚(𝜏), 𝜙(𝜏), 𝜏2

)︀
≥ Δ2

2 при 𝜏 ≥ 𝜏3. Следовательно, неподвижная точка (0, 0)

системы (5.51) неустойчива.

Возвращаясь к переменным 𝜚(𝜏), 𝜙(𝜏), получаем результат леммы.

Заметим, что построенная функция Ляпунова не позволяет доказать устой­

чивость решения 𝜚*(𝜏), 𝜙*(𝜏) в случае 𝛾𝐷 < 0, 𝑀 + 𝐷 ≥ 𝑁 , 𝐿 > 0. Покажем,

что в этом случае имеет место, по крайней мере, устойчивость на конечном, но

асимптотически большом интервале времени.

Лемма 15. Пусть выполнены предположения (5.6), (5.15), (5.16), (5.17) при

𝜆𝐿 < 0. Если 𝛾𝐷 < 0, 𝑀 +𝐷 ≥ 𝑁 и 𝐿 > 0, то частное решение 𝜚*(𝜏), 𝜙*(𝜏)

системы (5.46) с асимптотикой (5.47) устойчиво на конечном, но асимпто­

тически большом интервале времени.

Доказательство. Из (5.53) и (5.54) следует, что для любого 𝛿 ∈ (0,Δ2) найдет­

ся

Δ𝛿 = 𝛿
(︁1− 𝜀

1 + 𝜀

)︁ 1
2

𝜏
− 𝐿

2𝑁
2 < 𝛿

такое, что

sup
(𝜚,𝜙):𝑊0(𝜚,𝜙,𝜏2)≤Δ2

𝛿

𝑉 (𝜚, 𝜙, 𝜏) ≤ (1 + 𝜀)Δ2
𝛿

< (1− 𝜀)𝛿2𝜏
− 𝐿

𝑁
2 ≤ inf

(𝜚,𝜙):𝑊0(𝜚,𝜙,𝜏/𝜏2)=𝛿2
𝑉 (𝜚, 𝜙, 𝜏)

для всех 1 ≤ 𝜏/𝜏2 ≤ Γ𝛿 с Γ𝛿 = (Δ2/𝛿)
2𝑁/𝐿. Объединяя это с (5.56), видим, что

любое решение системы (5.51) с начальными данными из {(𝜚, 𝜙) : 𝑊0(𝜚, 𝜙, 𝜏2) ≤
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Δ2
𝛿} при 𝜏 = 𝜏2 удовлетворяет неравенству 𝑊0(𝜚(𝜏), 𝜙(𝜏), 𝜏/𝜏2) < 𝛿2 при 1 ≤

𝜏/𝜏2 ≤ Γ𝛿, и Γ𝛿 → ∞ при 𝛿 → 0. Таким образом, неподвижная точка (0, 0)

системы (5.51) и частное решение 𝜚*(𝜏), 𝜙*(𝜏) системы (5.46) устойчивы на

конечном, но асимптотически большом интервале времени.

5.5.4. Сохранение фазового захвата

Покажем, что если частное решение 𝜚*(𝜏), 𝜙*(𝜏) устойчиво, то и в полной

системе (5.14) имеет место режим фазового захвата. Справедлива

Лемма 16. Пусть выполняются предположения (5.6), (5.15), (5.16), (5.17)

при 𝜆𝐿 < 0. Если выполняется одно из следующих условий:

• 𝑀 +𝐷 ≤ 𝑁 и 𝛾𝐷 + 𝛿𝑀+𝐷,𝑁
𝐿
𝑁 < 0,

• 𝑀 +𝐷 > 𝑁 , 𝐿 = 0 и 𝛾𝐷 < 0,

тогда для любого 𝜖 > 0 найдутся 𝛿 > 0 и 𝜏𝑠 > 0 такие, что ∀ (𝑅𝑠,Ψ𝑠): |𝑅𝑠 −

𝜚*(𝜏𝑠)| < 𝛿, |Ψ𝑠−𝜙*(𝜏𝑠)| < 𝛿 решение 𝑅(𝜏), Ψ(𝜏) системы (5.14) с начальными

данными 𝑅(𝜏𝑠) = 𝜚*(𝜏𝑠), Ψ(𝜏𝑠) = 𝜙*(𝜏𝑠) удовлетворяет неравенству: |𝑅(𝜏) −

𝜚*(𝜏)|+ |Ψ(𝜏)− 𝜙*(𝜏)| < 𝜖 для всех 𝜏 > 𝜏𝑠.

Доказательство. Подстановка 𝑅(𝜏) = 𝜚*(𝜏) + 𝑅̂(𝜏) и Ψ(𝜏) = 𝜙*(𝜏) + Ψ̂(𝜏) в

(5.14) даёт

𝜏
𝑀
𝑁
𝑑𝑅̂

𝑑𝜏
= −𝜕Ψ̂Θ(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏) + ̃︀Λ𝑛(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏),

𝜏
𝑀
𝑁
𝑑Ψ̂

𝑑𝜏
= 𝜕𝑅̂Θ(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏) + ϒ(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏) + ̃︀Ω𝑛(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏), (5.58)

где ̃︀Λ𝑛 ≡ 𝜏
𝑀
𝑁 ̃︀Λ𝑛(︀𝜚*(𝜏) + 𝑅̂, 𝜙*(𝜏) + Ψ̂, 𝜏

)︀
, ̃︀Ω𝑛 ≡ 𝜏

𝑀
𝑁 ̃︀Ω𝑛

(︀
𝜚*(𝜏) + 𝑅̂, 𝜙*(𝜏) + Ψ̂, 𝜏

)︀
.

Отсюда следует, что

̃︀Λ𝑛(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏) = 𝒪(𝜏−
𝑛+1
𝑁 ), ̃︀Ω𝑛(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏) = 𝒪(𝜏−

𝑛+1
𝑁 ), 𝜏 → ∞ (5.59)

равномерно для всех (𝑅̂, Ψ̂) ∈ R2 таких, что 𝑊0(𝑅̂, Ψ̂, 1) ≤ Δ2
1 при некотором

Δ1 > 0. Заметим, что функции ̃︀Λ𝑛 и ̃︀Ω𝑛 играют роль постоянно действующих
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возмущений системы (5.51). Покажем, что частное решение 𝜚*(𝜏), 𝜙*(𝜏) системы

(5.51) устойчиво относительно этих возмущений.

Используя 𝑉 (𝑅̂, Ψ̂, 𝜏), определённую (5.52), в качестве функции Ляпунова

для системы (5.58), получаем

𝑑𝑉

𝑑𝜏
≡ 𝑑𝑉

𝑑𝜏

⃒⃒⃒
(5.51)

+ 𝜏−
𝑀
𝑁

(︁
𝜕𝑅̂𝑉

̃︀Λ𝑛 + 𝜕Ψ̂𝑉
̃︀Ω𝑛

)︁
. (5.60)

Из (5.59) следует, что существуют 𝐶* > 0 и 𝜏1 ≥ max{𝜏0, 1} такие, что

𝜕𝑅̂𝑉
̃︀Λ𝑛 + 𝜕Ψ̂𝑉

̃︀Ω𝑛 ≤ 𝐶*𝜏
−𝑛+1

𝑁

(︁
𝒬0

0|𝑅̂|+ 𝜏−
𝐿
𝑁 |𝜆𝐿||Ψ̂|

)︁
при 𝜏 ≥ 𝜏1 и для всех (𝑅̂, Ψ̂) ∈ R2, таких, что 𝑊0(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏1) ≤ Δ2

1. Поскольку

𝑛 ≥ 𝐿+𝐷, имеем

|𝑅̂| ≤ 1

2𝛿

(︀
𝜏

𝐿
2𝑁 𝑅̂2 + 𝜏−

𝐿
2𝑁 𝑊̂0(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏1)

)︀
,

|Ψ̂| ≤ 1

2𝛿

(︀
𝜏

𝐿
2𝑁 Ψ̂2 + 𝜏−

𝐿
2𝑁 𝑊̂0(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏1)

)︀
,

𝜕𝑅̂𝑉
̃︀Λ𝑛 + 𝜕Ψ̂𝑉

̃︀Ω𝑛 ≤ 𝜏−
𝐷+1
𝑁 𝑊0(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏)

𝐶*

𝛿

(︂
1 +

1

𝒬0
0

+
1

|𝜆𝐿|

)︂
(5.61)

при 𝜏 ≥ 𝜏1 и для всех (𝑅̂, Ψ̂) ∈ R2, таких, что 𝛿2 ≤ 𝑊0(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏1) ≤ Δ2
1 с

некоторым 𝛿 = const > 0. Таким образом, из (5.55), (5.60) и (5.61) следует, что

для любого 𝜀 ∈ (0, 1) существуют 𝛿 < Δ2 ≤ Δ1 и 𝜏2 ≥ 𝜏1, такие, что

𝑑𝑉

𝑑𝜏

⃒⃒⃒
(5.58)

≤ −𝜏−
𝑀+𝐷

𝑁 |𝛾𝐷|
(︂
1− 𝜀

1 + 𝜀

)︂
𝑉 (𝑅̂, Ψ̂, 𝜏) ≤ 0, (5.62)

при 𝜏 ≥ 𝜏2 и для всех (𝑅̂, Ψ̂) ∈ R2, таких, что 𝛿2 ≤ 𝑊0(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏2) ≤ Δ2
2. Интегри­

рование (5.62) в случае 𝑀 +𝐷 = 𝑁 даёт

0 ≤ 𝑊0

(︀
𝑅̂(𝜏), Ψ̂(𝜏), 𝜏2

)︀
≤
(︂
1 + 𝜀

1− 𝜀

)︂
𝑊0

(︀
𝑅̂(𝜏2), Ψ̂(𝜏2), 𝜏2

)︀(︁ 𝜏
𝜏2

)︁ 𝐿
𝑁+𝛾𝐷( 1−𝜀

1+𝜀 )

(5.63)

при 𝜏 ≥ 𝜏2. Выбрав 𝜀 ∈ (0, 1) достаточно малым, мы можем гарантировать, что

𝛾𝐷(1−𝜀)/(1+𝜀)+𝐿/𝑁 < 0. Следовательно, для любого 𝜖 ∈ (0,Δ2) существуют

𝛿 = 𝜖
√︀

(1− 𝜀)/(1 + 𝜀)/2 < 𝜖 такие, что любое решение системы (5.58), стартую­

щее из {(𝑅̂, Ψ̂) : 𝑊0(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏2) ≤ 𝛿2} при 𝜏𝑠 ≥ 𝜏2, не может покинуть множество
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{(𝑅̂, Ψ̂) : 𝑊0(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏2) ≤ 𝜖2} при 𝜏 > 𝜏𝑠. Аналогичные оценки справедливы и

в случае 𝑀 +𝐷 ̸= 𝑁 . Возвращаясь к переменным (𝑅,Ψ), получаем результат

леммы.

Напомним, что 𝛾𝐷 = 𝛾𝐷 + 𝛿𝑀+𝐷,𝑁𝐿/𝑁 . Тогда имеем следующее:

Следствие 3. Пусть предположения (5.6), (5.15), (5.16), (5.17) выполняются

при 𝜆𝐿 < 0. Если 𝛾𝐷 < 0 и 𝑀 +𝐷 ≤ 𝑁 , то для любого 𝜍 ∈ (0, 1) существуют

Δ𝑠 > 0 и 𝜏𝑠 > 0 такие, что ∀ (𝑅𝑠,Ψ𝑠): |𝑅𝑠 − 𝜚*(𝜏𝑠)| < 𝛿, |Ψ𝑠 − 𝜙*(𝜏𝑠)| < Δ𝑠

решение 𝑅(𝜏), Ψ(𝜏) системы (5.14) с начальными данными 𝑅(𝜏𝑠) = 𝜚*(𝜏𝑠),

Ψ(𝜏𝑠) = 𝜙*(𝜏𝑠) имеет вид асимптотические оценки (5.18) при 𝜏 → ∞.

Доказательство. Пусть𝑀+𝐷 = 𝑁 . Тогда, взяв 𝜀 = (1−𝜍)|𝛾𝐷|/(2|𝛾𝐷|−|𝛾𝐷|) >

0 в (5.63), мы видим, что 𝑊0

(︀
𝑅̂(𝜏), Ψ̂(𝜏), 𝜏2

)︀
= 𝒪(𝜏−𝜍|𝛾𝐷|) при 𝜏 → ∞ для реше­

ний системы (5.58) с начальными данными из {(𝑅̂, Ψ̂) : 𝑊0(𝑅̂, Ψ̂, 𝜏2) ≤ Δ2
𝑠} при

некоторых 0 < Δ𝑠 ≤ Δ2. Аналогично, если 𝑀+𝐷 < 𝑁 , то из (5.62) следует, что

𝑊0

(︀
𝑅̂, Ψ̂, 𝜏2

)︀
имеет экспоненциально убывающую границу на траекториях. Воз­

вращаясь к переменным (𝑅,Ψ) и учитывая (5.47), получаем соответствующие

асимптотические оценки.

Объединяя это с теоремой 43, получаем доказательство теоремы 44.

5.6. Выводы

В главе показано, что затухающие возмущения с чирпированной частотой

в сильно нелинейных автономных системах на плоскости со специальным ви­

дом гамильтониана (5.3) могут приводить к появлению по крайней мере двух

различных асимптотических режимов вдали от равновесия: фазовый захват и

дрейф фазы. В случае фазового захвата энергия системы может существенно

возрастать, а фаза системы синхронизируется с фазой возмущения. Описаны

условия, гарантирующие существование и устойчивость резонансных решений
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с ростом энергии. Нарушение этих условий может привести к фазовому дрей­

фу. Численные примеры показывают, что в этом случае энергия возмущённой

системы остаётся ограниченной. Отметим, что такие решения в данной главе

подробно не исследовались.

Полученные результаты указывают на возможность использования зату­

хающих со временем возмущений для захвата и удержания сильно нелинейных

систем в резонансе.

Отметим также, что влияние затухающих возмущений с чирпированной ча­

стотой на колебательные движения вдали от равновесия в автономных системах

с более сложными гамильтонианами, чем (5.3), остаётся открытой проблемой.

В этом случае предложенный метод не может быть применён напрямую.

Результаты главы опубликованы в [265]. Случай 𝑏/𝑞 ≥ 1 разобран в [262].
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Глава 6

Стохастическая устойчивость динамических

систем относительно белого шума

6.1. Введение

В настоящей главе исследуется влияние постоянно действующих случай­

ных возмущений типа белого шума на динамические системы с устойчивой непо­

движной точкой. Возмущённая система рассматривается в форме стохастиче­

ских дифференциальных уравнений Ито. При этом возмущение не исчезает в

неподвижной точке. В этом случае траектории стохастической системы, старту­

ющие вблизи устойчивой неподвижной точки, покидают окрестность равнове­

сия с вероятностью единица. В главе описываются классы возмущений, относи­

тельно которых равновесие детерминированной системы устойчиво по вероят­

ности на асимптотически большом и полубесконечном временных интервалах.

В частности, обсуждается устойчивость относительно стохастических возмуще­

ний с затухающей интенсивностью.

Глава организована следующим образом. В § 6.2 содержится постановка

задачи. Основные результаты представлены в разделе § 6.3. Применение резуль­

татов к примерам обсуждается в § 6.4. Обоснование результатов содержится в

разделе § 6.5. Глава завершается кратким резюме.

6.2. Постановка задачи

Рассматривается система обыкновенных дифференциальных уравнений:

𝑑x

𝑑𝑡
= a(x, 𝑡), x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝑇 ∈ R𝑛, 𝑡 ≥ 𝑡0 = const > 0. (6.1)

Точка x = 0 является положением равновесия: a(0, 𝑡) ≡ 0. Будем считать,

что вектор-функция a(x, 𝑡) = (𝑎1(x, 𝑡), . . . , 𝑎𝑛(x, 𝑡))
𝑇 непрерывна, удовлетворя­
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ет условию Липшица: |a(x1, 𝑡) − a(x2, 𝑡)| ≤ 𝑀1|x1 − x2| для всех x1,x2 ∈ R𝑛,

𝑡 ≥ 𝑡0 с положительной постоянной 𝑀1. Здесь |x| =
√︀
𝑥21 + · · ·+ 𝑥2𝑛. Предпо­

лагается, что существует функция Ляпунова 𝑉 (x, 𝑡), определённая в области

𝒟𝑟0,𝑡0
𝑑𝑒𝑓
= {(x, 𝑡) ∈ R𝑛+1 : |x| ≤ 𝑟0, 𝑡 ≥ 𝑡0} и обладающая оценками:

|x|2 ≤ 𝑉 (x, 𝑡) ≤ 𝐶0|x|2, |𝜕x𝑉 |2 ≤ 𝐶1|x|2, |𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗𝑉 | ≤ 𝐶2,

𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(6.1)

𝑑𝑒𝑓
=

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑘
𝑎𝑘 ≤ −𝛾𝑡−𝛼𝑉 ∀ (x, 𝑡) ∈ 𝒟𝑟0,𝑡0.

(6.2)

Здесь 𝛾, 𝛼, 𝑟0, 𝐶𝑖 = const > 0, 𝛼 ≥ 0. Наличие такой функции Ляпунова обес­

печивает (локальную) устойчивость тривиального решения в системе (6.1) при

𝑡 ≥ 𝑡0 (см., например, [190, § 4.5]). Если 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, то имеет место асимпто­

тическая устойчивость. В главе обсуждается влияние постоянно действующих

возмущений типа белого шума на устойчивость тривиального решения x(𝑡) ≡ 0

детерминированной системы (6.1).

Вместе с (6.1) рассматривается возмущённая система в форме стохастиче­

ских дифференциальных уравнений Ито:

𝑑y(𝑡) = a(y(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜇G(y(𝑡), 𝑡) 𝑑w(𝑡), 𝑡 > 𝑡0, y(𝑡0) = y0 ∈ R𝑛. (6.3)

Здесь w(𝑡) = (𝑤1(𝑡), . . . , 𝑤𝑛(𝑡))
𝑇 — 𝑛-мерный винеровский процесс, определён­

ный на вероятностном пространстве (Ω,ℱ ,P), G(y, 𝑡) = {𝑔𝑖,𝑗(y, 𝑡)}𝑛×𝑛 — непре­

рывная матрица размерности 𝑛× 𝑛, которая не зависит от 𝜔 ∈ Ω и удовлетво­

ряет условию роста:

‖G(y, 𝑡)‖ ≤𝑀2(1 + |y|) ∀y ∈ R𝑛, 𝑡 ≥ 𝑡0, (6.4)

и условию Липшица:

‖G(y1, 𝑡)−G(y2, 𝑡)‖ ≤𝑀3|y1 − y2| ∀y1,y2 ∈ R𝑛, 𝑡 ≥ 𝑡0, (6.5)

с положительными постоянными 𝑀2,𝑀3 > 0. Здесь ‖ · ‖ — операторная норма,

согласованная с нормой | · | в R𝑛. Малый параметр 0 < 𝜇 ≪ 1 используется
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для контроля за интенсивностью возмущений. Начальные данные y0 считают­

ся детерминированными. Указанные ограничения на коэффициенты системы

(6.3) гарантируют существование и единственность непрерывного с вероятно­

стью единица решения при всех 𝑡 ≥ 𝑡0 для любой начальной точки y0 ∈ R𝑛

(см. [227, §5.2],[192, §3.3]). Будем считать, что система (6.3) не имеет триви­

ального решения (G(0, 𝑡) ̸≡ 0), то есть возмущения системы (6.1) являются

постоянно действующими.

Цель главы — найти такие ограничения на G(y, 𝑡), при которых решение

y(𝑡) возмущённой системы (6.3) при достаточно малых начальных данных и

возмущениях не покидает окрестности решения x(𝑡) ≡ 0 детерминированной

системы (6.1) с вероятностью сколь угодно близкой к единице. Другим словами,

исследуется устойчивость по вероятности тривиального решения относительно

случайных возмущений.

Определение 4. Решение x(𝑡) ≡ 0 системы (6.1) устойчиво по вероятности

относительно белого шума при 𝑡 ≥ 𝑡0 равномерно по 𝐺 ∈ 𝒫, если

∀ 𝜀1, 𝜀2 > 0 ∃ 𝛿1, 𝛿2 > 0 : ∀ |y0| < 𝛿1, 𝜇 < 𝛿2, G ∈ 𝒫

решение y(𝑡) возмущённой системы (6.3) с начальными данными y(𝑡0) = y0

удовлетворяет неравенству:

P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

|y(𝑡)| ≥ 𝜀1

)︂
≤ 𝜀2. (6.6)

Приведённое определение устойчивости отличается от известных (см. [192,

§5.3],[188, §2.1],[199, гл. 2]) наличием класса возмущений 𝒫 .

Исследованию устойчивости динамических систем со случайными возму­

щениями посвящено достаточно много работ (см. [188, 192, 199, 215]), большая

часть из которых посвящена вырожденным возмущениям: G(0, 𝑡) ≡ 0. Приве­

дем основные известные результаты для постоянно действующих возмущений

(G(0, 𝑡) ̸≡ 0). Известно (см., например, [169, гл 4, §2]), что в автономных систе­

мах (где a и G явно не зависят от 𝑡) при постоянно действующих возмущени­
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ях рано или поздно почти все траектории покидают окрестность устойчивого

равновесия. Из [192, §7.4] следует, что устойчивость сохраняется в неавтоном­

ных системах с глобальной функцией Ляпунова, если коэффициенты матрицы

G(y, 𝑡) достаточно быстро затухают со временем. Однако, если невозмущённая

система имеет хотя бы два устойчивых решения, то случайные возмущения с

ограниченной матрицей G(y, 𝑡) приводят к потере устойчивости [102]. Таким

образом, устойчивость при всех 𝑡 ≥ 𝑡0 относительно постоянно действующих

возмущений типа белого шума встречается в достаточно узком классе систем.

Поэтому имеет смысл задача об устойчивости на конечном временном интер­

вале [199, гл. III], [169, гл. 8]. Один из вариантов такого подхода состоит в

нахождении как можно большего временного отрезка, на котором решения воз­

мущённых уравнений находятся вблизи равновесия детерминированной систе­

мы. Такая постановка задачи рассматривалась в [101, гл. 7], где была доказана

устойчивость по вероятности равновесия на отрезке 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0+𝒪(𝜇−2) относи­

тельно возмущений с равномерно ограниченной матрицей G(y, 𝑡) при условии,

что для детерминированной системы существует функции Ляпунова, облада­

ющей оценками типа (6.2) c 𝛾 = 0. Остаётся открыт вопрос об устойчивости

на далеких временах при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝒪(𝜇−𝑁), где 𝑁 > 2. Настоящая глава

посвящена решению данной проблемы. Основным результатом является описа­

ние классов возмущений системы (6.1), при которых имеет место устойчивость

по вероятности тривиального решения при 𝑡0 ≤ 𝑡 < 𝑡0 + 𝑇𝜇, где 𝑇𝜇 = 𝒪(𝜇−𝑁)

(𝑁 ∈ N), 𝑇𝜇 = 𝒪(exp𝜇−1) и 𝑇𝜇 = ∞.

Для любого 𝛽 ≥ 0 определим класс возмущений 𝒫𝛽 как множество матриц

G(y, 𝑡), для которых выполняются оценки (6.4), (6.5) и

sup
|y|≤𝑟0,𝑡≥𝑡0

{︁
‖G(y, 𝑡)‖𝑡

𝛽
2

}︁
<∞.

Через 𝒫ℎ
𝛽 , ℎ > 0 обозначим множество матриц G ∈ 𝒫𝛽 таких, что

sup
|y|≤𝑟0,𝑡≥𝑡0

{︁
‖G(y, 𝑡)‖𝑡

𝛽
2

}︁
≤

√
2ℎ.
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Если G ∈ 𝒫ℎ
𝛽 , то соответствующая матрица диффузии Σ

𝑑𝑒𝑓
= G·G*/2 = {𝜎𝑖𝑗}𝑛×𝑛

обладает оценкой

sup
|y|≤𝑟0,𝑡≥𝑡0

{︀
‖Σ(y, 𝑡)‖𝑡𝛽

}︀
≤ ℎ.

6.3. Основные результаты

Уточним определение устойчивости, которое будет использоваться далее.

Определение 5. Решение x(𝑡) ≡ 0 системы (6.1) устойчиво по вероятности

относительно белого шума при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝑇𝜇 равномерно по G ∈ 𝒫, если

∀ 𝜀1, 𝜀2 > 0 ∃ 𝛿1, 𝛿2 > 0 : ∀ |y0| < 𝛿1, 𝜇 < 𝛿2, G ∈ 𝒫

решение y(𝑡) возмущённой системы (6.3) с начальными данными y(𝑡0) = y0

удовлетворяет неравенству:

P

(︃
sup

𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇𝜇
|y(𝑡)| ≥ 𝜀1

)︃
≤ 𝜀2.

Теорема 45. Пусть для системы (6.1) существует функция Ляпунова 𝑉 (x, 𝑡),

обладающая оценками (6.2) c 𝛼 ≥ 0. Тогда для любых 𝑁 ∈ N, ℎ > 0 и 0 < κ < 1

решение x(𝑡) ≡ 0 системы (6.1) устойчиво по вероятности относительно бе­

лого шума при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝜇−2𝑁+κ равномерно по G ∈ 𝒫ℎ
𝛼.

Следствие 4. Если 𝛾 = 0 в оценке (6.2), то ∀ℎ > 0 и 0 < κ < 1 имеет

место устойчивость по вероятности тривиального решения системы (6.1)

относительно белого шума при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝜇−2+κ равномерно по G ∈ 𝒫ℎ
0 .

Заметим, что если 𝛾 = 0, то тривиальное решение системы (6.1) устойчиво

по Ляпунову, но не асимптотически устойчиво. Оказывается, что в этом случае

интервал устойчивости относительно белого шума можно увеличить за счёт

затухания в коэффициентах матрицы возмущения.
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Теорема 46. Пусть для системы (6.1) существует функция Ляпунова 𝑉 (x, 𝑡),

обладающая оценками (6.2) c 𝛾 ≥ 0. Тогда для любых ℎ > 0 и 0 < κ < 1 реше­

ние y(𝑡) ≡ 0 системы (6.1) устойчиво по вероятности относительно белого

шума при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 exp(𝜇
−2+κ) равномерно по G ∈ 𝒫ℎ

1 .

Теорема 47. Пусть для системы (6.1) существует функция Ляпунова 𝑉 (x, 𝑡),

обладающая оценками (6.2) с 𝛾 ≥ 0. Тогда для любых ℎ > 0 и 𝛽 > 1 решение

y(𝑡) ≡ 0 системы (6.1) устойчиво по вероятности относительно белого шума

при 𝑡 ≥ 𝑡0 равномерно по G ∈ 𝒫ℎ
𝛽 .

6.4. Примеры

6.4.1. Пример 1

Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение Ито: 𝑑𝑦(𝑡) =

𝜇𝑑𝑤(𝑡). Решение 𝑥(𝑡) ≡ 0 невозмущённой системы 𝑥̇ = 0 устойчиво (но не

асимптотически устойчиво); функция Ляпунова 𝑉 = 𝑥2 удовлетворяет оценкам

(6.2) с 𝛾 = 0. Покажем, что тривиальное решение устойчиво по вероятности

относительно белого шума (с 𝑔1,1 ≡ 1) на интервале 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜇−2+κ.

Легко проверить, что функция 𝑦(𝑡) = 𝑦0+𝜇𝑤(𝑡) является решением возму­

щённого уравнения. Для простоты предположим 𝑦0 = 0. Используя известную

формулу для винеровского процесса (см. [132, стр. 173]), получаем

P( sup
0≤𝑡≤𝑇

|𝑤(𝑡)| ≥ 𝑐) = erfc

(︂
𝑐√
2𝑇

)︂
+

1√
2𝜋𝑇

∑︁
𝑘 ̸=0

(−1)𝑘+1

(2𝑘+1)𝑐∫︁
(2𝑘−1)𝑐

𝑒−
𝑢2

2𝑇 𝑑𝑢,

где 𝑐, 𝑇 = const > 0. Это означает, что для всех 0 < κ < 1, 𝜀1 > 0 и 𝜀2 > 0

существует 𝛿2 = (𝜀21/|4 ln(𝜀2/
√
8)|)1/κ такое, что

P

(︃
sup

0≤𝑡≤𝜇−2+κ
|𝑦(𝑡)| ≥ 𝜀1

)︃
≤ 𝜀2
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при 𝜇 < 𝛿2. В этом примере устойчивость по вероятности не сохраняется при

𝑡 ≫ 𝜇−2. Растяжения временного интервала устойчивости можно добиться пу­

тём дополнительных ограничений на возмущения (см., например, теоремы 46

и 47).

6.4.2. Пример 2

Рассмотрим более сложное уравнение:

𝑑𝑦(𝑡) = −𝑦(1− 𝑦2)

1 + 𝑦2
𝑑𝑡+ 𝜇𝐺(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑤(𝑡), 0 < 𝜇≪ 1.

Соответствующая детерминированная система

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑥(1− 𝑥2)

1 + 𝑥2

имеет три положения равновесия: {−1, 0, 1}. Легко показать, что тривиальное

решение x(𝑡) ≡ 0 локально экспоненциально устойчиво; функция Ляпунова

𝑉 (𝑥) = 𝑥2 удовлетворяет неравенству 𝑑𝑉/𝑑𝑡 ≤ −𝑉 для всех |𝑥| ≤ 1/
√
3, 𝑡 ≥ 0.

Из [102] следует, что в этом случае устойчивость тривиального решения отно­

сительно белого шума на полубесконечном интервале времени с 𝐺 ∈ 𝒫ℎ
0 отсут­

ствует. Однако из теоремы 45 следует, что решение 𝑥(𝑡) ≡ 0 сильно устойчиво

на конечном, но асимптотически большом интервале времени 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜇−2𝑁+κ.

6.4.3. Пример 3

Рассмотрим уравнение Бесселя

𝑑2𝑧

𝑑𝑡2
+ 𝑡−1𝑑𝑧

𝑑𝑡
+ (1− 𝜗2𝑡−2)𝑧 = 0, 𝑡 > 0, 𝜗 = const,

которое можно переписать в виде системы двух дифференциальных уравнений

первого порядка:

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑥2,
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −(1− 𝜗2𝑡−2)𝑥1 − 𝑡−1𝑥2. (6.7)
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Покажем, что неподвижная точка (0, 0) является асимптотически устойчивой. В

качестве кандидата на функцию Ляпунова рассмотрим функцию 𝑉 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) =

4𝑥21 + 4𝑥22 + 4𝑡−1𝑥1𝑥2, для которой справедливы оценки: 𝑥21 + 𝑥22 ≤ 𝑉 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤

5(𝑥21 + 𝑥22) при 𝑡 ≥ 2. Вычислим полную производную этой функции на траек­

ториях системы:

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=− 4𝑡−1(𝑥21 + 𝑥22) + 8(𝜗2 − 1)𝑡−2𝑥1𝑥2 + 4𝜗2𝑡−3𝑥21

≤− 4(𝑥21 + 𝑥22)𝑡
−1
(︀
1− (2𝜗2 + 1)𝑡−1

)︀
.

При 𝑡 ≥ 2(2𝜗2 + 1) оказывается справедливой оценка 𝑑𝑉/𝑑𝑡 ≤ −2𝑡−1𝑉/5. Та­

ким образом, для системы (6.7) существует функция Ляпунова, обладающая

оценками (6.2) c 𝛼 = 1 и 𝛾 = 2/5.

Рассмотрим возмущённую систему в форме уравнений Ито:

𝑑𝑦1(𝑡) = 𝑦2𝑑𝑡+ 𝜇𝑔1(𝑦1, 𝑦2, 𝑡)𝑑𝑤1(𝑡),

𝑑𝑦2(𝑡) = −
(︀
(1− 𝜗2𝑡−2)𝑦1 + 𝑡−1𝑦2

)︀
𝑑𝑡+ 𝜇𝑔2(𝑦1, 𝑦2, 𝑡)𝑑𝑤2(𝑡), 0 < 𝜇≪ 1.

Если 𝐺 = diag(𝑔1, 𝑔2) ∈ 𝒫1, то из теоремы 46 вытекает устойчивость равновесия

системы (6.7) относительно белого шума при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝒪
(︀
exp(𝜇−1)

)︀
. На роль

таких возмущений можно взять, например, функции 𝑔𝑖(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) ≡ 𝑡−1/2.

6.4.4. Пример 4

Пример нелинейного уравнения даёт модель математического маятника со

слабой диссипацией:

𝑑2𝑧

𝑑𝑡2
+ 𝜗𝑡−1𝑑𝑧

𝑑𝑡
+ sin 𝑧 = 0, 𝑡 > 0, 𝜗 = const > 0.

Соответствующая невозмущённая система: 𝑑𝑥1/𝑑𝑡 = 𝑥2, 𝑑𝑥2/𝑑𝑡 = − sin𝑥1 −

𝜗𝑡−1𝑥2 имеет локально асимптотически устойчивое равновесие (0, 0). На роль

функции Ляпунова подходит функция

𝑉 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 8(1− cos𝑥1) + 4𝑥22 + 4𝜗𝑡−1𝑥1𝑥2,
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для которой справедливы оценки

𝑥21 + 𝑥22 ≤ 𝑉 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ 5(𝑥21 + 𝑥22),

при 𝑡 ≥ 2𝜗 и |𝑥1| ≤ 1. Полная производная этой функции имеет вид:

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=− 4𝜗𝑡−1𝑥1 sin𝑥1 − 4𝜗𝑡−1𝑥22 − 4𝜗(𝜗+ 1)𝑡−2𝑥1𝑥2

≤− 2𝜗𝑡−1(𝑥21 + 𝑥22)(1− (𝜗+ 1)𝑡−1).

Легко видеть, что при 𝑡 ≥ 2(𝜗 + 1) и |𝑥1| ≤ 1 имеет место оценка 𝑑𝑉/𝑑𝑡 ≤

−𝜗𝑡−1𝑉/5. Следовательно, функция 𝑉 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) обладает оценками (6.2) с 𝛼 = 1

и 𝛾 = 𝜗/5.

Рассмотрим возмущённую систему в виде:

𝑑𝑦1(𝑡) = 𝑦2 𝑑𝑡+ 𝜇𝑔1(𝑦1, 𝑦2, 𝑡)𝑑𝑤1(𝑡),

𝑑𝑦2(𝑡) = −(sin 𝑦1 + 𝜗𝑡−1𝑦2)𝑑𝑡+ 𝜇𝑔2(𝑦1, 𝑦2, 𝑡)𝑑𝑤2(𝑡),

𝑔𝑖(0, 0, 𝑡) ̸≡ 0. Наличие множества неподвижных точек (𝜋𝑘, 0) (𝑘 ∈ Z) у невозму­

щённой системы указывает (см. [102]) на отсутствие устойчивости равновесия

(0, 0) при всех 𝑡 ≥ 𝑡0 относительно возмущений с равномерно ограниченными

коэффициентами 𝑔𝑖(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) = 𝒪(1). Однако, из теоремы 45 следует, что если

diag(𝑔1, 𝑔2) ∈ 𝒫1, то имеет место устойчивость по вероятности относительно

шума на асимптотически большом отрезке 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝒪(𝜇−𝑁) для любого

𝑁 ∈ N.

6.5. Обоснование результатов

Доказательство теоремы 45. Зафиксируем параметры ℎ > 0, 0 < κ < 1,

𝜀2 > 0 и 0 < 𝜀1 < 𝑟0. Пусть G ∈ 𝒫ℎ
𝛼, y(𝑡) — решение системы (6.3) с начальными

данными |y0| < 𝛿1, 𝜏 — момент первого выхода решения y(𝑡) из области

𝒟𝜀1,𝑡0,𝑇
𝑑𝑒𝑓
= {(y, 𝑡) ∈ R𝑛+1 : |y| < 𝜀1, 𝑡0 < 𝑡 < 𝑡0 + 𝑇}.
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Параметры 0 < 𝛿1 < 𝜀1, 𝑇 > 0 будут определены ниже. Определим функцию

𝑠𝑡 = min{𝜏, 𝑡}, тогда y(𝑠𝑡) является процессом, остановленным в момент первого

выхода из 𝒟𝜀1,𝑡0,𝑇 .

Вначале докажем утверждение для 𝑁 = 1. Для системы стохастических

уравнений (6.3) строится функция Ляпунова в виде:

𝑉1(y, 𝑡;𝑇 ) = 𝑉 (y, 𝑡) + 𝜇2𝑛2ℎ𝐶2𝑡
−𝛼
0 (𝑇 + 𝑡0 − 𝑡). (6.8)

Легко видеть, что 𝑉1(y, 𝑡;𝑇 ) ≥ 𝑉 (y, 𝑡) ≥ 0 и

ℒ𝑉1
𝑑𝑒𝑓
= 𝜕𝑡𝑉1 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝜕𝑦𝑖𝑉1 + 𝜇2
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜎𝑖𝑗𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝑗𝑉1 =

=
𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(6.1)

+ 𝜇2
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜎𝑖𝑗 𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝑗𝑉 − 𝜇2𝑛2ℎ𝐶2𝑡
−𝛼
0 ≤

≤ −𝛾𝑡−𝛼𝑉 + 𝜇2𝑛2𝐶2(‖Σ(y, 𝑡)‖ − ℎ𝑡−𝛼0 ) ≤ −𝛾𝑡−𝛼𝑉 ≤ 0

при всех (y, 𝑡) ∈ 𝒟𝜀1,𝑡0,𝑇 . Мы воспользовались здесь тем, что ‖Σ(y, 𝑡)‖ ≤ ℎ𝑡−𝛼 ≤

ℎ𝑡−𝛼0 при всех |y| ≤ 𝑟0, 𝑡 ≥ 𝑡0. Отсюда следует, что 𝑉1(y(𝑠𝑡), 𝑠𝑡;𝑇 ) является неот­

рицательным супермартингалом [192, §5.2]. Из свойств функции 𝑉 (y, 𝑡) выте­

кают следующие оценки:

P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇

|y(𝑡)| ≥ 𝜀1

)︂
= P

(︂
sup

𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇
|y(𝑡)|2 ≥ 𝜀21

)︂
≤

≤ P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇

𝑉 (y(𝑡), 𝑡) ≥ 𝜀21

)︂
≤

≤ P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇

𝑉1(y(𝑡), 𝑡;𝑇 ) ≥ 𝜀21

)︂
=

= P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

𝑉1(y(𝑠𝑡), 𝑠𝑡;𝑇 ) ≥ 𝜀21

)︂
≤

≤ 𝑉1(y0, 𝑡0;𝑇 )

𝜀21
.

(6.9)

Последняя оценка следует из неравенства Дуба для супермартингалов [25, §7.3].

Определим 𝑇 = 𝜇−2+κ и параметры

𝛿1 =

√︃
𝜀21𝜀2
2𝐶0

, 𝛿2 =

(︂
𝜀21𝜀2𝑡

𝛼
0

2𝑛2ℎ𝐶2

)︂ 1
κ

.
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Тогда 𝑉1(y0, 𝑡0;𝑇 ) ≤ 𝐶0|y0|2 + 𝜇κ𝑛2ℎ𝐶2𝑡
−𝛼
0 ≤ 𝜀21𝜀2 для любых |y0| < 𝛿1, 𝜇 < 𝛿2,

и справедливо неравенство:

P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇

|y(𝑡)| ≥ 𝜀1

)︂
≤ 𝜀2. (6.10)

Отсюда вытекает устойчивость решения при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝜇−2+κ.

Заметим, что положительность параметра 𝛾 в (6.2) пока не использова­

лась. Это условие сыграет ключевую роль на следующем шаге.

Устойчивость при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝜇−4+κ доказывается с помощью функции

Ляпунова:

𝑉2(y, 𝑡;𝑇 ) =
(︀
𝑉 (y, 𝑡)

)︀2
+ 𝜇2𝜈1𝑉1(y, 𝑡;𝑇 ),

где 𝜈1, 𝑇 — некоторые параметры, значения которых выбираются ниже. Оценим

результат действия оператора ℒ на 𝑉2(y, 𝑡;𝑇 ) в области 𝒟𝜀1,𝑡0,𝑇 :

ℒ𝑉2 = 2𝑉 ℒ𝑉 + 2𝜇2
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜎𝑖𝑗 𝜕𝑦𝑖𝑉 𝜕𝑦𝑗𝑉 + 𝜇2𝜈1ℒ𝑉1 ≤

≤ −2𝛾𝑡−𝛼𝑉 2 + 𝜇2
(︀
2𝑛2ℎ (𝐶1 + 𝐶2)− 𝜈1𝛾

)︀
𝑡−𝛼𝑉.

Выберем 𝜈1 = 2𝑛2ℎ(𝐶1+𝐶2)𝛾
−1>0, тогда 𝑉2(y, 𝑡;𝑇 ) ≥

(︀
𝑉 (y, 𝑡)

)︀2 ≥ 0 и ℒ𝑉2 ≤ 0

при всех (y, 𝑡) ∈ 𝒟𝜀1,𝑡0,𝑇 . Следовательно, 𝑉2(y(𝑠𝑡), 𝑠𝑡;𝑇 ) является супермартин­

галом, и справедливы неравенства аналогичные (6.9):

P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇

|y(𝑡)| ≥ 𝜀1

)︂
= P

(︂
sup

𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇
|y(𝑡)|4 ≥ 𝜀41

)︂
≤

≤ P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇

(︀
𝑉 (y(𝑡), 𝑡)

)︀2 ≥ 𝜀41

)︂
≤

≤ P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇

𝑉2(y(𝑡), 𝑡;𝑇 ) ≥ 𝜀41

)︂
=

= P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

𝑉2(y(𝑠𝑡), 𝑠𝑡;𝑇 ) ≥ 𝜀41

)︂
≤

≤ 𝑉2(y0, 𝑡0;𝑇 )

𝜀41
.

(6.11)

На этом шаге можно взять 𝑇 = 𝜇−4+κ, тогда

𝑉2(y0, 𝑡0;𝑇 ) ≤
3𝐶2

0 |y0|4

2
+
𝜇4𝜈21
2

+ 𝜇κ𝜈1𝑛
2ℎ𝐶2𝑡

−𝛼
0 .
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Выберем 𝛿1 > 0 и 𝛿2 > 0 из условия:

3𝐶2
0𝛿

4
1

2
+
𝛿42𝜈

2
1

2
+ 𝛿κ2 𝜈1𝑛

2ℎ𝐶2𝑡
−𝛼
0 ≤ 𝜀41𝜀2.

Тогда для любых |y0| < 𝛿1 и 𝜇 < 𝛿2 имеет место оценка: 𝑉2(y0, 𝑡0;𝑇 ) ≤ 𝜀41𝜀2.

Отсюда с учётом (6.11) вытекает оценка для вероятностной меры (6.10), которая

свидетельствует об устойчивости на отрезке: [𝑡0; 𝑡0 + 𝜇−4+κ].

Устойчивость при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝜇−2𝑁+κ, 𝑁 ≥ 3 доказывается с помощью

следующей конструкции:

𝑉𝑁(y, 𝑡;𝑇 ) =
(︀
𝑉 (y, 𝑡)

)︀𝑁
+ 𝜇2𝜈𝑁−1𝑉𝑁−1(y, 𝑡;𝑇 ),

𝑉𝑘(y, 𝑡;𝑇 ) =
(︀
𝑉 (y, 𝑡)

)︀𝑘
+ 𝜇2𝜈𝑘−1𝑉𝑘−1(y, 𝑡;𝑇 ), 𝑘 = 2, . . . , 𝑁 − 1,

функция 𝑉1(y, 𝑡;𝑇 ) определяется формулой (6.8), 𝑇 = 𝜇−2𝑁+κ. Дополнительное

условие ℒ𝑉𝑘 ≤ 0 в области 𝒟𝜀1,𝑡0,𝑇 приводит к выбору параметров 𝜈𝑘. Пусть

𝜈𝑘 = (𝑘 + 1)𝑛2ℎ(𝐶1 + 𝐶2)𝛾
−1, тогда справедливы неравенства:

ℒ𝑉3 ≤ −3𝛾𝑡−𝛼𝑉 3 + 2𝜇2
(︁
3𝑛2ℎ (𝐶1 + 𝐶2)− 𝜈2𝛾

)︁
𝑡−𝛼𝑉 2 ≤ 0,

. . .

ℒ𝑉𝑁 ≤ −𝑁𝛾𝑡−𝛼𝑉 𝑁 + (𝑁 − 1)𝜇2
(︁
𝑁𝑛2ℎ (𝐶1 + 𝐶2)− 𝜈𝑁−1𝛾

)︁
𝑡−𝛼𝑉 𝑁−1 ≤ 0

при всех (y, 𝑡) ∈ 𝒟𝜀1,𝑡0,𝑇 и любом натуральном 𝑁 ≥ 3. Следовательно, функция

𝑉𝑁(y(𝑠𝑡), 𝑠𝑡;𝑇 ) является неотрицательным супермартингалом. Так как

𝑉𝑁(y, 𝑡;𝑇 ) ≥
(︀
𝑉 (y, 𝑡)

)︀𝑁 ≥ 0, ∀ (y, 𝑡) ∈ 𝒟𝜀1,𝑡0,𝑇 ,

то справедливы оценки:

P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇

|y(𝑡)| ≥ 𝜀1

)︂
= P

(︂
sup

𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇
|y(𝑡)|2𝑁 ≥ 𝜀2𝑁1

)︂
≤

≤ P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇

(︀
𝑉 (y(𝑡), 𝑡)

)︀𝑁 ≥ 𝜀2𝑁1

)︂
≤

≤ P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇

𝑉𝑁(y(𝑡), 𝑡;𝑇 ) ≥ 𝜀2𝑁1

)︂
=

= P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

𝑉𝑁(y(𝑠𝑡), 𝑠𝑡;𝑇 ) ≥ 𝜀2𝑁1

)︂
≤

≤ 𝑉𝑁(y0, 𝑡0;𝑇 )

𝜀2𝑁1
.

(6.12)
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Легко видеть, что 𝑉𝑁(y0, 𝑡0;𝑇 ) = 𝒪(|y0|2𝑁) + 𝒪(𝜇κ) при |y0| → 0 и 𝜇 → 0.

Следовательно, существуют 𝛿1 > 0 и 𝛿2 > 0 такие, что 𝑉𝑁(y0, 𝑡0;𝑇 ) ≤ 𝜀2𝑁1 𝜀2 для

любых |y0| < 𝛿1 и 𝜇 < 𝛿2. Отсюда с учётом (6.12) вытекает оценка (6.10). Таким

образом, для любого 𝑁 ∈ N и ℎ > 0 имеет место устойчивость тривиального

решения системы (6.1) относительно белого шума при 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝜇−2𝑁+κ

равномерно по G ∈ 𝒫ℎ
𝛼.

Доказательство теоремы 46. Зафиксируем параметры ℎ > 0, 0 < κ < 1,

𝜀2 > 0 и 0 < 𝜀1 < 𝑟0. Пусть y(𝑡) — решение системы (6.3) с начальными дан­

ными |y0| < 𝛿1 и G ∈ 𝒫ℎ
1 , 𝜏 — момент первого выхода решения y(𝑡) из области

𝒟𝜀1,𝑡0,𝑇 , где 𝛿1 < 𝜀1, 𝑇 — некоторые положительные параметры, значения ко­

торых определим ниже. Пусть 𝑠𝑡 = min{𝜏, 𝑡}, тогда y(𝑠𝑡) является процессом,

остановленным в момент первого выхода из 𝒟𝜀1,𝑡0,𝑇 . Для стохастической систе­

мы (6.3) строится функция Ляпунова в виде:

𝑉𝜇(y, 𝑡;𝑇 ) = 𝑉 (y, 𝑡) + 𝜇2𝑛2ℎ𝐶2 ln

(︂
𝑡0 + 𝑇

𝑡

)︂
, (y, 𝑡) ∈ 𝒟𝑟0,𝑡0,𝑇 .

Легко видеть, что 𝑉𝜇(y, 𝑡;𝑇 ) ≥ 𝑉 (y, 𝑡) ≥ 0 и

ℒ𝑉𝜇 =
𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(6.1)

+ 𝜇2
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜎𝑖𝑗 𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝑗𝑉 − 𝜇2𝑛2ℎ𝐶2𝑡
−1

≤ 𝜇2𝑛2𝐶2𝑡
−1
(︀
‖Σ(y, 𝑡)‖𝑡− ℎ

)︀
≤ 0

при всех (y, 𝑡) ∈ 𝒟𝜀1,𝑡0,𝑇 . Следовательно, 𝑉𝜇(y(𝑠𝑡), 𝑠𝑡) является неотрицатель­

ным супермартингалом [192, §5.2], и справедливы оценки:

P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇

|y(𝑡)| ≥ 𝜀1

)︂
= P

(︂
sup

𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇
|y(𝑡)|2 ≥ 𝜀21

)︂
≤

≤ P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇

𝑉 (y(𝑡), 𝑡) ≥ 𝜀21

)︂
≤

≤ P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝑇

𝑉𝜇(y(𝑡), 𝑡;𝑇 ) ≥ 𝜀21

)︂
=

= P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

𝑉𝜇(y(𝑠𝑡), 𝑠𝑡;𝑇 ) ≥ 𝜀21

)︂
≤

≤ 𝑉𝜇(y0, 𝑡0;𝑇 )

𝜀21
.
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Положим 𝑇 = 𝑡0(exp(𝜇
−2+κ)−1), тогда 𝑉𝜇(y0, 𝑡0;𝑇 ) ≤ 𝐶0|y0|2+𝜇κ𝑛2ℎ𝐶2. Опре­

делим параметры

𝛿1 =

√︃
𝜀21𝜀2
2𝐶0

, 𝛿2 =

(︂
𝜀21𝜀2

2𝑛2ℎ𝐶2

)︂ 1
κ

,

тогда 𝑉𝜇(y0, 𝑡0;𝑇 ) ≤ 𝜀21𝜀2 для любых |y0| < 𝛿1, 𝜇 < 𝛿2, и справедливо неравен­

ство (6.10). Отсюда вытекает устойчивость решения x(𝑡) ≡ 0 системы (6.1) при

𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 exp(𝜇
−2+κ), 0 < κ < 1.

Доказательство теоремы 47. Зафиксируем параметры ℎ > 0, 𝜀2 > 0, 0 < 𝜀1 <

𝑟0 и 𝛽 > 1. Пусть y(𝑡) — решение системы (6.3) с начальными данными |y0| < 𝛿1

и G ∈ 𝒫ℎ
𝛽 . Параметр 0 < 𝛿1 < 𝜀1 будет определен ниже. Обозначим через 𝜏 —

момент первого выхода решения y(𝑡) из области 𝒟𝜀1,𝑡0 = {(y, 𝑡) ∈ R𝑛+1 : |y| <

𝜀1, 𝑡 > 𝑡0}. Пусть 𝑠𝑡 = min{𝜏, 𝑡}, тогда y(𝑠𝑡) является процессом, остановленным

в момент первого выхода из 𝒟𝜀1,𝑡0. В качестве кандидата на функцию Ляпунова

для системы (6.3) рассмотрим функцию:

𝑉𝜇(y, 𝑡) = 𝑉 (y, 𝑡) +
𝜇2𝑛2𝐶2ℎ𝑡

−𝛽+1

(𝛽 − 1)
.

Из определения класса 𝒫ℎ
𝛽 следует, что 𝑉𝜇(y, 𝑡) ≥ 𝑉 (y, 𝑡) ≥ 0 и

ℒ𝑉𝜇 =
𝑑𝑉

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(6.1)

+ 𝜇2
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜎𝑖𝑗 𝜕𝑦𝑖𝜕𝑦𝑗𝑉 − 𝜇2𝑛2𝐶2ℎ𝑡
−𝛽

≤ 𝜇2𝑛2𝐶2𝑡
−𝛽(‖Σ(y, 𝑡)‖𝑡𝛽 − ℎ) ≤ 0

для всех (y, 𝑡) ∈ 𝒟𝜀1,𝑡0. Следовательно, 𝑉𝜇(z(𝑠𝑡), 𝑠𝑡) является неотрицательным

супермартингалом, и справедливы неравенства:

P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

|y(𝑡)| ≥ 𝜀1

)︂
= P

(︂
sup
𝑡≥𝑡0

|y(𝑠𝑡)|2 ≥ 𝜀21

)︂
≤

≤ P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

𝑉 (y(𝑠𝑡), 𝑠𝑡) ≥ 𝜀21

)︂
≤

≤ P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

𝑉𝜇(y(𝑠𝑡), 𝑠𝑡) ≥ 𝜀21

)︂
≤

≤ 𝑉𝜇(y0, 𝑡0)

𝜀21
.

(6.13)
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Последняя оценка следует из неравенства Дуба для супермартингалов. Заме­

тим, что 𝑉𝜇(y0, 𝑡0) ≤ 𝐶0|y0|2 + 𝜇2𝑛2𝐶2ℎ𝑡
−𝛽+1
0 (𝛽 − 1)−1. Выберем 𝛿1 > 0 и 𝛿2 > 0

из условия: 𝐶0𝛿
2
1 + 𝛿22𝑛

2𝐶2ℎ𝑡
−𝛽+1
0 (𝛽 − 1)−1 ≤ 𝜀21𝜀2. Тогда для всех G ∈ 𝒫ℎ

𝛽 и

|y0| < 𝛿1, 𝜇 < 𝛿2 выполняется неравенство: 𝑉𝜇(y0, 𝑡0) ≤ 𝜀21𝜀2. Отсюда и из (6.13)

следует оценка (6.6), которая доказывает устойчивость решения x(𝑡) ≡ 0 при

всех 𝑡 ≥ 𝑡0.

6.6. Выводы

Таким образом, описаны классы постоянно действующих стохастических

возмущений типа белого шума, при которых в локально устойчивых динамиче­

ских системах имеет место сильная устойчивость по вероятности на конечных,

но асимптотически больших временных интервалах. Длина интервалов устой­

чивости зависит от скорости затухания возмущений. Предложенный метод ос­

нован на построении функций Ляпунова для возмущённой стохастической си­

стемы.

Результаты главы опубликованы в [93]. В [248] и [252] рассматривались

иные предположения на функцию Ляпунова для детерминированной системы,

которые гарантируют либо локальную экспоненциальную устойчивость равно­

весия, либо локальную асимптотическую устойчивость по части переменных.

Результаты о потраекторной устойчивости динамических систем с вероятно­

стью единица относительно стохастических возмущений опубликованы в [251]

для аддитивного шума и в [255] для мультипликативного шума. Близкие ре­

зультаты об устойчивости динамических систем относительно случайных воз­

мущений, малых в среднем, содержатся в [246] и [247].
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Глава 7

Бифуркации в асимптотически автономных

почти гамильтоновых системах с шумом

7.1. Введение

Настоящая глава посвящена изучению влияния мультипликативных стоха­

стических возмущений на асимптотически автономные гамильтоновы системы

на плоскости. Предполагается, что интенсивность шума затухает со временем,

а предельная система имеет нейтрально устойчивое положение равновесия ти­

па центр. Обсуждаются бифуркации, связанные с изменением стохастической

устойчивости равновесия, а также с появлением новых устойчивых состояний.

Обоснование результатов проводится путём построения подходящих стохасти­

ческих функций Ляпунова. В настоящей главе эта методика развита для класса

асимптотически автономных гамильтоновых систем с мультипликативным шу­

мом. В частности, описан метод нахождения таких функций, основанный на

усредняющей замене переменных.

Глава организована следующим образом. В § 7.2 дана формулировка за­

дачи и описан класс затухающих возмущений. Основные результаты представ­

лены в § 7.3. В § 7.4 теория применяется к нелинейным колебательным систе­

мам с затухающими стохастическими возмущениями. Обоснование результатов

содержится в § 7.5. В частности, в § 7.5.1 строятся замены переменных, упро­

щающие систему в главных членах асимптотики на бесконечности. Эти замены

включают переход к переменным типа действие-угол, связанным с параметрами

общего решения невозмущённой автономной системы, и преобразование, близ­

кое к тождественному, переменной действия. Изучение структуры упрощённых

уравнений и нелинейный анализ устойчивости приводят к описанию возмож­

ных бифуркаций в системе. Анализ устойчивости, основанный на построении
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стохастических функций Ляпунова, содержится в § 7.5.2, § 7.5.3 и § 7.5.4. Глава

завершается кратким обсуждением полученных результатов.

7.2. Постановка задачи

Рассмотрим систему стохастических дифференциальных уравнений Ито

на плоскости:

𝑑x = b(x, 𝑡)𝑑𝑡+B(x, 𝑡)𝑑w(𝑡), 𝑡 > 𝑠 > 0, x(𝑠) = x0 ∈ R2, (7.1)

где x = (𝑥1, 𝑥2)
𝑇 , b(x, 𝑡) ≡ (𝜕𝑥2𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡),−𝜕𝑥1𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡))

𝑇 ,

B(x, 𝑡) ≡ {𝐵𝑖,𝑗(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)}2×2 и w(𝑡) = (𝑤1(𝑡), 𝑤2(𝑡))
𝑇 — двумерный винеров­

ский процесс, определённый на вероятностном пространстве (Ω,ℱ ,P). Функции

𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 𝐵𝑖,𝑗(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) определены для всех (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∈ R2 ×R+,

бесконечно дифференцируемы и не зависят от 𝜔 ∈ Ω. Предполагается, что

b(0, 𝑡) ≡ 0, B(0, 𝑡) ≡ 0, (7.2)

и существует 𝑀 > 0 такое, что

|b(x1, 𝑡)− b(x2, 𝑡)| ≤𝑀 |x1 − x2|, ‖B(x1, 𝑡)−B(x2, 𝑡)‖ ≤𝑀 |x1 − x2| (7.3)

для всех x1,x2 ∈ R2 и 𝑡 ≥ 𝑠, где |x| =
√︀
𝑥21 + 𝑥22, а ‖ · ‖ — норма оператора,

согласованная с нормой | · | в R2. Эти ограничения на коэффициенты гаранти­

руют существование и единственность непрерывного (с вероятностью единица)

решения x(𝑡) для всех 𝑡 ≥ 𝑠 для любой начальной точки x0 ∈ R2 (см., например,

[227, § 5.2]).

Кроме того, предполагается, что система (7.1) асимптотически автономна,

и для любого компакта 𝒟 ⊂ R2

lim
𝑡→∞

𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝐻0(𝑥1, 𝑥2), lim
𝑡→∞

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = lim
𝑡→∞

𝐵𝑖,𝑗(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 0

для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝒟 и 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2}. Предельная автономная система

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑥2𝐻0(𝑥1, 𝑥2),
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑥1𝐻0(𝑥1, 𝑥2) (7.4)
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имеет изолированную неподвижную точку (0, 0) типа центр. Без потери общно­

сти, предполагается, что

𝐻0(𝑥1, 𝑥2) =
|x|2

2
+𝒪(|x|3), |x| → 0, (7.5)

и существуют 𝐸0 > 0 и 𝑟 > 0 такие, что для всех 𝐸 ∈ [0, 𝐸0] линии уровня

{(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 : 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) = 𝐸}, лежащие в ℬ𝑟 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 : |x| ≤ 𝑟}, опре­

деляют семейство замкнутых кривых на фазовом пространстве (𝑥1, 𝑥2), пара­

метризованном параметром 𝐸. Каждая из этих кривых соответствует периоди­

ческому решению (𝑥01(𝑡, 𝐸), 𝑥
0
2(𝑡, 𝐸)) системы (7.4) с периодом 𝑇 (𝐸) = 2𝜋/𝜈(𝐸),

где 𝜈(𝐸) ̸= 0 для всех 𝐸 ∈ [0, 𝐸*] и 𝜈(𝐸) = 1 + 𝒪(𝐸) при 𝐸 → 0. Значение

𝐸 = 0 соответствует неподвижной точке (0, 0). Также предполагается, что ℬ𝑟
не содержит неподвижных точек предельной системы, кроме начала координат.

Затухающие возмущения предельной системы (7.4) описываются функци­

ями со степенными асимптотическими разложениями:

𝐻(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∼ 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) +
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞𝐻𝑘(𝑥1, 𝑥2),

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2),

𝐵𝑖,𝑗(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞𝐵𝑖,𝑗,𝑘(𝑥1, 𝑥2) (7.6)

при 𝑡 → ∞ с 𝑞 ∈ Z+. Заметим, что ряды в (7.6) предполагаются асимптотиче­

скими при 𝑡→ ∞ равномерно для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟.

В качестве примера рассмотрим линейную систему

𝑑𝑥1 = 𝑥2𝑑𝑡, 𝑑𝑥2 = (−𝑥1 + 𝑡−1𝜆𝑥2) 𝑑𝑡+ 𝑡−
1
2𝜇𝑥1 𝑑𝑤2(𝑡), 𝑡 > 1, (7.7)

с 𝜆, 𝜇 = const. Эта система имеет вид (7.1) с 𝑞 = 2, 𝐻 ≡ 𝐻0 ≡ |x|2/2,

𝐹 ≡ 𝑡−1𝜆𝑥2, 𝐵1,1 ≡ 𝐵1,2 ≡ 𝐵2,1 ≡ 0 и 𝐵2,2 ≡ 𝑡−1/2𝜇𝑥1. Легко проверить,

что автономная система с 𝜆 = 0 и 𝜇 = 0 имеет периодическое общее реше­

ние 𝑥*1(𝑡;𝐸,𝜙) =
√
2𝐸 cos(𝑡 + 𝜙), 𝑥*2(𝑡;𝐸,𝜙) = −

√
2𝐸 sin(𝑡 + 𝜙) с периодом
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𝑇 (𝐸) ≡ 2𝜋. Асимптотика двухпараметрического семейства решений возмущён­

ной детерминированной системы с 𝜆 ̸= 0 и 𝜇 = 0 строится с помощью ВКБ-при­

ближений (см., например, [99, гл. II, § 6]):

𝑥1(𝑡) = 𝑡
𝜆
2

(︀
𝑥*1(𝑡;𝐸,𝜙) +𝒪(𝑡−1)

)︀
, 𝑥2(𝑡) = 𝑡

𝜆
2

(︀
𝑥*2(𝑡;𝐸,𝜙) +𝒪(𝑡−1)

)︀
, 𝑡→ ∞.

В этом случае устойчивость равновесия (0, 0) зависит от знака параметра 𝜆 (см.

рис. 7.1, а). Численный анализ системы (7.7) при 𝜆 ̸= 0 и 𝜇 ̸= 0 показывает, что

затухающие стохастические возмущения могут приводить к смещению границы

устойчивости: устойчивость равновесия (0, 0) изменяется при переходе 𝜆 через

некоторое критическое значение 𝜆*(𝜇) (см. рис. 7.1, б). Более сложные примеры

рассматриваются в разделе 7.4.
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Рис. 7.1. Эволюция |x(𝑡)| для реализаций решений системы (7.7) с начальными данными

𝑥1(1) = 0.4, 𝑥2(1) = 0.

В общем случае нелинейные члены уравнений с убывающими параметрами

также влияют на качественное поведение решений систем вида (7.1). Цель на­

стоящей главы — описание условий стохастической устойчивости системы (7.1)

и выявление роли возмущений в соответствующих локальных бифуркациях.

7.3. Основные результаты

Покажем, что система (7.1) может быть упрощена, по крайней мере, в

главных членах асимптотики, с помощью подходящей замены переменных.
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Пусть (𝑥01(𝑡, 𝐸), 𝑥
0
2(𝑡, 𝐸)) — одно из 𝑇 (𝐸)-периодических решений системы

(7.4) такое, что 𝐻0(𝑥
0
1(𝑡, 𝐸), 𝑥

0
2(𝑡, 𝐸)) ≡ 𝐸 при 𝐸 ∈ [0, 𝐸0]. Обозначим 𝒟(𝐸0) :=

{(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟 : 0 ≤ 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝐸0} и

⟨𝑓(𝜙)⟩𝜙 :=
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝜙) 𝑑𝜙, {𝑓(𝜙)}𝜙 := 𝑓(𝜙)− ⟨𝑓(𝜙)⟩𝜙.

Тогда справедлива

Теорема 48. Пусть система (7.1) удовлетворяет условиям (7.2), (7.3), (7.5)

и (7.6). Тогда для любого 𝑁 ≥ 1 существуют 𝑡* ≥ 𝑠 и цепочка обратимых

преобразований (𝑥1, 𝑥2) → (𝐸,𝜙) → (𝑣, 𝜙), определяемая соотношением

𝑥1(𝑡) = 𝑥01

(︂
𝜙(𝑡)

𝜈(𝐸(𝑡))
, 𝐸(𝑡)

)︂
, 𝑥2(𝑡) = 𝑥02

(︂
𝜙(𝑡)

𝜈(𝐸(𝑡))
, 𝐸(𝑡)

)︂
, (7.8)

𝑣(𝑡) = 𝑉𝑁(𝐸(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡), 𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡) ≡ 𝐸 +
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑣𝑘(𝐸,𝜙), (7.9)

такая, что для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝒟(𝐸0) и 𝑡 ≥ 𝑡* система (7.1) может быть

преобразована к виду

𝑑𝑣 =

(︃
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞Λ𝑘(𝑣) + Λ̃𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡)

)︃
𝑑𝑡+

2∑︁
𝑗=1

𝛼1,𝑗(𝑣, 𝜙, 𝑡) 𝑑𝑤𝑗(𝑡),

𝑑𝜙 =
(︁
𝜈(𝑣) + 𝐺̃𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡)

)︁
𝑑𝑡+

2∑︁
𝑗=1

𝛼2,𝑗(𝑣, 𝜙, 𝑡)𝑑𝑤𝑗(𝑡), (7.10)

где 𝑣𝑘(𝐸,𝜙), Λ̃𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡), 𝐺̃𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡) и 𝛼𝑖,𝑗(𝑣, 𝜙, 𝑡) являются 2𝜋-периодическими

по 𝜙, Λ𝑘(0) ≡ Λ̃𝑁(0, 𝜙, 𝑡) ≡ 𝛼1,𝑗(0, 𝜙, 𝑡) ≡ 𝑣𝑘(0, 𝜙) ≡ 0, и справедливы следую­

щие оценки:

Λ̃𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑁+1
𝑞 ), 𝐺̃𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑡−

1
𝑞 ), 𝛼𝑖,𝑗(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑡−

1
𝑞 ) (7.11)

при 𝑡→ ∞ равномерно для всех 𝑣 ∈ [0, 𝐸0) и 𝜙 ∈ R.

Доказательство содержится в § 7.5.1.
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Заметим, что преобразование, описанное в теореме 48, может обнулить

некоторые старшие члены в первом уравнении (7.10). Пусть 𝑛 ≥ 1 — целое

число, такое, что

Λ𝑘(𝑣) ≡ 0, 𝑘 < 𝑛, Λ𝑛(𝑣) ̸≡ 0. (7.12)

Из структуру преобразований (7.8) и (7.9) следует, что устойчивость три­

виального решения x(𝑡) ≡ 0 системы (7.1) связана с поведением траекторий

системы (7.10) при 𝑣(𝑡), близких к нулю, которое зависит от структуры правой

части первого уравнения системы (7.10). Заметим, что устойчивость решений в

неавтономных системах зависит не только от главных и линейных членов урав­

нений при 𝑡→ ∞ и 𝑣 → 0 соответственно (см., например, гл. 1). С учётом этого

рассмотрим следующие два случая:

Λ𝑛(𝑣) = 𝜆𝑛𝑣 (1 +𝒪(𝑣)) , 𝑣 → 0; (7.13)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Λ𝑛(𝑣) = 𝜆𝑛,𝑚𝑣

𝑚 (1 +𝒪(𝑣)) ,

Λ𝑘(𝑣) = 𝒪(𝑣𝑚), 𝑛 < 𝑘 < 𝑛+ 𝑙,

Λ𝑛+𝑙(𝑣) = 𝜆𝑛+𝑙𝑣 (1 +𝒪(𝑣)) , 𝑣 → 0.

(7.14)

Здесь 𝜆𝑛, 𝜆𝑛,𝑚 и 𝜆𝑛+𝑙 — ненулевые константы, 𝑛,𝑚, 𝑙 — целые числа, такие, что

𝑛 ≥ 1,𝑚 ≥ 2, 𝑙 ≥ 1. Предположение (7.13) соответствует случаю, когда главный

асимптотический член уравнения при 𝑡→ ∞ имеет ненулевую линейную часть.

Предположение (7.14) охватывает случаи, когда главный член уравнения для

𝑣 является нелинейным. Из второго уравнения (7.10) следует, что |𝜙(𝑡)| → ∞

почти наверное при 𝑡→ ∞, если 𝑣(𝑡) = 𝒪(1).

Уточним определение стохастической устойчивости, которое будет исполь­

зоваться.

Определение 6. Решение x(𝑡) ≡ 0 системы (7.1) называется устойчивым

по вероятности с весом 𝛾(𝑡) > 0, если существует 𝑡0 ≥ 𝑠 такое, что ∀ 𝜀 > 0

и 𝜂 > 0 ∃ 𝛿 > 0: для всех |x0| < 𝛿 решение x(𝑡) системы (7.1) с начальными
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данными x(𝑡0) = x0 удовлетворяет неравенству

P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

(︀
|x(𝑡)|𝛾(𝑡)

)︀
> 𝜀

)︂
< 𝜂. (7.15)

Решение x(𝑡) ≡ 0 называется неустойчивым по вероятности с весом 𝛾(𝑡),

если оно не является устойчивым по вероятности с этим весом.

Это определение несколько модифицирует классическое понятие устойчи­

вости по вероятности (см., например, [192, §5.3]) из-за множителя 𝛾(𝑡) в нера­

венстве для решений, которое можно рассматривать как оценку нормы в про­

странстве непрерывных функций с весом 𝛾(𝑡). В случае устойчивости (неустой­

чивости) с весом 𝛾(𝑡) ≡ 1 мы будем говорить, что решение x(𝑡) ≡ 0 устойчиво

(неустойчиво) по вероятности.

Определим функцию

𝛾𝑛(𝑡) ≡

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
exp

(︂
𝑞

𝑞 − 𝑛
𝑡1−

𝑛
𝑞

)︂
, 𝑛 ̸= 𝑞,

𝑡, 𝑛 = 𝑞.

Легко видеть, что 𝛾𝑛(𝑡) растет экспоненциально (или полиномиально) при 𝑡→

∞, если 𝑛 < 𝑞 (или 𝑛 = 𝑞), и 𝛾𝑛(𝑡) ограничена, если 𝑛 > 𝑞.

Рассмотрим сначала случай (7.13). Справедлива

Теорема 49. Пусть система (7.1) удовлетворяет условиям (7.2), (7.3), (7.5),

(7.6), и 𝑛 ≥ 1 — целое число, такое, что выполняются предположения (7.12)

и (7.13). Если 𝜆𝑛 < 0, то для любого 𝜅 ∈ (0, 1) решение x(𝑡) ≡ 0 устойчиво по

вероятности с весом (𝛾𝑛(𝑡))
(1−𝜅)|𝜆𝑛|/2.

Из теоремы 49 и определения функции 𝛾𝑛(𝑡) следует, что устойчивость экс­

поненциальная, если 𝑛 < 𝑞, полиномиальная, если 𝑛 = 𝑞, и не асимптотическая,

если 𝑛 > 𝑞.

Опишем условия, гарантирующие потерю устойчивости. Рассмотрим до­

полнительное предположение об интенсивности стохастических возмущений в



257

системе (7.1):

∃𝜇 > 0 :
⃒⃒
tr(B𝑇B)

⃒⃒
≤ 𝜇2𝑡−𝜎|x|2 (7.16)

для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟 и 𝑡 ≥ 𝑠 с некоторой константой 𝜎 > 0. Тогда справедлива

Теорема 50. Пусть система (7.1) удовлетворяет (7.2), (7.3), (7.5), (7.6), и

1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑞 — целое число, такое, что предположения (7.12), (7.13) и (7.16)

выполняются с 𝜎 ≥ 𝑛/𝑞.

• Если 𝜆𝑛 > 3𝜇2𝛿𝜎,𝑛/𝑞, то решение x(𝑡) ≡ 0 неустойчиво по вероятности.

• Если 𝜎 =
𝑛

𝑞
и 0 < 𝜆𝑛 ≤ 3𝜇2, то для любого 𝜅 > 0 решение x(𝑡) ≡ 0

неустойчиво по вероятности с весом (𝛾𝑛(𝑡))
(3𝜇2−𝜆𝑛+𝜅)/2.

Здесь 𝛿𝜎,𝑛/𝑞 — символ Кронекера.

Заметим, что в случае 𝜎 = 𝑛/𝑞 и 0 < 𝜆𝑛 ≤ 3𝜇2 теорема 50 обеспечивает

лишь слабую неустойчивость решения с растущим со временем весом. Можно

показать, что в этом случае решение x(𝑡) ≡ 0 устойчиво по вероятности на

конечном, но асимптотически большом интервале времени при 𝜇 → 0. Это

свойство является вариантом практической устойчивости [201, § 25].

Теорема 51. Пусть система (7.1) удовлетворяет условиям (7.2), (7.3), (7.5),

(7.6), и 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑞 — целое число, такое, что предположения (7.12), (7.13) и

(7.16) выполняются с 𝜎 = 𝑛/𝑞. Если 0 < 𝜆𝑛 ≤ 3𝜇2, то существует 𝑡0 ≥ 𝑠

такое, что ∀ 𝜀 > 0 и 𝜂 > 0 ∃ 𝛿 > 0: для всех |x0| < 𝛿 решение x(𝑡) системы

(7.1) с начальными данными x(𝑡0) = x0 удовлетворяет неравенству

P
(︂

sup
0<𝑡−𝑡0≤𝒯

|x(𝑡)| > 𝜀

)︂
< 𝜂, (7.17)

где 𝒯 = 𝑡
𝑛/𝑞
0 𝛿2(

√
3𝜀𝜇)−2, если 𝑛 < 𝑞, и 𝒯 = 𝑡0(exp(𝛿

2(
√
3𝜀𝜇)−2)− 1), если 𝑛 = 𝑞.

Доказательства теорем 49, 50 и 51 содержатся в разделе 7.5.2.
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Теперь рассмотрим случай, когда главный член в первом уравнении (7.10)

сильно нелинеен при 𝑣 → 0. Определим

𝜗 =
𝑙

𝑞(𝑚− 1)
, 𝑢* =

(︂
|𝜆𝑛+𝑙 + 𝛿𝑛+𝑙,𝑞𝜗|

|𝜆𝑛,𝑚|

)︂ 1
𝑚−1

,

𝑑𝜗(x, 𝑡;𝑢*) := 𝑡𝜗𝐻0(𝑥1, 𝑥2)− 𝑢*. (7.18)

Тогда справедлива

Теорема 52. Пусть система (7.1) удовлетворяет (7.2), (7.3), (7.5), (7.6), а

𝑛 ≥ 1, 𝑙 ≥ 1, 𝑚 ≥ 2 — целые числа, такие, что выполняются предположения

(7.12) и (7.14).

• Если 𝜆𝑛,𝑚 < 0 и 𝜆𝑛+𝑙 < 0, то решение x(𝑡) ≡ 0 устойчиво по вероятно­

сти.

• Если 𝑛 + 𝑙 ≤ 𝑞, 𝜆𝑛+𝑙 + 𝛿𝑛+𝑙,𝑞𝜗 < 0, то решение x(𝑡) ≡ 0 устойчиво по

вероятности с весом 𝑡𝜗/2(𝛾𝑛+𝑙(𝑡))
(1−𝜅)|𝜆𝑛+𝑙+𝛿𝑛+𝑙,𝑞𝜗|/2.

• Если 𝑛 + 𝑙 = 𝑞, 𝜆𝑛,𝑚 < 0 и 𝜆𝑛+𝑙 > 0, то для любых 𝜀 > 0 и 𝜂 > 0

существуют 𝛿0 > 0 и 𝑡0 > 0 такие, что решение x(𝑡) системы (7.1)

с начальными данными x(𝑡0) = x0, |𝑑𝜗(x0, 𝑡0;𝑢*)| < 𝛿0, удовлетворяет

условию

P
(︁
sup
𝑡≥𝑡0

|𝑑𝜗(x(𝑡), 𝑡;𝑢*)| > 𝜀
)︁
< 𝜂. (7.19)

Заметим, что в случае (7.19) решение x(𝑡) системы (7.1), стартуя из окрест­

ности равновесия, с высокой вероятностью имеет следующее асимптотическое

поведение: |x(𝑡)| = 𝒪(𝑡−𝜗/2) при 𝑡 → ∞. Это соответствует полиномиальной

устойчивости равновесия (0, 0).

Теорема 53. Пусть система (7.1) удовлетворяет условиям (7.2), (7.3), (7.5),

(7.6), и 𝑛 ≥ 1, 𝑙 ≥ 1, 𝑚 ≥ 2 — целые числа, такие, что предположения (7.12),

(7.14), (7.16) выполняются с 𝜎 ≥ (𝑛 + 𝑙)/𝑞 и 𝑛 + 𝑙 ≤ 𝑞. Если 𝜆𝑛,𝑚 > 0 и

𝜆𝑛+𝑙 > 3𝜇2𝛿𝜎,(𝑛+𝑙)/𝑞, то решение x(𝑡) ≡ 0 неустойчиво по вероятности.
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Доказательство теорем 52 и 53 содержится в разделе 7.5.3.

Наконец, рассмотрим случай, когда затухающие возмущения приводят к

появлению предельных циклов в системе (7.1). Введём ещё одно предположение:

∃ 𝑐 ∈ (0, 𝐸0) : Λ𝑛(𝑐) = 0, Λ′
𝑛(𝑐) ̸= 0. (7.20)

Справедлива следующая теорема:

Теорема 54. Пусть система (7.1) удовлетворяет условиям (7.2), (7.3), (7.5),

(7.6), и предположения (7.12), (7.16), (7.20) выполняются при 𝑛 = 𝑞 и 𝜎 ≥ 1.

Если Λ′
𝑛(𝑐) < 0, то для любых 𝜀 > 0 и 𝜂 > 0 существуют 𝛿 > 0 и 𝑡0 > 0

такие, что решение x(𝑡) системы (7.1) с начальными данными x(𝑡0) = x0,

|𝑑0(x0, 𝑡0; 𝑐)| < 𝛿, удовлетворяет условию

P
(︁

sup
0<𝑡−𝑡0≤𝒯

|𝑑0(x(𝑡), 𝑡; 𝑐)| > 𝜀
)︁
< 𝜂, (7.21)

где 𝒯 = 𝑡0(exp(𝛿
2(
√
2𝜇𝑟)−2)− 1), если 𝜎 = 1, и 𝒯 = ∞, если 𝜎 > 1.

Доказательство содержится в разделе 7.5.4.

Из (7.5) и (7.18) следует, что в случае (7.21) решение системы (7.1) с вы­

сокой вероятностью имеет следующее асимптотическое поведение: |x(𝑡)| ≈
√
2𝑐

на большом временном интервале.

7.4. Примеры

7.4.1. Пример 1

Сначала рассмотрим затухающие возмущения системы (7.4) с

𝐻0(𝑥1, 𝑥2) ≡ 1− cos𝑥1 +
𝑥22
2
. (7.22)

Легко видеть, что в этом случае равновесие (0, 0) предельной системы (7.4) яв­

ляется центром, а линии уровня 𝐻0(𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝐸 с 𝐸 ∈ (0, 2), лежащие в окрест­

ности равновесия, соответствуют 𝑇 (𝐸)-периодическим решениям с собственной

частотой 𝜈(𝐸) ≡ 2𝜋/𝑇 (𝐸) = 1− 𝐸/8 +𝒪(𝐸2) при 𝐸 → 0.
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Рассмотрим возмущённую систему в следующем виде:

𝑑𝑥1 = 𝜕𝑥2𝐻0(𝑥1, 𝑥2) 𝑑𝑡,

𝑑𝑥2 =
(︁
−𝜕𝑥1𝐻0(𝑥1, 𝑥2) + 𝑡−

ℎ
𝑞𝜆𝑥2

)︁
𝑑𝑡+ 𝑡−

𝑝
𝑞𝜇 sin𝑥1 𝑑𝑤2(𝑡), (7.23)

при 0 < ℎ, 𝑝 ≤ 𝑞 и 𝜆, 𝜇 = const. Заметим, что эта система имеет вид (7.1) с

𝐹 ≡ 𝑡−ℎ/𝑞𝜆𝑥2, 𝐵1,1 ≡ 𝐵1,2 ≡ 𝐵2,1 ≡ 0 и 𝐵2,2 ≡ 𝑡−𝑝/𝑞𝜇 sin𝑥1.

Пусть ℎ = 𝑝 = 1 и 𝑞 = 2. Тогда замены переменных, описанные в разде­

ле 7.5.1 при 𝑁 = 1 и

𝑣1(𝐸,𝜙) = − 𝜆

𝜈(𝐸)

𝜙∫︁
0

{︁(︀
𝑋2(𝜍, 𝐸)

)︀2}︁
𝜍
𝑑𝜍 +

𝜆

𝜈(𝐸)

⟨ 𝜙∫︁
0

{︁(︀
𝑋2(𝜍, 𝐸)

)︀2}︁
𝜍
𝑑𝜍

⟩
𝜙

,

преобразуют (7.23) в (7.10) с функцией

Λ1(𝑣) ≡ 𝜆
⟨(︀
𝑋2(𝜙, 𝑣)

)︀2⟩
𝜙
= 𝑣
(︀
𝜆+𝒪(𝑣)

)︀
, 𝑣 → 0.

Легко проверить, что преобразованная система удовлетворяет соотношениям

(7.12), (7.13) и (7.16) при 𝑛 = 1, 𝜆𝑛 = 𝜆 и 𝜎 = 1 > 𝑛/𝑞. Следовательно,

из теоремы 49 следует, что равновесие (0, 0) системы (7.23) экспоненциально

устойчиво по вероятности, если 𝜆 < 0. Из теоремы 50 следует, что равновесие

(0, 0) неустойчиво по вероятности, если 𝜆 > 0. В этом случае устойчивость

равновесия определяется знаком коэффициента 𝜆, как и в детерминированной

системе при 𝜇 = 0 (см. рис. 7.2).

Пусть ℎ = 𝑞 = 2 и 𝑝 = 1. Заметим, что в этом случае при 𝜆 = −1 система

(7.23) соответствует третьему уравнению Пенлеве (см., например, [34, гл. 13])

со стохастическим параметрическим возмущением. Под действием преобразова­

ний, описанных в § 7.5.1 с 𝑁 = 2, 𝑣1(𝐸,𝜙) ≡ 0 и

𝑣2(𝐸,𝜙) ≡− 1

𝜈(𝐸)

𝜙∫︁
0

{︂
𝜆
(︀
𝑋2(𝜍, 𝐸)

)︀2
+
𝜇2

2

(︀
sin(𝑋1(𝜍, 𝐸))

)︀2}︂
𝜍

𝑑𝜍

+
1

𝜈(𝐸)

⟨ 𝜙∫︁
0

{︂
𝜆
(︀
𝑋2(𝜍, 𝐸)

)︀2
+
𝜇2

2

(︀
sin(𝑋1(𝜍, 𝐸))

)︀2}︂
𝜍

𝑑𝜍

⟩
𝜙

,
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Рис. 7.2. Эволюция |x(𝑡)| для реализаций решений системы (7.23) при ℎ = 𝑝 = 1, 𝑞 = 2 и

начальных данных 𝑥1(1) = 0.4, 𝑥2(1) = 0.

система (7.23) сводится к (7.10) с функциями Λ1(𝑣) ≡ 0 и

Λ2(𝑣) ≡
⟨
𝜆
(︀
𝑋2(𝜙, 𝑣)

)︀2
+
𝜇2

2

(︀
sin(𝑋1(𝜙, 𝑣))

)︀2⟩
𝜙

= 𝑣

(︂
𝜆+

𝜇2

2
+𝒪(𝑣)

)︂
при 𝑣 → 0. Легко видеть, что преобразованная система удовлетворяет (7.12),

(7.13) и (7.16) при 𝑛 = 2, 𝜆𝑛 = 𝜆 + 𝜇2/2 и 𝜎 = 1 = 𝑛/𝑞. Применяя теорему 49,

получаем, что если 𝜆 < −𝜇2/2, то для любого 𝜅 ∈ (0, 1) равновесие (0, 0) устой­

чиво по вероятности с весом 𝑡(1−𝜅)|𝜆𝑛|/2. Из теоремы 50 следует, что равновесие

неустойчиво, если 𝜆 > 5𝜇2/2, и неустойчиво с весом, если −𝜇2/2 < 𝜆 ≤ 5𝜇2/2

(см. рис. 7.3). В последнем случае из теоремы 51 следует, что равновесие (0, 0)

устойчиво на асимптотически большом временном интервале.

7.4.2. Пример 2

Рассмотрим возмущённую систему

𝑑𝑥1 = 𝜕𝑥2𝐻0(𝑥1, 𝑥2) 𝑑𝑡,

𝑑𝑥2 =
(︁
−𝜕𝑥1𝐻0(𝑥1, 𝑥2) + 𝑡−

1
2𝐹2(𝑥1, 𝑥2) + 𝑡−1𝐹4(𝑥2)

)︁
𝑑𝑡

+
(︁
𝑡−

1
4𝐵2,2,1(𝑥1, 𝑥2) + 𝑡−

1
2𝐵2,2,2(𝑥1)

)︁
𝑑𝑤2(𝑡), (7.24)

с гамильтонианом 𝐻0(𝑥1, 𝑥2), определённым формулой (7.22), и функциями

𝐹2 ≡
𝑎2𝑥

2
1𝑥2

1 + 𝑥21
, 𝐹4 ≡ 𝑎4𝑥2, 𝐵2,2,1 ≡

𝑏1𝑥1𝑥2√︀
1 + 𝑥21

, 𝐵2,2,2 ≡ 𝑏2𝑥1,
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Рис. 7.3. Эволюция |x(𝑡)| для реализаций решений системы (7.23) при ℎ = 𝑞 = 2, 𝑝 = 1 и

начальных данных 𝑥1(1) = 0, 4, 𝑥2(1) = 0. Синяя кривая соответствует |x| = 𝑡−1/4|x(1)|.

где 𝑎2, 𝑎4, 𝑏1, 𝑏2 = const. Легко видеть, что эта система имеет вид (7.1) с 𝑞 = 4.

Замены переменных, описанные в разделе 7.5.1 с 𝑁 = 4, 𝑣1 ≡ 0,

𝑣2 ≡− 1

2𝜈(𝐸)

𝜙∫︁
0

{︁
2𝑋2𝐹2(𝑋1, 𝑋2) +

(︀
𝐵2,2,1(𝑋1, 𝑋2)

)︀2}︁
𝜍
𝑑𝜍

+
1

2𝜈(𝐸)

⟨ 𝜙∫︁
0

{︁
2𝑋2𝐹2(𝑋1, 𝑋2) +

(︀
𝐵2,2,1(𝑋1, 𝑋2)

)︀2}︁
𝜍
𝑑𝜍

⟩
𝜙

,

𝑣3 ≡− 1

𝜈(𝐸)

𝜙∫︁
0

{𝐵2,2,1(𝑋1, 𝑋2)𝐵2,2,2(𝑋1)}𝜍 𝑑𝜍

+
1

𝜈(𝐸)

⟨ 𝜙∫︁
0

{𝐵2,2,1(𝑋1, 𝑋2)𝐵2,2,2(𝑋1)}𝜍 𝑑𝜍

⟩
𝜙

,

𝑣4 ≡− 1

2𝜈(𝐸)

𝜙∫︁
0

{︁
2𝑋2𝐹4(𝑋2) +

(︀
𝐵2,2,2(𝑋1)

)︀2
+ 2𝑅4(𝐸, 𝜍)

}︁
𝜍
𝑑𝜍

+
1

2𝜈(𝐸)

⟨ 𝜙∫︁
0

{︁
2𝑋2𝐹4(𝑋2) +

(︀
𝐵2,2,2(𝑋1)

)︀2
+ 2𝑅4(𝐸, 𝜍)

}︁
𝜍
𝑑𝜍

⟩
𝜙

,
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приводят систему (7.24) к виду (7.10) с коэффициентами Λ1(𝑣) ≡ 0,

Λ2(𝑣) ≡
1

2

⟨
2𝑋2𝐹2(𝑋1, 𝑋2) +

(︀
𝐵2,2,1(𝑋1, 𝑋2)

)︀2⟩
𝜙
=
𝑣2

4

(︀
2𝑎2 + 𝑏21 +𝒪(𝑣)

)︀
,

Λ3(𝑣) ≡ ⟨𝐵2,2,1(𝑋1, 𝑋2)𝐵2,2,2(𝑋1)⟩𝜙 = 𝒪(𝑣3),

Λ4(𝑣) ≡
1

2

⟨
2𝑋2𝐹4(𝑋2) +

(︀
𝐵2,2,2(𝑋1)

)︀2
+ 2𝑅4(𝑣, 𝜙)

⟩
𝜙
=
𝑣

2

(︀
2𝑎4 + 𝑏22 +𝒪(𝑣)

)︀
при 𝑣 → 0, где

𝑅4(𝐸,𝜙) ≡− 𝜕𝐸Λ2(𝐸)𝑣2(𝐸,𝜙) + 𝐹2(𝑋1, 𝑋2)
(︁
𝑋2𝜕𝐸 + 𝜕𝑥2Φ(𝑋1, 𝑋2)𝜕𝜙

)︁
𝑣2(𝐸,𝜙)

+
1

2

(︀
𝐵2,2,1(𝑋1, 𝑋2)

)︀2(︁
𝜕𝐸 + 𝜕2𝑥2Φ(𝑋1, 𝑋2)𝜕𝜙

)︁
𝑣2(𝐸,𝜙) = 𝒪(𝐸3)

при 𝐸 → 0 равномерно для всех 𝜙 ∈ R. Видно, что преобразованная система

удовлетворяет (7.12) и (7.14) с 𝑛 = 𝑚 = 𝑙 = 2, 𝜆𝑛,𝑚 = (2𝑎2 + 𝑏21)/4 и 𝜆𝑛+𝑙 =

(2𝑎4 + 𝑏22)/2. В этом случае 𝑛 + 𝑙 = 𝑞, 𝛾𝑛+𝑙(𝑡) ≡ 𝑡, 𝜗 = 1/2, 𝑢* = 2|2𝑎4 +

𝑏22 + 1|/|2𝑎2 + 𝑏21| и 𝑑𝜗(x, 𝑡;𝑢*) ≡ 𝑡1/2𝐻0(𝑥1, 𝑥2) − 𝑢*. Из теоремы 52 следует,

что положение равновесия (0, 0) системы (7.24) устойчиво по вероятности, если

𝑎2 < −𝑏21/2 и 𝑎4 < −𝑏22/2. Более того, для любого 𝜅 ∈ (0, 1) равновесие (0, 0)

устойчиво с весом 𝑡(𝜗+(1−𝜅)|𝜆𝑛+𝑙+𝜗|)/2, если 𝑎4 < −(𝑏22 + 1)/2 (см. рис. 7.4, а).

Если 𝑎2 < −𝑏21/2 и 𝑎4 > −𝑏22/2, равновесие (0, 0) устойчиво в смысле (7.19). В

последнем случае 𝐻0(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) ∼ 𝑢*𝑡
−1/2 при 𝑡→ ∞ с высокой вероятностью

для решений, начинающихся вблизи равновесия (см. рис. 7.5).

Если 𝑏1 = 0, то система (7.24) дополнительно удовлетворяет (7.16) с 𝜎 =

1 = (𝑛+ 𝑙)/𝑞 и 𝜇 = 𝑏22. Из теоремы 53 следует, что равновесие (0, 0) неустойчиво

по вероятности, если 𝑎2 > 0 и 𝑎4 > 5𝑏22/2 (см. рис. 7.4, б).

7.4.3. Пример 3

Наконец, рассмотрим возмущённую систему

𝑑𝑥1 = 𝑥2 𝑑𝑡, 𝑑𝑥2 =

(︂
−𝑥1 + 𝑡−1 (𝑎1 + 𝑎2𝑥

2
1)𝑥2

1 + |x|2

)︂
𝑑𝑡+ 𝑡−

1
2𝜇𝑥1 𝑑𝑤2(𝑡) (7.25)

при 𝑎1, 𝑎2, 𝜇 = const. Очевидно, что эта система имеет вид (7.1) с 𝑞 = 2,

𝐻0(𝑥1, 𝑥2) ≡ |x|2/2, 𝜈(𝐸) ≡ 1. В этом случае𝑋1(𝜙,𝐸) =
√
2𝐸 cos𝜙 и𝑋2(𝜙,𝐸) =
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(а) 𝑎2 = 1, 𝑎4 = −5/4, 𝑏1 = 4, 𝑏2 = 1
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(б) 𝑎2 = 0.1, 𝑎4 = 0.2, 𝑏1 = 0, 𝑏2 = 0.2

Рис. 7.4. Эволюция |x(𝑡)| для реализаций решений системы (7.24) с начальными данными

𝑥1(1) = 0.4, 𝑥2(1) = 0 и различными значениями параметров. Синяя кривая соответствует

|x(1)|𝑡−3/8.
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Рис. 7.5. Эволюция 𝐻0(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) для реализаций решений системы (7.24) при 𝑎2 = −2,

𝑎4 = −1/4, 𝑏1 = 1, 𝑏2 = 1 и различных начальных данных. Синяя кривая соответствует

𝑢*𝑡
−1/2.

−
√
2𝐸 sin𝜙. Преобразования переменных, описанные в разделе 7.5.1 с 𝑁 = 2,

𝑣1(𝐸,𝜙) ≡ 0 и

𝑣2(𝐸,𝜙) ≡−
𝜙∫︁

0

{︂
(𝑎1 + 𝑎2𝑋

2
1)𝑋

2
2

1 + 2𝐸
+
𝜇2𝑋2

1

2

}︂
𝜍

𝑑𝜍

+

⟨ 𝜙∫︁
0

{︂
(𝑎1 + 𝑎2𝑋

2
1)𝑋

2
2

1 + 2𝐸
+
𝜇2𝑋2

1

2

}︂
𝜍

𝑑𝜍

⟩
𝜙

,

приводят систему (7.25) к виду (7.10) с коэффициентами Λ1(𝑣) = 0 и

Λ2(𝑣) ≡
⟨
(𝑎1 + 𝑎2𝑋

2
1)𝑋

2
2

1 + 2𝑣
+
𝜇2𝑋2

1

2

⟩
𝜙

=
𝑣
(︀
2𝑎1 + 𝜇2 + 𝑣(𝑎2 + 2𝜇2)

)︀
2(1 + 2𝑣)

.
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Легко видеть, что преобразованная система удовлетворяет (7.12), (7.13) и (7.16)

при 𝑛 = 2, 𝜆𝑛 = 𝑎1+𝜇
2/2 и 𝜎 = 𝑛/𝑞 = 1. Из теоремы 50 следует, что равновесие

(0, 0) неустойчиво, если 𝑎1 > 5𝜇2/2. Если, кроме того, 𝑎2 < −2𝜇2, то система

(7.25) удовлетворяет условию (7.20) с 𝑐 = (2𝑎1 + 𝜇2)/|𝑎2 + 2𝜇2| > 0, таким, что

Λ2(𝑐) = 0 и Λ′
2(𝑐) = −(2𝑎1 + 𝜇2)/(2(1 + 2𝑐)) < 0. Следовательно, применяя

теорему 54, заключаем, что существует режим |x*(𝑡)| ≈
√
2𝑐, устойчивый на

асимптотически большом временном интервале (см. рис. 7.6).
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Рис. 7.6. Эволюция |x(𝑡)| для реализаций решений системы (7.25) при 𝜇 = 1/2, 𝑎1 = 1 и

𝑎2 = −2. Пунктирная линия соответствует |x| =
√
2𝑐 =

√
3.

7.5. Обоснование результатов

7.5.1. Замена переменных

Доказательство теоремы 48. Рассмотрим вспомогательные 2𝜋-периодические

функции

𝑋1(𝜙,𝐸) ≡ 𝑥01

(︂
𝜙

𝜈(𝐸)
, 𝐸

)︂
, 𝑋2(𝜙,𝐸) ≡ 𝑥02

(︂
𝜙

𝜈(𝐸)
, 𝐸

)︂
.

Из (7.4) следует, что

𝜈(𝐸)
𝜕𝑋1

𝜕𝜙
= 𝜕𝑋2

𝐻0(𝑋1, 𝑋2), 𝜈(𝐸)
𝜕𝑋2

𝜕𝜙
= −𝜕𝑋1

𝐻0(𝑋1, 𝑋2).

Эти функции используются для переписывания системы (7.1) в переменных ти­

па действие-угол (𝐸,𝜙). Дифференцируя тождество 𝐻0(𝑋1(𝜙,𝐸), 𝑋2(𝜙,𝐸)) ≡
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𝐸 по 𝐸, получаем

det
𝜕(𝑋1, 𝑋2)

𝜕(𝜙,𝐸)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝜙𝑋1 𝜕𝐸𝑋1

𝜕𝜙𝑋2 𝜕𝐸𝑋2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 1

𝜈(𝐸)
̸= 0.

Следовательно, преобразование (𝑥1, 𝑥2) ↦→ (𝐸,𝜙) обратимо для всех 𝐸 ∈ [0, 𝐸0]

и 𝜙 ∈ [0, 2𝜋). Обозначим через

𝐸 = 𝐼(𝑥1, 𝑥2), 𝜙 = Φ(𝑥1, 𝑥2) (7.26)

обратное преобразование к (7.8), и через

𝐿 := 𝜕𝑡 + 𝜕𝑥2𝐻𝜕𝑥1 + (−𝜕𝑥1𝐻 + 𝐹 ) 𝜕𝑥2

+
𝐵2

1,1 +𝐵2
1,2

2
𝜕2𝑥1 + (𝐵1,1𝐵2,1 +𝐵1,2𝐵2,2)𝜕𝑥1𝜕𝑥2 +

𝐵2
2,1 +𝐵2

2,2

2
𝜕2𝑥2 (7.27)

обозначим производящий дифференциальный оператор марковского процесса,

определённого системой (7.1). Применяя формулу Ито к (7.26), можно показать,

что в новых координатах (𝐸,𝜙) возмущённая система (7.1) имеет вид

𝑑𝐸 = 𝑓(𝐸,𝜙, 𝑡)𝑑𝑡+
2∑︁
𝑗=1

𝛽1,𝑗(𝐸,𝜙, 𝑡)𝑑𝑤𝑗(𝑡),

𝑑𝜙 =
(︀
𝜈(𝐸) + 𝑔(𝐸,𝜙, 𝑡)

)︀
𝑑𝑡+

2∑︁
𝑗=1

𝛽2,𝑗(𝐸,𝜙, 𝑡)𝑑𝑤𝑗(𝑡), (7.28)

где ⎛⎝𝑓(𝐸,𝜙, 𝑡)
𝑔(𝐸,𝜙, 𝑡)

⎞⎠ ≡ −

⎛⎝ 0

𝜈(𝐸)

⎞⎠+ 𝐿

⎛⎝𝐼(𝑥1, 𝑥2)
Φ(𝑥1, 𝑥2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝜙,𝐸)
𝑥2=𝑋2(𝜙,𝐸)

,

⎛⎝𝛽1,𝑗(𝐸,𝜙, 𝑡)
𝛽2,𝑗(𝐸,𝜙, 𝑡)

⎞⎠ ≡
2∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖,𝑗(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) 𝜕𝑥𝑖

⎛⎝𝐼(𝑥1, 𝑥2)
Φ(𝑥1, 𝑥2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝜙,𝐸)
𝑥2=𝑋2(𝜙,𝐸)

.
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Легко проверить, что

𝜕𝑥1

⎛⎝𝐼(𝑥1, 𝑥2)
Φ(𝑥1, 𝑥2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝜙,𝐸)
𝑥2=𝑋2(𝜙,𝐸)

≡

⎛⎝−𝜈𝜕𝜙𝑋2

𝜈𝜕𝐸𝑋2

⎞⎠ ,

𝜕𝑥2

⎛⎝𝐼(𝑥1, 𝑥2)
Φ(𝑥1, 𝑥2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝜙,𝐸)
𝑥2=𝑋2(𝜙,𝐸)

≡

⎛⎝ 𝜈𝜕𝜙𝑋1

−𝜈𝜕𝐸𝑋1

⎞⎠ ,

𝜕2𝑥1

⎛⎝𝐼(𝑥1, 𝑥2)
Φ(𝑥1, 𝑥2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝜙,𝐸)
𝑥2=𝑋2(𝜙,𝐸)

≡ 𝜈(𝜕𝐸𝑋2𝜕𝜙 − 𝜕𝜙𝑋2𝜕𝐸)

⎛⎝−𝜈𝜕𝜙𝑋2

𝜈𝜕𝐸𝑋2

⎞⎠ ,

𝜕2𝑥2

⎛⎝𝐼(𝑥1, 𝑥2)
Φ(𝑥1, 𝑥2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝜙,𝐸)
𝑥2=𝑋2(𝜙,𝐸)

≡ 𝜈(𝜕𝜙𝑋1𝜕𝐸 − 𝜕𝐸𝑋1𝜕𝜙)

⎛⎝ 𝜈𝜕𝜙𝑋1

−𝜈𝜕𝐸𝑋1

⎞⎠ ,

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

⎛⎝𝐼(𝑥1, 𝑥2)
Φ(𝑥1, 𝑥2)

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝜙,𝐸)
𝑥2=𝑋2(𝜙,𝐸)

≡ 𝜈(𝜕𝜙𝑋1𝜕𝐸 − 𝜕𝐸𝑋1𝜕𝜙)

⎛⎝−𝜈𝜕𝜙𝑋2

𝜈𝜕𝐸𝑋2

⎞⎠ .

Отсюда вытекает, что функции 𝑓 , 𝑔 и 𝛽𝑖,𝑗 являются 2𝜋-периодическими по 𝜙.

Из условия (7.2) следует, что 𝑓(0, 𝜙, 𝑡) ≡ 0 и 𝛽1,𝑗(𝐸,𝜙, 𝑡) ≡ 0. Из (7.4) и (7.5)

следует, что 𝑋1(𝜙,𝐸) = 𝒪(
√
𝐸) и 𝑋2(𝜙,𝐸) = 𝒪(

√
𝐸) при 𝐸 → 0 равномерно

для всех 𝜙 ∈ R. Таким образом,

𝑓(𝐸,𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝐸), 𝑔(𝐸,𝜙, 𝑡) = 𝒪(1),

𝛽1,𝑗(𝐸,𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝐸), 𝛽2,𝑗(𝐸,𝜙, 𝑡) = 𝒪(1) (7.29)

при 𝐸 → 0 равномерно для всех 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑠. Более того, из (7.6) следует, что

эти функции имеют следующие асимптотические разложения:

𝑓(𝐸,𝜙, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑓𝑘(𝐸,𝜙), 𝑔(𝐸,𝜙, 𝑡) ∼

∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑔𝑘(𝐸,𝜙),

𝛽𝑖,𝑗(𝐸,𝜙, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞𝛽𝑖,𝑗,𝑘(𝐸,𝜙)
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при 𝑡→ ∞ равномерно для всех 𝐸 ∈ [0, 𝐸0] и 𝜙 ∈ R, где⎛⎝𝑓𝑘
𝑔𝑘

⎞⎠ ≡ (𝜕𝑥2𝐻𝑘𝜕𝑥1 + (−𝜕𝑥1𝐻𝑘 + 𝐹𝑘)𝜕𝑥2)

⎛⎝𝐼
Φ

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝜙,𝐸)
𝑥2=𝑋2(𝜙,𝐸)

+
1

2

∑︁
𝑖1+𝑖2=𝑘

(𝐵1,1,𝑖1𝐵1,1,𝑖2 +𝐵1,2,𝑖1𝐵1,2,𝑖2)𝜕
2
𝑥1

⎛⎝𝐼
Φ

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝜙,𝐸)
𝑥2=𝑋2(𝜙,𝐸)

+
1

2

∑︁
𝑖1+𝑖2=𝑘

(𝐵2,1,𝑖1𝐵2,1,𝑖2 +𝐵2,2,𝑖1𝐵2,2,𝑖2)𝜕
2
𝑥2

⎛⎝𝐼
Φ

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝜙,𝐸)
𝑥2=𝑋2(𝜙,𝐸)

+
∑︁

𝑖1+𝑖2=𝑘

(𝐵1,1,𝑖1𝐵2,1,𝑖2 +𝐵1,2,𝑖1𝐵2,2,𝑖2)𝜕𝑥1𝜕𝑥2

⎛⎝𝐼
Φ

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝜙,𝐸)
𝑥2=𝑋2(𝜙,𝐸)

,

⎛⎝𝛽1,𝑗,𝑘
𝛽2,𝑗,𝑘

⎞⎠ ≡
2∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖,𝑗,𝑘 𝜕𝑥𝑖

⎛⎝𝐼
Φ

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝜙,𝐸)
𝑥2=𝑋2(𝜙,𝐸)

.

Из (7.28) следует, что 𝜙(𝑡) изменяется быстрее возможных изменений 𝐸(𝑡) при

больших значениях 𝑡. Следующее упрощение системы связано с усреднением

первого уравнения в (7.28) по 𝜙.

Рассмотрим преобразование, близкое к тождественному, в следующей фор­

ме:

𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡) = 𝐸 +
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑣𝑘(𝐸,𝜙) (7.30)

с некоторым целым числом 𝑁 ≥ 1. Коэффициенты 𝑣𝑘(𝐸,𝜙) ищутся таким об­

разом, чтобы коэффициент сноса первого уравнения преобразованной системы

(7.10) в новой переменной 𝑣(𝑡) ≡ 𝑉𝑁(𝐸(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡) не зависел явно от 𝜙, по край­

ней мере, в главных членах асимптотики с некоторыми функциями Λ𝑘(𝑣), а

остаток удовлетворял оценке Λ̃𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑡−(𝑁+1)/𝑞) при 𝑡 → ∞. Применяя

формулу Ито к 𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡) вдоль траекторий системы (7.28), получаем

𝑑𝑣 = ℒ𝑉𝑁𝑑𝑡+
2∑︁
𝑗=1

(︀
𝛽1,𝑗𝜕𝐸𝑉𝑁 + 𝛽2,𝑗𝜕𝜙𝑉𝑁

)︀
𝑑𝑤𝑗(𝑡), (7.31)
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где

ℒ :=𝜕𝑡 + 𝑓𝜕𝐸 + (𝜈 + 𝑔)𝜕𝜙

+
1

2
(𝛽2

1,1 + 𝛽2
1,2)𝜕

2
𝐸 + (𝛽1,1𝛽2,1 + 𝛽1,2𝛽2,2)𝜕𝐸𝜕𝜙 +

1

2
(𝛽2

2,1 + 𝛽2
2,2)𝜕

2
𝜙 (7.32)

— производящий дифференциальный оператор, связанный с системой (7.28).

Легко проверить, что

ℒ𝑉𝑁 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞

(︁
𝑓𝑘 + 𝜈𝜕𝜙𝑣𝑘 −

𝑘 − 𝑞

𝑞
𝑣𝑘−𝑞

)︁
+

∞∑︁
𝑘=2

𝑡−
𝑘
𝑞

∑︁
𝑖1+𝑖2=𝑘

(𝑓𝑖1𝜕𝐸 + 𝑔𝑖1𝜕𝜙)𝑣𝑖2

+
1

2

∞∑︁
𝑘=3

𝑡−
𝑘
𝑞

∑︁
𝑖1+𝑖2+𝑖3=𝑘

{︀
(𝛽1,1,𝑖1𝛽1,1,𝑖2 + 𝛽1,2,𝑖1𝛽1,2,𝑖2)𝜕

2
𝐸

+2(𝛽1,1,𝑖1𝛽2,1,𝑖2 + 𝛽1,2,𝑖1𝛽2,2,𝑖2)𝜕𝐸𝜕𝜙 + (𝛽2,1,𝑖1𝛽2,1,𝑖2 + 𝛽2,2,𝑖1𝛽2,2,𝑖2)𝜕
2
𝜙

}︀
𝑣𝑖3,

где предполагается, что 𝑓𝑘 ≡ 𝑔𝑘 ≡ 𝛽𝑖,𝑗,𝑘 ≡ 0, если 𝑘 < 1, и 𝑣𝑚 ≡ 0, если 𝑚 > 𝑁

или 𝑚 < 1. Сопоставление (7.31) с первым уравнением в (7.10) даёт следующую

цепочку дифференциальных уравнений для определения 𝑣𝑘(𝐸,𝜙):

𝜈(𝐸)𝜕𝜙𝑣𝑘 = Λ𝑘(𝐸)− 𝑓𝑘(𝐸,𝜙)−𝑅𝑘(𝐸,𝜙), 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁, (7.33)

где каждая функция 𝑅𝑘 выражается через 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘−1. В частности, 𝑅1 ≡ 0,

𝑅2 ≡ (𝑓1𝜕𝐸 + 𝑔1𝜕𝜙)𝑣1 − 𝑣1𝜕𝐸Λ1 −
2− 𝑞

𝑞
𝑣2−𝑞,

𝑅3 ≡
∑︁

𝑖1+𝑖2=3

(︁
(𝑓𝑖1𝜕𝐸 + 𝑔𝑖1𝜕𝜙)𝑣𝑖2 − 𝑣𝑖1𝜕𝐸Λ𝑖2

)︁
− 𝑣21

2
𝜕2𝐸Λ1 −

3− 𝑞

𝑞
𝑣3−𝑞

+
𝛽2
1,1,1 + 𝛽2

1,2,1

2
𝜕2𝐸𝑣1 + (𝛽1,1,1𝛽2,1,1 + 𝛽1,2,1𝛽2,1,1)𝜕𝐸𝜕𝜙𝑣1 +

𝛽2
2,1,1 + 𝛽2

2,2,1

2
𝜕2𝜙𝑣1.

Определим

Λ𝑘(𝐸) = ⟨𝑓𝑘(𝐸,𝜙) +𝑅𝑘(𝐸,𝜙)⟩𝜙. (7.34)

Тогда для любого 𝑘 ∈ [1, 𝑁 ] правая часть (7.33) является 2𝜋-периодической по

𝜙 с нулевым средним. Интегрирование (7.33) даёт

𝑣𝑘(𝐸,𝜙) = − 1

𝜈(𝐸)

𝜙∫︁
0

{𝑓𝑘(𝐸, 𝜍) +𝑅𝑘(𝐸, 𝜍)}𝜍 𝑑𝜍 + 𝑣𝑘(𝐸),
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где 𝑣𝑘(𝐸) выбрано таким образом, что ⟨𝑣𝑘(𝐸,𝜙)⟩𝜙 ≡ 0. Таким образом, каждая

функция 𝑣𝑘(𝐸,𝜙) является гладкой и периодической относительно 𝜙. Более

того, из (7.33) и (7.34) следует, что 𝑣𝑘(𝐸,𝜙) = 𝒪(𝐸) и Λ𝑘(𝐸) = 𝒪(𝐸) при

𝐸 → 0 равномерно для всех 𝜙 ∈ R.

Из (7.30) следует, что для любого 𝜖 ∈ (0, 1) существует 𝑡* ≥ 𝑠 такое, что

|𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡)− 𝐸| ≤ 𝜖𝐸, |𝜕𝐸𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡)− 1| ≤ 𝜖, |𝜕𝜙𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡)| ≤ 𝜖𝐸 (7.35)

для всех 𝐸 ∈ [0, 𝐸0], 𝜙 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡*. Следовательно, отображение (𝐸,𝜙, 𝑡) ↦→

(𝑣, 𝜙, 𝑡) обратимо для всех 𝑣 ∈ [0, 𝑣*], 𝜙 ∈ [0, 2𝜋) и 𝑡 ≥ 𝑡*, причём 𝑣* = (1− 𝜖)𝐸0.

Пусть 𝐸 = ℰ(𝑣, 𝜙, 𝑡) — обратное преобразование к (7.30). Тогда,

𝛼1,𝑗(𝑣, 𝜙, 𝑡) ≡ (𝛽1,𝑗(𝐸,𝜙, 𝑡)𝜕𝐸 + 𝛽2,𝑗(𝐸,𝜙, 𝑡)𝜕𝜙)𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡)|𝐸=ℰ(𝑣,𝜙,𝑡) ,

Λ̃𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡) ≡ −
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞Λ𝑘(𝑣) + ℒ𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡)|𝐸=ℰ(𝑣,𝜙,𝑡) .

Второе уравнение в системе (7.28) не претерпевает существенных изменений

при преобразовании (7.30). В частности, 𝐺̃𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡) ≡ 𝜈(ℰ(𝑣, 𝜙, 𝑡)) − 𝜈(𝑣) +

𝑔(ℰ(𝑣, 𝜙, 𝑡), 𝜙, 𝑡) и 𝛼2,𝑗(𝑣, 𝜙, 𝑡) ≡ 𝛽2,𝑗(ℰ(𝑣, 𝜙, 𝑡), 𝜙, 𝑡) во втором уравнении преоб­

разованной системы (7.10). Легко проверить, что

Λ̃𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑁+1
𝑞 ), 𝐺̃𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑡−

1
𝑞 ), 𝛼𝑖,𝑗(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑡−

1
𝑞 )

при 𝑡→ ∞ равномерно для всех 𝑣 ∈ [0, 𝑣*] и 𝜙 ∈ R. Из (7.29) следует, что

Λ̃𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑣), 𝐺̃𝑁(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(1),

𝛼1,𝑗(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(𝑣), 𝛼2,𝑗(𝑣, 𝜙, 𝑡) = 𝒪(1)

при 𝑣 → 0 равномерно для всех 𝑡 ≥ 𝑡* и 𝜙 ∈ R.

7.5.2. Анализ устойчивости в случае (7.13)

Доказательство теоремы 49. Зафиксируем 𝜅 ∈ (0, 1) и рассмотрим

𝑈𝑛,𝜅(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝛾𝑛,𝜅(𝑡)𝑉𝑁(𝐼(𝑥1, 𝑥2),Φ(𝑥1, 𝑥2), 𝑡)
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при 𝑁 = 𝑛 и положительной функции 𝛾𝑛,𝜅(𝑡) ≡ (𝛾𝑛(𝑡))
(1−𝜅)|𝜆𝑛| в качестве канди­

дата на функцию Ляпунова для системы (7.1). Функция 𝑉𝑁(𝐸,𝜙, 𝑡), имеющая

вид (7.30), была построена в предыдущем разделе. Функции 𝐼(𝑥1, 𝑥2) и Φ(𝑥1, 𝑥2)

определяются формулой (7.26). Из (7.5) и (7.35) следует, что для любого 𝜖 > 0

существует 𝑟* ∈ (0, 𝑟] такое, что

(1− 𝜖)2
|x|2

2
≤ 𝑉𝑛(𝐼(𝑥1, 𝑥2),Φ(𝑥1, 𝑥2), 𝑡) ≤ (1 + 𝜖)2

|x|2

2
(7.36)

для всех 𝑡 ≥ 𝑡* и (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟* ⊆ 𝒟(𝐸0). Легко проверить, что

𝐿𝑈𝑛,𝜅(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡
𝛾′𝑛,𝜅(𝑡)

𝛾𝑛,𝑘(𝑡)
𝑈𝑛,𝜅(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝛾𝑛,𝜅(𝑡)ℒ𝑉𝑛(𝐼(𝑥1, 𝑥2),Φ(𝑥1, 𝑥2), 𝑡).

Напомним, что 𝐿 и ℒ определяются выражениями (7.27) и (7.32) соответствен­

но. Заметим, что 𝛾′𝑛,𝜅(𝑡)/𝛾𝑛,𝜅(𝑡) ≡ (1−𝜅)|𝜆𝑛|𝑡−𝑛/𝑞. Объединяя это с (7.12), полу­

чаем

𝐿𝑈𝑛,𝜅(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑡−
𝑛
𝑞𝑈𝑛,𝜅(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

(︁
− 𝜅|𝜆𝑛|+𝒪(|x|2) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

при 𝑡 → ∞ и x → 0. Следовательно, для любого 𝜖 ∈ (0, 1) существуют 𝑡0 ≥ 𝑡*

и 𝑟0 ≤ 𝑟*, такие, что

𝐿𝑈𝑛,𝜅(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ −𝑡−
𝑛
𝑞𝑈𝑛,𝜅(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)(1− 𝜖)𝜅|𝜆𝑛|

≤ −𝑡−
𝑛
𝑞 𝛾𝑛,𝜅(𝑡)

|x|2

2
(1− 𝜖)3𝜅|𝜆𝑛| ≤ 0 (7.37)

для всех 𝑡 ≥ 𝑡0 и (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟0.

Зафиксируем параметры 0 < 𝜀 < 𝑟0
√︀
𝛾𝑛,𝜅(𝑡0) и 0 < 𝜂 < 1. Пусть x(𝑡) ≡

(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))
𝑇 — решение системы (7.1) с начальными данными (𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0)) ∈

ℬ𝛿, 0 < 𝛿 < 𝜀, а 𝜏𝜀 — время первого выхода x̃(𝑡) из области ℬ𝜀 при 𝑡 > 𝑡0,

где x̃(𝑡) ≡ x(𝑡)
√︀
𝛾𝑛,𝜅(𝑡). Определим функцию 𝜏𝜀(𝑡) = min{𝜏𝜀, 𝑡}, тогда x̃(𝜏𝜀(𝑡))

— процесс, остановленный в момент первого выхода из ℬ𝜀. Из (7.37) следует,

что 𝑈(𝑥1(𝜏𝜀(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝜀(𝑡)), 𝜏𝜀(𝑡)) — неотрицательный супермартингал (см., напри­

мер, [192, §5.2]). Следовательно, используя (7.36) и определение 𝜏𝜀(𝑡), получаем
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следующее:

P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

|x̃(𝑡)| ≥ 𝜀

)︂
= P

(︂
sup
𝑡≥𝑡0

(︀
|x(𝜏𝜀(𝑡))|2𝛾𝑛,𝜅(𝜏𝜀(𝑡))

)︀
≥ 𝜀2

)︂
≤ P

(︂
sup
𝑡≥𝑡0

𝑈𝑛,𝜅
(︀
𝑥1(𝜏𝜀(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝜀(𝑡)), 𝜏𝜀(𝑡)

)︀
≥ (1− 𝜖)2

𝜀2

2

)︂
≤ 2𝑈𝑛,𝜅(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0)

(1− 𝜖)2𝜀2
.

Последняя оценка следует из неравенства Дуба для супермартингалов. Из (7.36)

следует, что

𝑈𝑛,𝜅(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0) ≤ 𝛾𝑛,𝜅(𝑡0)(1 + 𝜖)2
𝛿2

2
.

Следовательно, принимая 𝛿 = 𝜀
√︀
𝜂/𝛾𝑛,𝜅(𝑡0)(1 − 𝜖)/(1 + 𝜖), получаем (7.15) с

𝛾(𝑡) ≡
√︀
𝛾𝑛,𝜅(𝑡).

Доказательство теоремы 50. Доказательство неустойчивости основано на по­

строении подходящей функции Ляпунова для системы (7.1) и воспроизводит

рассуждения из [192, §5.4] с некоторыми изменениями.

1. Пусть 𝜆𝑛 > 3𝜇2𝛿𝜎,𝑛/𝑞. Рассмотрим

𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = log

(︂
(1 + 𝜖)2

𝑟2

2

)︂
− log 𝑉𝑁(𝐼(𝑥1, 𝑥2),Φ(𝑥1, 𝑥2), 𝑡) (7.38)

с 𝑁 = 𝑛 в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (7.1). Из

(7.36) следует, что 𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≥ log(𝑟/|x|)2 ≥ 0 для всех 𝑡 ≥ 𝑡* и (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟*.

Легко проверить, что

𝐿𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡
1

2
tr
(︀
B𝑇MB

)︀
− ℒ𝑉𝑛(𝐸,𝜙, 𝑡)

𝑉𝑛(𝐸,𝜙, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝐸=𝐼(𝑥1,𝑥2)
𝜙=Φ(𝑥1,𝑥2)

,

где

M(x, 𝑡) ≡ 1

(𝑉𝑛(𝐸,𝜙, 𝑡))
2

⎛⎝ (𝜕𝑥1𝑉𝑛)
2 𝜕𝑥1𝑉𝑛𝜕𝑥2𝑉𝑛

𝜕𝑥1𝑉𝑛𝜕𝑥2𝑉𝑛 (𝜕𝑥2𝑉𝑛)
2

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐸=𝐼(𝑥1,𝑥2)
𝜙=Φ(𝑥1,𝑥2)

.
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Из (7.5), (7.16), (7.35) и (7.36) следует, что для любого 𝜖 ∈ (0, 1) существуют

𝑟1 ∈ (0, 𝑟*] и 𝑡1 ≥ 𝑡* такие, что

⃒⃒
tr(B𝑇MB)

⃒⃒
≤ 6𝜇2𝑡−𝜎

(︂
1 + 𝜖

1− 𝜖

)︂4

для всех 𝑡 ≥ 𝑡1 и (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟1. Объединяя это с (7.13), получаем

𝐿𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ 𝑡−
𝑛
𝑞

(︃
−𝜆𝑛 + 3𝜇2𝑡−(𝜎−𝑛

𝑞 )

(︂
1 + 𝜖

1− 𝜖

)︂4

+𝒪(|x|2) +𝒪
(︀
𝑡−

1
𝑞

)︀)︃
(7.39)

при 𝑡 → ∞ и x → 0. Выбор достаточно малого параметра 𝜖 > 0 гарантирует

существование 𝑡2 ≥ 𝑡1 и 𝑟2 ≤ 𝑟1 таких, что 𝐿𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ 0 для всех 𝑡 ≥ 𝑡2 и

(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟2.

Рассмотрим также вспомогательную функцию

𝑈*(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = (1 + 𝜖)2
𝑟2

2
− 𝑉𝑁(𝐼(𝑥1, 𝑥2),Φ(𝑥1, 𝑥2), 𝑡) (7.40)

с 𝑁 = 𝑛. Легко видеть, что

𝐿𝑈*(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = −𝑡−
𝑛
𝑞𝑉𝑛
(︀
𝐼(𝑥1, 𝑥2),Φ(𝑥1, 𝑥2), 𝑡

)︀(︁
𝜆𝑛 +𝒪(|x|2) +𝒪

(︀
𝑡−

1
𝑞

)︀)︁
при 𝑡 → ∞ и x → 0. Следовательно, для любого 𝜖 ∈ (0, 1) существуют 𝑟3 ∈

(0, 𝑟*] и 𝑡3 ≥ 𝑡*, такие, что

𝑈*(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≥ 0, 𝐿𝑈*(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ −𝑡−
𝑛
𝑞
|x|2

2
(1− 𝜖)3𝜆𝑛 ≤ 0 (7.41)

для всех 𝑡 ≥ 𝑡3 и |x| ≤ 𝑟3.

Определим 𝑟0 = min{𝑟2, 𝑟3}, 𝑡0 = max{𝑡2, 𝑡3} и зафиксируем 𝜀 ∈ (0, 𝑟0].

Пусть x(𝑡) ≡ (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))
𝑇 — решение системы (7.1) с начальными данными

(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0)) ∈ ℬ𝜀 и пусть 𝛿 ∈ (0, |x0|). Определим

𝜏𝛿,𝜀 = inf {𝑡 > 𝑡0 : |x(𝑡)| = 𝛿 или |x(𝑡)| = 𝜀} ,

𝜏𝛿 = inf {𝑡 > 𝑡0 : |x(𝑡)| = 𝛿} , 𝜏𝜀 = inf {𝑡 > 𝑡0 : |x(𝑡)| = 𝜀} .

Видим, что 𝜏𝛿,𝜀, 𝜏𝜀 и 𝜏𝛿 — первые моменты достижения решения x(𝑡) границ

областей ℬ𝜀 ∖ ℬ𝛿, ℬ𝜀 и ℬ𝛿 соответственно. Обозначим 𝜏𝛿,𝜀(𝑡) = min{𝜏𝛿,𝜀, 𝑡}. Из
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свойств функции 𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) следует, что

𝑈1(𝑥1(𝜏𝛿,𝜀(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝛿,𝜀(𝑡)), 𝜏𝛿,𝜀(𝑡))

является неотрицательным супермартингалом и

E𝑈1

(︀
𝑥1(𝜏𝛿,𝜀(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝛿,𝜀(𝑡)), 𝜏𝛿,𝜀(𝑡)

)︀
≤ 𝑈1(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0) (7.42)

для всех 𝑡 ≥ 𝑡0. Заметим, что построенная функция 𝑈*(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), удовлетворяю­

щая оценкам (7.41) с 𝑛/𝑞 ≤ 1, гарантирует повторение x(𝑡) (см. [192, Теорема

3.9]). Это означает, что P(𝜏𝛿,𝜌 < ∞) = 1. Следовательно, подставляя 𝑡 → ∞ в

(7.42), получаем

𝑈1(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0) ≥ E𝑈1

(︀
𝑥1(𝜏𝛿,𝜀), 𝑥2(𝜏𝛿,𝜀), 𝜏𝛿,𝜀

)︀
≥ E𝑈1

(︀
𝑥1(𝜏𝛿), 𝑥2(𝜏𝛿), 𝜏𝛿

)︀
𝜒{𝜏𝛿<𝜏𝜀}

≥ P(𝜏𝛿 < 𝜏𝜀) inf
𝑡≥𝑡0, |x|=𝛿

𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

≥ P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝜏𝛿

|x(𝑡)| < 𝜀

)︂
log
(︁𝑟
𝛿

)︁2
, (7.43)

где 𝜒{𝜏𝛿<𝜏𝜀} — индикаторная функция множества {𝜔 ∈ Ω : 𝜏𝛿 < 𝜏𝜀}. Заметим,

что точка (0, 0)𝑇 недоступна для траекторий процесса x(𝑡) (см. [192, Лемма

5.3]). Следовательно, 𝜏𝛿 → ∞ при 𝛿 → 0 с вероятностью единица. Объединяя

это с (7.43), получаем

P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

|x(𝑡)| < 𝜀

)︂
= 0.

Это означает, что решение x(𝑡) ≡ 0 не является устойчивым по вероятности с

весом 𝛾(𝑡) ≡ 1.

2. Пусть 𝜎 = 𝑛/𝑞 и 0 < 𝜆𝑛 ≤ 3𝜇2. Зафиксируем параметр 𝜅 > 0 и рассмот­

рим 𝑈2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)− log 𝛾𝑛,𝜅(𝑡)+𝐾 с некоторым параметром 𝐾 и по­

ложительной функцией 𝛾𝑛,𝜅(𝑡) ≡ (𝛾𝑛(𝑡))
3𝜇2−𝜆𝑛+𝜅 в качестве кандидата на функ­

цию Ляпунова для системы (7.1). Заметим, что 𝜕𝑡 log 𝛾𝑛,𝜅(𝑡) ≡ (3𝜇2−𝜆𝑛+𝜅)𝑡−𝑛/𝑞.

Объединяя это с (7.39), получаем

𝐿𝑈2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ 𝑡−
𝑛
𝑞

(︃
−𝜅+ 3𝜇2

[︃(︂
1 + 𝜖

1− 𝜖

)︂4

− 1

]︃
+𝒪(|x|2) +𝒪

(︀
𝑡−

1
𝑞

)︀)︃
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при 𝑡→ ∞ и x → 0. Выбор 𝜖 > 0 достаточно малым гарантирует существование

𝑡𝜅 ≥ 𝑡1 и 𝑟𝜅 ≤ 𝑟1 таких, что 𝐿𝑈2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ 0 для всех 𝑡 ≥ 𝑡𝜅 и (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟𝜅.

Определим 𝑟0 = min{𝑟𝜅, 𝑟3} ≤ 𝑟, 𝑡0 = max{𝑡𝜅, 𝑡3} и зафиксируем 0 < 𝜀 <

𝑟0
√︀
𝛾𝑛,𝜅(𝑡0). Пусть x(𝑡) ≡ (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))

𝑇 — решение системы (7.1) с начальными

данными x0 = (𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0))
𝑇 , такими, что |x0| ≤ 𝜀/

√︀
𝛾𝑛,𝜅(𝑡0), и пусть 0 < 𝛿 <√︀

𝛾𝑛,𝜅(𝑡0)|x0|. Определим

𝜏𝛿,𝜀 = inf {𝑡 > 𝑡0 : |x̃(𝑡)| = 𝛿 или |x̃(𝑡)| = 𝜀} ,

𝜏𝛿 = inf {𝑡 > 𝑡0 : |x̃(𝑡)| = 𝛿} , 𝜏𝜀 = inf {𝑡 > 𝑡0 : |x̃(𝑡)| = 𝜀}

и 𝜏𝛿,𝜀(𝑡) = min{𝜏𝛿,𝜀, 𝑡}, где x̃(𝑡) ≡ x(𝑡)
√︀
𝛾𝑛,𝜅(𝑡). Выберем 𝐾 = log 𝛾𝑛,𝜅(𝑡0), тогда

𝑈2

(︀
𝑥1(𝜏𝛿,𝜀(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝛿,𝜀(𝑡)), 𝜏𝛿,𝜀(𝑡)

)︀
≥ log

(︂
𝛾𝑛,𝜅(𝑡0)𝑟

2

𝜀2

)︂
≥ 0.

Следовательно, 𝑈2(𝑥1(𝜏𝛿,𝜀(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝛿,𝜀(𝑡)), 𝜏𝛿,𝜀(𝑡)) является неотрицательным су­

пермартингалом и

E𝑈2

(︀
𝑥1(𝜏𝛿,𝜀(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝛿,𝜀(𝑡)), 𝜏𝛿,𝜀(𝑡)

)︀
≤ 𝑈2(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0) (7.44)

для всех 𝑡 ≥ 𝑡0. Рассуждая, как и выше, получаем P(𝜏𝛿,𝜀 < ∞) = 1, и, подстав­

ляя 𝑡→ ∞ в (7.44), получаем

𝑈2(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0) ≥ E𝑈2

(︀
𝑥1(𝜏𝛿,𝜀), 𝑥2(𝜏𝛿,𝜀), 𝜏𝛿,𝜀

)︀
≥ E𝑈2

(︀
𝑥1(𝜏𝛿), 𝑥2(𝜏𝛿), 𝜏𝛿

)︀
𝜒{𝜏𝛿<𝜏𝜀}

≥ log

(︂
𝛾𝑛,𝜅(𝑡0)𝑟

2

𝛿2

)︂
P(𝜏𝛿 < 𝜏𝜀)

= log

(︂
𝛾𝑛,𝜅(𝑡0)𝑟

2

𝛿2

)︂
P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝜏𝛿

|x̃(𝑡)| < 𝜀

)︂
. (7.45)

Поскольку 𝜏𝛿 → ∞ при 𝛿 → 0 с вероятностью единица, из (7.45) следует, что

P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

|x̃(𝑡)| < 𝜀

)︂
= 0.

Следовательно, решение x(𝑡) ≡ 0 неустойчиво по вероятности с весом 𝛾(𝑡) ≡√︀
𝛾𝑛,𝜅(𝑡).
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Доказательство теоремы 51. Рассмотрим вспомогательную функцию, опреде­

лённую с помощью (7.9), 𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡ 𝑉𝑛(𝐼(𝑥1, 𝑥2),Φ(𝑥1, 𝑥2), 𝑡) с параметром

𝑁 = 𝑛. Из (7.11), (7.13) и (7.36) следует, что для любого 𝜖 ∈ (0, 1) существуют

𝑡0 ≥ 𝑡* и 𝑟0 ≤ 𝑟*, такие, что

(1− 𝜖)2
|x|2

2
≤ 𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ (1 + 𝜖)2

|x|2

2
, 𝐿𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ 𝑡−

𝑛
𝑞 (1 + 𝜖)2

3𝜇2|x|2

2

для всех 𝑡 ≥ 𝑡0 и (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟0. Зафиксируем параметры 𝜀 ∈ (0, 𝑟0) и 𝜂 ∈ (0, 1).

Пусть x(𝑡) ≡ (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))
𝑇 — решение системы (7.1) с начальными данными

(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0)) ∈ ℬ𝛿, где 𝛿 ∈ (0, 𝜀), а 𝜏𝐷 — момент первого выхода процесса

(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑡) из области 𝐷(𝜀, 𝑡0, 𝒯 ) = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) : (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝜀, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤

𝑡0+𝒯 }. Параметры 𝛿 > 0 и 𝒯 > 0 будут определены ниже. Определим функцию

𝜏𝐷(𝑡) = min{𝜏𝐷, 𝑡}.

1. Пусть 𝑛 < 𝑞. Рассмотрим

𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝑡
−𝑛

𝑞

0

3𝜇2𝜀2

2
(1 + 𝜖)2(𝒯 + 𝑡0 − 𝑡)

в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (7.1). Легко прове­

рить, что

𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≥ 𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≥ 0, 𝐿𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ 𝑡
−𝑛

𝑞

0 (1 + 𝜖)2
3𝜇2(|x|2 − 𝜀2)

2
≤ 0

для всех (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∈ 𝐷(𝜀, 𝑡0, 𝒯 ). Следовательно, 𝑈1(𝑥1(𝜏𝐷(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝐷(𝑡)), 𝜏𝐷(𝑡))

является неотрицательным супермартингалом, и справедливы следующие оцен­

ки:

P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝒯

|x(𝑡)| ≥ 𝜀

)︂
= P

(︂
sup
𝑡≥𝑡0

|x(𝜏𝐷(𝑡))|2 ≥ 𝜀2
)︂

≤ P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

𝑈1(𝑥1(𝜏𝐷(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝐷(𝑡)), 𝜏𝐷(𝑡)) ≥ (1− 𝜖)2
𝜀2

2

)︂
≤ 2𝑈1(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0)

(1− 𝜖)2𝜀2
.

Заметим, что 𝑈1(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0) ≤ (1 + 𝜖)2(𝛿2 + 3𝜇2𝜀2𝑡
−𝑛/𝑞
0 𝒯 )/2. Выберем 𝛿 =

𝜀
√
𝐶𝜂 и 𝒯 = (

√
3𝜇)−2𝑡

𝑛/𝑞
0 𝐶𝜂 = (

√
3𝜇)−2𝑡

𝑛/𝑞
0 (𝛿/𝜀)2 с параметром 𝐶 = ((1−𝜖)/(1+

𝜖))2/2. Тогда мы получаем (7.17).
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2. Пусть 𝑛 = 𝑞. Используя

𝑈2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) +
3𝜇2𝜀2

2
(1 + 𝜖)2 log

(︂
𝒯 + 𝑡0
𝑡

)︂
в качестве кандидата на функцию Ляпунова, получаем

𝑈2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≥ 𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≥ 0, 𝐿𝑈2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ 𝑡−1(1 + 𝜖)2
3𝜇2(|x|2 − 𝜀2)

2
≤ 0

для всех (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∈ 𝐷(𝜀, 𝑡0, 𝒯 ). Это означает, что 𝑈2(𝑥1(𝜏𝐷(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝐷(𝑡)), 𝜏𝐷(𝑡))

— неотрицательный супермартингал, и, как и в предыдущем случае, мы полу­

чаем оценку

P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝒯

|x(𝑡)| ≥ 𝜀

)︂
≤ 2𝑈2(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0)

(1− 𝜖)2𝜀2
.

Легко видеть, что 𝑈2(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0) ≤ (1 + 𝜖)2(𝛿2 + 3𝜇2𝜀2 log(1 + 𝒯 /𝑡0))/2.

Выберем 𝛿 = 𝜀
√
𝐶𝜂 и 𝒯 = 𝑡0(exp(𝐶(

√
3𝜇)−2𝜂) − 1). Тогда мы получаем (7.17).

7.5.3. Анализ устойчивости в случае (7.14)

Доказательство теоремы 52. 1. Пусть 𝜆𝑛,𝑚 < 0 и 𝜆𝑛+𝑙 < 0. Используя

𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑉𝑁(𝐼(𝑥1, 𝑥2),Φ(𝑥1, 𝑥2), 𝑡)

с 𝑁 = 𝑛 + 𝑙 в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (7.1),

получаем

𝐿𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡ℒ𝑉𝑛+𝑙(𝐸,𝜙, 𝑡)|𝐸=𝐼(𝑥1,𝑥2)
𝜙=Φ(𝑥1,𝑥2)

= 𝑡−
𝑛
𝑞

(︀
𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

)︀𝑚 (︁
𝜆𝑛,𝑚 +𝒪(𝑈1) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

+ 𝑡−
𝑛+𝑙
𝑞 𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

(︁
𝜆𝑛+𝑙 +𝒪(𝑈1) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

(7.46)

при 𝑡 → ∞ и |x| → 0. Следовательно, для любого 𝜖 > 0 существуют 𝑟0 ∈ (0, 𝑟]

и 𝑡0 ≥ 𝑡* такие, что

(1− 𝜖)2
|x|2

2
≤ 𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ (1 + 𝜖)2

|x|2

2
, 𝐿𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ 0 (7.47)
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для всех 𝑡 ≥ 𝑡0 и (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟0 ⊆ 𝒟(𝐸0).

Зафиксируем параметры 𝜀 ∈ (0, 𝑟0) и 𝜂 ∈ (0, 1). Пусть x(𝑡) ≡ (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))
𝑇

— решение системы (7.1) с начальными данными (𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0)) ∈ ℬ𝛿, где 𝛿 ∈

(0, 𝜀), а 𝜏𝜀 — время первого выхода x(𝑡) из области ℬ𝜀 при 𝑡 > 𝑡0. Определим

функцию 𝜏𝜀(𝑡) = min{𝜏𝜀, 𝑡}. Из (7.47) следует, что 𝑈1(𝑥1(𝜏𝜀(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝜀(𝑡)), 𝜏𝜀(𝑡))

является неотрицательным супермартингалом, и справедливы следующие оцен­

ки:

P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

|x(𝑡)| ≥ 𝜀

)︂
= P

(︂
sup
𝑡≥𝑡0

|x(𝜏𝜀(𝑡))|2 ≥ 𝜀2
)︂

≤ P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

𝑈1

(︀
𝑥1(𝜏𝜀(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝜀(𝑡)), 𝜏𝜀(𝑡)

)︀
≥ (1− 𝜖)2

𝜀2

2

)︂
≤ 2𝑈1(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0)

(1− 𝜖)2𝜀2
.

Так как 𝑈1(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0) ≤ (1 + 𝜖)2𝛿2/2, то можно выбрать 𝛿 = 𝜀
√
𝜂(1 −

𝜖)/(1 + 𝜖), чтобы получить (7.15) с 𝛾(𝑡) ≡ 1.

2. Пусть 𝑛 + 𝑙 ≤ 𝑞 и 𝜆*𝑛+𝑙 := 𝜆𝑛+𝑙 + 𝛿𝑛+𝑙,𝑞𝜗 < 0, где 𝜗 = 𝑙/(𝑞(𝑚− 1)) >

0. Рассмотрим 𝑈2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝛾𝑛+𝑙,𝜅,𝜗(𝑡)𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) с положительной функцией

𝛾𝑛+𝑙,𝜅,𝜗(𝑡) ≡ 𝑡𝜗(𝛾𝑛+𝑙(𝑡))
(1−𝜅)|𝜆*𝑛+𝑙| в качестве кандидата на функцию Ляпунова.

Заметим, что

𝜕𝑡 log 𝛾𝑛+𝑙,𝜅,𝜗(𝑡) ≡ 𝜗𝑡−1 + (1− 𝜅)|𝜆*𝑛+𝑙|𝑡
−𝑛+𝑙

𝑞 .

Объединяя это с (7.46), получаем

𝐿𝑈2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡𝑈2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝜕𝑡 log 𝛾𝑛+𝑙,𝜅,𝜗(𝑡) + 𝛾𝑛+𝑙,𝜅,𝜗(𝑡)𝐿𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

= 𝑡−
𝑛+𝑙
𝑞 𝑈2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

(︁
−𝜅|𝜆*𝑛+𝑙|+𝒪(𝑡−

κ
𝑞 )
)︁

при 𝑡 → ∞ и x → 0, где κ = min{1, 𝑞𝜗, 𝑞(1 − 𝜅)|𝜆*𝑛+𝑙|}. Следовательно, для

любого 𝜖 > 0 существуют 𝑡0 ≥ 𝑡* и 𝑟0 ≤ 𝑟*, такие, что

𝐿𝑈2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ −𝑡−
𝑛+𝑙
𝑞 (1− 𝜖)𝑈2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝜅|𝜆*𝑛+𝑙| ≤ 0
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для всех 𝑡 ≥ 𝑡0 и (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟0 ⊆ 𝒟(𝐸0). Повторяя доказательство теоремы 49,

можно показать, что для любых 𝜀 > 0 и 𝜂 > 0 существует 𝛿 > 0 такое, что равно­

весие (0, 0) системы (7.1) устойчиво по вероятности с весом 𝛾(𝑡) ≡
√︀
𝛾𝑛+𝑙,𝜅,𝜗(𝑡).

3. Наконец, рассмотрим случай 𝑛+𝑙 = 𝑞, 𝜆𝑛+𝑙 > 0 и 𝜆𝑛,𝑚 < 0. Зафиксируем

параметры 𝜀 > 0 и 𝜂 > 0. Определим

𝐷(𝛿, 𝑡0) = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∈ ℬ𝑟 × {𝑡 ≥ 𝑡0} : |𝑑𝜗(x, 𝑡;𝑢*)| ≤ 𝛿}

с некоторыми 0 < 𝛿 < 𝜀 и 𝑡0 ≥ 𝑡*. Рассмотрим вспомогательные функции

𝑈𝜗(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑡𝜗𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡ 𝑈𝜗(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)− 𝑢*.

Из (7.30) следует, что существует 𝑀1 > 0 такое, что

|𝑑𝜗(x, 𝑡;𝑢*)| −𝑀1𝑡
− 1

𝑞 ≤ |𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)| ≤ |𝑑𝜗(x, 𝑡;𝑢*)|+𝑀1𝑡
− 1

𝑞 (7.48)

для всех (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∈ 𝐷(𝛿, 𝑡0). Легко проверить, что

𝐿𝑈𝜗(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡𝜗𝑡−1𝑈𝜗(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝑡𝜗𝐿𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

= 𝑡−
𝑛+𝑙
𝑞 𝑈𝜗

(︁
𝜆𝑛+𝑙 + 𝛿𝑛+𝑙,𝑞𝜗+ 𝜆𝑛,𝑚𝑈

𝑚−1
𝜗 + 𝑅̃(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

)︁
(7.49)

для всех 𝑡 ≥ 𝑡* и (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝒟(𝐸0) с 𝑅̃(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝒪(𝑡−κ/𝑞), κ = min{1, 𝑞𝜗} при

𝑡→ ∞. Заметим, что существует 𝑀2 > 0, такое что

𝑈𝜗(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)|𝑅̃(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)| ≤𝑀2𝑡
−κ

𝑞 ∀ (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∈ 𝐷(𝛿, 𝑡0).

Объединяя это с (7.49), получаем

𝐿|𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)| ≤ −𝑡−1𝑈𝜗|𝜆𝑛,𝑚|
⃒⃒
𝑈𝑚−1
𝜗 − 𝑢𝑚−1

*
⃒⃒
+𝑀2𝑡

−1−κ
𝑞 (7.50)

для всех (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∈ 𝐷(𝛿, 𝑡0). Рассмотрим

𝑈3(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = |𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)|+
(︁
𝑀1 +

𝑞

κ
𝑀2

)︁
𝑡−

κ
𝑞

в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (7.1). Учитывая (7.48)

и (7.50), получаем

|𝑑𝜗(x, 𝑡;𝑢*)| ≤ 𝑈3(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ |𝑑𝜗(x, 𝑡;𝑢*)|+ 2𝑡−
κ
𝑞

(︁
𝑀1 +

𝑞

κ
𝑀2

)︁
,

𝐿𝑈3(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ −𝑡−1𝑈𝜗|𝜆𝑛,𝑚|
⃒⃒
𝑈𝑚−1
𝜗 − 𝑢𝑚−1

*
⃒⃒
− κ
𝑞
𝑀1𝑡

−1−κ
𝑞 ≤ 0 (7.51)
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для всех (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∈ 𝐷(𝛿, 𝑡0).

Пусть x(𝑡) ≡ (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))
𝑇 — решение системы (7.1) с начальными данны­

ми x0 = (𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0))
𝑇 такими, что |𝑑𝜗(x0, 𝑡0;𝑢*)| ≤ 𝛿 и 𝜏𝐷 — момент первого

выхода (x(𝑡), 𝑡) из области 𝐷(𝜀, 𝑡0). Определим функцию 𝜏𝐷(𝑡) = min{𝜏𝐷, 𝑡},

тогда x(𝜏𝐷(𝑡)) — процесс, остановленный в момент первого выхода. Из (7.51)

следует, что 𝑈3(𝑥1(𝜏𝐷(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝐷(𝑡)), 𝜏𝐷(𝑡)) является неотрицательным супермар­

тингалом. В этом случае справедливы следующие оценки:

P
(︂
sup
𝑡≥𝑡0

|𝑑𝜗(x(𝑡), 𝑡;𝑢*)| ≥ 𝜀

)︂
= P

(︂
sup
𝑡≥𝑡0

|𝑑𝜗(x(𝜏𝐷(𝑡)), 𝜏𝐷(𝑡);𝑢*)| ≥ 𝜀

)︂
≤ P

(︂
sup
𝑡≥𝑡0

𝑈3(𝑥1(𝜏𝐷(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝐷(𝑡)), 𝜏𝐷(𝑡)) ≥ 𝜀

)︂
≤ 𝑈3(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0)

𝜀
.

Из (7.51) следует, что 𝑈3(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0) ≤ 𝛿 + 2𝑡
−κ/𝑞
0 (𝑀1 + 𝑞𝑀2/κ). Следова­

тельно, принимая

𝛿 =
𝜀𝜂

2
, 𝑡0 = max

{︂
𝑡*,
(︁κ𝑀1 + 𝑞𝑀2

𝜀𝜂κ

)︁ 𝑞
κ
}︂
,

получаем (7.19).

Доказательство теоремы 53. Доказательство аналогично доказательству тео­

ремы 50 с использованием функции Ляпунова (7.38) и вспомогательной функ­

ции (7.40) при 𝑁 = 𝑛+ 𝑙.

7.5.4. Анализ устойчивости в случае (7.20)

Доказательство теоремы 54. Рассмотрим вспомогательное уравнение

𝑑𝜉

𝑑𝑡
= Λ(𝜉, 𝑡), Λ(𝜉, 𝑡) ≡

𝑁∑︁
𝑘=𝑛

𝑡−
𝑘
𝑞Λ𝑘(𝜉) (7.52)

при 𝑁 ≥ 𝑞. Покажем, что уравнение (7.52) имеет частное решение, такое что

𝜉*(𝑡) → 𝑐 при 𝑡→ ∞. Подстановка 𝜉(𝑡) = 𝑐+ 𝜂(𝑡) в (7.52) даёт

𝑑𝜂

𝑑𝑡
= 𝑡−1

(︁
Λ′
𝑛(𝑐)𝜂 +𝒪(𝜂2) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁
, 𝑡→ ∞, 𝜂 → 0.
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Следовательно, существуют 𝑀0 > 0 и 𝜂0 > 0 такие, что

𝑑|𝜂|
𝑑𝑡

≤ 𝑡−1
(︁
−𝜆*|𝜂|+𝑀0𝑡

− 1
𝑞

)︁
(7.53)

для всех 𝑡 ≥ 𝑡* и |𝜂| ≤ 𝜂0, где 𝜆* = |Λ′
𝑛(𝑐)|/2 > 0. Зафиксируем 𝜖 ∈ (0, 𝜂0) и

определим

𝑡𝜖 = max

{︂
𝑡*,

(︂
4𝑀0

𝜖𝜆*

)︂𝑞}︂
, 𝛿𝜖 =

2𝑀0𝑡
− 1

𝑞
𝜖

𝜆*
< 𝜖.

Тогда

𝑑|𝜂|
𝑑𝑡

≤ 𝑡−1

(︂
−𝜆* +

𝑀0

𝛿𝜖
𝑡−

1
𝑞

)︂
|𝜂| < 0

для всех 𝛿𝜖 ≤ |𝜂| ≤ 𝜖 и 𝑡 ≥ 𝑡𝜖. Следовательно, решение 𝜂(𝑡) с начальными

данными |𝜂(𝑡𝜖)| < 𝛿𝜖 не может выйти из области |𝜂| < 𝜖 при 𝑡 > 𝑡𝜖. Более того,

интегрируя (7.53), получаем

|𝜂(𝑡)| ≤ |𝜂(𝑡*)|
(︂
𝑡

𝑡0

)︂−𝜆*
+𝑀0𝑡

−𝜆*

𝑡∫︁
𝑡*

𝜍𝜆*−
1
𝑞−1 𝑑𝜍.

Отсюда следует, что 𝜂(𝑡) = 𝒪(𝑡−κ) при 𝑡 → ∞, где κ = min{𝜆*, 1/𝑞}/2 > 0.

Следовательно, существует решение 𝜉*(𝑡) уравнения (7.52) такое, что 𝜉*(𝑡) =

𝑐+𝒪(𝑡−κ) при 𝑡→ ∞.

Определим область определения 𝐷(𝜌*, 𝑡*) = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∈ ℬ𝑟 × {𝑡 ≥ 𝑡*} :

|𝑑0(x, 𝑡; 𝑐)| ≤ 𝜌*} с достаточно малым 𝜌* > 0 таким, что 𝑐+ 𝜌* < 𝐸0 при 𝑡 ≥ 𝑡*.

Рассмотрим вспомогательные функции

𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑉𝑁(𝐼(𝑥1, 𝑥2),Φ(𝑥1, 𝑥2), 𝑡), 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = (𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)− 𝜉*(𝑡))
2

с 𝑁 = 𝑛. Легко проверить, что

𝐿𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≡tr
(︀
B𝑇NB

)︀
+ 2 (𝑈 − 𝜉*(𝑡))

(︃
ℒ𝑉𝑛(𝐸,𝜙, 𝑡)|𝐸=𝐼(𝑥1,𝑥2)

𝜙=Φ(𝑥1,𝑥2)

− 𝜉′*(𝑡)

)︃
,

где

N(x, 𝑡) ≡

⎛⎝ (𝜕𝑥1𝑉𝑛)
2 𝜕𝑥1𝑉𝑛𝜕𝑥2𝑉𝑛

𝜕𝑥1𝑉𝑛𝜕𝑥2𝑉𝑛 (𝜕𝑥2𝑉𝑛)
2

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐸=𝐼(𝑥1,𝑥2)
𝜙=Φ(𝑥1,𝑥2)

.
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Из (7.5), (7.16), (7.35) и (7.36) следует, что для любого 𝜖 ∈ (0, 1) существуют

𝑟1 ∈ (0, 𝑟*] и 𝑡1 ≥ 𝑡* такие, что⃒⃒
tr(B𝑇NB)

⃒⃒
≤ 2𝜇2𝑡−𝜎(1 + 𝜖)4𝑟2

для всех 𝑡 ≥ 𝑡1 и (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟1. Заметим, что

ℒ𝑉𝑛(𝐸,𝜙, 𝑡)|𝐸=𝐼(𝑥1,𝑥2)
𝜙=Φ(𝑥1,𝑥2)

− 𝜉′*(𝑡) = Λ(𝑈(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 𝑡)− Λ(𝜉*(𝑡), 𝑡) +𝒪(𝑡−1− 1
𝑞 )

при 𝑡 → ∞ равномерно для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ𝑟1. Следовательно, существуют

0 < 𝜌0 ≤ 𝜌* и 𝑡2 ≥ 𝑡1, такие, что

|𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)− 𝑑20(x, 𝑡; 𝑐)| ≤𝑀1𝑡
−κ,

𝐿𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ −𝑡−1𝜆*𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 2𝜇2𝑡−𝜎(1 + 𝜖)4𝑟2 +𝑀2𝑡
−1− 1

𝑞 (7.54)

для всех (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∈ 𝐷(𝜌0, 𝑡2) с некоторыми константами 𝑀1,𝑀2 > 0.

Рассмотрим

𝑈0(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) +𝑀1𝑡
−κ + 𝑞𝑀2𝑡

− 1
𝑞 + 2𝜇2(1 + 𝜖)4𝑟2𝜁(𝑡)

в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (7.1) с положительной

функцией

𝜁(𝑡) ≡

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
log

(︂
𝑡0 + 𝒯
𝑡

)︂
, 𝜎 = 1,

𝑡0+𝒯∫︁
𝑡

𝜏−𝜎 𝑑𝜏, 𝜎 > 1,

и некоторыми параметрами 𝒯 > 0 и 𝑡0 ≥ 𝑡2. Из (7.54) следует, что

𝑈0(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≥ 𝑑20(x, 𝑡; 𝑐),

𝐿𝑈0(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ≤ −𝑡−1𝜆*𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)− κ𝑀1𝑡
−1−κ ≤ 0 (7.55)

для всех (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∈ 𝒟(𝜌0, 𝑡0, 𝒯 ) = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∈ 𝐷(𝜌0, 𝑡0), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡0 + 𝒯 }.

Зафиксируем параметры 𝜀 ∈ (0, 𝜌0) и 𝜂 ∈ (0, 1). Пусть x(𝑡) ≡ (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))
𝑇

— решение системы (7.1) с начальными данными x0 = (𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0))
𝑇 , для
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которого |𝑑0(x0, 𝑡0; 𝑐)| ≤ 𝛿, где 𝛿 ∈ (0, 𝜀), а 𝜏𝒟 — время первого выхода про­

цесса (x(𝑡), 𝑡) из области 𝒟(𝜀, 𝑡0, 𝒯 ). Параметры 𝛿 > 0 и 𝒯 > 0 будут опре­

делены ниже. Определим функцию 𝜏𝒟(𝑡) = min{𝜏𝒟, 𝑡}. Из (7.55) следует, что

𝑈0(𝑥1(𝜏𝒟(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝒟(𝑡)), 𝜏𝒟(𝑡)) является неотрицательным супермартингалом, и

справедливы следующие оценки:

P
(︂

sup
𝑡0≤𝑡≤𝑡0+𝒯

|𝑑0(x(𝑡), 𝑡; 𝑐)| ≥ 𝜀

)︂
= P

(︂
sup
𝑡≥𝑡0

(𝑑0(x(𝜏𝒟(𝑡)), 𝜏𝒟(𝑡); 𝑐))
2 ≥ 𝜀2

)︂
≤ P

(︂
sup
𝑡≥𝑡0

𝑈0(𝑥1(𝜏𝒟(𝑡)), 𝑥2(𝜏𝒟(𝑡)), 𝜏𝒟(𝑡)) ≥ 𝜀2
)︂

≤ 𝑈0(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0)

𝜀2
.

Заметим, что

𝑈0(𝑥1(𝑡0), 𝑥2(𝑡0), 𝑡0) ≤ 𝛿2 +𝑀3𝑡
−κ
0 + 2𝜇2(1 + 𝜖)4𝑟2𝜁(𝑡0)

с параметром 𝑀3 = 2(𝑀1 + 𝑞𝑀2) > 0. Следовательно, чтобы получить (7.21),

можно взять

𝛿 = 𝜀

√︂
𝜂

3(1 + 𝜖)4
,

и

𝒯 = 𝑡0

(︂
𝑒

𝛿2

2𝜇2𝑟2 − 1

)︂
, 𝑡0 = max

{︃
𝑡2,

(︂
𝑀3

𝛿2

)︂ 1
κ
}︃
,

если 𝜎 = 1,

𝒯 = ∞, 𝑡0 = max

{︃
𝑡2,

(︂
𝑀3

𝛿2

)︂ 1
κ

,

(︂
2𝜇2𝑟2

𝛿2(𝜎 − 1)

)︂ 1
𝜎−1

}︃
,

если 𝜎 > 1.

7.6. Выводы

Таким образом, описаны возможные бифуркации, связанные с изменени­

ем стохастической устойчивости равновесия в асимптотически гамильтоновых
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системах с мультипликативным шумом. С помощью комбинации метода усред­

нения и построения стохастических функций Ляпунова, показано, что в зависи­

мости от структуры затухающих возмущений равновесие предельной системы

либо становится устойчивым (экспоненциально, полиномиально или практиче­

ски), либо теряет устойчивость. В последнем случае возможно возникновение

устойчивых циклов.

Отметим, что для рассматриваемого класса систем метод линеаризации

для анализа устойчивости не работает. Это, в частности, демонстрирует при­

мер 2. Действительно, линеаризация системы (7.24) при 𝑏1 = 0 в окрестности

равновесия (0, 0) задаётся системой (7.7) при 𝜆 = 𝑎4 и 𝜇 = 𝑏2. Применение

теорем 48, 49 и 50 показывает, что если 𝑎4 < −𝑏22/2, то равновесие устойчиво

по вероятности, а если 𝑎4 > 5𝑏22/2, то равновесие неустойчиво (ср. пример 1).

Однако равновесие устойчиво в полной системе, если 𝑎4 > −𝑏22/2 и 𝑎2 < 0 (см.

пример 2). Это противоречит неустойчивости, полученной для соответствую­

щей линеаризованной системы.

Результаты главы опубликованы в [260]. Связанные результаты о возмуще­

ниях, не сохраняющих равновесие предельной системы, опубликованы в [263].
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Глава 8

Устойчивость почти гамильтоновых систем с

затухающими осциллирующими возмущениями

и шумом

8.1. Введение

В главе исследуется устойчивость гамильтоновых систем под действием

мультипликативного шума с осциллирующими коэффициентами. Предполагает­

ся, что интенсивность возмущений затухает со временем, а предельная система

имеет устойчивое положение равновесия. Обсуждаются возможные асимптоти­

ческие режимы в возмущённой стохастической системе и условия устойчивости

положения равновесия. Предлагаемая методика основана на сочетании метода

усреднения и построения стохастических функций Ляпунова.

Глава организована следующим образом. В § 8.2 дана постановка задачи

и описан класс затухающих возмущений. Основные результаты представлены

в § 8.3. В § 8.4 рассматриваются примеры стохастических систем и применение

предлагаемой теории. Обоснование результатов содержится в § 8.5. В частно­

сти, в § 8.5.1 построено преобразование, упрощающее коэффициенты сноса воз­

мущённой системы в асимптотике на бесконечности по времени. Исследование

структуры упрощённых уравнений в § 8.5.2 приводит к описанию возможных

асимптотических режимов в системе. Анализ устойчивости, основанный на по­

строении стохастических функций Ляпунова, содержится в § 8.5.3 и § 8.5.4 для

различных режимов. Глава завершается кратким обсуждением полученных ре­

зультатов.
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8.2. Постановка задачи

Рассмотрим систему стохастических дифференциальных уравнений Ито

𝑑x(𝑡) = a(x(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡+A(x(𝑡), 𝑡) 𝑑w(𝑡), 𝑡 > 𝑡0 > 0, x(𝑡0) = x0 ∈ R2, (8.1)

где x = (𝑥1, 𝑥2)
𝑇 , w(𝑡) = (𝑤1(𝑡), 𝑤2(𝑡))

𝑇 — двумерный винеровский процесс на

вероятностном пространстве (Ω,ℱ ,P), a(x, 𝑡) = (𝑎1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), 𝑎2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡))
𝑇 —

векторная функция, а A(x, 𝑡) = {𝛼𝑖,𝑗(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)}2×2 — матрица размером 2 × 2.

Функции 𝑎𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) и 𝛼𝑖,𝑗(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), определённые для всех (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ∈ R2×R+,

бесконечно дифференцируемы и не зависят от 𝜔 ∈ Ω. Предполагается, что

a(0, 𝑡) ≡ 0, A(0, 𝑡) ≡ 0, (8.2)

и существует 𝑀 > 0 такое, что a(x, 𝑡) и A(x, 𝑡) удовлетворяют условию Лип­

шица:

|a(x1, 𝑡)− a(x2, 𝑡)| ≤𝑀 |x1 − x2|,

‖A(x1, 𝑡)−A(x2, 𝑡)‖ ≤𝑀 |x1 − x2| (8.3)

для всех x1,x2 ∈ R2 и 𝑡 ≥ 𝑡0. Здесь |x| =
√︀
𝑥21 + 𝑥22, а ‖·‖ — операторная норма,

согласованная с нормой | · | R2. Заметим, что при этих предположениях система

(8.1) имеет единственное непрерывное (с вероятностью единица) решение x(𝑡) =

(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡))
𝑇 для всех 𝑡 ≥ 𝑡0 и для любой начальной точки x0 ∈ R2 (см.,

например, [227, §5.2]).

Кроме того, предполагается, что система (8.1) является асимптотически

автономной: для любого компакта 𝒟 ⊂ R2 существуют пределы

lim
𝑡→∞

a(x, 𝑡) = a0(x), lim
𝑡→∞

A(x, 𝑡) = 0

при всех x ∈ 𝒟, где

a0(x) ≡

⎛⎝ 𝜕𝑥2𝐻(𝑥1, 𝑥2)

−𝜕𝑥1𝐻(𝑥1, 𝑥2)

⎞⎠ , 𝐻(𝑥1, 𝑥2) =
|x|2

2
+𝒪(|x|3), |x| → 0. (8.4)
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В этом случае соответствующая предельная система

𝑑x

𝑑𝑡
= a0(x) (8.5)

является гамильтоновой с устойчивой неподвижной точкой в начале координат

(0, 0). Предполагается, что существуют 𝐸0 > 0 и 𝑟0 > 0 такие, что линии уровня

{(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 : 𝐻(𝑥1, 𝑥2) = 𝐸}, лежащие в круге ℬ0 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 : |x| < 𝑟0}

при 𝐸 ∈ (0, 𝐸0], являются замкнутыми кривыми и соответствуют периодиче­

ским решениям системы (8.5) с периодом 𝑇 (𝐸) = 2𝜋/𝜈(𝐸), 𝜈(𝐸) ̸= 0 для всех

𝐸 ∈ (0, 𝐸0]. Значение 𝐸 = 0 соответствует равновесию x(𝑡) ≡ 0. Легко про­

верить, что 𝜈(𝐸) = 1 + 𝒪(𝐸) при 𝐸 → 0. Также предполагается, что ℬ0 не

содержит неподвижных точек системы (8.5), за исключением начала коорди­

нат.

Таким образом, систему (8.1) можно рассматривать как возмущение авто­

номной гамильтоновой системы (8.5). Опишем класс затухающих стохастиче­

ских возмущений. Предполагается, что

a(x, 𝑡)− a0(x) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞a𝑘(x, 𝑆(𝑡)), A(x, 𝑡) ∼

∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞A𝑘(x, 𝑆(𝑡)) (8.6)

при 𝑡→ ∞ равномерно для всех x ∈ ℬ0 с 𝑞 ∈ Z+ = {1, 2, . . . }, где коэффициен­

ты a𝑘(x, 𝑆) и A𝑘(x, 𝑆) = {𝛼𝑖,𝑗,𝑘(𝑥1, 𝑥2, 𝑆)}2×2 являются 2𝜋-периодическими по

𝑆,

𝑆(𝑡) ≡
𝑞−1∑︁
𝑘=0

𝑠𝑘𝑡
1−𝑘

𝑞 + 𝑠𝑞 log 𝑡, 𝑠𝑘 = const, (8.7)

и 𝑠0 удовлетворяет условию резонанса

𝑠0 = κ𝜈(0) (8.8)

с некоторыми κ ∈ Z+. Заметим, что ряды в (8.6) являются асимптотически­

ми при 𝑡 → ∞. Другими словами, предполагается, что для любого 𝑛 ∈ Z+
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справедливы следующие оценки:

|a(x, 𝑡)−
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑡−
𝑘
𝑞a𝑘(x, 𝑆(𝑡))| = 𝒪(𝑡−

𝑛
𝑞 ),

‖A(x, 𝑡)−
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞A𝑘(x, 𝑆(𝑡))‖ = 𝒪(𝑡−

𝑛
𝑞 )

при 𝑡→ ∞ равномерно для всех x ∈ ℬ0.

В качестве примера рассмотрим линейную систему с затухающим возму­

щением типа белого шума

𝑑𝑥1 = 𝑥2 𝑑𝑡,

𝑑𝑥2 =
(︀
−𝑥1 + 𝑡−1𝑏0𝑥2

)︀
𝑑𝑡+ 𝑡−

𝑝
2𝑐1𝑥1 cos𝑆(𝑡) 𝑑𝑤2(𝑡), 𝑡 ≥ 1, (8.9)

где 𝑆(𝑡) ≡ 𝑠0𝑡, 𝑝 ∈ Z+, 𝑏0, 𝑐1, 𝑠0 = const. Легко проверить, что система (8.9)

имеет вид (8.1) с 𝑞 = 2,

a(x, 𝑡) ≡ a0(x) + 𝑡−1

⎛⎝ 0

𝑏0𝑥2

⎞⎠ , 𝐻(𝑥1, 𝑥2) ≡
|x|2

2
,

A(x, 𝑡) ≡ 𝑡−
𝑝
2

⎛⎝0 0

0 𝑐1𝑥1 cos𝑆(𝑡)

⎞⎠ .

Соответствующая предельная автономная система (при 𝑏0 = 𝑐1 = 0) имеет

2𝜋-периодическое общее решение 𝑥1(𝑡 + 𝜑;𝐸) ≡
√
2𝐸 cos(𝑡 + 𝜑), 𝑥2(𝑡 + 𝜑;𝐸) ≡

−
√
2𝐸 sin(𝑡+ 𝜑), где 𝐸 и 𝜑 — произвольные постоянные, а 𝜈(𝐸) ≡ 1. В случае

детерминированного возмущения (при 𝑏0 ̸= 0, 𝑐1 = 0) асимптотика общего

решения (см., например, [99, гл. II, § 6])

x(𝑡) = 𝑡
𝑏0
2

⎛⎝ √
2𝐸 cos(𝑡+ 𝜑) +𝒪(𝑡−1)

−
√
2𝐸 sin(𝑡+ 𝜑) +𝒪(𝑡−1)

⎞⎠
при 𝑡→ ∞ указывает на то, что устойчивость равновесия зависит от знака па­

раметра 𝑏0 (см. рис. 8.1, а). Численный анализ системы (8.9) с 𝑏0 ̸= 0, 𝑐1 ̸= 0 и

𝑠0 = 1 показывает, что устойчивость равновесия зависит от скорости затухания
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стохастического возмущения. В частности, если 𝑝 = 2, условия устойчивости,

по-видимому, те же, что и в предыдущем случае при 𝑐1 = 0 (см. рис. 8.1, б).

Однако, если 𝑝 = 1, устойчивость равновесия (0, 0) изменяется при переходе

параметра 𝑏0 через некоторое ненулевое критическое значение 𝑏* (см. рис. 8.1,

в). В § 8.4 будет показано, что такое смещение границы устойчивости возника­

ет вследствие резонансного захвата в стохастической системе, и его величина

зависит, в частности, от параметра 𝑠0.
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Рис. 8.1. Эволюция |x(𝑡)| для реализаций решений системы (8.9) с различными значениями

параметров.

8.3. Основные результаты

Пусть x*(𝑡) ≡ (𝜉1(𝑡, 𝐸), 𝜉2(𝑡, 𝐸))
𝑇 — 𝑇 (𝐸)-периодическое решение предель­

ной системы (8.5) такое, что 𝐻(𝜉1(𝑡, 𝐸), 𝜉2(𝑡, 𝐸)) ≡ 𝐸, 𝜉1(0, 𝐸) > 0 и 𝜉2(0, 𝐸) = 0

для всех 𝐸 ∈ (0, 𝐸0]. Определим

𝒟(𝐸0) := {(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ0 : 𝐻(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝐸0}.

Тогда справедлива

Теорема 55. Пусть система (8.1) удовлетворяет предположениям (8.2), (8.3),

(8.4), (8.6), (8.7) и (8.8). Тогда для любых 𝑁 ∈ Z+ и 𝜖 > 0 найдутся ℓ ∈ Z+ ∪

{0}, 𝑡* ≥ max{𝑡0, 1}, 𝑣0 > 0 и цепочка обратимых преобразований (𝑥1, 𝑥2) →
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(𝐸,𝜙) → (𝑅, 𝜃) → (𝑣, 𝜓),

𝑥1(𝑡) = 𝜉1

(︂
𝜙(𝑡)

𝜈(𝐸(𝑡))
, 𝐸(𝑡)

)︂
, 𝑥2(𝑡) = 𝜉2

(︂
𝜙(𝑡)

𝜈(𝐸(𝑡))
, 𝐸(𝑡)

)︂
, (8.10)

𝐸(𝑡) = 𝑡−
2ℓ
𝑞 (𝑅(𝑡))2 , 𝜙(𝑡) = κ−1𝑆(𝑡) + 𝜃(𝑡), (8.11)

𝑣(𝑡) = 𝑅(𝑡) + 𝑣𝑁(𝑅(𝑡), 𝜃(𝑡), 𝑡), 𝜓(𝑡) = 𝜃(𝑡) + 𝜓𝑁(𝑅(𝑡), 𝜃(𝑡), 𝑡), (8.12)

где функции 𝑣𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡), 𝜓𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) являются 2𝜋-периодическими по 𝜃 и удо­

влетворяют неравенствам

|𝑣𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡)| ≤ 𝜖𝑅, |𝜓𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡)| ≤ 𝜖 ∀𝑅 ∈
[︂
0, 𝑡

ℓ
𝑞
*
√︀
𝐸0

]︂
, 𝜃 ∈ R, 𝑡 ≥ 𝑡*,

такие, что для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝒟(𝐸0) и 𝑡 ≥ 𝑡* система (8.1) может быть

преобразована к виду

𝑑z(𝑡) = g𝑁(z(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑡+G𝑁(z(𝑡), 𝑡) 𝑑w(𝑡), z = (𝑣, 𝜓)𝑇 (8.13)

с g𝑁(z, 𝑡) ≡ (Λ𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡),Ω𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡))
𝑇 и G𝑁(z, 𝑡) ≡ {𝜎𝑖,𝑗(𝑣, 𝜓, 𝑡)}2×2, определён­

ными для всех 𝑣 ∈ [0, 𝑣0], 𝜓 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡*, такими, что

Λ𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) ≡
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞Λ𝑘(𝑣, 𝜓) + Λ̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡),

Ω𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) ≡
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞Ω𝑘(𝑣, 𝜓) + Ω̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡),

(8.14)

где

Λ̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) = 𝒪(𝑡−
𝑁+1
𝑞 ), Ω̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑁+1
𝑞 ), 𝜎𝑖,𝑗(𝑣, 𝜓, 𝑡) = 𝒪(𝑡−

1
𝑞 )

при 𝑡 → ∞ равномерно для всех 𝑣 ∈ [0, 𝑣0] и 𝜓 ∈ R. Функции Λ𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡),

Ω𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡), 𝜎𝑖,𝑗(𝑣, 𝜓, 𝑡) являются 2𝜋-периодическими по 𝜓 и удовлетворяют

следующим оценкам:

Λ𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) = 𝒪(𝑣), Ω𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) = 𝒪(1),

𝜎1,𝑗(𝑣, 𝜓, 𝑡) = 𝒪(𝑣), 𝜎2,𝑗(𝑣, 𝜓, 𝑡) = 𝒪(1)

при 𝑣 → 0 равномерно для всех 𝜓 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡*.



291

Доказательство основано на усреднении системы по 𝑆(𝑡) и содержится в

§ 8.5.1. Таким образом, преобразование, описанное в теореме 55, упрощает пер­

вые 𝑁 асимптотических членов системы (8.1) при 𝑡→ ∞. При этом некоторые

старшие члены преобразованной системы могут исчезнуть из-за нулевого сред­

него. Пусть 𝑛 ≥ 1 и 𝑚 ≥ 1 — целые числа, соответствующие первым ненулевым

членам в (8.14):

Λ𝑖(𝑣, 𝜓) ≡ 0, ∀ 𝑖 < 𝑛, Λ𝑛(𝑣, 𝜓) ̸≡ 0,

Ω𝑗(𝑣, 𝜓) ≡ 0, ∀ 𝑗 < 𝑚, Ω𝑚(𝑣, 𝜓) ̸≡ 0.
(8.15)

Очевидно, что поведение решений системы (8.1) вблизи решения x(𝑡) ≡ 0 опре­

деляется динамикой преобразованной системы (8.13) при 𝑣(𝑡), близкой к нулю.

Имея это в виду, рассмотрим следующие дополнительные предположения (по

отдельности) о поведении функции Λ𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) при 𝑣 → 0:

Λ𝑛(𝑣, 𝜓) = 𝑣 (𝜆𝑛(𝜓) +𝒪(𝑣)) , 𝑣 → 0; (8.16)

и существуют ℎ ≥ 2 и 𝑙 ≥ 1 такие, что

Λ𝑘(𝑣, 𝜓) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑣
ℎ (𝜆𝑘,ℎ(𝜓) +𝒪(𝑣)) , 𝑘 < 𝑛+ 𝑙,

𝑣 (𝜆𝑘(𝜓) +𝒪(𝑣)) , 𝑘 ≥ 𝑛+ 𝑙,
𝑣 → 0, (8.17)

где 𝜆𝑛(𝜓), 𝜆𝑛,ℎ(𝜓), 𝜆𝑛+𝑙(𝜓) — ненулевые 2𝜋-периодические функции. Отсюда

легко следует, что в случае (8.16) главный член асимптотики Λ𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) при 𝑡→

∞ имеет ненулевую линейную часть относительно 𝑣. В случае (8.17) главный

член строго нелинейный.

Уточним также поведение функции Ω𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) при 𝑣 → 0. Предположим,

что

Ω𝑚(𝑣, 𝜓) = 𝜔𝑚,0(𝜓) + 𝜔𝑚,1(𝜓)𝑣 +𝒪(𝑣2), 𝑣 → 0, (8.18)

где 𝜔𝑚,0(𝜓) — периодическая функция с периодом 2𝜋. Заметим, что, выбрав ℓ ∈

Z+ ∪ {0} в (8.11), без потери общности можно предположить, что 𝜔𝑚,0(𝜓) ̸≡ 0.
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Более того, рассмотрим следующие два случая:

∃𝜑0 ∈ R : 𝜔𝑚,0(𝜑0) = 0, 𝜗𝑚 := 𝜔′
𝑚,0(𝜑0) ̸= 0; (8.19)

𝜔𝑚,0(𝜓) ̸= 0 ∀𝜓 ∈ R. (8.20)

Каждый из этих случаев соответствует определённому асимптотическому ре­

жиму, связанному с долговременным поведением фазы решений системы (8.1).

Действительно, рассмотрим вспомогательную систему обыкновенных диффе­

ренциальных уравнений, полученную из системы (8.13) отбрасыванием стоха­

стической части

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= Λ𝑁(𝑢, 𝜑, 𝑡),

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= Ω𝑁(𝑢, 𝜑, 𝑡), 𝑡 ≥ 𝑡* (8.21)

с параметром 𝑁 = max{𝑛,𝑚}. Справедлива

Лемма 17. Пусть выполняются предположения (8.15), (8.18) и (8.19) при

𝑚 ≤ 𝑞. Если 𝜗𝑚 < 0, то для любого 𝜀 > 0 система (8.21) имеет частное

решение 𝑢𝜀(𝑡) ≡ 0, 𝜑𝜀(𝑡) ≡ 𝜑0 + 𝜀𝜑1(𝑡) такое, что

𝜑1(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝒪(1), 𝑚 < 𝑞,

𝒪(𝑡−𝑐), 𝑚 = 𝑞,
(8.22)

при 𝑡→ ∞ с некоторой постоянной 𝑐 > 0.

Лемма 18. Пусть выполняются предположения (8.15), (8.18) и (8.20) при

𝑚 ≤ 𝑞. Тогда система (8.21) имеет однопараметрическое семейство решений

такое, что 𝑢(𝑡) ≡ 0 и |𝜑(𝑡)| → ∞ при 𝑡→ ∞.

Обоснование лемм 17 и 18 содержится в § 8.5.2.

Сначала рассмотрим случай фазовой синхронизации. Пусть

𝐸 = 𝐻(𝑥1, 𝑥2), 𝜙 = Φ(𝑥1, 𝑥2) (8.23)

для всех (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝒟(𝐸0) обозначает обратное преобразование к (8.10). Опреде­

лим функцию

𝑑(x, 𝑡) ≡
√︁
𝑡
2ℓ
𝑞 𝐻(𝑥1, 𝑥2) + |Φ(𝑥1, 𝑥2)− κ−1𝑆(𝑡)− 𝜑𝜀(𝑡)|2,
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где 𝜑𝜀(𝑡) — функция, определённая в лемме 17, и введем следующее дополни­

тельное предположение о классе возмущений:

∃𝜇 > 0 :
⃒⃒
tr(A𝑇 (x, 𝑡)A(x, 𝑡))

⃒⃒
≤ 𝜇2𝑡−

2𝑝
𝑞 |x|2 (8.24)

для всех x ∈ ℬ0 и 𝑡 ≥ 𝑡0 с некоторым параметром 𝑝 ∈ Z+. Тогда справедлива

Теорема 56. Пусть система (8.1) удовлетворяет (8.2), (8.3), (8.4), (8.6),

(8.7), (8.8) и выполняются предположения (8.15), (8.16), (8.18), (8.19), (8.24)

с 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑞 и 𝜗𝑚 < 0. Если 𝜆𝑛(𝜑0) < 0, то для любых 𝜀1 > 0 и 𝜀2 > 0 суще­

ствуют 𝛿 > 0 и 𝑡𝑠 > 0 такие, что решение x(𝑡) системы (8.1) с начальными

данными x(𝑡𝑠) = x0, 𝑑(x0, 𝑡𝑠) < 𝛿 удовлетворяет условию

P
(︂

sup
0≤𝑡−𝑡𝑠≤𝒯

{︀
𝑡−𝜍 |𝑑(x(𝑡), 𝑡)|

}︀
> 𝜀1

)︂
< 𝜀2, (8.25)

где

𝜍 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝑛 ≤ 𝑚,

𝑛−𝑚
2𝑞 , 𝑛 > 𝑚,

𝒯 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝐶0𝛿

2𝜇−2, 2𝑝 < 𝑞,

𝑡𝑠(𝑒
𝐶0𝛿

2𝜇−2 − 1), 2𝑝 = 𝑞,

∞, 2𝑝 > 𝑞

(8.26)

с некоторой постоянной 𝐶0 > 0.

Легко увидеть, что при 𝑛 > 𝑚 теорема 56 обеспечивает лишь “слабую” сто­

хастическую устойчивость с убывающим весом 𝑡−𝜍 . Отметим также, что оценка

(8.25) соответствует устойчивости по вероятности [192, §5.3] для состояния рав­

новесия x(𝑡) ≡ 0 и некоторой фазовой динамики.

Заметим, что в строго нелинейном случае (8.17) может возникнуть нетри­

виальное решение с амплитудой, близкой к нулю. В частности, справедлива

Лемма 19. Пусть выполняются предположения (8.15), (8.18) и (8.19) при

𝑛 + 𝑙 = 𝑚 ≤ 𝑞. Если 𝜆𝑛,ℎ(𝜑0) < 0, 𝜆𝑛+𝑙(𝜑0) > 0 и 𝜗𝑚 < 0, то для любого 𝜀 > 0

система (8.21) имеет частное решение

𝑢𝜀(𝑡) ≡ 𝑡−𝜅(𝑢0 + 𝜀𝑢1(𝑡)), 𝜑𝜀(𝑡) ≡ 𝜑0 + 𝜀𝜑1(𝑡)
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с функциями 𝑢1(𝑡) = 𝒪(1) и 𝜑1(𝑡) = 𝒪(1) при 𝑡→ ∞, где

𝜅 =
𝑙

(ℎ− 1)𝑞
, 𝑢0 =

(︂
𝜆𝑛+𝑙(𝜑0) + 𝛿𝑛+𝑙,𝑞𝜅

|𝜆𝑛,ℎ(𝜑0)|

)︂ 1
ℎ−1

. (8.27)

Определим функцию

𝑑(x, 𝑡) ≡
√︂
𝑡2𝜅
⃒⃒⃒
𝑡
ℓ
𝑞

√︀
𝐻(𝑥1, 𝑥2)− 𝑢𝜀(𝑡)

⃒⃒⃒2
+ |Φ(𝑥1, 𝑥2)− κ−1𝑆(𝑡)− 𝜑𝜀(𝑡)|2,

где 𝑢𝜀(𝑡), 𝜑𝜀(𝑡) — решение системы (8.21), описанное в лемме 19. Тогда справед­

лива

Теорема 57. Пусть система (8.1) удовлетворяет (8.2), (8.3), (8.4), (8.6),

(8.7), (8.8) и выполняются предположения (8.15), (8.17), (8.18), (8.19), (8.24) с

1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑞 и 𝜗𝑚 < 0.

• Если 𝜆𝑛,ℎ(𝜑0) < 0, 𝜆𝑛+𝑙(𝜑0) < 0, то для любых 𝜀1 > 0 и 𝜀2 > 0 найдутся

𝛿 > 0 и 𝑡𝑠 > 0 такие, что решение x(𝑡) системы (8.1) с начальными дан­

ными x(𝑡𝑠) = x0, 𝑑(x0, 𝑡𝑠) < 𝛿 удовлетворяет (8.25) с 𝒯 , определяемым

(8.26), и

𝜍 =

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝑛+ 𝑙 ≤ 𝑚,

𝑛+𝑙−𝑚
2𝑞 , 𝑛+ 𝑙 > 𝑚.

• Если 𝜆𝑛,ℎ(𝜑0) < 0, 𝜆𝑛+𝑙(𝜑0) > 0 и 𝑛 + 𝑙 = 𝑚, то для любых 𝜀1 > 0 и

𝜀2 > 0 найдутся 𝛿 > 0 и 𝑡𝑠 > 0 такие, что решение x(𝑡) системы (8.1)

с начальными данными x(𝑡𝑠) = x0, 𝑑(x0, 𝑡𝑠) < 𝛿 удовлетворяет условию

P
(︂

sup
0≤𝑡−𝑡𝑠≤𝒯

|𝑑(x(𝑡), 𝑡)| > 𝜀1

)︂
< 𝜀2 (8.28)

с 𝒯 , определяемым (8.26).

Обоснование теорем 56, 57 и леммы 19 обсуждается в § 8.5.3.

Таким образом, в случае фазового захвата устойчивость равновесия x(𝑡) ≡

0 зависит от параметров 𝜆𝑘(𝜓), 𝜆𝑘,ℎ(𝜓) амплитудного уравнения, вычисленного
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при значении фазового сдвига 𝜑0. При этом фаза системы синхронизируется с

возмущением.

Рассмотрим теперь случай предположения (8.20), когда имеет место ре­

жим дрейфа фазы. Покажем, что в этом случае равновесие также может быть

стохастически устойчивым, но при более строгих ограничениях на коэффици­

ент 𝜆𝑛(𝜓). Справедлива

Теорема 58. Пусть система (8.1) удовлетворяет (8.2), (8.3), (8.4), (8.6),

(8.7), (8.8) и выполняются предположения (8.15), (8.16), (8.18), (8.20) с 1 ≤

𝑚 ≤ 𝑞. Если 𝜆𝑛(𝜓) < 0 для всех 𝜓 ∈ R, то существует 𝑡𝑠 ≥ 𝑡0 такое, что

для любых 𝜀1 > 0 и 𝜀2 > 0 существует 𝛿 > 0: решение x(𝑡) системы (8.1) с

начальными данными x(𝑡𝑠) = x0, |x0| < 𝛿 удовлетворяет условию

P
(︂
sup
𝑡≥𝑡𝑠

{︁
𝑡
ℓ
𝑞 |x(𝑡)|

}︁
> 𝜀1

)︂
< 𝜀2. (8.29)

Аналогичное утверждение справедливо в случае строго нелинейного глав­

ного члена в Λ𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) относительно 𝑣.

Теорема 59. Пусть система (8.1) удовлетворяет (8.2), (8.3), (8.4), (8.6),

(8.7), (8.8) и выполняются предположения (8.15), (8.17), (8.18), (8.20) с 1 ≤

𝑚 ≤ 𝑞. Если 𝜆𝑛,ℎ(𝜓) < 0 и 𝜆𝑛+𝑙(𝜓) < 0 для всех 𝜓 ∈ R, то существует 𝑡𝑠 ≥ 𝑡0

такое, что для любых 𝜀1 > 0 и 𝜀2 > 0 найдется 𝛿 > 0: решение x(𝑡) системы

(8.1) с начальными данными x(𝑡𝑠) = x0, |x0| < 𝛿 удовлетворяет (8.29).

Доказательство теорем 58 и 59 содержатся в § 8.5.4.

Таким образом, в данном случае устойчивость обоснована только при на­

личии глобальных оценок для коэффициентов 𝜆𝑘(𝜓) и 𝜆𝑘,ℎ(𝜓). Отметим, что

подобные условия устойчивости в режиме дрейфа фазы возникают для детер­

минированных систем без шума (см. гл. 3).
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8.4. Примеры

Рассмотрим примеры асимптотически автономных стохастических систем

с затухающими осциллирующими коэффициентами и применение предлагаемой

теории. Полученные результаты иллюстрируются численным моделированием.

При этом стохастические дифференциальные уравнения преобразуются в си­

стемы обыкновенных дифференциальных уравнений с винеровским процессом

в правых частях. Затем моделируется траектория броуновского движения и

преобразованные системы решаются численно методом Эйлера.

8.4.1. Пример 1

Сначала рассмотрим линейную стохастическую систему

𝑑𝑥1 = 𝑥2 𝑑𝑡,

𝑑𝑥2 =
(︀
−𝑥1 + 𝑡−1

[︀
𝑎
(︀
𝑆(𝑡)

)︀
𝑥1 + 𝑏

(︀
𝑆(𝑡)

)︀
𝑥2
]︀)︀
𝑑𝑡+ 𝑡−

𝑝
2𝑐
(︀
𝑆(𝑡)

)︀
𝑥1 𝑑𝑤2(𝑡), (8.30)

𝑡 ≥ 1, где

𝑎(𝑆) ≡ 𝑎0 + 𝑎1 cos𝑆, 𝑏(𝑆) ≡ 𝑏0 + 𝑏1 cos𝑆, 𝑐(𝑆) ≡ 𝑐0 + 𝑐1 cos𝑆,

𝑆(𝑡) ≡ 𝑠0𝑡+ 𝑠2 log 𝑡

с 𝑝 ∈ Z+ и постоянными параметрами 𝑎𝑘, 𝑏𝑘, 𝑐𝑘 и 𝑠𝑘. Заметим, что система (8.30)

имеет вид (8.1) с 𝑞 = 2, a(x, 𝑡) ≡ a0(x)+𝑡
−1a2(x, 𝑆(𝑡)), A(x, 𝑡) ≡ 𝑡−𝑝/2A𝑝(x, 𝑆(𝑡))

a0 ≡

⎛⎝ 𝑥2

−𝑥1

⎞⎠ , a2 ≡

⎛⎝ 0

𝑎(𝑆)𝑥1 + 𝑏(𝑆)𝑥2

⎞⎠ , A𝑝 ≡

⎛⎝0 0

0 𝑐(𝑆)𝑥1

⎞⎠ .

Соответствующая предельная система (8.5) с 𝐻(𝑥1, 𝑥2) ≡ |x|2/2 имеет устойчи­

вое равновесие в начале координат (0, 0) и 2𝜋-периодические решения с 𝜈(𝐸) ≡

1. При этом система (8.9), рассмотренная в качестве примера в разделе 8.2,

имеет вид (8.30) с 𝑎0 = 𝑎1 = 𝑏1 = 𝑐0 = 𝑠2 = 0.

1. Пусть 𝑝 = 1. Тогда замены переменных, описанные в теореме 55 и по­

строенные в § 8.5.1 c ℓ = 0, 𝑁 = 2, 𝜉1(𝜑,𝐸) ≡
√
2𝐸 cos𝜑, 𝜉2(𝜑,𝐸) ≡ −

√
2𝐸 sin𝜑,
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𝑣2(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡ 𝑡−1𝑣2(𝑅, 𝜃, 𝑆(𝑡)), 𝜓2(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡ 𝑡−1𝜓2(𝑅, 𝜃, 𝑆(𝑡)),

𝑣2 ≡𝑅

⎧⎨⎩
𝑆∫︁

0

{︂
𝑎

2
sin

(︂
2𝜃 +

2𝑠

κ

)︂
− 𝑏 sin2

(︁
𝜃 +

𝑠

κ

)︁
− 𝑐2

2
cos4

(︁
𝜃 +

𝑠

κ

)︁}︂
κ𝑠
𝑑𝑠

⎫⎬⎭
κ𝑆

,

𝜓2 ≡

⎧⎨⎩
𝑆∫︁

0

{︂
𝑎 cos2

(︁
𝜃 +

𝑠

κ

)︁
− 𝑏

2
sin

(︂
2𝜃 +

2𝑠

κ

)︂
− 𝑐2

4
𝜕𝜃

(︁
cos4

(︁
𝜃 +

𝑠

κ

)︁)︁}︂
κ𝑠
𝑑𝑠

⎫⎬⎭
κ𝑆

,

приводят систему (8.30) к виду (8.13) с коэффициентами Λ1(𝑣, 𝜓) ≡ Ω1(𝑣, 𝜓) ≡

0, Λ2(𝑣, 𝜓) ≡ 𝜆2(𝜓)𝑣, Ω2(𝑣, 𝜓) ≡ 𝜔2,0(𝜓), где вид функций 𝜆2(𝜓) и 𝜔2,0(𝜓) зави­

сит от значения параметра 𝑠0. Следовательно, преобразованная система удовле­

творяет условиям (8.15), (8.16) и (8.18) с 𝑛 = 𝑚 = 2. Более того, предположение

(8.24) выполняется с 𝜇 = |𝑐0|+ |𝑐1| и 2𝑝/𝑞 = 1.

Рассмотрим сначала случай 𝑠0 = 1. Тогда из (8.8) следует, что κ = 1 и

𝜆2(𝜓) ≡
1

32

(︀
16𝑏0 + 6𝑐20 + 3𝑐21 + 2𝑐21 cos 2𝜓

)︀
,

𝜔2,0(𝜓) ≡ − 1

16

(︀
8𝑎0 + 16𝑠2 + 𝑐21 sin 2𝜓

)︀
.

Нетрудно проверить, что если |8𝑎0+16𝑠2| < 𝑐21, то предположение (8.19) выпол­

няется с

𝜑0 =
1

2
arcsin

(︂
−8𝑎0 + 16𝑠2

𝑐21

)︂
+ 𝜋𝑗, 𝑗 ∈ Z, 𝜗2 = −𝑐

2
1

8
cos 2𝜑0 < 0.

Отсюда следует, что теорема 56 применима при 𝑛 = 𝑚 = 𝑞 = 2𝑝 = 2 и

𝑑(x, 𝑡) ≡
√︂

|x|2
2

+ |Φ(𝑥1, 𝑥2)− 𝑆(𝑡)− 𝜑𝜀(𝑡)|

где 𝜑𝜀(𝑡) = 𝜑0 + 𝑜(1) при 𝑡 → ∞, где tanΦ(𝑥1, 𝑥2) ≡ −𝑥2/𝑥1. Следовательно,

если 𝑏0 < 𝑏*, то

𝑏* = −6𝑐20 + 3𝑐21
16

− 1

8

√︁
𝑐41 − (8𝑎0 + 16𝑠2)2,

то в системе (8.30) происходит фазовый захват и равновесие (0, 0) устойчиво на

экспоненциально большом интервале времени при 𝜇 → 0 (см. рис. 8.2). Приме­

няя этот результат к примеру из § 8.2, видим, что в системе (8.9) происходит

фазовый захват и равновесие устойчиво, если 𝑏 < 𝑏*, где 𝑏* = −5/16.



298

50 100 150 200 250 300 350

0.4

0.6

0.8

1.0

t

†x
§

k= 8

k=-2

k=-8

50 100 150 200 250 300 350

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

t

q

k= 8

k=-2

k=-8

Рис. 8.2. Эволюция |x(𝑡)| и 𝜃(𝑡) = Φ(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) − 𝑆(𝑡) для реализаций решений системы

(8.30) при 𝑎0 = 𝜇2/16, 𝑏0 = 𝑘𝜇2/16, 𝑐1 = 𝜇, 𝑠0 = 1, 𝑎1 = 𝑏1 = 𝑐0 = 𝑠2 = 0, 𝜇 = 0.5. Чёрная

пунктирная кривая соответствует 𝜃(𝑡) ≡ 𝜑0, где 𝜑0 = −𝜋/12. В этом случае 𝑏0 < 𝑏* тогда и

только тогда, когда 𝑘 < −(3 +
√
3) ≈ −4.73.

Если |8𝑎0 +16𝑠2| > 𝑐21, то выполняется предположение (8.20) и применима

теорема 58 при 𝑚 = 𝑞 = 2. Следовательно, реализуется режим дрейфа фазы, и

равновесие (0, 0) устойчиво, если 𝑏0 < 𝑏* при 𝑏* = −(6𝑐20+5𝑐21)/16 (см. рис. 8.3).
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Рис. 8.3. Эволюция |x(𝑡)| и 𝜃(𝑡) = Φ(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) − 𝑆(𝑡) для траекторий решений системы

(8.30) при 𝑎0 = 1/2, 𝑏0 = 𝑘/16, 𝑐1 = 1, 𝑠0 = 1, 𝑎1 = 𝑏1 = 𝑐0 = 𝑠2 = 0. В этом случае 𝑏0 < 𝑏*

тогда и только тогда, когда 𝑘 < −5.

Рассмотрим теперь случай 𝑠0 = 2. Имеем κ = 2 и

𝜆2(𝜓) ≡
1

64

(︀
32𝑏0 + 12𝑐20 + 6𝑐21 + 𝑐21 cos 4𝜓 − 16(𝑎1 sin 2𝜓 + (𝑏1 − 𝑐0𝑐1) cos 2𝜓)

)︀
,

𝜔2,0(𝜓) ≡ − 1

32

(︀
16(𝑎0 + 𝑠2) + 𝑐21 sin 4𝜓 + 8(𝑎1 cos 2𝜓 − (𝑏1 − 𝑐0𝑐1) sin 2𝜓)

)︀
.
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Если 𝑎1 = 𝑏1 = 𝑐0 = 0 и 16|𝑎0 + 𝑠2| < 𝑐21, то условие (8.19) выполняется с

𝜑0 =
1

4
arcsin

(︂
−16(𝑎0 + 𝑠2)

𝑐21

)︂
+
𝜋𝑗

2
, 𝑗 ∈ Z, 𝜗2 = −𝑐

2
1

8
cos 4𝜑0 < 0.

Более того, если 𝑏 < 𝑏* с

𝑏* = −3𝑐21
16

− 1

32

√︁
𝑐41 − 256(𝑎0 + 𝑠2)2,

затем из теоремы 56 с 𝑛 = 𝑚 = 𝑞 = 2𝑝 = 2 и

𝑑(x, 𝑡) ≡

√︃
|x|2
2

+

⃒⃒⃒⃒
Φ(𝑥1, 𝑥2)−

𝑆(𝑡)

2
− 𝜑𝜀(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
следует, что реализуется режим фазового захвата и равновесие (0, 0) устойчиво.

Если 𝑎1 = 𝑏1 = 𝑐0 = 0 и 16|𝑎0 + 𝑠2| > 𝑐21, то выполняется условие (8.20). Если

же, кроме того, 𝑏0 < −7𝑐21/32, то из теоремы 58 при 𝑚 = 𝑞 = 2 следует, что

имеет место режим дрейфа фазы и равновесие (0, 0) устойчиво.

Рассмотрим также случай 𝑠0 = 3. Возьмём κ = 3 и получим

𝜆2(𝜓) ≡
16𝑏0 + 6𝑐20 + 3𝑐21

32
, 𝜔2,0(𝜓) ≡ −3𝑎0 + 2𝑠2

6
.

Очевидно, если 3𝑎0 + 2𝑠2 ̸= 0, то предположение (8.20) выполняется. В этом

случае реализуется режим дрейфа фазы. Более того, если 𝑏0 < −(6𝑐20+3𝑐21)/16,

то из теоремы 58 следует, что равновесие (0, 0) устойчиво в системе (8.30).

2. Пусть 𝑝 = 2. Тогда замена переменных, описанная в теореме 55, при

ℓ = 0, 𝑁 = 1, 𝜉1(𝜑,𝐸) ≡
√
2𝐸 cos𝜑, 𝜉2(𝜑,𝐸) ≡ −

√
2𝐸 sin𝜑, 𝑣1(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡

𝑡−1/2𝑣1(𝑅, 𝜃, 𝑆(𝑡)), 𝜓1(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡ 𝑡−1/2𝜓1(𝑅, 𝜃, 𝑆(𝑡)),

𝑣1 ≡𝑅

⎧⎨⎩
𝑆∫︁

0

{︂
𝑎(𝑠)

2
sin

(︂
2𝜃 +

2𝑠

κ

)︂
− 𝑏(𝑠) sin2

(︁
𝜃 +

𝑠

κ

)︁}︂
κ𝑠
𝑑𝑠

⎫⎬⎭
κ𝑆

,

𝜓1 ≡

⎧⎨⎩
𝑆∫︁

0

{︂
𝑎(𝑠) cos2

(︁
𝜃 +

𝑠

κ

)︁
− 𝑏(𝑠)

2
sin

(︂
2𝜃 +

2𝑠

κ

)︂}︂
κ𝑠
𝑑𝑠

⎫⎬⎭
κ𝑆

,

преобразует систему (8.30) к виду (8.13) с функциями Λ1(𝑣, 𝜓) ≡ 𝜆1(𝜓)𝑣 и

Ω1(𝑣, 𝜓) ≡ 𝜔1,0(𝜓). Видим, что система удовлетворяет (8.15), (8.16) и (8.18) при

𝑛 = 𝑚 = 1, а предположение (8.24) выполняется при 𝜇 = |𝑐0|+ |𝑐1| и 2𝑝/𝑞 = 2.
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Рассмотрим случай 𝑠0 = 1. Тогда κ = 1 и

𝜆1(𝜓) ≡
𝑏0
2
, 𝜔1,0(𝜓) ≡ −𝑎0 + 2𝑠2

2
.

Легко видеть, что если 𝑎0 + 2𝑠2 ̸= 0, то предположение (8.20) выполняется и

теорема 58 применима при 𝑚 < 𝑞. Следовательно, имеет место режим дрейфа

фазы, и равновесие (0, 0) устойчиво, если 𝑏0 < 0 (см. рис. 8.1, б).

В случае 𝑠0 = 2 имеем κ = 2 и

𝜆1(𝜓) ≡
1

4
(2𝑏0 − 𝑑1 sin(2𝜓 + 𝛿1)) , 𝜔1,0(𝜓) ≡ −1

4
(𝑎0 + 𝑠2 + 8𝑑1 cos(2𝜓 + 𝛿1)) ,

где 𝑑1 =
√︀
𝑎21 + 𝑏21 и 𝛿1 = arccos(𝑎1/𝑑1). Если |𝑎0 + 𝑠2| < 8𝑑1, то предположение

(8.19) выполняется с

𝜑0 = −𝛿1
2
− 1

2
arccos

(︂
−𝑎0 + 𝑠2

8𝑑1

)︂
+ 𝜋𝑗, 𝑗 ∈ Z, 𝜗1 = 4𝑑1 sin(2𝜑0 + 𝛿1) < 0,

и теорема 56 применима при 𝑛 = 𝑚 < 𝑞 < 2𝑝. Следовательно, реализуется

режим фазового захвата (см. рис. 8.4), и равновесие (0, 0) устойчиво, если

𝑏0 < − 1

16

√︁
64𝑑21 − (𝑎0 + 𝑠2)2.

Если |𝑎0 + 𝑠2| > 8𝑑1, то предположение (8.20) выполняется. Следовательно, из

теоремы 58 следует, что имеет место режим дрейфа фаз, а равновесие (0, 0)

устойчиво, если 𝑏0 < −𝑑1/2.

Отметим, что в случае 𝑝 = 2 стохастическая часть затухающего возмуще­

ния не влияет на устойчивость равновесия в системе (8.30).

Таким образом, устойчивость равновесия в (8.30) зависит как от асимп­

тотического режима в системе, так и от частоты возмущения 𝑠0. Более того,

пример из § 8.2 показывает, что возможна устойчивая фазовая синхронизация

систем с осциллирующим стохастическим возмущением.
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Рис. 8.4. Эволюция |x(𝑡)| и 𝜃(𝑡) = Φ(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) − 𝑆(𝑡)/2 для реализаций решений системы

(8.30) при 𝑎1 = 2, 𝑐1 = 1, 𝑠0 = 2, 𝑎0 = 𝑏1 = 𝑐0 = 𝑠2 = 0. Чёрная пунктирная кривая

соответствует 𝜃(𝑡) ≡ 𝜑0, где 𝜑0 = −𝜋/4. В этом случае 𝜆1(𝜑0) < 0 тогда и только тогда, когда

𝑏0 < −1.

8.4.2. Пример 2

Теперь рассмотрим нелинейную систему

𝑑𝑥1 = 𝑥2 𝑑𝑡,

𝑑𝑥2 =

(︂
−𝑥1 + 𝑡−

1
2
𝑎(𝑆(𝑡))𝑥21𝑥2
1 + |x|2

+ 𝑡−1𝑏(𝑆(𝑡))𝑥2

)︂
𝑑𝑡+ 𝑡−

1
2𝑐
(︀
𝑆(𝑡)

)︀
𝑥1 𝑑𝑤2(𝑡), (8.31)

𝑡 ≥ 1, где

𝑎(𝑆) ≡ 𝑎0 + 𝑎1 cos𝑆, 𝑏(𝑆) ≡ 𝑏0 + 𝑏1 cos𝑆, 𝑐(𝑆) ≡ 𝑐0 + 𝑐1 cos𝑆,

𝑆(𝑡) ≡ 𝑡+ 𝑠1𝑡
1
2 + 𝑠2 log 𝑡

с 𝑝 ∈ Z+ и постоянными параметрами 𝑎𝑘, 𝑏𝑘, 𝑐𝑘 и 𝑠𝑘. Видим, что система (8.31)

имеет вид (8.1) с 𝑞 = 2,

a(x, 𝑡) ≡ a0(x) + 𝑡−
1
2a1(x, 𝑆(𝑡)) + 𝑡−1a2(x, 𝑆(𝑡)), A(x, 𝑡) ≡ 𝑡−

1
2A1(x, 𝑆(𝑡)),

a0 ≡

⎛⎝ 𝑥2

−𝑥1

⎞⎠ , a1 ≡

⎛⎝ 0

𝑎(𝑆)𝑥21𝑥2
1+|x|2

⎞⎠ , a2 ≡

⎛⎝ 0

𝑏(𝑆)𝑥2

⎞⎠ , A𝑝 ≡

⎛⎝0 0

0 𝑐(𝑆)𝑥1

⎞⎠ .

Как и в предыдущем примере, гамильтониан соответствующей предельной си­

стемы (8.5) имеет вид 𝐻(𝑥1, 𝑥2) ≡ |x|2/2. Замена переменных, описанная в тео­

реме 55, при ℓ = 0, 𝑁 = 2, 𝜉1(𝜑,𝐸) ≡
√
2𝐸 cos𝜑, 𝜉2(𝜑,𝐸) ≡ −

√
2𝐸 sin𝜑 и функ­

циями 𝑣2(𝑅, 𝜃, 𝑡), 𝜓2(𝑅, 𝜃, 𝑡) в виде 𝑣2(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡ 𝑡−1/2𝑣1(𝑅, 𝜃, 𝑆(𝑡))+𝑡
−1𝑣2(𝑅, 𝜃, 𝑆(𝑡)),
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𝜓2(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡ 𝑡−1/2𝜓1(𝑅, 𝜃, 𝑆(𝑡)) + 𝑡−1𝜓2(𝑅, 𝜃, 𝑆(𝑡)), преобразует систему (8.30) к

виду (8.13) с

Λ1(𝑣, 𝜓) =
𝑎0𝑣

3

4(1 + 2𝑣2)
,

Ω1(𝑣, 𝜓) =− 𝑠1
2
,

Λ2(𝑣, 𝜓) =
𝑣

96

(︂
48𝑏0 + 18𝑐20 + 9𝑐21 + 6𝑐21 cos 2𝜓 − 2𝑎21𝑣

4 sin 2𝜓

(1 + 2𝑣2)2

)︂
,

Ω2(𝑣, 𝜓) =− 𝑠2 −
𝑐21 sin 2𝜓

16

−
𝑣4
(︀
165𝑎20 + 104𝑎21 − 20𝑎21 cos 2𝜓 + 12𝑣2(25𝑎20 + 16𝑎21 + 5𝑎21 cos 2𝜓)

)︀
960(1 + 2𝑣2)3

,

Из этого следует, что условия (8.15), (8.17) и (8.18) выполняются при 𝑛 = 𝑚 = 1,

𝑙 = 1, ℎ = 3 и

𝜆1,3(𝜓) ≡
𝑎0
4
, 𝜆2(𝜓) ≡

48𝑏0 + 18𝑐20 + 9𝑐21 + 6𝑐21 cos 2𝜓

96
,

𝜔1,0(𝜓) ≡ −𝑠1
2
, 𝜔2,0(𝜓) ≡ −𝑠2 −

𝑐21 sin 2𝜓

16
.

Более того, предположение (8.24) справедливо при 𝜇 = |𝑐0|+ |𝑐1| и 2𝑝/𝑞 = 1.

Пусть 𝑠1 ̸= 0. Тогда предположение (8.20) выполняется и теорема 59 при­

менима при 𝑚 < 𝑞. Следовательно, реализуется режим фазового дрейфа, и

равновесие (0, 0) устойчиво, если 𝑎0 < 0 и 𝑏0 < −(6𝑐20 + 5𝑐21)/16 (см. рис. 8.5).

20 40 60 80

0.1

0.2

0.3

0.4

t

†x
§

b0=-0.5

b0=-1.5

Рис. 8.5. Эволюция |x(𝑡)| для реализаций решений системы (8.31) при 𝑎0 = −0.1, 𝑎1 = 𝑏1 =

𝑠1 = 1, 𝑐0 = 𝑠2 = 0, 𝑐1 = 2.
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Пусть теперь 𝑠1 = 0. Если 16|𝑠2| < 𝑐21, то предположения (8.15) и (8.19)

выполняются при 𝑚 = 2 и

𝜑0 =
1

2
arcsin

(︂
−16𝑠2

𝑐21

)︂
+ 𝜋𝑗, 𝑗 ∈ Z, 𝜗2 = −𝑐

2
1

4
cos 2𝜑0 < 0,

и теорема 57 применима при 𝑛 + 𝑙 = 𝑚 = 𝑞 = 2𝑝. Следовательно, имеет ме­

сто режим фазового захвата (см. рис. 8.6), и равновесие (0, 0) устойчиво на

экспоненциально большом интервале времени при 𝜇→ 0, если

𝑎0 < 0, 𝑏0 < 𝑏*, 𝑏* := −6𝑐20 + 3𝑐21 + 2
√︀
𝑐41 − (16𝑠2)2

16
.

Более того, из второй части теоремы 57 следует, что если 𝑎0 < 0 и 𝑏0 > 𝑏*, то
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Рис. 8.6. Эволюция |x(𝑡)| и 𝜃(𝑡) = Φ(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) − 𝑆(𝑡) для реализаций решений системы

(8.31) при 𝑎0 = −1, 𝑎1 = 𝑏1 = 1, 𝑐0 = 𝑠1 = 𝑠2 = 0, 𝑏0 = 𝑘𝜇2/16, 𝑐1 = 𝜇, 𝜇 = 0, 5. Чёрная

пунктирная кривая соответствует 𝜃(𝑡) ≡ 𝜑0, где 𝜑0 = 0. В этом случае 𝑏* = −5𝜇2/16.

равновесие (0, 0) устойчиво (см. рис. 8.7) в смысле (8.28) с

𝑑(x, 𝑡) ≡

√︃
𝑡
1
2

⃒⃒⃒⃒
|x|√
2
− 𝑢𝜀(𝑡)

⃒⃒⃒⃒2
+ |Φ(𝑥1, 𝑥2)− 𝑆(𝑡)− 𝜑𝜀(𝑡)|2,

𝑢𝜀(𝑡) ≈ 𝑡−
1
4𝑢0, 𝜑𝜀(𝑡) ≈ 𝜑0, 𝑡→ ∞, 𝑢0 =

(︂
4𝜆2(𝜑0) + 1

|𝑎0|

)︂ 1
2

.

8.5. Обоснование результатов
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Рис. 8.7. Эволюция |x(𝑡)| и 𝜃(𝑡) = Φ(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) − 𝑆(𝑡) для реализаций решений системы

(8.31) при 𝑎0 = −1, 𝑎1 = 𝑏1 = 1, 𝑐0 = 𝑠1 = 𝑠2 = 0, 𝑏0 = 3𝜇2/16, 𝑐1 = 𝜇, 𝜇 = 0.5. Чёрные

пунктирные кривые соответствуют |x(𝑡)| = 𝑡−1/4𝑢0 и 𝜃(𝑡) ≡ 𝜑0, где 𝑢0 =
√︀

5/2 и 𝜑0 = 0.

8.5.1. Замена переменных

Доказательство теоремы 55. Сначала определим функции

𝑋1(𝐸,𝜙) ≡ 𝜉1

(︂
𝜙

𝜈(𝐸)
, 𝐸

)︂
, 𝑋2(𝐸,𝜙) ≡ 𝜉2

(︂
𝜙

𝜈(𝐸)
, 𝐸

)︂
.

Легко проверить, что эти функции являются 2𝜋-периодическими относительно

𝜙 и удовлетворяют системе

𝜈(𝐸)
𝜕𝑋1

𝜕𝜙
= 𝜕𝑋2

𝐻(𝑋1, 𝑋2), 𝜈(𝐸)
𝜕𝑋2

𝜕𝜙
= −𝜕𝑋1

𝐻(𝑋1, 𝑋2), (8.32)

Более того, из определения функций 𝜉1(𝜙,𝐸) и 𝜉2(𝜙,𝐸) следует, что

𝐻(𝑋1(𝐸,𝜙), 𝑋2(𝐸,𝜙)) ≡ 𝐸. (8.33)

Используя 𝑋1(𝐸,𝜙) и 𝑋2(𝐸,𝜙), систему (8.1) можно переписать в переменных

типа действие-угол (𝐸,𝜙). Дифференцируя тождество (8.33) по 𝐸 и используя

(8.32), получаем

det
𝜕(𝑋1, 𝑋2)

𝜕(𝐸,𝜙)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝐸𝑋1 𝜕𝜙𝑋1

𝜕𝐸𝑋2 𝜕𝜙𝑋2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≡ 1

𝜈(𝐸)
̸= 0, 𝐸 ∈ [0, 𝐸0].
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Следовательно, преобразование (8.10) обратимо для всех 𝐸 ∈ [0, 𝐸0] и 𝜙 ∈

[0, 2𝜋). Определим операторы

ℒ(x, a(x, 𝑡),A(x, 𝑡))𝑈 := 𝜕𝑡𝑈 + (∇x𝑈)
𝑇 a(x, 𝑡) +

1

2
tr
(︀
A𝑇 (x, 𝑡)Hx(𝑈)A(x, 𝑡)

)︀
,

∇x𝑈 :=

⎛⎝𝜕𝑥1𝑈
𝜕𝑥2𝑈

⎞⎠ , Hx(𝑈) :=

⎛⎝ 𝜕2𝑥1𝑈 𝜕𝑥1𝜕𝑥2𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑥1𝑈 𝜕2𝑥2𝑈

⎞⎠
для любой гладкой функции 𝑈(x, 𝑡). Напомним, что обратное преобразование

к (8.10) задаётся формулой (8.23). Тогда, применяя формулу Ито, можно пока­

зать, что в новых переменных e = (𝐸,𝜙)𝑇 система (8.1) принимает вид

𝑑e(𝑡) = b(e(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡+B(e(𝑡), 𝑡) 𝑑w(𝑡)

с b(e, 𝑡) ≡ (𝑏1(𝐸,𝜙, 𝑡), 𝑏2(𝐸,𝜙, 𝑡))
𝑇 и B(e, 𝑡) ≡ {𝛽𝑖,𝑗(𝐸,𝜙, 𝑡)}2×2, где

𝑏1 ≡ℒ(x, a(x, 𝑡),A(x, 𝑡))𝐻(𝑥1, 𝑥2)
⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝐸,𝜙),𝑥2=𝑋2(𝐸,𝜙)

,

𝑏2 ≡ℒ(x, a(x, 𝑡),A(x, 𝑡))Φ(𝑥1, 𝑥2)
⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝐸,𝜙),𝑥2=𝑋2(𝐸,𝜙)

,

(𝛽1,1, 𝛽1,2) ≡ (∇x𝐻(𝑥1, 𝑥2))
𝑇 A(x, 𝑡)

⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝐸,𝜙),𝑥2=𝑋2(𝐸,𝜙)

,

(𝛽2,1, 𝛽2,2) ≡ (∇xΦ(𝑥1, 𝑥2))
𝑇 A(x, 𝑡)

⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝐸,𝜙),𝑥2=𝑋2(𝐸,𝜙)

.

Из (8.6) следует, что

b(e, 𝑡) ∼

⎛⎝ 0

𝜈(𝐸)

⎞⎠+
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞

⎛⎝𝑏1,𝑘(𝐸,𝜙, 𝑆(𝑡))
𝑏2,𝑘(𝐸,𝜙, 𝑆(𝑡))

⎞⎠ ,

𝛽𝑖,𝑗(𝐸,𝜙, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞𝛽𝑖,𝑗,𝑘(𝐸,𝜙, 𝑆(𝑡)) (8.34)

при 𝑡→ ∞, где

𝑏1,𝑘 ≡ (∇x𝐻)𝑇 a𝑘 +
1

2

∑︁
𝑖+𝑗=𝑘

tr
(︀
A𝑇
𝑖 Hx(𝐻)A𝑗

)︀ ⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝐸,𝜙),𝑥2=𝑋2(𝐸,𝜙)

,

𝑏2,𝑘 ≡ (∇xΦ)
𝑇 a𝑘 +

1

2

∑︁
𝑖+𝑗=𝑘

tr
(︀
A𝑇
𝑖 Hx(Φ)A𝑗

)︀ ⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝐸,𝜙),𝑥2=𝑋2(𝐸,𝜙)

,

(𝛽1,1,𝑘, 𝛽1,2,𝑘) ≡ (∇x𝐻)𝑇 A𝑘

⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝐸,𝜙),𝑥2=𝑋2(𝐸,𝜙)

,

(𝛽2,1,𝑘, 𝛽2,2,𝑘) ≡ (∇xΦ)
𝑇 A𝑘

⃒⃒⃒
𝑥1=𝑋1(𝐸,𝜙),𝑥2=𝑋2(𝐸,𝜙)

. (8.35)
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Заметим, что 𝑏𝑖,𝑘(𝐸,𝜙, 𝑆) и 𝛽𝑖,𝑗,𝑘(𝐸,𝜙, 𝑆) являются 2𝜋-периодическими относи­

тельно 𝜙 и 𝑆. Более того, справедливы следующие асимптотические разложе­

ния:

𝑏1,𝑘(𝐸,𝜙, 𝑆) =
∞∑︁
𝑙=2

𝐸
𝑙
2𝑏1,𝑘,𝑙(𝜙, 𝑆),

𝑏2,𝑘(𝐸,𝜙, 𝑆) =
∞∑︁
𝑙=0

𝐸
𝑙
2𝑏2,𝑘,𝑙(𝜙, 𝑆),

𝛽1,𝑗,𝑘(𝐸,𝜙, 𝑆) =
∞∑︁
𝑙=2

𝐸
𝑙
2𝛽1,𝑗,𝑘,𝑙(𝜙, 𝑆),

𝛽2,𝑗,𝑘(𝐸,𝜙, 𝑆) =
∞∑︁
𝑙=0

𝐸
𝑙
2𝛽2,𝑗,𝑘,𝑙(𝜙, 𝑆) (8.36)

при 𝐸 → 0 равномерно для всех (𝜙, 𝑆) ∈ R2. Действительно, легко проверить,

что ∇x𝐻 = 𝜈(−𝜕𝜙𝑋2, 𝜕𝜙𝑋1)
𝑇 , ∇xΦ = 𝜈(𝜕𝐸𝑋2,−𝜕𝐸𝑋1)

𝑇 ,

𝜕2𝑥1

⎛⎝𝐻
Φ

⎞⎠ ≡ 𝜈

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝜙𝑋2 𝜕𝜙

𝜕𝐸𝑋2 𝜕𝐸

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎛⎝ 𝜈𝜕𝜙𝑋2

−𝜈𝜕𝐸𝑋2

⎞⎠ ,

𝜕𝑥1𝜕𝑥2

⎛⎝𝐻
Φ

⎞⎠ ≡ −𝜈

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝜙𝑋1 𝜕𝜙

𝜕𝐸𝑋1 𝜕𝐸

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎛⎝ 𝜈𝜕𝜙𝑋2

−𝜈𝜕𝐸𝑋2

⎞⎠ ,

𝜕2𝑥2

⎛⎝𝐻
Φ

⎞⎠ ≡ 𝜈

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝜙𝑋1 𝜕𝜙

𝜕𝐸𝑋1 𝜕𝐸

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎛⎝ 𝜈𝜕𝜙𝑋1

−𝜈𝜕𝐸𝑋2

⎞⎠ . (8.37)

Из (8.4) и (8.32) следует, что 𝑋1(𝐸,𝜙) =
√
2𝐸 cos𝜙 + 𝒪(𝐸) и 𝑋2(𝐸,𝜙) =

−
√
2𝐸 sin𝜙+𝒪(𝐸) при 𝐸 → 0 равномерно для всех 𝜙 ∈ R. Следовательно,

Hx(𝐻) =

⎛⎝1 0

0 1

⎞⎠+𝒪(𝐸
1
2 ),

Hx(Φ) =
1

2𝐸

⎛⎝sin 2𝜙 cos 2𝜙

cos 2𝜙 − sin 2𝜙

⎞⎠+𝒪(𝐸− 1
2 )

при 𝐸 → 0. Объединяя это с (8.35) и (8.37), получаем (8.36).

Для описания эффектов, связанных с влиянием осциллирующих возму­

щений в (8.1), вводятся переменные амплитуды и разности фаз в виде (8.11),
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где ℓ — некоторое неотрицательное целое число. Будем пологать ℓ = 0, если

𝜈(𝐸) ≡ const, и ℓ > 0, если 𝜈(𝐸) ̸≡ const. В новых переменных y = (𝑅, 𝜃)𝑇

возмущённая система имеет вид

𝑑y(𝑡) = f(y(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡+ F(y(𝑡), 𝑡) 𝑑w(𝑡) (8.38)

с f(y, 𝑡) ≡ (𝑓1(𝑅, 𝜃, 𝑡) + 𝑡−1ℓ𝑅/𝑞, 𝑓2(𝑅, 𝜃, 𝑡))
𝑇 и F(y, 𝑡) ≡ {𝛾𝑖,𝑗(𝑅, 𝜃, 𝑡)}2×2, где

𝑓1(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡ (2𝑅)−1

(︃
𝑡
2ℓ
𝑞 𝑏1

(︁
𝑡−

2ℓ
𝑞 𝑅2,κ−1𝑆(𝑡) + 𝜃, 𝑡

)︁
−

2∑︁
𝑗=1

𝛾21,𝑗(𝑅, 𝜃, 𝑡)

)︃
,

𝑓2(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡ 𝑏2

(︁
𝑡−

2ℓ
𝑞 𝑅2,κ−1𝑆(𝑡) + 𝜃, 𝑡

)︁
− κ−1𝑆 ′(𝑡),

𝛾1,𝑗(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡ (2𝑅)−1𝑡
2ℓ
𝑞 𝛽1,𝑗

(︁
𝑡−

2ℓ
𝑞 𝑅2,κ−1𝑆(𝑡) + 𝜃, 𝑡

)︁
,

𝛾2,𝑗(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡ 𝛽2,𝑗

(︁
𝑡−

2ℓ
𝑞 𝑅2,κ−1𝑆(𝑡) + 𝜃, 𝑡

)︁
.

Из (8.34) и (8.36) следует, что

f(y, 𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 f𝑘(y, 𝑆(𝑡)), F(y, 𝑡) ∼

∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞F𝑘(y, 𝑆(𝑡)),

при 𝑡 → ∞, где f𝑘(y, 𝑆) ≡ (𝑓1,𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆) + 𝛿𝑘,𝑞ℓ𝑅/𝑞, 𝑓2,𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆))
𝑇 и F𝑘(y, 𝑆) ≡

{𝛾𝑖,𝑗,𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆)}2×2 являются 2𝜋-периодическими по 𝜃 и 2𝜋κ-периодическими по

𝑆. В частности, если ℓ = 1, то имеем

𝑓1,𝑘 ≡ 1

2

∑︁
𝑙+𝑚=𝑘
𝑙≥0,𝑚≥1

𝑏1,𝑚,𝑙+2(𝜃 + κ−1𝑆, 𝑆)𝑅1+𝑙

− 1

2𝑅

2∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑙+𝑚=𝑘
𝑙≥1,𝑚≥1

𝛾1,𝑗,𝑚(𝑅, 𝜃, 𝑆)𝛾1,𝑗,𝑙(𝑅, 𝜃, 𝑆),

𝑓2,𝑘 ≡ 𝜈(𝑘/2)(0)

(𝑘/2)!
𝑅𝑘 − κ−1

(︁
1− 𝑘

𝑞
+ 𝛿𝑘,𝑞

)︁
𝑠𝑘 +

∑︁
𝑙+𝑚=𝑘
𝑙≥0,𝑚≥1

𝑏2,𝑚,𝑙(𝜃 + κ−1𝑆, 𝑆)𝑅𝑙,

𝛾1,𝑗,𝑘 ≡ 1

2

∑︁
𝑙+𝑚=𝑘
𝑙≥0,𝑚≥1

𝛽1,𝑗,𝑚,𝑙+2(𝜃 + κ−1𝑆, 𝑆)𝑅1+𝑙,

𝛾2,𝑗,𝑘 ≡
∑︁
𝑙+𝑚=𝑘
𝑙≥0,𝑚≥1

𝛽2,𝑗,𝑚,𝑙(𝜃 + κ−1𝑆, 𝑆)𝑅𝑙,
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где 𝛿𝑘,𝑞 — символ Кронекера. Здесь и далее 𝑠𝑗 = 0 при 𝑗 > 𝑞, 𝜈(𝑘/2)(0) = 0 при

нечётных 𝑘. Таким образом, 𝑓1(𝑅, 𝜃, 𝑡) = 𝒪(𝑡−1/𝑞)𝒪(𝑅), 𝑓2(𝑅, 𝜃, 𝑡) = 𝒪(𝑡−1/𝑞),

𝛾1,𝑗(𝑅, 𝜃, 𝑡) = 𝒪(𝑡−1/𝑞)𝒪(𝑅), 𝛾2,𝑗(𝑅, 𝜃, 𝑡) = 𝒪(𝑡−1/𝑞) при 𝑅 → 0 и 𝑡 → ∞ равно­

мерно для всех 𝜃 ∈ R.

Заметим, что система (8.38) асимптотически автономна с соответствующей

тривиальной предельной системой 𝑅̇ = 0, 𝜃 = 0. Следовательно, 𝑆(𝑡) изменяет­

ся быстрее по сравнению с возможными изменениями 𝑅(𝑡) и 𝜃(𝑡) при 𝑡 → ∞.

Далее рассмотрим замену переменных, усредняющую дрейфовые члены систе­

мы (8.38). Преобразование ищется в виде

𝑉𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) = 𝑅 +
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑣𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆(𝑡)),

Ψ𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) = 𝜃 +
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞𝜓𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆(𝑡)), (8.39)

с некоторым целым числом 𝑁 ≥ 1. Коэффициенты 𝑣𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆) и 𝜓𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆)

выбираются так, чтобы в новых переменных 𝑣(𝑡) ≡ 𝑉𝑁(𝑅(𝑡), 𝜃(𝑡), 𝑡) и 𝜓(𝑡) ≡

Ψ𝑁(𝑅(𝑡), 𝜃(𝑡), 𝑡) возмущённая система принимала вид (8.13), где коэффициенты

Λ𝑘(𝑣, 𝜓) и Ω𝑘(𝑣, 𝜓) не зависят от 𝑆(𝑡), а остатки Λ̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡), Ω̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) доста­

точно быстро убывают при 𝑡→ ∞. Применяя формулу Ито к (8.39), получаем

𝑑𝑣 =ℒ(y, f(y, 𝑡),F(y, 𝑡))𝑉𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) 𝑑𝑡+ (∇y𝑉𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡))
𝑇F(y, 𝑡) 𝑑w,

𝑑𝜓 =ℒ(y, f(y, 𝑡),F(y, 𝑡))Ψ𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) 𝑑𝑡+ (∇yΨ𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡))
𝑇F(y, 𝑡) 𝑑w (8.40)

Заметим, что коэффициенты сноса в (8.40) имеют следующие асимптотические
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разложения при 𝑡→ ∞:

ℒ(y, f(y, 𝑡),F(y, 𝑡))

⎛⎝𝑉𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡)
Ψ𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡)

⎞⎠ ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞

⎧⎨⎩f𝑘(y, 𝑆(𝑡)) + 𝑠0𝜕𝑆

⎛⎝𝑣𝑘
𝜓𝑘

⎞⎠⎫⎬⎭
+

∞∑︁
𝑘=2

𝑡−
𝑘
𝑞

𝑘−1∑︁
𝑗=1

{︂(︂
𝑓1,𝑗 + 𝛿𝑗,𝑞

2ℓ𝑅

𝑞

)︂
𝜕𝑅 + 𝑓2,𝑗𝜕𝜃 + 𝑠𝑗

(︂
1− 𝑗

𝑞
+ 𝛿𝑗,𝑞

)︂
𝜕𝑆 − 𝛿𝑗,𝑞

𝑘 − 𝑞

𝑞

}︂

×

⎛⎝𝑣𝑘−𝑗
𝜓𝑘−𝑗

⎞⎠+
1

2

∞∑︁
𝑘=3

𝑡−
𝑘
𝑞

∑︁
𝑖+𝑗+𝑙=𝑘

⎛⎝tr
(︀
F𝑇
𝑖 (y, 𝑆(𝑡))Hy(𝑣𝑗)F𝑙(y, 𝑆(𝑡))

)︀
tr
(︀
F𝑇
𝑖 (y, 𝑆(𝑡))Hy(𝜓𝑗)F𝑙(y, 𝑆(𝑡))

)︀
⎞⎠ ,

где предполагается, что f𝑘(y, 𝑆) ≡ 0 и F𝑘(y, 𝑆) ≡ 0, если 𝑘 < 1, и 𝑣𝑗(𝑅, 𝜃, 𝑆) ≡

𝜓𝑗(𝑅, 𝜃, 𝑆) ≡ 0, если 𝑗 < 1 или 𝑗 > 𝑁 . Сравнение асимптотики дрейфовых

членов в (8.40) с (8.14) даёт следующую цепочку дифференциальных уравнений

для определения коэффициентов 𝑣𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆), 𝜓𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆):

𝑠0𝜕𝑆

⎛⎝𝑣𝑘
𝜓𝑘

⎞⎠ =

⎛⎝Λ𝑘(𝑅, 𝜃)

Ω𝑘(𝑅, 𝜃)

⎞⎠− f𝑘(y, 𝑆) + f̃𝑘(y, 𝑆), 𝑘 ≥ 1, (8.41)

где дополнительные члены f̃𝑘(y, 𝑆) ≡ (𝑓1,𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆), 𝑓2,𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆))
𝑇 в правой ча­

сти явно выражаются через {𝑣𝑖, 𝜓𝑖,Λ𝑖,Ω𝑖}𝑘−1
𝑖=1 . В частности, f̃1 ≡ 0,

f̃2 ≡ (𝑣1𝜕𝑅 + 𝜓1𝜕𝜃)

⎛⎝Λ1

Ω1

⎞⎠+
ℓ

𝑞

⎛⎝𝑣2−𝑞
0

⎞⎠
−
{︂(︂

𝑓1,1 + 𝛿1,𝑞
ℓ𝑅

𝑞

)︂
𝜕𝑅 + 𝑓2,1𝜕𝜃 + 𝑠1

(︂
1− 1

𝑞
+ 𝛿1,𝑞

)︂
𝜕𝑆 − 𝛿1,𝑞

2− 𝑞

𝑞

}︂⎛⎝𝑣1
𝜓1

⎞⎠ ,

f̃3 ≡
∑︁
𝑖+𝑗=3

(𝑣𝑗𝜕𝑅 + 𝜓𝑗𝜕𝜃)

⎛⎝Λ𝑖

Ω𝑖

⎞⎠+
1

2

(︁
𝑣21𝜕

2
𝑅 + 2𝑣1𝜓1𝜕𝑅𝜕𝜃 + 𝜓2

1𝜕
2
𝜃

)︁⎛⎝Λ1

Ω1

⎞⎠
−

2∑︁
𝑗=1

{︂(︂
𝑓1,𝑗 + 𝛿𝑗,𝑞

ℓ𝑅

𝑞

)︂
𝜕𝑅 + 𝑓2,𝑗𝜕𝜃 + 𝑠𝑗

(︂
1− 𝑗

𝑞
+ 𝛿𝑗,𝑞

)︂
𝜕𝑆 − 𝛿𝑗,𝑞

3− 𝑞

𝑞

}︂⎛⎝𝑣3−𝑗
𝜓3−𝑗

⎞⎠
− 1

2

⎛⎝tr
(︀
F𝑇

1Hy(𝑣1)F1

)︀
tr
(︀
F𝑇

1Hy(𝜓1)F1

)︀
⎞⎠+

ℓ

𝑞

⎛⎝𝑣3−𝑞
0

⎞⎠ ,
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f̃𝑘 ≡
∑︁

𝑙+𝑎1+...+𝑖𝑎𝑖+𝑏1+...+𝑗𝑏𝑗=𝑘
𝑎1+...+𝑎𝑖+𝑏1+...+𝑏𝑗≥1

𝐶𝑖,𝑗,𝑎1,...,𝑎𝑖,𝑏1,...,𝑏𝑗𝑣
𝑎1
1 · · · 𝑣𝑎𝑖𝑖 𝜓

𝑏1
1 · · ·𝜓𝑏𝑗𝑗

× 𝜕𝑎1+...+𝑎𝑖𝑅 𝜕
𝑏1+...+𝑏𝑗
𝜃

⎛⎝Λ𝑙

Ω𝑙

⎞⎠
−

𝑘−1∑︁
𝑗=1

{︂(︂
𝑓1,𝑗 + 𝛿𝑗,𝑞

ℓ𝑅

𝑞

)︂
𝜕𝑅 + 𝑓2,𝑗𝜕𝜃 + 𝑠𝑗

(︂
1− 𝑗

𝑞
+ 𝛿𝑗,𝑞

)︂
𝜕𝑆 − 𝛿𝑗,𝑞

𝑘 − 𝑞

𝑞

}︂⎛⎝𝑣𝑘−𝑗
𝜓𝑘−𝑗

⎞⎠
− 1

2

∑︁
𝑖+𝑗+𝑙=𝑘

⎛⎝tr
(︀
F𝑇
𝑖 Hy(𝑣𝑗)F𝑙

)︀
tr
(︀
F𝑇
𝑖 Hy(𝜓𝑗)F𝑙

)︀
⎞⎠+

ℓ

𝑞

⎛⎝𝑣𝑘−𝑞
0

⎞⎠ ,

где 𝐶𝑖,𝑗,𝑎1,...,𝑎𝑖,𝑏1,...,𝑏𝑗 — некоторые постоянные параметры. Положим⎛⎝Λ𝑘(𝑅, 𝜃)

Ω𝑘(𝑅, 𝜃)

⎞⎠ ≡
⟨
f𝑘(y, 𝑆)− f̃𝑘(y, 𝑆)

⟩
κ𝑆
,

где

⟨𝑍𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆)⟩κ𝑆 :=
1

2𝜋κ

2𝜋κ∫︁
0

𝑍(𝑅, 𝜃, 𝑆) 𝑑𝑆 =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

𝑍(𝑅, 𝜃,κ𝑆) 𝑑𝑆.

Тогда правая часть системы (8.41) является 2𝜋κ-периодичной по 𝑆 с нулевым

средним. Интегрирование (8.41) даёт⎛⎝𝑣𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆)
𝜓𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆)

⎞⎠ = − 1

𝑠0

𝑆∫︁
0

⎛⎝{𝑓1,𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑠)− 𝑓1,𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑠)}κ𝑠
{𝑓2,𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑠)− 𝑓2,𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑠)}κ𝑠

⎞⎠ 𝑑𝑠+

⎛⎝𝑣𝑘(𝑅, 𝜃)
𝜓𝑘(𝑅, 𝜃)

⎞⎠ ,

где

{𝑍(𝑅, 𝜃, 𝑠)}κ𝑠 := 𝑍(𝑅, 𝜃, 𝑠)− ⟨𝑍(𝑅, 𝜃, 𝑠)⟩κ𝑠,

а функции 𝑣𝑘(𝑅, 𝜃) и 𝜓𝑘(𝑅, 𝜃) выбраны таким образом, чтобы ⟨𝑣𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆)⟩κ𝑆 ≡

⟨𝜓𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆)⟩κ𝑆 ≡ 0. Легко проверить, что

𝑓1,𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆) = 𝒪(𝑅), Λ𝑘(𝑅, 𝜃) = 𝒪(𝑅), 𝑣𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆) = 𝒪(𝑅),

𝑓2,𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆) = 𝒪(1), Ω𝑘(𝑅, 𝜃) = 𝒪(1), 𝜓𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆) = 𝒪(1)

при 𝑅 → 0 равномерно для всех (𝜃, 𝑆) ∈ R2.
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Из (8.39) следует, что для любого 𝜖 ∈ (0, 1) существуют 𝑡* ≥ max{𝑡0, 1} и

𝑅0 > 0 такие, что

|𝑉𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡)−𝑅| ≤ 𝜖𝑅, |Ψ𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡)− 𝜃| ≤ 𝜖 (8.42)

для всех 𝑅 ∈ [0, 𝑅0], 𝜃 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡*. Более того,

det
𝜕(𝑉𝑁 ,Ψ𝑁)

𝜕(𝑅, 𝜃)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝑅𝑉𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) 𝜕𝜃𝑉𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡)

𝜕𝑅Ψ𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) 𝜕𝜃Ψ𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 1 +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )

при 𝑡 → ∞ равномерно для всех 𝜃 ∈ R и 𝑅 ∈ [0, 𝑅0]. Следовательно, преобра­

зование (𝑅, 𝜃, 𝑡) → (𝑣, 𝜓, 𝑡) обратимо для всех 𝑣 ∈ [0, 𝑣0], 𝜓 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡*, где

𝑣0 = 𝑅0(1 − 𝜖). Выберем 𝑅0 = 𝐸
1/2
0 𝑡

ℓ/𝑞
* , тогда для всех 𝑡 ≥ 𝑡* преобразование

(8.11) справедливо для всех 0 ≤ 𝐸 ≤ 𝐸0 и 𝜙 ∈ R.

Обозначим через 𝑅 = R(𝑣, 𝜓, 𝑡), 𝜃 = T(𝑣, 𝜓, 𝑡) — обратное преобразование

к (8.12). Тогда,

G𝑁(z, 𝑡) ≡

⎛⎝𝜕𝑅𝑉𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) 𝜕𝜃𝑉𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡)

𝜕𝑅Ψ𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) 𝜕𝜃Ψ𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡)

⎞⎠F(y, 𝑡)
⃒⃒⃒
𝑅=R(𝑣,𝜓,𝑡)
𝜃=T(𝑣,𝜓,𝑡)

,

Λ̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) ≡−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞Λ𝑘(𝑣, 𝜓) + ℒ(y, f(y, 𝑡),F(y, 𝑡))𝑉𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡)

⃒⃒⃒
𝑅=R(𝑣,𝜓,𝑡)
𝜃=T(𝑣,𝜓,𝑡)

,

Ω̃𝑁(𝑣, 𝜓, 𝑡) ≡−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞Ω𝑘(𝑣, 𝜓) + ℒ(y, f(y, 𝑡),F(y, 𝑡))Ψ𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡)

⃒⃒⃒
𝑅=R(𝑣,𝜓,𝑡)
𝜃=T(𝑣,𝜓,𝑡)

.

Из этого следует, что

Λ̃𝑁 = 𝒪(𝑣)𝒪(𝑡−
𝑁+1
𝑞 ), Ω̃𝑁 = 𝒪(𝑡−

𝑁+1
𝑞 ), 𝜎1,𝑗 = 𝒪(𝑣)𝒪(𝑡−

1
𝑞 ), 𝜎2,𝑗 = 𝒪(𝑡−

1
𝑞 )

при 𝑣 → 0 и 𝑡→ ∞ равномерно для всех 𝜓 ∈ R.

Таким образом, мы получаем доказательство теоремы 55 с

𝑣𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞 𝑣𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆(𝑡)), 𝜓𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑡−
𝑘
𝑞𝜓𝑘(𝑅, 𝜃, 𝑆(𝑡)).
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8.5.2. Асимптотические режимы

Доказательство леммы 17. Так как Λ𝑁(𝑢, 𝜑, 𝑡) = 𝒪(𝑢) при 𝑢→ 0 равномерно

для всех 𝜑 ∈ R и 𝑡 ≥ 𝑡*, то первое уравнение в (8.21) имеет неподвижную точку

𝑢(𝑡) ≡ 0. Из (8.18) следует, что правая часть второго уравнения при 𝑢 = 0

имеет вид

Ω𝑁(0, 𝜑, 𝑡) ≡
𝑁∑︁
𝑘=𝑚

𝑡−
𝑘
𝑞𝜔𝑘,0(𝜑) + Ω̃𝑁(0, 𝜑, 𝑡).

Подстановка 𝑢 = 0 и 𝜑 = 𝜑0 + 𝜂 в (8.21) даёт

𝑑𝜂

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
𝑞 𝒵𝑚(𝜂) + 𝒵𝑚(𝜂, 𝑡), (8.43)

где

𝒵𝑚(𝜂) ≡ 𝜔𝑚,0(𝜑0 + 𝜂) = 𝜂 (𝜗𝑚 +𝒪(𝜂)) , 𝜂 → 0,

𝒵𝑚(𝜂, 𝑡) ≡
𝑁∑︁

𝑘=𝑚+1

𝑡−
𝑘
𝑞𝜔𝑘,0(𝜑0 + 𝜂) + Ω̃𝑁(0, 𝜑0 + 𝜂, 𝑡) = 𝒪(𝑡−

𝑚+1
𝑞 ), 𝑡→ ∞.

Следовательно, существуют 𝐾0 > 0, 𝑡1 ≥ 𝑡* и 𝜂0 > 0 такие, что

𝑑|𝜂|
𝑑𝑡

≤ 𝑡−
𝑚
𝑞

(︂
−|𝜗𝑚|

2
|𝜂|+𝐾0𝑡

− 1
𝑞

)︂
(8.44)

для всех 𝑡 ≥ 𝑡1 и |𝜂| ≤ 𝜂0. Для любого 𝜀 ∈ (0, 𝜂0) определим

𝛿𝜀 =
4𝐾0

|𝜗𝑚|
𝑡
− 1

𝑞
𝜀 , 𝑡𝜀 = max

{︂
𝑡1,

(︂
8𝐾0

𝜀|𝜗𝑚|

)︂𝑞}︂
.

Тогда 𝑑|𝜂(𝑡)|/𝑑𝑡 < 0 для решений уравнения (8.43), для которых 𝛿𝜀 ≤ |𝜂(𝑡)| <

𝜀 при 𝑡 ≥ 𝑡𝜀. Следовательно, любое решение уравнения (8.43) с начальными

данными |𝜂(𝑡𝜀)| < 𝛿𝜀 не может покинуть окрестность |𝜂| ≤ 𝜀 при 𝑡 ≥ 𝑡𝜀.

Пусть 𝑚 = 𝑞. Тогда, интегрируя (8.44) по 𝑡, получаем

𝜂(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝒪(𝑡−

|𝜗𝑚|
2 ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 ),

|𝜗𝑚|
2

̸= 1

𝑞
,

𝒪(𝑡−
1
𝑞 log 𝑡),

|𝜗𝑚|
2

=
1

𝑞
.

Следовательно, существует частное решение уравнения (8.43) такое, что 𝜂(𝑡) =

𝒪(𝑡−𝑐) при 𝑡→ ∞ с 𝑐 = min{|𝜗𝑚|, 𝑞−1}/2 > 0.
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Доказательство леммы 18. Так как 𝜔𝑚,0(𝜑) ̸= 0, то 0 < 𝜔−
𝑚,0 ≤ |𝜔𝑚,0(𝜑)| ≤

𝜔+
𝑚,0 для всех 𝜑 ∈ R с некоторыми ненулевыми константами 𝜔±

𝑚,0. Следова­

тельно, существует 𝑡1 ≥ 𝑡* такое, что |Ω𝑁(0, 𝜑, 𝑡)| ≥ 𝑡−
𝑚
𝑞 𝜔−

𝑚,0/2 при 𝑡 ≥ 𝑡1.

Легко видеть, что 𝑢(𝑡) ≡ 0 удовлетворяет первому уравнению в (8.21) для

всех 𝜑 ∈ R. Поэтому, подставляя 𝑢 = 0 во второе уравнение в (8.21), полу­

чаем 𝑑𝜑/𝑑𝑡 ≥ 𝑡−
𝑚
𝑞 𝜔−

𝑚,0/2 при 𝑡 ≥ 𝑡1, если 𝜔𝑚,0(𝜑) > 0, и 𝑑𝜑/𝑑𝑡 ≤ −𝑡−
𝑚
𝑞 𝜔−

𝑚,0/2,

если 𝜔𝑚,0(𝜑) < 0. Интегрируя эти неравенства, видим, что |𝜑(𝑡)| → ∞ при

𝑡→ ∞.

8.5.3. Устойчивость фазового захвата

Доказательство теоремы 56. В теореме 55 выберем 𝑁 = max{𝑛,𝑚}. Из лем­

мы 17 следует, что при всех 𝜀 > 0 соответствующая редуцированная система

(8.21) имеет решение 𝑢𝜀(𝑡) ≡ 0, 𝜑𝜀(𝑡) с асимптотикой (8.22). Покажем, что реше­

ния системы (8.1) с большой вероятностью остаются в некоторой окрестности

этой траектории.

Рассмотрим вспомогательные функции

𝑈1(x, 𝑡) = 𝑉𝑁

(︁
𝑡
ℓ
𝑞

√︀
𝐻(𝑥1, 𝑥2),Φ(𝑥1, 𝑥2)− κ−1𝑆(𝑡), 𝑡

)︁
,

𝑈2(x, 𝑡) = Ψ𝑁

(︁
𝑡
ℓ
𝑞

√︀
𝐻(𝑥1, 𝑥2),Φ(𝑥1, 𝑥2)− κ−1𝑆(𝑡), 𝑡

)︁
, (8.45)

где𝐻(𝑥1, 𝑥2), Φ(𝑥1, 𝑥2) и 𝑉𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡), Ψ𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) определяются формулами (8.23)

и (8.39) соответственно. Из (8.11) и (8.42) следует, что для любого 𝜖 ∈ (0, 1)

найдется 𝐸* ∈ (0, 𝐸0] такое, что

(1− 𝜖)
√︀
𝐻(𝑥1, 𝑥2) ≤ 𝑡−

ℓ
𝑞𝑈1(x, 𝑡) ≤ (1 + 𝜖)

√︀
𝐻(𝑥1, 𝑥2),⃒⃒

𝑈2(x, 𝑡)− Φ(𝑥1, 𝑥2) + κ−1𝑆(𝑡)
⃒⃒
≤ 𝐶𝑡−

1
𝑞 (8.46)

для всех x ∈ 𝒟(𝐸*) и 𝑡 ≥ 𝑡* с некоторым 𝐶 = const > 0.

Нетрудно доказать, что

ℒ(x, a,A) (𝑈(x, 𝑡))2 ≡ 2𝑈(x, 𝑡)ℒ(x, a,A)𝑈(x, 𝑡) + tr
(︀
A𝑇 (x, 𝑡)Nx(𝑈)A(x, 𝑡)

)︀
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для всех гладких функций 𝑈(x, 𝑡), где

Nx(𝑈) ≡

⎛⎝ (𝜕𝑥1𝑈)
2 𝜕𝑥1𝑈𝜕𝑥2𝑈

𝜕𝑥2𝑈𝜕𝑥1𝑈 (𝜕𝑥2𝑈)
2

⎞⎠ .

Из доказательства теоремы 55 следует, что

ℒ(x, a,A)𝑈1(x, 𝑡) ≡ ℒ(y, f ,F)𝑉𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡ Λ𝑁 (𝑈1(x, 𝑡), 𝑈2(x, 𝑡), 𝑡) ,

ℒ(x, a,A)𝑈2(x, 𝑡) ≡ ℒ(y, f ,F)Ψ𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡ Ω𝑁 (𝑈1(x, 𝑡), 𝑈2(x, 𝑡), 𝑡)

для всех x ∈ 𝒟(𝐸0) и 𝑡 ≥ 𝑡*. Определим

𝑍1(x, 𝑡) ≡ tr
(︀
A𝑇 (x, 𝑡)Nx(𝑈1)A(x, 𝑡)

)︀
, 𝑍2(x, 𝑡) ≡ tr

(︀
A𝑇 (x, 𝑡)Nx(𝑈2)A(x, 𝑡)

)︀
.

Тогда, используя (8.10), (8.11), (8.12) и (8.24), получаем следующие оценки:

|𝑍1(x, 𝑡)| ≤ 𝜇2𝐶1𝑡
− 2𝑝

𝑞 , |𝑍2(x, 𝑡)| ≤ 𝜇2𝐶2𝑡
− 2𝑝

𝑞 (8.47)

для всех x ∈ 𝒟(𝐸*) и 𝑡 ≥ 𝑡* с некоторыми положительными константами 𝐶1 и

𝐶2.

Оставшуюся часть доказательства разделим на две части.

1. Рассмотрим сначала случай 𝑛 < 𝑚. Кандидат на функцию Ляпунова

для системы (8.1) строится в следующем виде:

𝑈*(x, 𝑡) =
(︀
𝑈1(x, 𝑡)

)︀2
+
(︀
𝑈2(x, 𝑡)− 𝜑𝜀(𝑡)

)︀2
+ 𝐶2𝑡−

2
𝑞 + 𝜇2(𝐶1 + 𝐶2)𝜁𝑝(𝑡) (8.48)

с положительной функцией

𝜁𝑝(𝑡) ≡

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑡
− 2𝑝

𝑞
* (𝒯 + 𝑡𝑠 − 𝑡) , 2𝑝 < 𝑞,

log

(︂
𝒯 + 𝑡𝑠
𝑡

)︂
, 2𝑝 = 𝑞,

𝒯 +𝑡𝑠∫︁
𝑡

𝜍−
2𝑝
𝑞 𝑑𝜍, 2𝑝 > 𝑞,

(8.49)

и некоторым 𝑡𝑠 ≥ 𝑡*. Легко проверить, что

ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) = 2𝑈1(x, 𝑡)Λ𝑁
(︀
𝑈1(x, 𝑡), 𝑈2(x, 𝑡), 𝑡

)︀
+2 (𝑈2(x, 𝑡)− 𝜑𝜀(𝑡)) (Ω𝑁 (𝑈1(x, 𝑡), 𝑈2(x, 𝑡), 𝑡)− 𝜑′𝜀(𝑡))

+𝑍1(x, 𝑡) + 𝑍2(x, 𝑡)−
2𝐶2

𝑞
𝑡−1− 2

𝑞 + 𝜇2(𝐶1 + 𝐶2)𝜁
′
𝑝(𝑡)
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для всех x ∈ 𝒟(𝐸*) и 𝑡 ≥ 𝑡*. Заметим, что 𝜑′𝜀(𝑡) ≡ Ω𝑁(0, 𝜑𝜀(𝑡), 𝑡). Из (8.14),

(8.15), (8.16) и (8.18) следует, что

ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) =

2𝑡−
𝑛
𝑞𝑈 2

1

(︁
𝜆𝑛(𝜑𝜀(𝑡)) +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

+ 2𝑡−
𝑚
𝑞

(︁
𝜔′
𝑚,0(𝜑𝜀(𝑡))

(︀
𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡)

)︀2
+ 𝜔𝑚,1(𝜑𝜀(𝑡))𝑈1

(︀
𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡)

)︀
+𝒪(Δ3)

)︁
×
(︁
1 +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

+ 𝑍1(x, 𝑡) + 𝑍2(x, 𝑡) + 𝜇2(𝐶1 + 𝐶2)𝜁
′
𝑝(𝑡)−

2𝐶2

𝑞
𝑡−1− 2

𝑞

при Δ(x, 𝑡) → 0 и 𝑡 → ∞, где Δ(x, 𝑡) ≡
√︀

(𝑈1(x, 𝑡))2 + (𝑈2(x, 𝑡)− 𝜑𝜀(𝑡))2. При­

менение неравенства Юнга даёт

𝜔𝑚,1(𝜑𝜀(𝑡))𝑈1(𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡)) ≤𝜒𝑚𝑈1|𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡)|

≤
|𝜔′
𝑚,0(𝜑𝜀(𝑡))|

2
(𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡))

2 +
𝜒2
𝑚

2|𝜔′
𝑚,0(𝜑𝜀(𝑡))|

𝑈 2
1 (8.50)

с параметром 𝜒𝑚 = 1 + max𝜓 |𝜔𝑚,1(𝜓)|. Выбрав 𝜀 > 0 в лемме 17 достаточно

малым, можно гарантировать, что

𝜆𝑛(𝜑𝜀(𝑡)) ≤ −|𝜆𝑛(𝜑0)|
2

, 𝜔′
𝑚,0(𝜑𝜀(𝑡)) ≤ −|𝜗𝑚|

2

для всех 𝑡 ≥ 𝑡*. Из (8.47) и (8.49) следует, что 𝑍𝑖(x, 𝑡) + 𝜇2𝐶𝑖𝜁
′
𝑝(𝑡) ≤ 0 для всех

x ∈ 𝒟(𝐸*) и 𝑡 ≥ 𝑡*. Объединяя эти оценки, мы видим, что

ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤ −
(︂
𝑡−

𝑛
𝑞 |𝜆𝑛(𝜑0)|𝑈 2

1 + 𝑡−
𝑚
𝑞
|𝜗𝑚|
2

(𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡))
2

)︂
×
(︁
1 +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁
.

Следовательно, существуют Δ1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡* такие, что ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤ 0

для всех x ∈ 𝒟(𝐸*) и 𝑡 ≥ 𝑡* таких, что Δ(x, 𝑡) ≤ Δ1.

Выбрав 𝜖 > 0 в (8.46) достаточно малым, мы получаем следующие нера­

венства:

𝑑2(x, 𝑡)

2
≤ Δ2(x, 𝑡) + 𝐶2𝑡−

2
𝑞 ≤ 2𝑑2(x, 𝑡) + 3𝐶2𝑡−

2
𝑞
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для всех x ∈ 𝒟(𝐸*) и 𝑡 ≥ 𝑡*. Следовательно,

𝑈*(x, 𝑡) ≥
𝑑2(x, 𝑡)

2
, ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤ 0 (8.51)

для всех (x, 𝑡) ∈ D(𝑑1, 𝑡2, 𝒯 ) с 𝑑1 = Δ1/2 > 0 и 𝑡2 = max{𝑡1, (2𝐶/Δ1)
𝑞}, где

D(𝑑1, 𝑡2, 𝒯 ) ≡ {(x, 𝑡) : x ∈ 𝒟(𝐸*), 𝑑(x, 𝑡) ≤ 𝑑1, 𝑡2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2 + 𝒯 }.

Зафиксируем параметры 𝜀1 ∈ (0, 𝑑1) и 𝜀2 > 0. Пусть x(𝑡) — решение си­

стемы (8.1) с начальными данными x0 такими, что 𝑑(x0, 𝑡𝑠) < 𝛿 и 𝜏D — время

первого выхода (x(𝑡), 𝑡) из области D(𝜀1, 𝑡𝑠, 𝒯 ) при некоторых 0 < 𝛿 < 𝜀1 ≤ 𝑑1

и 𝑡𝑠 ≥ 𝑡2. Определим функцию 𝜏𝑡 = min{𝜏D, 𝑡}, тогда (x(𝜏𝑡), 𝜏𝑡) — это процесс,

остановленный в момент первого выхода из области D(𝜀1, 𝑡𝑠, 𝒯 ). Из (8.51) сле­

дует, что 𝑈*(x(𝜏𝑡), 𝜏𝑡) является неотрицательным супермартингалом [192, §5.2],

и справедливы следующие оценки:

P
(︂

sup
0≤𝑡−𝑡𝑠≤𝒯

𝑑(x(𝑡), 𝑡) > 𝜀1

)︂
= P

(︂
sup
𝑡≥𝑡𝑠

𝑑(x(𝜏𝑡), 𝜏𝑡) > 𝜀1

)︂
≤ P

(︂
sup
𝑡≥𝑡𝑠

𝑈*(x(𝜏𝑡), 𝜏𝑡) >
𝜀21
2

)︂
≤ 2𝑈*(x(𝑡𝑠), 𝑡𝑠)

𝜀21
.

Последняя оценка следует из неравенства Дуба для супермартингалов. Заме­

тим, что 𝑈*(x(𝑡𝑠), 𝑡𝑠) ≤ 2𝛿2 + 3𝐶2𝑡
−2/𝑞
𝑠 + 𝜇2𝐶3𝜁𝑝(𝑡𝑠), где 𝐶3 = 𝐶1 + 𝐶2. Следова­

тельно, взяв 𝛿 = 𝜀1
√︀
𝜀2/12,

𝑡𝑠 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max

{︂
𝑡2,
(︁
3𝐶2

2𝛿2

)︁ 𝑞
2

}︂
, 2𝑝 ≤ 𝑞,

max

{︂
𝑡2,
(︁
3𝐶2

2𝛿2

)︁ 𝑞
2

,
(︁

𝜇2𝐶𝑞
2𝛿2(2𝑝−𝑞)

)︁ 𝑞
2𝑝−𝑞

}︂
, 2𝑝 > 𝑞

и параметром 𝒯 , определённым формулой (8.26) с

𝐶0 =

⎧⎪⎨⎪⎩2𝑡
2𝑝
𝑞
* 𝐶

−1
3 , 2𝑝 < 𝑞

2𝐶−1
3 , 2𝑝 = 𝑞,

мы получаем (8.25) с 𝜍 = 0.
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2. Рассмотрим случай 𝑛 ≥ 𝑚. Возьмём

𝑈*(x, 𝑡) =
(︀
𝑈1(x, 𝑡)

)︀2
+ 𝜇2𝐶1𝜁𝑝(𝑡)

+ 𝑐*𝑡
−𝑛−𝑚

𝑞

[︁(︀
𝑈2(x, 𝑡)− 𝜑𝜀(𝑡)

)︀2
+ 𝐶2𝑡−

2
𝑞 + 𝜇2𝐶2𝜁𝑝(𝑡)

]︁
(8.52)

с параметром 𝑐* = |𝜆𝑛(𝜑0)||𝜗𝑚|/(4𝜒2
𝑚) > 0 в качестве кандидата на функцию

Ляпунова. Можно доказать, как и в предыдущем случае, что

ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤ 𝑡−
𝑛
𝑞𝑈 2

1

(︁
−|𝜆𝑛(𝜑0)|+𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

+ 𝑡−
𝑛
𝑞 𝑐*
(︀
−|𝜗𝑚|(𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡))

2 + 2𝜒𝑚𝑈1|𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡)|+𝒪(Δ3)
)︀ (︁

1 +𝒪(𝑡−
1
𝑞 )
)︁

+ 𝑍1(x, 𝑡) + 𝜇2𝐶1𝜁
′
𝑝(𝑡) + 𝑐*𝑡

−𝑛−𝑚
𝑞

[︀
𝑍2(x, 𝑡) + 𝜇2𝐶2𝜁

′
𝑝(𝑡)
]︀

(8.53)

при Δ(x, 𝑡) → 0 и 𝑡→ ∞. Нетрудно проверить, что

2𝑐*𝜒𝑚𝑈1|𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡)| ≤ |𝜆𝑛(𝜑0)|
2

𝑈 2
1 +

𝑐*|𝜗𝑚|
2

(𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡))
2 (8.54)

для всех x ∈ 𝒟(𝐸*) и 𝑡 ≥ 𝑡*. Следовательно, объединяя (8.47), (8.53) и (8.54),

получаем

ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤ − 𝑡−
𝑛
𝑞
1

4

(︀
|𝜆𝑛(𝜑0)|𝑈 2

1 + 𝑐*|𝜗𝑚|(𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡))
2
)︀

×
(︁
1 +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁
.

Следовательно, существуют Δ1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡*, такие, что ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤ 0

для всех x ∈ 𝒟(𝐸*) и 𝑡 ≥ 𝑡1, такие, что Δ(x, 𝑡) ≤ Δ1. Таким образом,

𝑈*(x, 𝑡) ≥ 𝑡−
𝑛−𝑚

𝑞
𝑐−
2
𝑑2(x, 𝑡), ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤ 0

для всех (x, 𝑡) ∈ D(𝑑1, 𝑡2, 𝒯 ) с параметрами 𝑐− = min{1, 𝑐*} > 0, 𝑑1 = Δ1/2 > 0

и 𝑡2 = max{𝑡1, (2𝐶/Δ1)
𝑞}. Зафиксируем параметры 𝜀1 ∈ (0, 𝑑1) и 𝜀2 > 0. Тогда,

рассуждая, как и выше, получим следующее неравенство:

P
(︂

sup
0≤𝑡−𝑡𝑠≤𝒯

{︁
𝑡−

𝑛−𝑚
2𝑞 𝑑(x(𝑡), 𝑡)

}︁
> 𝜀1

)︂
≤ 2𝑈*(x(𝑡𝑠), 𝑡𝑠)

𝜀21𝑐−

для решений системы (8.1) с начальными данными x0 такими, что 𝑑(x0, 𝑡𝑠) < 𝛿

с некоторыми 0 < 𝛿 < 𝜀1 и 𝑡𝑠 ≥ 𝑡2. Отсюда легко следует, что 𝑈*(x(𝑡𝑠), 𝑡𝑠) ≤
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𝑐+(2𝛿
2 + 3𝐶2𝑡

−2/𝑞
𝑠 + 𝜇2𝐶3𝜁𝑝(𝑡𝑠)), где 𝑐+ = max{1, 𝑐*}. Следовательно, взяв 𝛿 =

𝜀1
√︀
𝜀2/(12𝑐+), а параметры 𝑡𝑠 и 𝒯 такими же, как в предыдущем случае, мы

получаем (8.25) с 𝜍 = (𝑛−𝑚)/(2𝑞).

Доказательство леммы 19. Подстановка 𝑢 = 𝑡−𝜅(𝑢0+𝜂1) и 𝜑 = 𝜑0+𝜂2 в (8.21)

даёт

𝑑𝜂1
𝑑𝑡

= 𝒜(𝜂1, 𝜂2, 𝑡),
𝑑𝜂2
𝑑𝑡

= ℬ(𝜂1, 𝜂2, 𝑡), (8.55)

где

𝒜(𝜂1, 𝜂2, 𝑡) ≡ 𝑡𝜅Λ𝑁(𝑡
−𝜅(𝑢0 + 𝜂1), 𝜑0 + 𝜂2, 𝑡) + 𝜅𝑡−1(𝑢0 + 𝜂1),

ℬ(𝜂1, 𝜂2, 𝑡) ≡ Ω𝑁(𝑡
−𝜅(𝑢0 + 𝜂1), 𝜑0 + 𝜂2, 𝑡).

Из (8.17), (8.18) и (8.27) следует, что

𝒜(𝜂1, 𝜂2, 𝑡) = 𝑡−
𝑛+𝑙
𝑞

(︀
𝒜1𝜂1 +𝒜2𝜂2 +𝒪(𝜌2) +𝒪(𝑡−𝜅1)

)︀
,

ℬ(𝜂1, 𝜂2, 𝑡) = 𝑡−
𝑚
𝑞

(︀
𝜗𝑚𝜂2 +𝒪(𝜂22) +𝒪(𝑡−𝜅1)

)︀
при 𝑡 → ∞ и 𝜌 =

√︀
𝜂21 + 𝜂22 → 0, где 𝒜1 = −(ℎ − 1)𝑢ℎ−1

0 |𝜆𝑛,ℎ(𝜑0)|, 𝒜2 =

𝜆′𝑛,ℎ(𝜑0)𝑢
ℎ
0 + 𝜆′𝑛+𝑙(𝜑0)𝑢0 и 𝜅1 = min{𝜅, 𝑞−1}. Рассмотрим

𝐿(𝜂1, 𝜂2, 𝑡) = 𝐾𝜂22 +

(︂
𝜂1 +

𝒜2

𝒜1
𝜂2

)︂2

, 𝐾 =
|𝜗𝑚||𝒜2|2

|𝒜1|3

в качестве кандидата на функцию Ляпунова для системы (8.55). Легко прове­

рить, что

𝐾−𝐶
−1
1 𝜌2 ≤ 𝐿(𝜂1, 𝜂2, 𝑡) ≤ 𝐾+𝐶1𝜌

2, 𝐶1 = 2
(︁
1 +

(︀
𝒜2𝒜−1

1

)︀2)︁
> 0,

𝐾− = min{1, 𝐾} > 0 и 𝐾+ = max{1, 𝐾} > 0. Производная 𝐿(𝜂1, 𝜂2, 𝑡) на

траекториях системы (8.55) удовлетворяет равенству

𝑑𝐿

𝑑𝑡
= 𝑡−

𝑚
𝑞

{︂
2𝐾𝜗𝑚𝜂

2
2 + 2𝜗𝑚

𝒜2

𝒜1

(︂
𝜂1 +

𝒜2

𝒜1
𝜂2

)︂
𝜂2

+2𝒜1

(︂
𝜂1 +

𝒜2

𝒜1
𝜂2

)︂2

+𝒪(𝜌3) +𝒪(𝑡−𝜅1)

}︃
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при 𝑡→ ∞ и 𝜌→ 0. Следовательно, существуют 𝐾0 > 0, 𝑡1 ≥ 𝑡* и 𝜌0 > 0 такие,

что

𝑑𝐿

𝑑𝑡
≤ 𝑡−

𝑚
𝑞

(︀
−𝐶2𝜌

2 +𝐾0𝑡
−𝜅1
)︀

для всех 𝑡 ≥ 𝑡1 и 𝜌 ≤ 𝜌0, где 𝐶2 = 𝐾−min{|𝜗𝑚|, |𝒜1|}(2𝐶1)
−1 > 0. Для любого

𝜀 ∈ (0, 𝜌0) определим

𝛿𝜀 =

(︂
2𝐾0

𝐶2𝑡
𝜅1
𝜀

)︂2

, 𝑡𝜀 = max

{︃
𝑡1,

(︂
4𝐾0

𝐶2𝜀2

)︂ 1
𝜅1

}︃
.

Тогда 𝑑𝐿/𝑑𝑡 < 0 для решений (8.55) таких, что 𝛿𝜀 ≤
√︀
𝜂21(𝑡) + 𝜂22(𝑡) < 𝜀 при

𝑡 ≥ 𝑡𝜀. Следовательно, любое решение (8.55) с начальными данными из круга

𝜌 < 𝛿𝜀 не может покинуть окрестность {(𝜂1, 𝜂2) ∈ R2 : 𝜌 ≤ 𝜀} при 𝑡 ≥ 𝑡𝜀.

Доказательство теоремы 57. Пусть 𝜆𝑛,ℎ(𝜑0) < 0 и 𝜆𝑛+𝑙(𝜑0) < 0. В этом случае

доказательство аналогично доказательству теоремы 56. Действительно, пусть

𝑛+𝑙 < 𝑚. Тогда рассмотрим 𝑈*(x, 𝑡), определенную формулой (8.48), в качестве

кандидата на функцию Ляпунова. Отсюда следует, что

ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) = 2𝑡−
𝑛
𝑞𝑈𝑝+1

1

(︁
𝜆𝑛,ℎ(𝜑𝜀(𝑡)) +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

+ 2𝑡−
𝑛+𝑙
𝑞 𝑈 2

1

(︁
𝜆𝑛+𝑙(𝜑𝜀(𝑡)) +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

+ 2𝑡−
𝑚
𝑞

(︀
𝜔′
𝑚,0(𝜑𝜀(𝑡))(𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡))

2 + 𝜔𝑚,1(𝜑𝜀(𝑡))𝑈1(𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡)) +𝒪(Δ3)
)︀

×
(︁
1 +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

+ 𝑍1(x, 𝑡) + 𝑍2(x, 𝑡) + 𝜇2(𝐶1 + 𝐶2)𝜁
′
𝑝(𝑡)−

2𝐶2

𝑞
𝑡−1− 2

𝑞

при Δ(x, 𝑡) → 0 и 𝑡 → ∞. Выбор 𝜀 > 0 в лемме 17 достаточно малым гаранти­

рует, что

𝜆𝑛,ℎ(𝜑𝜀(𝑡)) ≤ −|𝜆𝑛,ℎ(𝜑0)|
2

, 𝜆𝑛+𝑙(𝜑𝜀(𝑡)) ≤ −|𝜆𝑛+𝑙(𝜑0)|
2

, 𝜔′
𝑚,0(𝜑𝜀(𝑡)) ≤ −|𝜗𝑚|

2
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при 𝑡 ≥ 𝑡*. Учитывая (8.50), получаем

ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤

−
(︂
𝑡−

𝑛
𝑞 |𝜆𝑛,ℎ(𝜑0)|𝑈𝑝+1

1 + 𝑡−
𝑛+𝑙
𝑞 |𝜆𝑛+𝑙(𝜑0)|𝑈 2

1 + 𝑡−
𝑚
𝑞
|𝜗𝑚|
2

(𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡))
2

)︂
×
(︁
1 +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

при Δ(x, 𝑡) → 0 и 𝑡→ ∞. Следовательно, 𝑈*(x, 𝑡) удовлетворяет условию (8.51).

Повторяя шаги доказательства теоремы 56, получаем (8.25) с 𝜍 = 0.

Если 𝑛 + 𝑙 ≥ 𝑚, рассмотрим 𝑈*(x, 𝑡), определяемую формулой (8.52), с

𝑐* = |𝜆𝑛+𝑙(𝜑0)𝜗𝑚|/(2𝜒𝑚)2 и 𝑡−(𝑛+𝑙−𝑚)/𝑞 вместо 𝑡−(𝑛−𝑚)/𝑞 в качестве кандидата на

функцию Ляпунова. В этом случае

ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤

𝑡−
𝑛
𝑞𝑈𝑝+1

1

(︁
−|𝜆𝑛,ℎ(𝜑0)|+𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

+ 𝑡−
𝑛+𝑙
𝑞 𝑈 2

1

(︁
−|𝜆𝑛+𝑙(𝜑0)|+𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

+ 𝑐*𝑡
−𝑛+𝑙

𝑞

(︀
−|𝜗𝑚|(𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡))

2 + 2𝜒𝑚𝑈1|𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡)|+𝒪(Δ3)
)︀ (︁

1 +𝒪(𝑡−
1
𝑞 )
)︁

+ 𝑍1(x, 𝑡) + 𝜇2𝐶1𝜁
′
𝑝(𝑡) + 𝑐*𝑡

−𝑛+𝑙−𝑚
𝑞

[︀
𝑍2(x, 𝑡) + 𝜇2𝐶2𝜁

′
𝑝(𝑡)
]︀

при Δ(x, 𝑡) → 0 и 𝑡 → ∞. Заметим, что неравенство (8.54) выполняется с

𝜆𝑛+𝑙(𝜑0) вместо 𝜆𝑛(𝜑0). Отсюда следует, что

ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤

−
(︂
𝑡−

𝑛
𝑞 |𝜆𝑛,ℎ(𝜑0)|𝑈𝑝+1

1 + 𝑡−
𝑛+𝑙
𝑞
|𝜆𝑛+𝑙(𝜑0)|

4
𝑈 2
1 + 𝑡−

𝑚
𝑞
𝑐*|𝜗𝑚|

4
(𝑈2 − 𝜑𝜀(𝑡))

2

)︂
×
(︁
1 +𝒪(Δ) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

при Δ(x, 𝑡) → 0 и 𝑡 → ∞. Следовательно, существуют Δ1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡* такие,

что

𝑡−
𝑛+𝑙−𝑚

𝑞
𝑐−
2
𝑑2(x, 𝑡) ≤ 𝑈*(x, 𝑡) ≤ 𝑐+

(︁
2𝑑2(x, 𝑡) + 3𝐶2𝑡−

2
𝑞 + 𝜇2𝐶3𝜁2𝑝(𝑡)

)︁
,

ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤ 0
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для всех x ∈ 𝒟(𝐸*) таких, что Δ(x, 𝑡) ≤ Δ1 и 𝑡 ≥ 𝑡1 с 𝑐− = min{1, 𝑐} > 0

и 𝑐+ = max{1, 𝑐} > 0. Следовательно, повторяя доказательство теоремы 56,

получаем (8.25) с 𝜍 = (𝑛+ 𝑙 −𝑚)/(2𝑞).

Пусть 𝜆𝑛,ℎ(𝜑0) < 0, 𝜆𝑛+𝑙(𝜑0) > 0 и 𝑛+ 𝑙 = 𝑚. Рассмотрим функции

𝑈̃1(x, 𝑡) ≡ 𝑡𝜅 (𝑈1(x, 𝑡)− 𝑢𝜀(𝑡)) , 𝑈̃2(x, 𝑡) ≡ 𝑈2(x, 𝑡)− 𝜑𝜀(𝑡).

Из (8.11) и (8.42) следует, что существует 𝐸* ≤ 𝐸0 такое, что⃒⃒⃒(︁
𝑈̃1(x, 𝑡)𝑡

−𝜅 + 𝑢𝜀(𝑡)
)︁
𝑡−

ℓ
𝑞 −

√︀
𝐻(𝑥1, 𝑥2)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑡−

1
𝑞

√︀
𝐻(𝑥1, 𝑥2),⃒⃒⃒

𝑈̃2(x, 𝑡) + 𝜑𝜀(𝑡)− Φ(𝑥1, 𝑥2) + κ−1𝑆(𝑡)
⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑡−

1
𝑞 (8.56)

для всех x ∈ 𝒟(𝐸*) и 𝑡 ≥ 𝑡* с некоторым 𝐶 = const > 0. Определим

̃︀𝒟(𝐸̃*, 𝑡*) = {(x, 𝑡) : (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℬ0, 𝑡 ≥ 𝑡*, 𝐻(𝑥1, 𝑥2)𝑡
2(𝜅+ℓ/𝑞) ≤ 𝐸̃*}

с некоторым параметром 0 < 𝐸̃* ≤ 𝐸*𝑡
−2(𝜅+ℓ/𝑞)
* . Следовательно, ̃︀𝒟(𝐸̃*, 𝑡*) ⊂

𝒟(𝐸*)× {𝑡 ≥ 𝑡*}. Из (8.10), (8.11), (8.12) и (8.24) следует, что функции

𝑍1(x, 𝑡) ≡ tr
(︁
A𝑇 (x, 𝑡)Nx(𝑈̃1)A(x, 𝑡)

)︁
, 𝑍2(x, 𝑡) ≡ tr

(︁
A𝑇 (x, 𝑡)Nx(𝑈̃2)A(x, 𝑡)

)︁
удовлетворяет оценкам

|𝑍1(x, 𝑡)| ≤ 𝜇2𝐶1𝑡
− 2𝑝

𝑞 , |𝑍2(x, 𝑡)| ≤ 𝜇2𝐶2𝑡
− 2𝑝

𝑞

для всех (x, 𝑡) ∈ ̃︀𝒟(𝐸̃*, 𝑡*) с некоторыми положительными константами 𝐶1 и

𝐶2. В этом случае кандидат на функцию Ляпунова для системы (8.1) строится

в следующем виде:

𝑈*(x, 𝑡) = 𝐾
(︀
𝑈̃1(x, 𝑡)

)︀2
+
(︀
𝑈̃2(x, 𝑡)

)︀2
+𝐾1𝐶𝑡

− 2
𝑞 + 𝜇2(𝐾𝐶1 + 𝐶2)𝜁𝑝(𝑡)

с параметрами

𝐾 =
|𝜗𝑚||𝒜1|

(1 + 4|𝒜2|)2
, 𝐾1 = min{1, 𝐾}, 𝐶 = (1 + 𝐸̃*)𝐶

2,
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и положительная функция 𝜁𝑝(𝑡), определяемая формулой (8.49) с некоторыми

𝑡𝑠 ≥ 𝑡*. Легко проверить, что

ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) = 2𝐾𝑡𝜅𝑈̃1(x, 𝑡)
(︁
Λ𝑁 (𝑈1(x, 𝑡), 𝑈2(x, 𝑡), 𝑡)− Λ𝑁 (𝑢𝜀(𝑡), 𝜑𝜀(𝑡), 𝑡)

)︁
+ 2𝑈̃2(x, 𝑡)

(︁
Ω𝑁 (𝑈1(x, 𝑡), 𝑈2(x, 𝑡), 𝑡)− Ω𝑁 (𝑢𝜀(𝑡), 𝜑𝜀(𝑡), 𝑡)

)︁
+ 2𝜅𝐾𝑡−1

(︁
𝑈̃1(x, 𝑡)

)︁2
− 2𝐾1𝐶

𝑞
𝑡−1− 2

𝑞

+𝐾𝑍1(x, 𝑡) + 𝑍2(x, 𝑡) + 𝜇2(𝐾𝐶1 + 𝐶2)𝜁
′
𝑝(𝑡)

для всех x ∈ 𝒟(𝐸*) и 𝑡 ≥ 𝑡*. Из (8.14), (8.15), (8.17), (8.18) и доказательства

леммы 19 следует, что

ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) =

2𝐾𝑡−
𝑚
𝑞 𝑈̃1

(︁
𝒜1,𝜀(𝑡)𝑈̃1 +𝒜2,𝜀(𝑡)𝑈̃2 +𝒪(Δ̃2) +𝒪(Δ̃𝑡−𝜅1)

)︁
+ 2𝑡−

𝑚
𝑞 𝑈̃2

(︁
𝜗𝑚,𝜀(𝑡)𝑈̃2 +𝒪(𝑈̃ 2

2 ) +𝒪(Δ̃𝑡−𝜅1)
)︁

+𝐾𝑍1(x, 𝑡) + 𝑍2(x, 𝑡) + 𝜇2(𝐾𝐶1 + 𝐶2)𝜁
′
𝑝(𝑡)−

2𝐾1𝐶

𝑞
𝑡−1− 2

𝑞

при Δ̃(x, 𝑡) → 0 и 𝑡 → ∞, где Δ̃(x, 𝑡) =
√︁

(𝑈̃1(x, 𝑡))2 + (𝑈̃2(x, 𝑡))2, 𝜅1 =

min{𝜅, 𝑞−1} и

𝒜1,𝜀(𝑡) ≡ 𝜆𝑛+𝑙(𝜑𝜀(𝑡)) + 𝜅𝛿𝑛+𝑙,𝑞 + ℎ𝜆𝑛,ℎ(𝜑𝜀(𝑡))(𝑢0 + 𝜀𝑢1(𝑡))
ℎ−1,

𝒜2,𝜀(𝑡) ≡ 𝜆′𝑛+𝑙(𝜑𝜀(𝑡))(𝑢0 + 𝜀𝑢1(𝑡)) + 𝜆′𝑛,ℎ(𝜑𝜀(𝑡))(𝑢0 + 𝜀𝑢1(𝑡))
ℎ,

𝜗𝑚,𝜀(𝑡) ≡ 𝜔′
𝑚,0(𝜑𝜀(𝑡)).

Выбрав 𝜀 > 0 в лемме 19 достаточно малым, мы получаем следующие неравен­

ства:

𝒜1,𝜀(𝑡) ≤ −|𝒜1|
2
, |𝒜2,𝜀(𝑡)| ≤

1 + 4|𝒜2|
2

, 𝜗𝑚,𝜀(𝑡) ≤ −|𝜗𝑚|
2

для всех 𝑡 ≥ 𝑡*. Нетрудно проверить, что

𝐾(1 + 4|𝒜2|)|𝑈̃1𝑈̃2| ≤ 𝐾|𝒜1|
2

𝑈̃ 2
1 +

|𝜗𝑚|
2
𝑈̃ 2
2 (8.57)
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для всех x ∈ 𝒟̃(𝐸*) и 𝑡 ≥ 𝑡*. Объединяя (8.47), (8.53) и (8.57), получаем

ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤ −𝑡−
𝑚
𝑞
1

4

(︁
𝐾|𝒜1|𝑈̃ 2

1 + |𝜗𝑚|𝑈̃ 2
2

)︁(︁
1 +𝒪(Δ̃) +𝒪(𝑡−𝜅1)

)︁
при Δ̃(x, 𝑡) → 0 и 𝑡 → ∞. Следовательно, существуют Δ̃1 > 0 и 𝑡1 ≥ 𝑡*, такие,

что ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤ 0 для всех x ∈ 𝒟(𝐸*) и 𝑡 ≥ 𝑡1, таких что Δ̃(x, 𝑡) ≤ Δ̃1.

Из (8.56) следует, что

𝑑2(x, 𝑡)

2
≤ Δ̃2(x, 𝑡) + 𝐶𝑡−

2
𝑞 ≤ 2𝑑2(x, 𝑡) + 5𝐶𝑡−

2
𝑞

для всех (x, 𝑡) ∈ ̃︀𝒟(𝐸̃*, 𝑡*). Следовательно,

𝑈*(x, 𝑡) ≥
𝐾1

2
𝑑2(x, 𝑡), ℒ(x, a,A)𝑈*(x, 𝑡) ≤ 0

для всех (x, 𝑡) ∈ D̃(𝑑1, 𝑡2, 𝒯 ) с 𝑑1 = Δ̃1/2 > 0 и 𝑡2 = max{𝑡1, (2
√︀
2𝐶/Δ̃1)

𝑞}, где

D̃(𝑑1, 𝑡2, 𝒯 ) = {(x, 𝑡) ∈ 𝒟̃(𝐸*, 𝑡*) : 𝑑(x, 𝑡) ≤ 𝑑1, 𝑡2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2 + 𝒯 }.

Зафиксируем параметры 𝜀1 ∈ (0, 𝑑1) и 𝜀2 > 0. Тогда, рассуждая, как при дока­

зательстве теоремы 56, получим следующее неравенство:

P
(︂

sup
0≤𝑡−𝑡𝑠≤𝒯

𝑑(x(𝑡), 𝑡) > 𝜀1

)︂
≤ 2𝑈*(x(𝑡𝑠), 𝑡𝑠)

𝐾1𝜀21
,

для решений системы (8.1) с начальными данными x0 такими, что 𝑑(x0, 𝑡𝑠) <

𝛿 с некоторыми 0 < 𝛿 < 𝜀1 ≤ 𝑑1 и 𝑡𝑠 ≥ 𝑡2. Заметим, что 𝑈*(x(𝑡𝑠), 𝑡𝑠) ≤

𝐾2(2𝛿
2 + 5𝐶𝑡

−2/𝑞
𝑠 + 𝜇2𝐶3𝜁𝑝(𝑡𝑠)) с 𝐶3 = 𝐶1 + 𝐶2. Следовательно, выбирая 𝛿 =

𝜀1
√︀
𝐾1𝜀2/(12𝐾2),

𝑡𝑠 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max

{︂
𝑡2,
(︁
5𝐶2

2𝛿2

)︁ 𝑞
2

}︂
, 2𝑝 ≤ 𝑞,

max

{︂
𝑡2,
(︁
5𝐶2

2𝛿2

)︁ 𝑞
2

,
(︁

𝜇2𝐶3𝑞
2𝛿2(2𝑝−𝑞)

)︁ 𝑞
2𝑝−𝑞

}︂
, 2𝑝 > 𝑞

и параметр 𝒯 , определённый формулой (8.26) с

𝐶0 =

⎧⎪⎨⎪⎩2𝑡
2𝑝
𝑞
* 𝐶

−1
3 , 2𝑝 < 𝑞

2𝐶−1
3 , 2𝑝 = 𝑞,

получаем (8.28).



324

8.5.4. Устойчивость фазового дрейфа

Доказательство теоремы 58. Возьмём 𝑁 = max{𝑛,𝑚} в теореме 55 и рас­

смотрим функции 𝑈1(x, 𝑡) и 𝑈2(x, 𝑡), определённые формулой (8.45). Из (8.4),

(8.11) и (8.46) следует, что для любого 𝜖 ∈ (0, 1) существует 𝑟* ≤ 𝑟0, такое, что

(1− 𝜖)2
|x|√
2
≤ 𝑡−

ℓ
𝑞𝑈1(x, 𝑡) ≤ (1 + 𝜖)2

|x|√
2

для всех |x| ≤ 𝑟* и 𝑡 ≥ 𝑡*. Взяв 𝑈1(x, 𝑡) в качестве функции Ляпунова для

системы (8.1), можно увидеть, что

ℒ(x, a,A)𝑈1(x, 𝑡) ≡ ℒ(y, f ,F)𝑉𝑁(𝑅, 𝜃, 𝑡) ≡ Λ𝑁 (𝑈1(x, 𝑡), 𝑈2(x, 𝑡), 𝑡) .

Из (8.14), (8.15) и (8.16) следует, что

ℒ(x, a,A)𝑈1(x, 𝑡) = 𝑡−
𝑛
𝑞𝑈1(x, 𝑡)

(︁
𝜆𝑛(𝑈2(x, 𝑡)) +𝒪(𝑈1(x, 𝑡)) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

при 𝑈1(x, 𝑡) → 0 и 𝑡 → ∞. Заметим, что существует 𝜆*𝑛 > 0, такое что 𝜆𝑛(𝜓) ≤

−𝜆*𝑛 для всех 𝜓 ∈ R. Следовательно, существуют 𝑡𝑠 ≥ 𝑡* и 0 < 𝑈𝑠 ≤ 𝑟*𝑡
ℓ/𝑞
𝑠 (1 −

𝜖)2/
√
2, такие, что

ℒ(x, a,A)𝑈1(x, 𝑡) ≤ −𝑡−
𝑛
𝑞𝑈1(x, 𝑡)

𝜆*𝑛
2

≤ 0 (8.58)

для всех |x| ≤ 𝑟* и 𝑡 ≥ 𝑡𝑠 таких, что 0 ≤ 𝑈1(x, 𝑡) ≤ 𝑈𝑠.

Зафиксируем параметры 0 < 𝜀1 < 𝑟*𝑡
ℓ/𝑞
𝑠 и 𝜀2 > 0. Пусть x(𝑡) — решение си­

стемы (8.1) с начальными данными |x(𝑡𝑠)| < 𝛿, 0 < 𝛿 < 𝜀1 и 𝜏𝜀1 — время первого

выхода x̃(𝑡) ≡ x(𝑡)𝑡ℓ/𝑞 из области ℬ𝜀1 = {|x| ≤ 𝜀1} при 𝑡 ≥ 𝑡𝑠. Определим функ­

цию 𝜏𝑡 = min{𝜏𝜀1, 𝑡}, тогда x̃(𝜏𝑡) — процесс, остановленный в момент первого

выхода из ℬ𝜀1. Из (8.58) следует, что 𝑈1(x(𝜏𝑡), 𝜏𝑡) является неотрицательным

супермартингалом, и справедливы следующие оценки:

P
(︂
sup
𝑡≥𝑡𝑠

|x̃(𝑡)| > 𝜀1

)︂
= P

(︂
sup
𝑡≥𝑡𝑠

|x̃(𝜏𝑡)| > 𝜀1

)︂
≤ P

(︂
sup
𝑡≥𝑡𝑠

𝑈1(x(𝜏𝑡), 𝜏𝑡) >
(1− 𝜖)2𝜀1√

2

)︂
≤

√
2𝑈1(x(𝑡𝑠), 𝑡𝑠)

(1− 𝜖)2𝜀1
.
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Обратите внимание, что 𝑈1(x(𝑡𝑠), 𝑡𝑠) ≤ 𝑡
ℓ/𝑞
𝑠 (1 + 𝜖)2𝛿/

√
2. Следовательно, взяв

𝛿 = 𝜀1𝜀2[(1− 𝜖)/(1 + 𝜖)]2𝑡
−ℓ/𝑞
𝑠 , получаем (8.29).

Доказательство теоремы 59. Доказательство аналогично доказательству тео­

ремы 58. Как и выше, возьмём 𝑈1(x, 𝑡) в качестве кандидата на функцию Ля­

пунова для системы (8.1). В этом случае из (8.14), (8.15) и (8.17) следует, что

ℒ(x, a,A)𝑈1(x, 𝑡) = 𝑡−
𝑛
𝑞𝑈𝑝

1 (x, 𝑡)
(︁
𝜆𝑛,ℎ(𝑈2(x, 𝑡)) +𝒪(𝑈1(x, 𝑡)) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

+𝑡−
𝑛+𝑙
𝑞 𝑈1(x, 𝑡)

(︁
𝜆𝑛+𝑙(𝑈2(x, 𝑡)) +𝒪(𝑈1(x, 𝑡)) +𝒪(𝑡−

1
𝑞 )
)︁

при 𝑈1(x, 𝑡) → 0 и 𝑡 → ∞. Заметим, что 𝜆𝑛,ℎ(𝜓) ≤ −𝜆*𝑛,ℎ и 𝜆𝑛+𝑙(𝜓) ≤ −𝜆*𝑛+𝑙
для всех 𝜓 ∈ R с некоторыми константами 𝜆*𝑛,ℎ > 0 и 𝜆*𝑛+𝑙 > 0. Следовательно,

существуют 𝑡𝑠 ≥ 𝑡* и 𝑈𝑠 > 0, такие, что ℒ(x, a,A)𝑈1(x, 𝑡) ≤ 0 для всех |x| ≤ 𝑟*

и 𝑡 ≥ 𝑡𝑠, такие, что 0 ≤ 𝑈1(x, 𝑡) ≤ 𝑈𝑠. Наконец, повторяя следующие шаги

доказательства теоремы 58, получаем (8.29).

8.6. Выводы

Таким образом, исследовано влияние затухающих стохастических возму­

щений с осциллирующими коэффициентами на устойчивость равновесия асимп­

тотически гамильтоновых систем на плоскости. Показано, что в зависимости от

структуры и степени затухания возмущений возможны два асимптотических ре­

жима решений вблизи равновесия: режим фазового захвата, когда фаза возму­

щённой системы подстраивается под возмущение с конечной предельной разно­

стью фаз, и режим фазового дрейфа, когда разность фаз неограниченно возрас­

тает. Найденные условия устойчивости зависят от реализующегося асимптоти­

ческого режима. В частности, в случае режима фазового захвата устойчивость

равновесия зависит от величины предельной разности фаз.

Отметим, что описанные условия устойчивости являются лишь достаточ­

ными. Сравнение этих результатов с выводами для соответствующей укоро­

ченной системы (8.21) показывает, что условия стохастической устойчивости



326

близки к необходимым. Однако проблема неустойчивости равновесия для обоих

асимптотических режимов в данной главе подробно не исследовалась. Отметим

также, что топологическая эквивалентность возмущённой и предельной систем

в настоящей главе не обсуждалась. Эти вопросы требует отдельного рассмотре­

ния.

Результаты главы опубликованы в [267].
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Глава 9

Резонансы в системах с затухающими

чирпированными возмущениями и шумом

9.1. Введение

Настоящая глава посвящена исследованию влияния мультипликативного

белого шума на захват нелинейных колебательных систем в резонанс под дей­

ствием осциллирующих возмущений с чирпированной частотой. Предполага­

ется, что интенсивность возмущений полиномиально убывает со временем, а

частота растёт по степенному закону. Рассматриваются резонансные решения

с растущей амплитудой и фазой, синхронизированной с накачкой. Обсуждают­

ся условия сохранения такого режима при наличии стохастических возмуще­

ний. Используемая техника основана на сочетании метода усреднения, анализа

устойчивости и построения стохастических функций Ляпунова.

Глава организована следующим образом. В § 9.2 дана постановка зада­

чи, описан класс возмущений и представлен мотивирующий пример. Вспомога­

тельные утверждения, которые будут использоваться ниже, приведены в § 9.3.

Основные результаты представлены в § 9.4. В § 9.5 полученные результаты

применяется к осциллятору Дуффинга с различными чирпированными возму­

щениями и мультипликативным шумом. Обоснование результатов содержится в

последующих параграфах. В частности, в § 9.6 доказываются вспомогательные

результаты о свойствах укороченной системы в переменных типа действие-угол.

В § 9.7.1 строится усредняющее преобразование, которое упрощает возмущён­

ную систему в главных членах асимптотики на бесконечности по времени. За­

тем в § 9.7.2 рассматривается укороченная система, полученная из упрощённой

путём отбрасывания диффузионных членов, и обсуждается существование и

устойчивость различных долговременных асимптотических режимов. В § 9.7.3
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доказывается сохранение резонансного режима в полной системе с помощью

построения подходящих стохастических функций Ляпунова. Глава завершает­

ся кратким обсуждением полученных результатов.

9.2. Постановка задачи

Рассмотрим систему стохастических дифференциальных уравнений Ито

𝑑𝑥1 = 𝑥2 𝑑𝑡,

𝑑𝑥2 =
(︀
−𝑈 ′(𝑥1) + 𝑡−𝛼𝑄 (𝑥1, 𝑥2, 𝑆(𝑡))

)︀
𝑑𝑡+ 𝑡−𝛾𝜇𝜎(𝑥1, 𝑥2, 𝑆(𝑡)) 𝑑𝑤(𝑡) (9.1)

при 𝑡 ≥ 𝑡0 ≥ 1 с параметрами 𝛼, 𝛾, 𝜇 ∈ R+ и с полиномиальным потенциалом

𝑈(𝑥) ≡ 𝑥2ℎ+2

2ℎ+ 2
+

2ℎ+1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖𝑥
𝑖, 𝑢𝑖 ∈ R, ℎ ∈ Z+, (9.2)

где 𝑤(𝑡) — винеровский процесс на вероятностном пространстве (Ω,A,P), функ­

ция 𝑆(𝑡) ≡ 𝑠𝑡𝛽+1 соответствует фазе возбуждения, 𝛽, 𝑠 ∈ R+. Предполагается,

что функции 𝑄(𝑥1, 𝑥2, 𝑆) и 𝜎(𝑥1, 𝑥2, 𝑆) определены для всех (𝑥1, 𝑥2, 𝑆) ∈ R3,

бесконечно дифференцируемы, не зависят от 𝜔 ∈ Ω и имеют следующий вид:

𝑄(𝑥1, 𝑥2, 𝑆) ≡
𝑝∑︁
𝑖=0

𝑙∑︁
𝑗=0

𝑄𝑖,𝑗(𝑆)𝑥
𝑖
1𝑥

𝑗
2, 𝑙, 𝑝 ∈ Z, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑝 ≤ 2ℎ+ 1,

𝜎(𝑥1, 𝑥2, 𝑆) ≡
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑚∑︁
𝑗=0

𝜎𝑖,𝑗(𝑆)𝑥
𝑖
1𝑥

𝑗
2, 𝑛,𝑚 ∈ Z, 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑝, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑙, (9.3)

где коэффициенты 𝑄𝑖,𝑗(𝑆) и 𝜎𝑖,𝑗(𝑆) являются 2𝜋-периодическими по 𝑆. Таким

образом, (9.1) можно рассматривать как систему маятникового типа с чирпиро­

ванным возбуждением и мультипликативным шумом. Параметр 𝜇 с затухающей

функцией 𝑡−𝛾 отвечает за интенсивность шума.

В качестве примера рассмотрим возмущённый осциллятор Дуффинга.

𝑑𝑥1 = 𝑥2 𝑑𝑡,

𝑑𝑥2 =
(︀
−𝑢𝑥1 − 𝑥31 + 𝑡−𝛼𝒬𝑥𝑝1 cos𝑆(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 𝑡−𝛾𝜇𝑥𝑛1 cos𝑆(𝑡) 𝑑𝑤(𝑡) (9.4)
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с некоторыми параметрами 𝑢 и 𝒬. Заметим, что, растягивая зависимые и неза­

висимые переменные, можно сделать 𝑢 = −1, если 𝑢 < 0, и 𝑢 = 1, если 𝑢 > 0.

Легко проверить, что система (9.4) имеет вид (9.1) с 𝑈(𝑥) ≡ 𝑥4/4+𝑢𝑥2/2, ℎ = 1,

𝑙 = 𝑚 = 0, 𝑄(𝑥1, 𝑥2, 𝑆) ≡ 𝒬𝑥𝑝1 cos𝑆 и 𝜎(𝑥1, 𝑥2, 𝑆) ≡ 𝑥𝑛1 cos𝑆. Заметим, что все

траектории соответствующей предельной автономной системы

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑥2,
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝑢𝑥1 − 𝑥31

являются ограниченными (см. рис. 9.1). Более того, решения с 𝐻(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) ≡

𝐸 > 0, где 𝐻(𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝑥41/4 + (𝑥22 + 𝑢𝑥21)/2, соответствуют неизохронным ко­

лебаниям с периодом 𝑇 (𝐸) = 𝒪(𝐸−1/4) при 𝐸 → ∞. Численный анализ систе­

мы (9.4) с 𝜇 = 0 показывает, что при определённых условиях на параметры

чирпированного возмущения имеют место резонансные решения с неограничен­

но растущей амплитудой 𝜌(𝑡) = 4
√︀
𝐻(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) (см. рис. 9.2, а, чёрные кри­

вые). Существуют также нерезонансные решения с ограниченной амплитудой

(см. рис. 9.2, а, серые кривые). Если 𝜇 ̸= 0, стохастические возмущения могут

нарушить резонансный захват (см. рис. 9.2, б).

Цель главы — определить условия, при которых захват в резонанс сохра­

няется в стохастической системе (9.1) с высокой вероятностью.

9.3. Вспомогательные утверждения

Рассмотрим предельную систему

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝜕𝑥2𝐻(𝑥1, 𝑥2),
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝜕𝑥1𝐻(𝑥1, 𝑥2), 𝐻(𝑥1, 𝑥2) ≡
𝑥22
2

+ 𝑈(𝑥1). (9.5)

Легко проверить, что существует 𝜌0 > 0 такое, что для любого 𝜌 ≥ 𝜌0 ли­

нии уровня {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 : 𝐻(𝑥1, 𝑥2) = 𝜌2ℎ+2} определяют замкнутые кривые

на фазовой плоскости (𝑥1, 𝑥2) и соответствуют 𝑇 (𝜌)-периодическим решениям
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Рис. 9.1. Линии уровня 𝐻(𝑥1, 𝑥2) ≡ 𝑥41/4 + (𝑥22 + 𝑢𝑥21)/2. Сплошные кривые соответствуют

𝐻(𝑥1, 𝑥2) > 0.

(𝑥01(𝑡, 𝜌), 𝑥
0
2(𝑡, 𝜌)) системы (9.5), где

𝑇 (𝜌) ≡
𝑥+(𝜌)∫︁
𝑥−(𝜌)

√
2 𝑑𝜍√︀

𝜌2ℎ+2 − 𝑈(𝜍)
,

и 𝑥−(𝜌) < 0 < 𝑥+(𝜌) являются корнями уравнения 𝑈(𝑥) = 𝜌2ℎ+2 при 𝜌 > 𝜌0,

такими, что 𝑈 ′(𝑥±(𝜌)) ̸= 0. Для определённости предположим, что 𝑥01(0; 𝜌) =

𝑥+(𝜌) и 𝑥02(0; 𝜌) = 0. Из леммы 6 следует, что

𝜈(𝜌) ≡ 2𝜋

𝑇 (𝜌)
, 𝜈(𝜌) ≡ 𝜈(𝜌)𝜌−ℎ ∼

∞∑︁
𝑘=0

𝜌−𝑘𝜈𝑘, 𝜌→ ∞ (9.6)

с постоянными коэффициентами 𝜈𝑘 = const. В частности,

𝜈0 =
2𝜋

𝑇0
, 𝑇0 = (2ℎ+ 2)

1
2ℎ+2

1∫︁
−1

√
2𝑑𝜁√︀

1− 𝜁2ℎ+2
, 𝜈1 = 0.

Определим вспомогательные 2𝜋-периодические функции

𝑋1(𝜙, 𝜌) = 𝑥01

(︂
𝜙

𝜈(𝜌)
, 𝜌

)︂
, 𝑋2(𝜙, 𝜌) = 𝑥02

(︂
𝜙

𝜈(𝜌)
, 𝜌

)︂
.
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Рис. 9.2. Эволюция 𝜌(𝑡) ≡ 4
√︀
𝐻(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) для реализаций решений системы (9.4) при 𝑢 =

−1, 𝛼 = 𝛽 = 1/3 и 𝑝 = 0.

Тогда из леммы 7 следует, что

𝑋1(𝜙, 𝜌) ∼ 𝜌

∞∑︁
𝑘=0

𝜌−𝑘𝑋1,𝑘(𝜙),

𝑋2(𝜙, 𝜌) ∼ 𝜌ℎ+1
∞∑︁
𝑘=0

𝜌−𝑘𝑋2,𝑘(𝜙) (9.7)

при 𝜌 → ∞ с 2𝜋-периодическими коэффициентами 𝑋𝑖,𝑘(𝜙), где главные члены

𝑋1,0(𝜙) и 𝑋2,0(𝜙) удовлетворяют системе

𝜈0𝜕𝜙𝑋1,0 = 𝑋2,0, 𝜈0𝜕𝜙𝑋2,0 = −𝑋2ℎ+1
1,0 ,

𝑋2ℎ+2
1,0

2ℎ+ 2
+
𝑋2

2,0

2
= 1. (9.8)

Отметим, что ряды в (9.6) и (9.7) предполагаются асимптотическими при 𝜌 →

∞ (см., например, [165, §1]). Будем использовать функции 𝑋1(𝜙, 𝜌) и 𝑋2(𝜙, 𝜌)

для переписывания системы (9.1) в переменных типа действие-угол (𝜌, 𝜙):

𝑥1 = 𝑋1(𝜙, 𝜌), 𝑥2 = 𝑋2(𝜙, 𝜌). (9.9)

Из тождества 𝐻(𝑋1(𝜙, 𝜌), 𝑋2(𝜙, 𝜌)) ≡ 𝜌2ℎ+2 следует, что

Δ(𝜌) :=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝜙𝑋1 𝜕𝜌𝑋1

𝜕𝜙𝑋2 𝜕𝜌𝑋2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = (2ℎ+ 2)𝜌2ℎ+1

𝜈(𝜌)
̸= 0, 𝜌 ≥ 𝜌0.
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Следовательно, преобразование (9.9) обратимо для всех 𝜌 ≥ 𝜌0 и 𝜙 ∈ [0, 2𝜋).

Обозначим через

𝜌 = 𝑌1(𝑥1, 𝑥2), 𝜙 = 𝑌2(𝑥1, 𝑥2) (9.10)

обратное преобразование к (9.9) и определим 𝒟(𝜌0) = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 : 𝐻(𝑥1, 𝑥2) >

𝜌0}. Тогда справедлива

Лемма 20. Пусть выполнены предположения (9.2) и (9.3). Тогда для всех

(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝒟(𝜌0) система (9.1) может быть преобразована к виду

𝑑𝜌 = 𝐹1(𝜌, 𝜙, 𝑆(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑡−𝛾𝜇𝑐1(𝜌, 𝜙, 𝑆(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑤(𝑡),

𝑑𝜙 = (𝜈(𝜌) + 𝐹2(𝜌, 𝜙, 𝑆(𝑡), 𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝑡−𝛾𝜇𝑐2(𝜌, 𝜙, 𝑆(𝑡), 𝑡) 𝑑𝑤(𝑡), (9.11)

с функциями 𝐹𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆, 𝑡) ≡ 𝑡−𝛼𝑓𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆) + 𝑡−2𝛾𝑔𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆), 𝑖 ∈ {1, 2}, где

𝑓𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆) ≡ 𝑄(𝑋1(𝜙, 𝜌), 𝑋2(𝜙, 𝜌), 𝑆)𝜕𝑥2𝑌𝑖(𝑋1(𝜙, 𝜌), 𝑋2(𝜙, 𝜌)),

𝑔𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆) ≡
𝜇2

2
𝜎2(𝑋1(𝜙, 𝜌), 𝑋2(𝜙, 𝜌), 𝑆)𝜕

2
𝑥2
𝑌𝑖(𝑋1(𝜙, 𝜌), 𝑋2(𝜙, 𝜌)),

𝑐𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆) ≡ 𝜎(𝑋1(𝜙, 𝜌), 𝑋2(𝜙, 𝜌), 𝑆)𝜕𝑥2𝑌𝑖(𝑋1(𝜙, 𝜌), 𝑋2(𝜙, 𝜌)).

Более того, для любого 𝑖 ∈ {1, 2} функции

𝑓𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆) ≡ 𝑓𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆)𝜌
−(𝑎+2−𝑖), 𝑔𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆) ≡ 𝑔𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆)𝜌

−(2𝑏+2−𝑖),

𝑐𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆) ≡ 𝑐𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆)𝜌
−(𝑏+2−𝑖)

имеют следующие асимптотические разложения:

𝑓𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆) ∼
∞∑︁
𝑘=0

𝜌−𝑘𝑓𝑖,𝑘(𝜙, 𝑆), 𝑔𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆) ∼
∞∑︁
𝑘=0

𝜌−𝑘𝑔𝑖,𝑘(𝜙, 𝑆),

𝑐𝑖(𝜌, 𝜙, 𝑆) ∼
∞∑︁
𝑘=0

𝜌−𝑘𝑐𝑖,𝑘(𝜙, 𝑆) (9.12)
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при 𝜌→ ∞ с 2𝜋-периодическими коэффициентами 𝑓𝑖,𝑘, 𝑔𝑖,𝑘 и 𝑐𝑖,𝑘. В частности,⎛⎝𝑓1,0
𝑓2,0

⎞⎠ ≡ 𝜈0𝑄𝑝,𝑙

2(ℎ+ 1)
𝑋𝑝

1,0𝑋
𝑙
2,0

⎛⎝𝜕𝜙𝑋1,0

−𝑋1,0

⎞⎠ ,

⎛⎝𝑔1,0
𝑔2,0

⎞⎠ ≡ −
𝜇𝜈0𝜎

2
𝑛,𝑚

8(ℎ+ 1)2
𝑋2𝑛

1,0𝑋
2𝑚
2,0

⎛⎝ℎ(𝜕𝜙𝑋1,0)
2 +𝑋1,0𝜕

2
𝜙𝑋1,0

−(ℎ+ 2)𝑋1,0𝜕𝜙𝑋1,0

⎞⎠ ,

⎛⎝𝑐1,0
𝑐2,0

⎞⎠ ≡ 𝜈0𝜎𝑛,𝑚
2(ℎ+ 1)

𝑋𝑛
1,0𝑋

𝑚
2,0

⎛⎝𝜕𝜙𝑋1,0

−𝑋1,0

⎞⎠ .

Заметим, что предельная система, соответствующая (9.11), имеет следую­

щий вид: 𝑑𝜚/𝑑𝑡 = 0, 𝑑𝜑/𝑑𝑡 = 𝜈(𝜚). Рассмотрим резонансное условие

𝜈(𝜚) = κ−1𝑆 ′(𝑡), (9.13)

где κ ∈ Z+ соответствует порядку резонанса. Из (9.6) следует, что существует

𝜌0 > 𝜌0 такое, что 𝜈(𝜚) > 0 и 𝜈 ′(𝜚) > 0 для всех 𝜚 ≥ 𝜌0. Следовательно, для

любого κ ∈ Z+ существует 𝑡0 > 𝑡0 такое, что уравнение (9.13) имеет гладкое

решение 𝜚κ(𝑡) ≥ 𝜌0, определённое для всех 𝑡 ≥ 𝑡0. Определим 𝑧(𝑡) ≡ 𝜚κ(𝑡)𝑡
−𝛽/ℎ,

тогда справедливо следующее асимптотическое разложение:

𝑧(𝑡) ∼
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘𝑡
−𝑘𝛽

ℎ , 𝑡→ ∞, 𝑧𝑘 = const, 𝑧0 =

(︂
𝑠(𝛽 + 1)

𝜈0κ

)︂ 1
ℎ

, 𝑧1 = − 𝜈1
ℎ𝜈0

.

Следовательно, 𝜚κ(𝑡) ∼ 𝑡𝛽/ℎ𝑧0 при 𝑡→ ∞. Определим параметры:

𝑎 = 𝑝+ (𝑙 − 1)(ℎ+ 1), 𝑏 = 𝑛+ (𝑚− 1)(ℎ+ 1),

ℳ1 = −𝛼 +
𝑎𝛽

ℎ
, ℳ2 = −2𝛾 +

2𝑏𝛽

ℎ
, ℳ = max {ℳ1,ℳ2} ,

𝐴 =
1

2
(𝛽 −ℳ) , 𝐵 = 𝛽 + 1, 𝐶 =

1

2
(𝛽 −min {ℳ1,ℳ2}) , (9.14)

и рассмотрим следующую вспомогательную систему, которая получена из (9.11)

путём отбрасывания стохастических частей:

𝑑𝜚

𝑑𝑡
= 𝐹1(𝜚, 𝜑, 𝑆(𝑡), 𝑡),

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝜈(𝜚) + 𝐹2(𝜚, 𝜑, 𝑆(𝑡), 𝑡). (9.15)
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Следующая лемма описывает необходимое условие существования резо­

нансных режимов в укороченной системе:

Лемма 21. Пусть система (9.15) имеет решения с асимптотикой 𝜚(𝑡) ∼

𝜚κ(𝑡), 𝜑(𝑡) ∼ κ−1𝑆(𝑡) при 𝑡→ ∞, тогда

−1 ≤ ℳ < 𝛽. (9.16)

Таким образом, при нарушении условия (9.16) резонансные решения с

неограниченно растущими амплитудой и фазой, синхронизированной с накач­

кой, не возникают. Далее будем предполагать, что это условие выполняется, и

исследовать устойчивость таких решений относительно возмущений типа бело­

го шума.

9.4. Основные результаты

Рассмотрим дополнительное предположение о параметрах

3ℳ1 − 2ℳ2 ≥ 𝛽. (9.17)

Объединяя это с (9.16), мы видим, что ℳ1 >ℳ2, ℳ = ℳ1, 𝐴 = (𝛽 −ℳ1)/2,

𝐶 = (𝛽 −ℳ2)/2, 𝐵 ≥ 2𝐴 > 0 и 𝐶 ≥ 3𝐴/2. Положим

⟨𝑓(𝜁)⟩κ𝜁 :=
1

2𝜋κ

2𝜋κ∫︁
0

𝑓(𝜁) 𝑑𝜁, {𝑓(𝜁)}κ𝜁 := 𝑓(𝜁)− ⟨𝑓(𝜁)⟩κ𝜁 .

Тогда справедлива

Теорема 60. Пусть выполнены предположения (9.2), (9.3), (9.16) и (9.17).

Тогда для любого κ ∈ Z+ найдутся 𝑡0 > 𝑡0, 𝜌0 ≥ 𝜌0, 𝑅0 > 0 и цепочка преобра­
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зований (𝑥1, 𝑥2, 𝑡) ↦→ (𝜌, 𝜙, 𝑡) ↦→ (𝑟, 𝜃, 𝜏) ↦→ (𝑅,Θ, 𝜏),

𝑥1(𝑡) = 𝑋1(𝜙(𝑡), 𝜌(𝑡)), 𝑥2(𝑡) = 𝑋2(𝜙(𝑡), 𝜌(𝑡)),

𝜌(𝑡) = 𝜚κ(𝑡)
(︀
1 + 𝑡−𝐴𝑟(𝜏)

)︀
, 𝜙(𝑡) = κ−1𝑆(𝑡) + 𝜃(𝜏), 𝜏 =

𝑡𝐵

𝐵
, (9.18)

𝑟(𝜏) = 𝑅(𝜏) + 𝜏−
𝐴
𝐵𝑍1(𝑅(𝜏),Θ(𝜏), 𝜁(𝜏), 𝜏),

𝜃(𝜏) = Θ(𝜏) + 𝜏−
𝐴
𝐵𝑍2(𝑅(𝜏),Θ(𝜏), 𝜁(𝜏), 𝜏),

с некоторыми гладкими функциями 𝑍𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) такими, что для всех 𝑡 ≥ 𝑡0

и (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝒟(𝜌0) система (9.1) может быть преобразована в

𝑑𝑅 = Λ1(𝑅,Θ, 𝜁(𝜏), 𝜏) 𝑑𝜏 + 𝜏−
𝐶−𝐴
𝐵 𝜇𝜂1(𝑅,Θ, 𝜁(𝜏), 𝜏) 𝑑𝑤̃(𝜏),

𝑑Θ = Λ2(𝑅,Θ, 𝜁(𝜏), 𝜏) 𝑑𝜏 + 𝜏−
𝐶
𝐵𝜇𝜂2(𝑅,Θ, 𝜁(𝜏), 𝜏) 𝑑𝑤̃(𝜏), (9.19)

где 𝑤̃(𝜏) — винеровский процесс на вероятностном пространстве (Ω,A,P),

𝜁(𝜏) ≡ 𝑆((𝐵𝜏)
1
𝐵 ),

Λ1(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) ≡
∑︁

𝐾∈{𝐴,𝐵−𝐴,2𝐴,𝐵,2𝐶−𝐴}

𝜏−
𝐾
𝐵Λ1,𝐾(𝑅,Θ, 𝜏) + Λ̃1(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏),

Λ2(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) ≡
∑︁

𝐾∈{𝐴,2𝐴}

𝜏−
𝐾
𝐵Λ2,𝐾(𝑅,Θ, 𝜏) + Λ̃2(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏), (9.20)

и Λ𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏), 𝜂𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏), 𝑍𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) являются 2𝜋-периодическими по Θ

и 2𝜋κ-периодическими по 𝜁. При этом справедливы следующие оценки:

Λ𝑖,𝐾(𝑅,Θ, 𝜏) = ⟨ℱ𝑖,𝐾(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏)⟩κ𝜁 + 𝛿𝑖,1𝛿𝐾,2𝐴𝒪(𝜏−
𝐴
𝐵 ) + 𝛿𝑖,1𝛿𝐾,2𝐶−𝐴𝒪(𝜏−

2𝐴
𝐵 ),

𝑍𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) = 𝒪(1), 𝜂𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) = 𝒪(1), Λ̃𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) = 𝒪(𝜏−
3𝐴
𝐵 )

при 𝜏 → ∞ равномерно для всех |𝑅| ≤ 𝑅0 и (Θ, 𝜁) ∈ R2, где ℱ𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)

определяются с помощью (9.37).

Здесь 𝛿𝑖,𝑗 — символ Кронекера. Заметим, что (9.17) эквивалентно неравен­

ству 𝐶 ≥ 3𝐴/2. При обратном неравенстве коэффициенты диффузии в (9.19)

становятся ведущими в долговременной динамике при 𝜏 → ∞. Этот случай

требует особого внимания и здесь не обсуждается.
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Рассмотрим усеченную систему, соответствующую (9.19)

𝑑𝑅

𝑑𝜏
= Λ1(𝑅,Θ, 𝜁(𝜏), 𝜏),

𝑑Θ

𝑑𝜏
= Λ2(𝑅,Θ, 𝜁(𝜏), 𝜏) (9.21)

при 𝜏 ≥ 𝜏0, где 𝜏0 = 𝑡𝐵0 /𝐵. Из (9.20) и (9.37) следует, что функции Λ1(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏)

и Λ2(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) можно переписать в виде

Λ𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) ≡ 𝜆̂𝑖(𝑅,Θ, 𝜏) + 𝜆̃𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏), 𝑖 ∈ {1, 2},

с функциями

𝜆̂1(𝑅,Θ, 𝜏) ≡ 𝜏−
𝐴
𝐵𝜗1,𝐴(Θ, 𝜏) + 𝜏−

𝐵−𝐴
𝐵 𝜒1,𝐵−𝐴(𝜏)

+ 𝜏−
2𝐴
𝐵 𝜗1,2𝐴(Θ, 𝜏)𝑅 + 𝜏−1𝜒1,𝐵(𝜏)𝑅 + 𝜏−

2𝐶−𝐴
𝐵 𝜗1,2𝐶−𝐴(Θ, 𝜏),

𝜆̂2(𝑅,Θ, 𝜏) ≡ 𝜏−
𝐴
𝐵𝜒2,𝐴(𝜏)𝑅 + 𝜏−

2𝐴
𝐵

(︀
𝜗2,2𝐴(Θ, 𝜏) + 𝜒2,2𝐴(𝜏)𝑅

2
)︀
, (9.22)

где

𝜗1,𝐴 ≡𝐵−𝐴
𝐵 (𝑧(𝑡))𝑎

⟨
𝑓1
(︀
𝜚κ(𝑡),κ−1𝜁 +Θ, 𝜁

)︀⟩
κ𝜁

⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

𝜗1,2𝐴 ≡ (𝑎+ 1)𝐵−𝐴
𝐵𝜗1,𝐴

+𝐵− 2𝐴
𝐵 (𝑧(𝑡))𝑎𝜚κ(𝑡)

⟨
𝜕𝜌𝑓1

(︀
𝜚κ(𝑡),κ−1𝜁 +Θ, 𝜁

)︀⟩
κ𝜁

⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

𝜗1,2𝐶−𝐴 ≡𝐵
𝐴−2𝐶

𝐵 (𝑧(𝑡))2𝑏
⟨︀
𝑔1
(︀
𝜚κ(𝑡),κ−1𝜁 +Θ, 𝜁

)︀⟩︀
κ𝜁

⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

𝜗2,2𝐴 ≡𝐵− 2𝐴
𝐵 (𝑧(𝑡))𝑎

⟨
𝑓2
(︀
𝜚κ(𝑡),κ−1𝜁 +Θ, 𝜁

)︀⟩
κ𝜁

⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

𝜒1,𝐵−𝐴 ≡ −𝐵
𝐴−𝐵
𝐵

(︂
𝛽

ℎ
+ 𝑡(log 𝑧(𝑡))′

)︂ ⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

𝜒1,𝐵 ≡ 𝐴

𝐵
+𝐵−𝐴

𝐵𝜒1,𝐵−𝐴,

𝜒2,𝐴 ≡𝐵−𝐴
𝐵 (𝑧(𝑡))ℎ

{︁
ℎ𝜈(𝜚κ(𝑡)) + 𝜕𝜌𝜈 (𝜚κ(𝑡)) 𝜚κ(𝑡)

}︁⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

𝜒2,2𝐴 ≡𝐵− 2𝐴
𝐵 (𝑧(𝑡))ℎ

{︂
ℎ(ℎ− 1)𝜈 (𝜚κ(𝑡))

2

+ℎ𝜕𝜌𝜈 (𝜚κ(𝑡)) 𝜚κ(𝑡) +
𝜕2𝜌𝜈 (𝜚κ(𝑡)) (𝜚κ(𝑡))

2

2

}︃ ⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

.

В этом случае 𝜆̃𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) ≡ Λ𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏)− 𝜆̂𝑖(𝑅,Θ, 𝜏). Для любого 𝑖 ∈ {1, 2}

справедлива оценка: 𝜆̃𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) = 𝒪(𝜏−3𝐴/𝐵) при 𝜏 → ∞ равномерно для
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всех |𝑅| ≤ 𝑅0 и (Θ, 𝜁) ∈ R2. Легко проверить, что справедливы следующие

асимптотические разложения:

𝜗𝑖,𝐾(Θ, 𝜏) ∼ 𝜗𝑖,𝐾,0(Θ) +
∞∑︁
𝑘=1

𝜏−
𝑘𝛽
𝐵ℎ𝜗𝑖,𝐾,𝑘(Θ),

𝜒𝑖,𝐾(𝜏) ∼ 𝜒𝑖,𝐾,0 +
∞∑︁
𝑘=1

𝜏−
𝑘𝛽
𝐵ℎ𝜒𝑖,𝐾,𝑘 (9.23)

при 𝜏 → ∞, где 𝜃𝑖,𝐾,𝑘(Θ) — 2𝜋-периодические функции по Θ, а 𝜒𝑖,𝐾,𝑘 — посто­

янные величины. В частности,

𝜗1,𝐴,0(Θ) ≡𝐵−𝐴
𝐵 𝑧𝑎0

⟨︀
𝑓1,0
(︀
κ−1𝜁 +Θ, 𝜁

)︀⟩︀
κ𝜁 ,

𝜗1,2𝐴,0(Θ) ≡ (𝑎+ 1)𝐵−𝐴
𝐵𝜗1,𝐴,0(Θ),

𝜗1,2𝐶−𝐴,0(Θ) ≡𝐵
𝐴−2𝐶

𝐵 𝑧2𝑏0
⟨︀
𝑔1,0
(︀
κ−1𝜁 +Θ, 𝜁

)︀⟩︀
κ𝜁 ,

𝜗2,2𝐴,0(Θ) ≡𝐵− 2𝐴
𝐵 𝑧𝑎0

⟨︀
𝑓2,0
(︀
κ−1𝜁 +Θ, 𝜁

)︀⟩︀
κ𝜁 ,

𝜒1,𝐵−𝐴,0 = −𝐵
𝐴−𝐵
𝐵
𝛽

ℎ
,

𝜒1,𝐵,0 =
1

𝐵

(︂
𝐴− 𝛽

ℎ

)︂
,

𝜒2,𝐴,0 =𝐵−𝐴
𝐵 𝑧ℎ0ℎ𝜈0,

𝜒2,2𝐴,0 =𝐵− 2𝐴
𝐵
𝑧ℎ0ℎ(ℎ− 1)𝜈0

2
.

Заметим, что долговременная динамика асимптотически автономной системы

(9.21) зависит от свойств главных членов правых частей при 𝜏 → ∞. Имея это

в виду, определим

𝒫(Θ) ≡ 𝜗1,𝐴,0(Θ) + 𝛿𝐵,2𝐴𝜒1,𝐵−𝐴,0, (9.24)

𝐽(Θ) ≡ 𝜗1,2𝐴,0(Θ) + 𝜗′2,2𝐴,0(Θ) + 𝛿𝐵,2𝐴𝜒1,𝐵,0, (9.25)

и рассмотрим предположение

∃Θ0 ∈ R : 𝒫(Θ0) = 0, 𝒫 ′(Θ0) ̸= 0. (9.26)

Тогда справедлива
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Лемма 22. Пусть выполняются предположения (9.16), (9.17) и (9.26).

• Если 𝒫 ′(Θ0) < 0, 𝐽(Θ0) < 0, то существует 𝜏0 ≥ 𝜏0 такое, что система

(9.21) имеет асимптотически устойчивое решение 𝑅*(𝜏), Θ*(𝜏), опреде­

лённое для всех 𝜏 ≥ 𝜏0. При этом 𝑅*(𝜏) = 𝑜(1) и Θ*(𝜏) = Θ0 + 𝑜(1) при

𝜏 → ∞.

• Если 𝒫 ′(Θ0) < 0, 𝐽(Θ0) > 0 или 𝒫 ′(Θ0) > 0, то существует 𝜀* > 0

такое, что для всех 𝛿 ∈ (0, 𝜀*) решения системы (9.21) с начальными

данными
√︀
𝑅2(𝜏*) + (Θ(𝜏*)−Θ0)2 = 𝛿 и некоторым 𝜏* ≥ 𝜏0 выходят из

области {(𝑅,Θ) ∈ R2 :
√︀
𝑅2 + (Θ−Θ0)2 < 𝜀*} за конечное время.

Таким образом, лемма 22 гарантирует существование и устойчивость ре­

жима фазовой синхронизации в укороченной системе (9.21). Такие решения

соответствуют резонансному росту амплитуды 𝜌(𝑡) ∼ 𝜚κ(𝑡) и синхронизации

системы с возбуждением 𝜙(𝑡) − κ−1𝑆(𝑡) ∼ Θ0 при 𝑡 → ∞. Если условие (9.26)

не выполняется, то справедлива

Лемма 23. Пусть выполняются предположения (9.16), (9.17) и

𝒫(Θ) ̸= 0 ∀Θ ∈ R. (9.27)

Тогда решения системы (9.21) выходят из любой ограниченной области за

конечное время.

Эта лемма описывает условия возникновения режима фазового дрейфа. В

этом случае амплитуда 𝜌(𝑡) и фаза 𝜙(𝑡) системы могут существенно отличаться

от 𝜚κ(𝑡) и κ−1𝑆(𝑡) даже при отсутствии стохастических возмущений.

Покажем, что режим фазовой синхронизации сохраняется в полной стоха­

стической системе (9.19) с высокой вероятностью. Определим функцию

𝑑(𝜌, 𝜙, 𝑡) ≡

√︃{︂(︂
𝜌

𝜚κ(𝑡)
− 1

)︂
𝑡𝐴 −𝑅*

(︂
𝑡𝐵

𝐵

)︂}︂2

+

{︂
𝜙− κ−1𝑆(𝑡)−Θ*

(︂
𝑡𝐵

𝐵

)︂}︂2

.

Тогда справедлива



339

Теорема 61. Пусть выполняются предположения (9.2), (9.3), (9.16), (9.17) и

(9.26). Если 𝒫 ′(Θ0) < 0 и 𝐽(Θ0) < 0, то для любых 𝜀1 > 0, 𝜀2 > 0, 𝜖 ∈ (0, 1) и

𝑡* ≥ 𝑡0 найдутся 𝛿1 > 0 и 𝛿2 > 0 такие, что решение 𝜌(𝑡), 𝜙(𝑡) системы (9.11)

с начальными данными 𝑑(𝜌(𝑡*), 𝜙(𝑡*), 𝑡*) < 𝛿1 и 0 < 𝜇 < 𝛿2 удовлетворяет

условию

P

(︃
sup

0<𝑡−𝑡*≤𝒯
𝑑(𝜌(𝑡), 𝜙(𝑡), 𝑡) ≥ 𝜀1

)︃
≤ 𝜀2, (9.28)

где

𝒯 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑡*

(︁
𝜇−

2(1−𝜖)
𝐵 − 1

)︁
, если 𝐶 < 𝐴+ 𝐵

2 ,

𝑡*

(︁
exp𝜇−

2(1−𝜖)
𝐵 − 1

)︁
, если 𝐶 = 𝐴+ 𝐵

2 ,

∞, если 𝐶 > 𝐴+ 𝐵
2 .

Отметим, что оценки отклонения, подобные (9.28), обычно возникают при

изучении устойчивости по вероятностей [192, §5.3]. При этом устойчивость на

асимптотически большом интервале времени соответствует некоторому вариан­

ту практической устойчивости [201, §25].

Таким образом, теорема 61 описывает условия, при которых стохастиче­

ские возмущения не разрушают резонансный захват в системе (9.1). В зави­

симости от параметров системы динамика 𝜌(𝑡) ≈ 𝜚κ(𝑡), 𝜙(𝑡) ≈ κ−1𝑆(𝑡) + Θ0

сохраняется с высокой вероятностью на бесконечных или асимптотически боль­

ших интервалах времени при 𝜇 → 0. Объединяя это с теоремой 60, мы видим,

что резонансные решения в системе (9.11) описываются формулами

𝑥1(𝑡) ≈ 𝑡
𝛽
ℎ𝑧0𝑋1,0(𝜙(𝑡)), 𝑥2(𝑡) ≈ 𝑡

(ℎ+1)𝛽
ℎ 𝑧ℎ+1

0 𝑋2,0(𝜙(𝑡)),

где 𝑋1,0(𝜙) и 𝑋2,0(𝜙) — 2𝜋-периодические функции, определяемые (9.8).
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9.5. Примеры

Рассмотрим ещё раз уравнение (9.4). В этом случае

ℎ = 1, 𝑙 = 𝑚 = 0, 𝑎 = 𝑝− 2, 𝑏 = 𝑛− 2,

ℳ1 = −𝛼 + (𝑝− 2)𝛽, ℳ2 = 2(−𝛾 + (𝑛− 2)𝛽).

Из [186] следует, что решение системы (9.8) имеет вид

𝑋1,0(𝜙) ≡
√
2cn

(︂
𝑇0𝜙

𝜋
√
2
;
1

2

)︂
, 𝑋2,0(𝜙) ≡ 𝜈0𝜕𝜙𝑋1,0(𝜙)

с 𝑇0 = 2
√
2𝐾(1/2) и 𝜈0 = 2𝜋/𝑇0, где 𝐾(𝑘) — полный эллиптический интеграл

первого рода, а cn(𝜑; 𝑘) — эллиптическая функция Якоби. Более того, из [110,

§63] следует, что 2𝜋-периодическая функция 𝑋1,0(𝜙) допускает разложение Фу­

рье

𝑋1,0(𝜙) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘 cos
(︀
(2𝑘 − 1)𝜙

)︀
, 𝑞𝑘 = 2𝜈0

√
2 sech

(︁
(2𝑘 − 1)

𝜋

2

)︁
.

Условия (9.16) и (9.17) соответствуют неравенствам

2− 1

𝛽
≤ 𝑝− 𝛼

𝛽
< 3, 𝑛− 𝛾

𝛽
≤ 3

4

(︂
𝑝− 𝛼

𝛽
+

1

3

)︂
. (9.29)

9.5.1. Пример 1

Пусть 𝑝 = 𝑛 = 0, 𝛼 = 𝛽 = 1/3 и 𝛾 = 1/6. В этом случае выполняются

неравенства (9.29), и система (9.4) принимает вид

𝑑𝑥1 = 𝑥2 𝑑𝑡,

𝑑𝑥2 =
(︁
−𝑢𝑥1 − 𝑥31 + 𝑡−

1
3𝒬 cos

(︁
𝑠𝑡

4
3

)︁)︁
𝑑𝑡+ 𝑡−

1
6𝜇 cos

(︁
𝑠𝑡

4
3

)︁
𝑑𝑤(𝑡). (9.30)

Из (9.14), (9.24) и (9.25) следует, что 𝑎 = 𝑏 = −2, 𝐴 = 2/3, 𝐵 = 4/3, 𝐶 = 1 и

𝒫(Θ) ≡ 1

2
√
3

(︁ 3

𝑧20
⟨𝑓1,0(κ−1𝜁 +Θ, 𝜁)⟩κ𝜁 − 1

)︁
,

𝐽(Θ) ≡ 3

4𝑧20

⟨︀
𝜕Θ𝑓2,0(κ−1𝜁 +Θ, 𝜁)− 𝑓1,0(κ−1𝜁 +Θ, 𝜁)

⟩︀
κ𝜁 +

1

4
,
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где

𝑓1,0 ≡
𝒬𝜈0
4
𝜕𝜙𝑋1,0 cos𝑆, 𝑓2,0 ≡ −𝒬𝜈0

4
𝑋1,0 cos𝑆, 𝑧0 =

4𝑠

3𝜈0κ
.

Заметим, что

⟨𝑍(κ−1𝜁 +Θ) cos 𝜁⟩κ𝜁 ≡ ⟨𝑍(𝜁) cosκ𝜁⟩𝜁 cosκΘ+ ⟨𝑍(𝜁) sinκ𝜁⟩𝜁 sinκΘ

для любой 2𝜋-периодической функции 𝑍(𝜙). В случае резонанса с κ = 2𝑘 − 1,

𝑘 ∈ Z+, имеем

𝒫(Θ) ≡ − 1

2
√
3

(︂
𝒬

𝒬κ𝑠2
sin
(︀
(2𝑘 − 1)Θ

)︀
+ 1

)︂
,

𝐽(Θ) ≡ 𝒬
2𝒬κ𝑠2

sin
(︀
(2𝑘 − 1)Θ

)︀
+

1

4
,

𝒬κ =
128

(3𝜈0(2𝑘 − 1))3𝑞𝑘
.

Следовательно, если |𝒬|/𝑠2 > 𝒬κ, то условие (9.26) выполняется с

Θ0 ∈
{︂
(−1)𝑗𝜃0 +

𝜋𝑗

2𝑘 − 1

}︂
𝑗∈Z

, 𝜃0 =
1

2𝑘 − 1
arcsin

(︂
−𝒬κ𝑠

2

𝒬

)︂
.

Легко проверить, что для всех 𝑗 ∈ Z

𝒫 ′(Θ0) = −(−1)𝑗𝒬(2𝑘 − 1)

2
√
3𝒬κ𝑠2

cos
(︀
(2𝑘 − 1)𝜃0

)︀
̸= 0, 𝐽(Θ0) = −1

4
.

Таким образом, если |𝒬|/𝑠2 > 𝒬κ и (−1)𝑗𝒬 > 0, то из Леммы 22 и Теоремы 61

следует, что в системе (9.30) возникает режим фазовой синхронизации такой,

что

𝜌(𝑡) ≈ 4𝑠𝑡
1
3

3𝜈0(2𝑘 − 1)
,

𝜙(𝑡) ≈ 1

2𝑘 − 1

(︂
𝑆(𝑡) + (−1)𝑗 arcsin

(︂
−𝒬κ𝑠

2

𝒬

)︂
+ 𝜋𝑗

)︂
для всех 𝑘 ∈ Z+, где 𝜌(𝑡) ≡ 4

√︀
𝐻(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) и 𝜙(𝑡) ≡ 𝑌2(𝑥(𝑡), 𝑥̇(𝑡)) соот­

ветствуют амплитуде и фазе решений системы (9.30). Более того, поскольку

𝐶 < 𝐴 + 𝐵/2, мы видим, что этот режим стохастически устойчив на асимп­

тотически большом интервале 𝑡 ≤ 𝒪(𝜇−1+𝜖) при 𝜇 → 0 для всех 𝜖 ∈ (0, 1)
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(см. рис. 9.3, а и в). Заметим, что если |𝒬|/𝑠2 > 𝒬κ и (−1)𝑗𝒬 < 0, то этот режим

неустойчив в соответствующей укороченной системе. Наконец, из леммы 23 сле­

дует, что захват в резонанс не происходит, если |𝒬|/𝑠2 < 𝒬κ (см. рис. 9.3, б и

г).
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Рис. 9.3. Эволюция 𝜌(𝑡) и Θ(𝑡) = 𝜙(𝑡)−κ−1𝑆(𝑡) для реализаций резонансных решений (κ = 1)

системы (9.30) при 𝑠 = 1/2 и различных значениях параметров 𝑢 и 𝒬. Чёрные пунктирные

кривые соответствуют 𝜌(𝑡) ≡ 𝑧0𝑡
1/3 и Θ(𝑡) ≡ 𝜃0, где 𝑧0 ≈ 0.56, 𝜃0 ≈ −0.127. В этом случае

𝒬1 ≈ 2.04.

9.5.2. Пример 2

Пусть 𝑝 = 𝑛 = 1, 𝛼 = 𝛽 = 1/2 и 𝛾 = 3/4. Тогда система (9.4) имеет

следующий вид:

𝑑𝑥1 = 𝑥2 𝑑𝑡,

𝑑𝑥2 =
(︁
−𝑢𝑥1 − 𝑥31 + 𝑡−

1
2𝒬𝑥1 cos

(︁
𝑠𝑡

3
2

)︁)︁
𝑑𝑡+ 𝑡−

3
4𝜇𝑥1 cos

(︁
𝑠𝑡

3
2

)︁
𝑑𝑤(𝑡). (9.31)
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Легко видеть, что выполняются неравенства (9.29). В этом случае 𝑎 = 𝑏 = −1,

𝐴 = 3/4, 𝐵 = 3/2, 𝐶 = 3/2,

𝒫(Θ) ≡ 1√
6

(︂
2

𝑧0
⟨𝑓1,0(κ−1𝜁 +Θ, 𝜁)⟩κ𝜁 − 1

)︂
,

𝐽(Θ) ≡ 2

3𝑧0

⟨︀
𝜕Θ𝑓2,0(κ−1𝜁 +Θ, 𝜁)

⟩︀
κ𝜁 +

1

6
,

где

𝑓1,0 ≡
𝒬𝜈0
8
𝜕𝜙𝑋

2
1,0 cos𝑆, 𝑓2,0 ≡ −𝒬𝜈0

4
𝑋2

1,0 cos𝑆, 𝑧0 =
3𝑠

2𝜈0κ
.

В случае резонанса с κ = 2𝑘, 𝑘 ∈ Z+, имеем

𝒫(Θ) ≡ − 1√
6

(︂
𝒬
𝑠𝒬𝑘

sin(2𝑘Θ) + 1

)︂
, 𝐽(Θ) ≡ 2𝒬

𝑠𝒬κ
sin(2𝑘Θ) +

1

6
,

𝒬κ =
3

2(𝜈0𝑘)2𝑞𝑘
, 𝑞𝑘 = ⟨(𝑋1,0(𝜁))

2 cos(2𝑘𝜁)⟩𝜁 . (9.32)

Отсюда следует, что если |𝒬|/𝑠 > 𝒬κ, то условие (9.26) выполняется с

Θ0 ∈
{︂
(−1)𝑗𝜃0 +

𝜋𝑗

2𝑘

}︂
𝑗∈Z

, 𝜃0 =
1

2𝑘
arcsin

(︂
−𝑠𝒬κ

𝒬

)︂
.

Легко проверить, что для любого 𝑗 ∈ Z

𝒫 ′(Θ0) = −(−1)𝑗2𝑘𝒬√
6𝑠𝒬κ

cos(2𝑘𝜃0) ̸= 0, 𝐽(Θ0) = −1

2
.

Из леммы 22 и теоремы 61 следует, что если |𝒬|/𝑠 > 𝒬κ и (−1)𝑗𝒬 > 0, то в

системе (9.31) возникает режим фазового захвата такой, что

𝜌(𝑡) ≈ 3𝑠𝑡
1
2

4𝜈0𝑘
, 𝜙(𝑡) ≈ 1

2𝑘

(︂
𝑆(𝑡) + (−1)𝑗 arcsin

(︂
−𝑠𝒬κ

𝒬

)︂
+ 𝜋𝑗

)︂
, 𝑘 ∈ Z+.

Более того, поскольку 𝐶 = 𝐴 + 𝐵/2, то этот режим стохастически устойчив

на экспоненциально большом интервале 𝑡 ≤ 𝒪(exp𝜇−4(1−𝜖)/3) при 𝜇 → 0 для

всех 𝜖 ∈ (0, 1) (см. рис. 9.4, а и в). Если |𝒬|/𝑠 > 𝒬κ и (−1)𝑗𝒬 < 0, этот режим

неустойчив. Захвата в резонанс не происходит, если |𝒬|/𝑠 < 𝒬κ (см. рис. 9.4, б

и г).
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Рис. 9.4. Эволюция 𝜌(𝑡) и Θ(𝑡) = 𝜙(𝑡)−κ−1𝑆(𝑡) для реализаций резонансных решений (κ = 2)

системы (9.31) при 𝑠 = 1 и различных значениях параметров 𝑢 и 𝒬. Чёрные пунктирные

кривые соответствуют 𝜌(𝑡) ≡ 𝑧0𝑡
1/2 и Θ(𝑡) ≡ 𝜃0, где 𝑧0 ≈ 0.63, 𝜃0 ≈ −0.132. В этом случае

𝒬2 ≈ 2.101.

9.5.3. Пример 3

Наконец, пусть 𝑝 = 1, 𝑛 = 2, 𝛼 = 𝛽 = 1/2 и 𝛾 = 3/2. Тогда система (9.4)

примет вид

𝑑𝑥1 = 𝑥2 𝑑𝑡,

𝑑𝑥2 =
(︁
−𝑢𝑥1 − 𝑥31 + 𝑡−

1
2𝒬𝑥1 cos

(︁
𝑠𝑡

3
2

)︁)︁
𝑑𝑡+ 𝑡−

3
2𝜇𝑥21 cos

(︁
𝑠𝑡

3
2

)︁
𝑑𝑤(𝑡). (9.33)

Легко проверить, что выполняются неравенства (9.29). Из (9.14), (9.24) и (9.25)

следует, что 𝑎 = 𝑏 = 0, 𝐴 = 3/4, 𝐵 = 3/2, 𝐶 = 7/4. Заметим, что в случае κ =

2𝑘, 𝑘 ∈ Z+ функции 𝒫(Θ) и 𝐽(Θ) имеют вид (9.32). Таким образом, результаты,

полученные для предыдущего примера, верны. Более того, поскольку 𝐶 > 𝐴+

𝐵/2, то получаем стохастическую устойчивость резонанса на полубесконечном

интервале, если |𝒬| > 𝒬κ и (−1)𝑗𝒬 > 0 (см. рис. 9.5).
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Рис. 9.5. Эволюция 𝜌(𝑡) и Θ(𝑡) = 𝜙(𝑡)−κ−1𝑆(𝑡) для реализаций резонансных решений (κ = 2)

системы (9.33) при 𝑠 = 1 и различных значениях параметров 𝑢 и 𝒬. Чёрные пунктирные

кривые соответствуют 𝜌(𝑡) ≡ 𝑧0𝑡
1/2 и Θ(𝑡) ≡ 𝜃0, где 𝑧0 ≈ 0.63, 𝜃0 ≈ −0.132. В этом случае

𝒬2 ≈ 2.101.

9.6. Доказательство вспомогательных утверждений

Доказательство леммы 20. Применяя формулу Ито [227, §4.2] к (9.10), видим,

что в новых переменных (𝜌, 𝜙) система (9.1) принимает вид (9.11). Из свойств

функций 𝑋1(𝜙, 𝜌) и 𝑋2(𝜙, 𝜌) следует, что

𝜕𝑥2

⎛⎝𝑌1
𝑌2

⎞⎠ ≡ 1

Δ(𝜌)

⎛⎝ 𝜕𝜙𝑋1

−𝜕𝜌𝑋1

⎞⎠ ,

𝜕2𝑥2

⎛⎝𝑌1
𝑌2

⎞⎠ ≡ 1

Δ(𝜌)
(𝜕𝜙𝑋1𝜕𝜌 − 𝜕𝜌𝑋1𝜕𝜙)

1

Δ(𝜌)

⎛⎝ 𝜕𝜙𝑋1

−𝜕𝜌𝑋1

⎞⎠ .

Объединяя это с (9.3) и (9.7), получаем (9.12).

Доказательство леммы 21. Из (9.12) следует, что существуют 𝐷 > 0 и 𝜚0 > 𝜌0

такие, что

|𝑓𝑖(𝜚, 𝜑, 𝑆)| ≤ 𝐷𝜚𝑎+2−𝑖, |𝑔𝑖(𝜚, 𝜑, 𝑆)| ≤ 𝐷𝜚2𝑏+2−𝑖
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для всех 𝑖 ∈ {1, 2}, 𝜚 ≥ 𝜚0 и (𝜚, 𝜑) ∈ R2. Объединяя это с первым уравнением в

(9.15), получаем следующее неравенство для решений:⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝑡
log 𝜚(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐷

(︀
𝑡−𝛼(𝜚(𝑡))𝑎 + 𝑡−2𝛾(𝜚(𝑡))2𝑏

)︀
. (9.34)

Нетрудно проверить, что

(log 𝜚κ(𝑡))
′ ∼ 𝛽

ℎ
𝑡−1, 𝑡−𝛼(𝜚κ(𝑡))

𝑎 ∼ 𝑧𝑎0𝑡
ℳ1, 𝑡−2𝛾(𝜚κ(𝑡))

2𝑏 ∼ 𝑧2𝑏0 𝑡
ℳ2, 𝑡→ ∞.

Подставляя эти оценки в (9.34), видим, что система (9.15) допускает решения с

𝜚(𝑡) ∼ 𝜚κ(𝑡) при 𝑡→ ∞, если ℳ ≥ −1.

Из второго уравнения в (9.15) следует, что

𝜑(𝑡)

𝑆(𝑡)
− κ−1 = 𝒪

(︀
𝑡ℳ−𝛽)︀ , 𝑡→ ∞

для 𝜚(𝑡) ∼ 𝜚κ(𝑡). Поскольку 𝜑(𝑡)/𝑆(𝑡) → κ−1 при 𝑡→ ∞, получаем ℳ < 𝛽.

9.7. Обоснование результатов

9.7.1. Замена переменных

Доказательство теоремы 60. Рассмотрим замену переменных (9.18) в системе

(9.11). Используя формулу Ито и формулу замены времени для стохастических

интегралов [227, §8.5], получаем

𝑑𝑟 = ℱ1(𝑟, 𝜃, 𝜁(𝜏), 𝜏) 𝑑𝜏 + 𝜏−
𝐶−𝐴
𝐵 𝜇𝜉1(𝑟, 𝜃, 𝜁(𝜏), 𝜏) 𝑑𝑤̃(𝜏),

𝑑𝜃 = ℱ2(𝑟, 𝜃, 𝜁(𝜏), 𝜏) 𝑑𝜏 + 𝜏−
𝐶
𝐵𝜇𝜉2(𝑟, 𝜃, 𝜁(𝜏), 𝜏) 𝑑𝑤̃(𝜏), (9.35)

где функции

ℱ1 ≡ 𝑡𝐴+1−𝐵 {︀𝐹1

(︀
𝜚κ(𝑡)(1 + 𝑡−𝐴𝑟),κ−1𝜁 + 𝜃, 𝜁, 𝑡

)︀
− 𝜚′κ(𝑡)

}︀
(𝜚κ(𝑡))

−1

+ 𝑡−𝐵𝑟
(︀
𝐴− 𝑡 (log 𝜚κ(𝑡))

′)︀ ⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

ℱ2 ≡ 𝑡1−𝐵
{︁
𝜈
(︀
𝜚κ(𝑡)(1 + 𝑡−𝐴𝑟)

)︀
− κ−1𝑆 ′(𝑡)

+ 𝐹2

(︀
𝜚κ(𝑡)(1 + 𝑡−𝐴𝑟),κ−1𝜁 + 𝜃, 𝜁, 𝑡

)︀}︁⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,
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𝜉1 ≡ 𝑡𝐶−𝛾+
1−𝐵
2 𝐵−𝐶−𝐴

𝐵 𝑐1
(︀
𝜚κ(𝑡)(1 + 𝑡−𝐴𝑟),κ−1𝜁 + 𝜃, 𝜁, 𝑡

)︀
(𝜚κ(𝑡))

−1
⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

𝜉2 ≡ 𝑡𝐶−𝛾+
1−𝐵
2 𝐵−𝐶

𝐵 𝑐2
(︀
𝜚κ(𝑡)(1 + 𝑡−𝐴𝑟),κ−1𝜁 + 𝜃, 𝜁, 𝑡

)︀ ⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

являются 2𝜋-периодическими по 𝜃 и 2𝜋κ-периодическими по 𝜁. Заметим, что

правые части системы (9.35) удовлетворяют следующим оценкам:

ℱ1(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) =
∑︁

𝐾∈{𝐴,𝐵−𝐴,2𝐴,2𝐶−𝐴,𝐵}

𝜏−
𝐾
𝐵ℱ1,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) +𝒪(𝜏−

3𝐴
𝐵 ),

ℱ2(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) =
∑︁

𝐾∈{𝐴,2𝐴}

𝜏−
𝐾
𝐵ℱ2,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) +𝒪(𝜏−

3𝐴
𝐵 ),

𝜉𝑖(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) = 𝜉𝑖,0(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) +𝒪(𝜏−
𝐴
𝐵 ) (9.36)

при 𝜏 → ∞ равномерно для всех (𝜃, 𝜁) ∈ R2 и |𝑟| ≤ 𝑟0, где 𝑟0 = (𝜌0/𝜌0−1)𝑡𝐴0 > 0,

ℱ1,𝐴 ≡𝐵−𝐴
𝐵 (𝑧(𝑡))𝑎𝑓1

(︀
𝜚κ(𝑡)(1 + 𝑡−𝐴𝑟),κ−1𝜁 + 𝜃, 𝜁

)︀ ⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

ℱ1,𝐵−𝐴 ≡ −𝐵
𝐴−𝐵
𝐵

(︂
𝛽

ℎ
+ 𝑡(log 𝑧(𝑡))′

)︂ ⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

ℱ1,2𝐴 ≡ 𝑟𝐵−𝐴
𝐵 (𝑎+ 1)ℱ1,𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏),

ℱ1,𝐵 ≡ 𝑟

(︂
𝐴

𝐵
+𝐵−𝐴

𝐵ℱ1,𝐵−𝐴

)︂
,

ℱ1,2𝐶−𝐴 ≡𝐵
𝐴−2𝐶

𝐵 (𝑧(𝑡))2𝑏𝑔1
(︀
𝜚κ(𝑡)(1 + 𝑡−𝐴𝑟),κ−1𝜁 + 𝜃, 𝜁

)︀ ⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

ℱ2,𝐴 ≡𝐵−𝐴
𝐵 (𝑧(𝑡))ℎ

{︁
ℎ𝑟𝜈(𝜚κ(𝑡))

+ 𝑡𝐴
(︁
𝜈
(︀
𝜚κ(𝑡)(1 + 𝑡−𝐴𝑟)

)︀
− 𝜈
(︀
𝜚κ(𝑡)

)︀)︁}︁⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

ℱ2,2𝐴 ≡ 𝑟𝐵− 2𝐴
𝐵 (𝑧(𝑡))ℎ

ℎ

2

{︁
(ℎ− 1)𝑟𝜈(𝜚κ(𝑡))

+ 2𝑡𝐴
(︁
𝜈
(︀
𝜚κ(𝑡)(1 + 𝑡−𝐴𝑟)

)︀
− 𝜈
(︀
𝜚κ(𝑡)

)︀)︁}︁
+𝐵− 2𝐴

𝐵 (𝑧(𝑡))𝑎𝑓2
(︀
𝜚κ(𝑡)(1 + 𝑡−𝐴𝑟),κ−1𝜁 + 𝜃, 𝜁

)︀ ⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

𝜉1,0 ≡𝐵−𝐶−𝐴
𝐵 (𝑧(𝑡))𝑏𝑐1

(︀
𝜚κ(𝑡)(1 + 𝑡−𝐴𝑟),κ−1𝜁 + 𝜃, 𝜁

)︀ ⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

,

𝜉2,0 ≡𝐵−𝐶
𝐵 (𝑧(𝑡))𝑏𝑐2

(︀
𝜚κ(𝑡)(1 + 𝑡−𝐴𝑟),κ−1𝜁 + 𝜃, 𝜁

)︀ ⃒⃒⃒
𝑡=(𝐵𝜏)

1
𝐵

. (9.37)
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Более того, справедливы следующие асимптотические разложения:

ℱ𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) ∼ ℱ0
𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁) +

∑︁
𝑗≥1,𝑘≥0

𝜏−
𝑗(𝛽/ℎ)+𝑘𝐴

𝐵 ℱ 𝑗,𝑘
𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁),

𝜉𝑖,0(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) ∼ 𝜉0𝑖,0(𝑟, 𝜃, 𝜁) +
∑︁

𝑗≥1,𝑘≥0

𝜏−
𝑗(𝛽/ℎ)+𝑘𝐴

𝐵 𝜉𝑗,𝑘𝑖,0 (𝑟, 𝜃, 𝜁)

при 𝜏 → ∞ с не зависящими от времени коэффициентами ℱ 𝑗,𝑘
1,𝐾 и 𝜉𝑗,𝑘𝑖,0 . В част­

ности,

ℱ0
1,𝐴 ≡ 𝐵−𝐴

𝐵 𝑧𝑎0𝑓1,0, ℱ0
2,𝐴 ≡ 𝑟𝐵−𝐴

𝐵ℎ𝜈0𝑧
ℎ
0 ,

ℱ0
1,𝐵−𝐴 ≡ −𝐵

𝐴−𝐵
𝐵
𝛽

ℎ
, ℱ0

2,𝐵−𝐴 ≡ 0,

ℱ0
1,2𝐴 ≡ 𝑟𝐵−𝐴

𝐵 (𝑎+ 1)ℱ0
1,𝐴, ℱ0

2,2𝐴 ≡ 𝐵− 2𝐴
𝐵

(︂
ℎ(ℎ− 1)𝜈0𝑧

ℎ
0

𝑟2

2
+ 𝑓2,0𝑧

𝑎
0

)︂
,

ℱ0
1,𝐵 ≡ 𝑟

𝐵

(︂
𝐴− 𝛽

ℎ

)︂
, ℱ0

2,𝐵 ≡ 0,

ℱ0
1,2𝐶−𝐴 ≡ 𝐵

𝐴−2𝐶
𝐵 𝑧2𝑏0 𝑔1,0, ℱ0

2,2𝐶−𝐴 ≡ 0,

𝜉01,0 ≡ 𝐵−𝐶−𝐴
𝐵 𝑧𝑏0𝑐1,0, 𝜉02,0 ≡ 𝐵−𝐶

𝐵 𝑧𝑏0𝑐2,0.

Заметим, что предельная система, соответствующая (9.35), имеет вид

𝑑𝑟

𝑑𝜏
= 0,

𝑑𝜃

𝑑𝜏
= 0,

𝑑𝜁

𝑑𝜏
= 𝜍,

где 𝜍 = 𝑠𝐵 > 0. В этом случае 𝜁 можно рассматривать как быструю пере­

менную, и систему (9.35) можно упростить, усреднив дрейфовые члены по 𝜁.

Рассмотрим преобразование близкое к тождественному в следующем виде:

𝑅̃(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) ≡ 𝑟 +
∑︁
𝐾∈𝒳

𝜏−
𝐾
𝐵𝑍1,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏),

Θ̃(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) ≡ 𝜃 +
∑︁
𝐾∈𝒳

𝜏−
𝐾
𝐵𝑍2,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏), (9.38)

где 𝒳 := {𝐴,𝐵 − 𝐴, 2𝐴, 2(𝐵 − 𝐴), 2𝐶 − 𝐴,𝐵,𝐵 + 2𝐶 − 3𝐴}. Коэффициенты

𝑍𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏), 𝑖 ∈ {1, 2} предполагаются периодическими относительно 𝜃 и 𝜁 с

нулевыми средними. Эти функции выбираются таким образом, чтобы дрейфо­

вые члены системы (9.19), записанные в новых переменных,

𝑅(𝜏) = 𝑅̃(𝑟(𝜏), 𝜃(𝜏), 𝜁(𝜏), 𝜏), Θ(𝜏) = Θ̃(𝑟(𝜏), 𝜃(𝜏), 𝜁(𝜏), 𝜏) (9.39)
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не зависели явно от 𝜁(𝜏), по крайней мере в ведущих членах асимптотики.

Применяя формулу Ито [227, §4.2] к (9.39), получаем

𝑑𝑅 = ℒ𝑅̃ 𝑑𝜏 + 𝜇
(︁
𝜏−

𝐶−𝐴
𝐵 𝜉1𝜕𝑟 + 𝜏−

𝐶
𝐵 𝜉2𝜕𝜃

)︁
𝑅̃ 𝑑𝑤̃(𝜏),

𝑑Θ = ℒΘ̃ 𝑑𝜏 + 𝜇
(︁
𝜏−

𝐶−𝐴
𝐵 𝜉1𝜕𝑟 + 𝜏−

𝐶
𝐵 𝜉2𝜕𝜃

)︁
Θ̃ 𝑑𝑤̃(𝜏),

где

ℒ := ℱ1𝜕𝑟 + ℱ2𝜕𝜃 + 𝜕𝜏 + 𝜍𝜕𝜁 +
𝜇2

2
𝜏−

2(𝐶−𝐴)
𝐵

(︁
𝜉21𝜕

2
𝑟 + 2𝜏−

𝐴
𝐵 𝜉1𝜉2𝜕𝑟𝜕𝜃 + 𝜏−

2𝐴
𝐵 𝜉22𝜕

2
𝜃

)︁
является генератором процесса, определяемого (9.35) (см., например, [192, §3.3]).

Вычисляя ℒ𝑅̃ и ℒΘ̃, используя (9.36) и (9.38), и сравнивая результат с (9.20),

получаем следующую цепочку уравнений:

𝜍𝜕𝜁𝑍𝑖,𝐾 = Λ𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜏)−ℱ𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) + ℱ̃𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) (9.40)

для всех 𝐾 ∈ 𝒳 и 𝑖 ∈ {1, 2}. Предполагается, что

ℱ2,𝐵−𝐴 ≡ ℱ2,𝐵 ≡ ℱ2,2𝐶−𝐴 ≡ ℱ𝑖,2(𝐵−𝐴) ≡ ℱ𝑖,𝐵+2𝐶−3𝐴 ≡ 0. (9.41)

Функции ℱ̃𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) выражаются через {𝑍𝑖,𝑘,Λ𝑖,𝑘}𝑘<𝐾 . В частности, ℱ̃𝑖,𝐴 ≡

ℱ̃𝑖,𝐵−𝐴 ≡ 0,

ℱ̃𝑖,2𝐴 ≡ (𝑍1,𝐴𝜕𝑟 + 𝑍2,𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)𝜕𝜃) Λ𝑖,𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜏)

− (ℱ1,𝐴𝜕𝑟 + ℱ2,𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)𝜕𝜃)𝑍𝑖,𝐴,

ℱ̃𝑖,2(𝐵−𝐴) ≡ (𝑍1,𝐵−𝐴𝜕𝑟 + 𝑍2,𝐵−𝐴𝜕𝜃) Λ𝑖,𝐵−𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜏)

−ℱ1,𝐵−𝐴𝜕𝑟𝑍𝑖,𝐴,

ℱ̃𝑖,2𝐶−𝐴 ≡− 𝜇2

2
(𝜉1,0)

2𝜕2𝑟𝑍𝑖,𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏),

ℱ̃𝑖,𝐵 ≡ (𝑍1,𝐵−𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)𝜕𝑟 + 𝑍2,𝐵−𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)𝜕𝜃) Λ𝑖,𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜏)

+ (𝑍1,𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)𝜕𝑟 + 𝑍2,𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)𝜕𝜃) Λ𝑖,𝐵−𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜏)

− (ℱ1,𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)𝜕𝑟 + ℱ2,𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)𝜕𝜃)𝑍𝑖,𝐵−𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)

−ℱ1,𝐵−𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)𝜕𝑟𝑍𝑖,𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏),

ℱ̃𝑖,𝐵+2𝐶−3𝐴 ≡− 𝜇2

2
(𝜉1,0(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏))

2𝜕2𝑟𝑍𝑖,𝐵−𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏). (9.42)
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Положим

Λ𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜏) ≡ ⟨ℱ𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)− ℱ̃𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)⟩κ𝜁 , 𝑖 ∈ {1, 2}, 𝐾 ∈ 𝒳 .

Тогда правая часть системы (9.40) имеет нулевое среднее значение. Интегрируя

(9.40), получаем

𝑍𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏) ≡ −1

𝜍

⎧⎨⎩
𝜁∫︁

0

{ℱ𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)− ℱ̃𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)}κ𝜁 𝑑𝜁

⎫⎬⎭
κ𝜁

.

Легко проверить, что

𝑍2,𝐴 ≡ 𝑍𝑖,𝐵−𝐴 ≡ 𝑍2,2(𝐵−𝐴) ≡ 𝑍2,2𝐶−𝐴 ≡ 𝑍2,𝐵 ≡ 𝑍𝑖,𝐵+2𝐶−3𝐴 ≡ 0,

ℱ̃2,2(𝐵−𝐴) ≡ ℱ̃2,2𝐶−𝐴 ≡ ℱ̃2,𝐵 ≡ ℱ̃𝑖,𝐵+2𝐶−3𝐴 ≡ 0,

⟨ℱ̃2,2𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)⟩κ𝜁 ≡ ⟨ℱ̃𝑖,2(𝐵−𝐴)(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)⟩κ𝜁 ≡ ⟨ℱ̃1,𝐵(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)⟩κ𝜁 ≡ 0,

и ⟨ℱ̃1,2𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)⟩κ𝜁 = 𝒪(𝜏−𝐴/𝐵), ⟨ℱ̃1,2𝐶−𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)⟩κ𝜁 = 𝒪(𝜏−2𝐴/𝐵) при 𝜏 → ∞

равномерно для всех |𝑟| ≤ 𝑟0 и 𝜃 ∈ R. Объединяя это с (9.41) и (9.42), получаем

Λ𝑖,2(𝐵−𝐴)(𝑟, 𝜃, 𝜏) ≡ Λ𝑖,𝐵+2𝐶−3𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜏) ≡ 0, 𝑖 ∈ {1, 2},

Λ2,𝐵−𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜏) ≡ Λ2,𝐵(𝑟, 𝜃, 𝜏) ≡ Λ2,2𝐶−𝐴(𝑟, 𝜃, 𝜏) ≡ 0,

Λ𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜏) = ⟨ℱ𝑖,𝐾(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)⟩κ𝜁 + 𝛿𝑖,1𝛿𝐾,2𝐴𝒪(𝜏−
𝐴
𝐵 ) + 𝛿𝑖,1𝛿𝐾,2𝐶−𝐴𝒪(𝜏−

2𝐴
𝐵 )

при 𝜏 → ∞. Из (9.38) следует, что для любого 𝜀 ∈ (0, 𝑟0) найдется 𝜏0 ≥ 𝑡𝐵0 /𝐵

такое, что

|𝑅̃(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)− 𝑟| ≤ 𝜀, |Θ̃(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)− 𝜃| ≤ 𝜀

для всех |𝑟| ≤ 𝑟0, (𝜃, 𝜁) ∈ R2 и 𝜏 ≥ 𝜏0. Более того,

det
𝜕(𝑅̃, Θ̃)

𝜕(𝑟, 𝜃)
≡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝑟𝑅̃ 𝜕𝜃𝑅̃

𝜕𝑟Θ̃ 𝜕𝜃Θ̃

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 1 +𝒪(𝜏−

𝐴
𝐵 ), 𝜏 → ∞

равномерно для всех |𝑟| ≤ 𝑟0 и 𝜃 ∈ R. Следовательно, преобразование (𝑟, 𝜃) ↦→

(𝑅,Θ) обратимо. Обозначим через 𝑟 = 𝑟(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏), 𝜃 = 𝜃(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) преобразо­



351

вание, обратное к (9.39). Тогда,

Λ̃1(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) ≡ℒ𝑅̃(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)|𝑟=𝑟(𝑅,Θ,𝜁,𝜏)
𝜃=𝜃(𝑅,Θ,𝜁,𝜏)

−
∑︁
𝐾∈𝒳

𝜏−
𝐾
𝐵Λ1,𝐾(𝑟(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏), 𝜃(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏), 𝜏),

Λ̃2(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) ≡ℒΘ̃(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)|𝑟=𝑟(𝑅,Θ,𝜁,𝜏)
𝜃=𝜃(𝑅,Θ,𝜁,𝜏)

−
∑︁
𝐾∈𝒳

𝜏−
𝐾
𝐵Λ2,𝐾(𝑟(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏), 𝜃(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏), 𝜏),

𝜂1(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) ≡
(︁
𝜉1(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)𝜕𝑟 + 𝜏−

𝐴
𝐵 𝜉2(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)𝜕𝜃

)︁
𝑅̃(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)|𝑟=𝑟(𝑅,Θ,𝜁,𝜏)

𝜃=𝜃(𝑅,Θ,𝜁,𝜏)

,

𝜂2(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) ≡
(︁
𝜏

𝐴
𝐵 𝜉1(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)𝜕𝑟 + 𝜉2(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)𝜕𝜃

)︁
Θ̃(𝑟, 𝜃, 𝜁, 𝜏)|𝑟=𝑟(𝑅,Θ,𝜁,𝜏)

𝜃=𝜃(𝑅,Θ,𝜁,𝜏)

.

Отсюда следует, что для каждого 𝑖 ∈ {1, 2} справедливы следующие оценки:

Λ̃𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) = 𝒪(𝜏−
3𝐴
𝐵 ), 𝜂𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) = 𝜉𝑖(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) +𝒪(𝜏−

𝐴
𝐵 )

при 𝜏 → ∞ равномерно для всех |𝑅| ≤ 𝑟0− 𝜀 и (Θ, 𝜁) ∈ R2. Таким образом, мы

получаем доказательство теоремы 60 с 𝑍1(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) ≡ (𝑟(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏)− 𝑅)𝜏𝐴/𝐵,

𝑍2(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏) ≡ (𝜃(𝑅,Θ, 𝜁, 𝜏)−Θ)𝜏𝐴/𝐵, 𝑡0 = (𝐵𝜏0)
1/𝐵 и 𝑅0 = 𝑟0 − 𝜀.

9.7.2. Асимптотические режимы укороченной системы

Доказательство леммы 22. Рассмотрим систему⎧⎪⎨⎪⎩𝜆̂1(𝑅,Θ, 𝜏) = 0,

𝜆̂2(𝑅,Θ, 𝜏) = 0.
(9.43)

Из (9.22) и (9.26) следует, что 𝜏𝐴/𝐵𝜆̂𝑖(0,Θ0, 𝜏) = 𝑜(1) и

𝜏
2𝐴
𝐵

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜕𝑅𝜆̂1(0,Θ0, 𝜏) 𝜕Θ𝜆̂1(0,Θ0, 𝜏)

𝜕𝑅𝜆̂2(0,Θ0, 𝜏) 𝜕Θ𝜆̂2(0,Θ0, 𝜏)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = −𝜒2,𝐴,0𝒫 ′(Θ0) + 𝑜(1), 𝜏 → ∞.

Следовательно, существует 𝜏0 ≥ 𝜏0, такое, что для всех 𝜏 ≥ 𝜏0 система (9.43)

имеет гладкое решение 𝑅̂(𝜏), Θ̂(𝜏), такое, что 𝑅̂(𝜏) → 0 и Θ̂(𝜏) → Θ0 при
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𝜏 → ∞. Легко проверить, что

𝑅̂(𝜏) = −𝜏−
𝐴
𝐵

(︂
𝜗2,2𝐴,0(Θ0)

𝜒2,2𝐴,0
+𝒪(𝜏−

𝛽
𝐵ℎ )

)︂
, Θ̂(𝜏) = Θ0 +𝒪(𝜏−

𝛽
𝐵ℎ ), 𝜏 → ∞.

Определим параметр

ℓ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐴

2𝐵
, если 𝐵 > 2𝐴,

min

{︂
𝐴

2𝐵
,
|𝐽(Θ0)|

3

}︂
, если 𝐵 = 2𝐴.

Тогда, подставляя

𝑅(𝜏) = 𝑅̂(𝜏) + 𝜏−ℓ𝑧1(𝜏), Θ(𝜏) = Θ̂(𝜏) + 𝜏−ℓ𝑧2(𝜏) (9.44)

в (9.21), мы получаем систему, близкую к гамильтоновой,

𝑑𝑧1
𝑑𝜏

= − 𝜏−
𝐴
𝐵𝜕𝑧2ℋ(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) + 𝜏−

2𝐴
𝐵 𝒢1(𝑧1, 𝑧2, 𝜏),

𝑑𝑧2
𝑑𝜏

= 𝜏−
𝐴
𝐵𝜕𝑧1ℋ(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) + 𝜏−

2𝐴
𝐵 (𝒥 (𝑧1, 𝑧2, 𝜏) + 𝒢2(𝑧1, 𝑧2, 𝜏)) , (9.45)

где

ℋ ≡ 𝜏 ℓ+
𝐴
𝐵

𝑧1∫︁
0

𝜆̂2(𝑅̂(𝜏) + 𝜏−ℓ𝜍1, Θ̂(𝜏), 𝜏) 𝑑𝜍1

− 𝜏 ℓ+
𝐴
𝐵

𝑧2∫︁
0

𝜆̂1(𝑅̂(𝜏) + 𝜏−ℓ𝑧1, Θ̂(𝜏) + 𝜏−ℓ𝜍2, 𝜏) 𝑑𝜍2,

𝒥 ≡ 𝜏 ℓ+
2𝐴
𝐵

2∑︁
𝑗=1

𝑧2∫︁
0

𝜕𝑧𝑖𝜆̂𝑖(𝑅̂(𝜏) + 𝜏−ℓ𝑧1, Θ̂(𝜏) + 𝜏−ℓ𝜍2, 𝜏) 𝑑𝜍2 + 𝜏
2𝐴
𝐵 −12ℓ𝑧2,

𝒢1 ≡ 𝜏 ℓ+
2𝐴
𝐵

(︁
𝜆̃1(𝑅̂(𝜏) + 𝜏−ℓ𝑧1, Θ̂(𝜏) + 𝜏−ℓ𝑧2, 𝜁(𝜏), 𝜏)− 𝑅̂′(𝜏)

)︁
,

𝒢2 ≡ 𝜏 ℓ+
2𝐴
𝐵

(︁
𝜆̃2(𝑅̂(𝜏) + 𝜏−ℓ𝑧1, Θ̂(𝜏) + 𝜏−ℓ𝑧2, 𝜁(𝜏), 𝜏)− Θ̂′(𝜏)

)︁
. (9.46)

Заметим, что ℋ(0, 0, 𝜏) ≡ 0, 𝜕𝑧𝑖ℋ(0, 0, 𝜏) ≡ 0 и 𝒥 (0, 0, 𝜏) ≡ 0, тогда как

𝒢𝑖(0, 0, 𝜏) ̸≡ 0 для 𝑖 ∈ {1, 2}. Более того,

ℋ(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) =
1

2

(︀
𝜒2,𝐴,0𝑧

2
1 − 𝒫 ′(Θ0)𝑧

2
2

)︀
+𝒪(𝜏−𝜅)𝒪(|z|2),

𝒥 (𝑧1, 𝑧2, 𝜏) =𝑧2
(︀
𝐽(Θ0) + 𝛿2𝐴,𝐵2ℓ+𝒪(𝜏−𝜅)

)︀
, (9.47)
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и 𝒢𝑖(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) = 𝒪(𝜏−𝜅) при 𝜏 → ∞ и |z| :=
√︀
𝑧21 + 𝑧22 → 0 с параметром 𝜅 =

min{𝐴/(2𝐵), 𝛽/(ℎ𝐵), ℓ} > 0. Отметим, что функции 𝒢1(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) и 𝒢2(𝑧1, 𝑧2, 𝜏)

можно рассматривать как постоянно действующие возмущения системы с рав­

новесием при (𝑧1, 𝑧2) = (0, 0).

Остальная часть доказательства разделена на три части.

1. Пусть 𝒫 ′(Θ0) < 0 и 𝐽(Θ0) < 0. В этом случае функция ℋ(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) поло­

жительно определена при |z| → 0 и 𝜏 → ∞. Следовательно, точка равновесия

(0, 0) соответствующей предельной системы

𝜏
𝐴
𝐵
𝑑𝑧1
𝑑𝜏

= 𝒫 ′(Θ0)𝑧2, 𝜏
𝐴
𝐵
𝑑𝑧2
𝑑𝜏

= 𝜒2,𝐴,0𝑧1 (9.48)

является центром. Докажем устойчивость равновесия относительно возмуще­

ний 𝒢𝑖(𝑅,Θ, 𝜏). Рассмотрим функцию Ляпунова для системы (9.45) в следую­

щем виде:

𝒱(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≡ ℋ(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) + 𝜏−
𝐴
𝐵
𝐽𝑧1𝑧2
2

(9.49)

с 𝐽 = 𝐽(Θ0) + 𝛿2𝐴,𝐵2ℓ ≤ −|𝐽(Θ0)|/3 < 0. Производная 𝒱(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) вдоль траек­

торий системы (9.45) удовлетворяет равенству

𝑑𝒱
𝑑𝜏

= 𝜕𝜏𝒱 + 𝜕𝑧1𝒱
(︁
−𝜏−

𝐴
𝐵𝜕𝑧2ℋ + 𝜏−

2𝐴
𝐵 𝒢1

)︁
+ 𝜕𝑧2𝒱

(︁
𝜏−

𝐴
𝐵𝜕𝑧1ℋ + 𝜏−

2𝐴
𝐵 (𝒥 + 𝒢2)

)︁
= 𝜏−

2𝐴
𝐵

(︃
𝐽

2

(︀
𝜒2,𝐴,0𝑧

2
1 − 𝒫 ′(Θ0)𝑧

2
2

)︀
+𝒪(𝜏−𝜅)𝒪(|z|)

)︃
(9.50)

при 𝜏 → ∞ и |z| → 0. Из (9.47), (9.49) и (9.50) следует, что существуют 𝜏1 ≥ 𝜏0,

Δ1 > 0, 𝒱− = min{𝜒2,𝐴,0, |𝒫 ′(Θ0)|}/4 > 0, 𝒱+ = max{𝜒2,𝐴,0, |𝒫 ′(Θ0)|} > 0,

𝐷1 = |𝐽 |𝒱− и 𝐷2 > 0 такие, что

𝒱−|z|2 ≤ 𝒱(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≤ 𝒱+|z|2,
𝑑𝒱
𝑑𝜏

≤ 𝜏−
2𝐴
𝐵

(︀
−𝐷1|z|2 + 𝜏−𝜅𝐷2|z|

)︀
для всех 𝜏 ≥ 𝜏1 и |z| ≤ Δ1. Следовательно, для любого 𝜀 > 0 существуют

𝜏𝜀 = max

⎧⎨⎩
(︃
4𝐷2

𝐷1𝜀

√︃
𝒱+

𝒱−

)︃ 1
𝜅

, 𝜏1

⎫⎬⎭ , 𝛿𝜀 =
2𝐷2𝜏

−𝜅
𝜀

𝐷1
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такие, что 𝑑𝒱/𝑑𝜏 ≤ −𝜏−2𝐴/𝐵𝐷1|z|2/2 для всех 𝜏 ≥ 𝜏𝜀 и 𝛿𝜀 ≤ |z| ≤ 𝜀. Объединяя

это с неравенствами

sup
|z|≤𝛿𝜀

𝒱(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≤ 𝒱+𝛿
2
𝜀 < 𝒱−𝜀

2 = inf
|z|=𝜀

𝒱(𝑧1, 𝑧2, 𝜏)

для всех 𝜏 ≥ 𝜏𝜀, мы видим, что любое решение (𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏)) системы (9.45) с

начальными данными |z(𝜏𝜀)| ≤ 𝛿𝜀 удовлетворяет |z(𝜏)| < 𝜀 для всех 𝜏 > 𝜏𝜀. Из

(9.44) и непрерывности решений задачи Коши по начальным данным следует,

что существует решение 𝑅*(𝜏), Θ*(𝜏) системы (9.21), определённое для всех

𝜏 ≥ 𝜏0, такое, что 𝑅*(𝜏) = 𝑅̂(𝜏) +𝒪(𝜏−ℓ) и Θ*(𝜏) = Θ̂(𝜏) +𝒪(𝜏−ℓ) при 𝜏 → ∞.

Покажем, что решение 𝑅*(𝜏), Ψ*(𝜏) устойчиво в системе (9.21). Подстав­

ляя 𝑅(𝜏) = 𝑅*(𝜏) + 𝜏−ℓ𝑧1(𝜏), Θ(𝜏) = Θ*(𝜏) + 𝜏−ℓ𝑧2(𝜏) в (9.21), получаем (9.45),

где функции ℋ(𝑧1, 𝑧2, 𝜏), 𝒥 (𝑧1, 𝑧2, 𝜏) и 𝒢𝑖(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) определены формулой (9.46)

с 𝑅*(𝜏), Ψ*(𝜏) вместо 𝑅̂(𝜏), Ψ̂(𝜏). В этом случае ℋ(0, 0, 𝜏) ≡ 𝒥 (0, 0, 𝜏) ≡

𝒢𝑖(0, 0, 𝜏) ≡ 0. Более того, справедливы оценки (9.47) и 𝒢𝑖 = 𝒪(|z|)𝒪(𝜏−𝐴/𝐵)

при 𝜏 → ∞ и |z| → 0. Используя (9.49) в качестве кандидата на функцию

Ляпунова, мы видим, что

𝑑𝒱
𝑑𝜏

= 𝜏−
2𝐴
𝐵

(︃
𝐽

2

(︀
𝜒2,𝐴,0𝑧

2
1 − 𝒫 ′(Θ0)𝑧

2
2

)︀
+𝒪(𝜏−𝜅)𝒪(|z|2)

)︃
при 𝜏 → ∞ и |z| → 0. Отсюда следует, что существуют 𝜏* ≥ 𝜏1 и 0 < Δ* ≤ Δ1

такие, что

𝑑𝒱
𝑑𝜏

≤ −𝜏−
2𝐴
𝐵 ℓ*𝒱 (9.51)

для всех 𝜏 ≥ 𝜏* и |z| ≤ Δ* с ℓ* = |𝐽 |𝒱−/(2𝒱+) > 0. Следовательно, для всех

𝜀 ∈ (0,Δ*) существует 𝛿 ∈ (0, 𝜀) такое, что любое решение системы (9.45) с

начальными данными |z(𝜏*)| ≤ 𝛿 не может покинуть окрестность {|z| ≤ 𝜀} при

𝜏 > 𝜏*. Более того, интегрируя (9.51) по 𝜏 , получаем

𝒱(𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏), 𝜏) ≤ 𝒱(𝑧1(𝜏*), 𝑧2(𝜏*), 𝜏*) exp

⎛⎝−ℓ*

𝜏∫︁
𝜏*

𝜍−
2𝐴
𝐵 𝑑𝜍

⎞⎠
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при 𝜏 ≥ 𝜏*. Таким образом, решение 𝑅*(𝜏), Ψ*(𝜏) асимптотически устойчиво.

2. Рассмотрим теперь случай 𝒫 ′(Θ0) < 0 и 𝐽(Θ0) > 0. Подставив

𝑅(𝜏) = 𝑅̂(𝜏) + 𝑧1(𝜏), Θ(𝜏) = Θ̂(𝜏) + 𝑧2(𝜏)

в (9.21), получаем

𝑑𝑧1
𝑑𝜏

= − 𝜏−
𝐴
𝐵𝜕𝑧2ℋ̃(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) + 𝜏−

2𝐴
𝐵 𝒢1(𝑧1, 𝑧2, 𝜏),

𝑑𝑧2
𝑑𝜏

= 𝜏−
𝐴
𝐵𝜕𝑧1ℋ̃(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) + 𝜏−

2𝐴
𝐵 𝒥 (𝑧1, 𝑧2, 𝜏) + 𝜏−

3𝐴
𝐵 𝒢2(𝑧1, 𝑧2, 𝜏), (9.52)

где

ℋ̃ ≡ 𝜏
𝐴
𝐵

𝑧1∫︁
0

𝜆̂2(𝑅̂(𝜏) + 𝜍1, Θ̂(𝜏), 𝜏) 𝑑𝜍1 − 𝜏
𝐴
𝐵

𝑧2∫︁
0

𝜆̂1(𝑅̂(𝜏) + 𝑧1, Θ̂(𝜏) + 𝜍2, 𝜏) 𝑑𝜍2,

𝒥 ≡ 𝜏
2𝐴
𝐵

2∑︁
𝑗=1

𝑧2∫︁
0

𝜕𝑧𝑖𝜆̂𝑖(𝑅̂(𝜏) + 𝑧1, Θ̂(𝜏) + 𝜍2, 𝜏) 𝑑𝜍2,

𝒢1 ≡ 𝜏
3𝐴
𝐵

(︁
𝜆̃1(𝑅̂(𝜏) + 𝑧1, Θ̂(𝜏) + 𝑧2, 𝜁(𝜏), 𝜏)− 𝑅̂′(𝜏)

)︁
,

𝒢2 ≡ 𝜏
3𝐴
𝐵

(︁
𝜆̃2(𝑅̂(𝜏) + 𝑧1, Θ̂(𝜏) + 𝑧2, 𝜁(𝜏), 𝜏)− Θ̂′(𝜏)

)︁
.

Заметим, что

ℋ̃(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) =
1

2

(︀
𝜒2,𝐴,0𝑧

2
1 − 𝒫 ′(Θ0)𝑧

2
2

)︀
+𝒪(|z|3) +𝒪(𝜏−𝜅̃)𝒪(|z|2),

𝒥 (𝑧1, 𝑧2, 𝜏) =𝑧2
(︀
𝐽(Θ0) +𝒪(|z|3) +𝒪(𝜏−𝜅̃)

)︀
, (9.53)

и 𝒢𝑖(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) = 𝒪(1) при 𝜏 → ∞ и |z| → 0 с 𝜅̃ = min{𝐴, 𝛽/ℎ}/𝐵 > 0. Рассмот­

рим функцию

𝒲(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≡
√︁
𝒱(𝑧1, 𝑧2, 𝜏), (9.54)

где

𝒱(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≡ ℋ̃(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) + 𝜏−
𝐴
𝐵
𝐽(Θ0)𝑧1𝑧2

2
.
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Производная 𝒲(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) вдоль траекторий системы (9.52) определяется выра­

жением

𝑑𝒲
𝑑𝜏

=
𝜏−

2𝐴
𝐵

4
√︀

𝒱

(︀
𝐽(Θ0)

(︀
𝜒2,𝐴,0𝑧

2
1 − 𝒫 ′(Θ0)𝑧

2
2

)︀
+𝒪(|z|3) +𝒪(𝜏−𝜅̃)𝒪(|z|)

)︀
(9.55)

при 𝜏 → ∞ и |z| → 0. Из (9.53), (9.54) и (9.55) следует, что существуют 𝜏1 ≥ 𝜏0,

Δ̃1 > 0, 𝒲± =
√
𝒱±, 𝐷̃1 = |𝐽(Θ0)|𝒲−/(2𝒲+) > 0 и 𝐷̃2 > 0, такие, что

𝒲−|z| ≤ 𝒲(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≤ 𝒲+|z|,
𝑑𝒲
𝑑𝜏

≥ 𝜏−
2𝐴
𝐵

(︁
𝐷̃1𝒲 − 𝜏−𝜅̃𝐷̃2

)︁
для всех 𝜏 ≥ 𝜏1 и |z| ≤ Δ̃1. Интегрируя последнее неравенство как 𝜏 ≥ 𝜏* с

некоторым 𝜏* ≥ 𝜏1, получаем

𝒲(𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏), 𝜏) ≥

𝑒𝐷̃(𝜏)

⎛⎝𝒲(𝑧1(𝜏*), 𝑧2(𝜏*), 𝜏*)𝑒
−𝐷̃(𝜏*) − 𝐷̃2

𝐷̃1

𝜏∫︁
𝜏*

𝜍−𝜅̃𝐷̃′(𝜍)𝑒−𝐷̃(𝜍) 𝑑𝜍

⎞⎠
для решений системы (9.52), лежащих в {(𝑧1, 𝑧1) ∈ R2 : |z| ≤ Δ̃1}. Здесь

𝐷̃′(𝜏) ≡ 𝐷1𝜏
−2𝐴/𝐵. Следовательно, для любого 𝛿 ∈ (0, Δ̃1) существует 𝜏* =

max{𝜏1, (2𝐷̃2/(𝛿𝒲−𝐷̃1))
1/𝜅̃} такое, что 𝒲(𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏), 𝜏) ≥ 𝛿𝑒𝐷̃(𝜏)−𝐷̃(𝜏*)/2 при

𝜏 ≥ 𝜏* для решений системы (9.52) с начальными данными |z(𝜏*)| = 𝛿. По­

скольку 𝐷̃(𝜏) строго возрастает, мы видим, что существует 𝜏𝑒 > 𝜏* такое,

что |z(𝜏𝑒)| = Δ̃1. Возвращаясь к переменным (𝑅,Θ), получаем неустойчивость

асимптотического режима, соответствующего 𝑅̂(𝜏), Θ̂(𝜏).

Наконец, пусть 𝒫 ′(Θ0) > 0. В этом случае точка равновесия (0, 0) системы

(9.48) является седлом. Рассмотрим 𝒰(𝑧1, 𝑧2) ≡ 𝑧1𝑧2 в качестве кандидата на

функцию Четаева для системы (9.52). Легко проверить, что

𝑑𝒰
𝑑𝜏

= 𝜏−
𝐴
𝐵

(︀
𝜒2,𝐴,0𝑧

2
1 + 𝒫 ′(Θ0)𝑧

2
2 +𝒪(|z|3) +𝒪(𝜏−𝜅̃)𝒪(|z|)

)︀
при 𝜏 → ∞ и |z| → 0. Следовательно, существуют 𝜏1 > 𝜏0 и 𝐷̂0 > 0, такие, что

𝑑𝒰
𝑑𝜏

≥ 𝜏−
𝐴
𝐵

(︁
𝒱−|z|2 − 𝜏−𝜅̃𝐷̂0|z|

)︁
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для всех 𝜏 ≥ 𝜏1 и |z| ≤ Δ̂1. Таким образом, для любого 𝛿 > 0 существует

𝜏* = max{𝜏1, (2𝐷̂0/(𝛿𝒱−))
1/𝜅̃}, такое что 𝑑𝒰/𝑑𝜏 ≥ 𝜏−𝐴/𝐵𝒱−𝛿

2/2 > 0 для всех

𝛿 ≤ |z| ≤ Δ̂1 и 𝜏 ≥ 𝜏*. Интегрируя последнее неравенство, получаем

𝒰(𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏)) ≥ 𝒰(𝑧1(𝜏*), 𝑧2(𝜏*)) +
𝛿2𝐵𝒱−

2(𝐵 − 𝐴)

(︁
𝜏 1−

𝐴
𝐵 − 𝜏

1−𝐴
𝐵

*

)︁
(9.56)

для решений системы (9.52), лежащих в D := {(𝑧1, 𝑧2) ∈ R2 : 𝛿 ≤ |z| ≤ Δ̂1}.

Рассмотрим решение системы (9.52) с начальными данными 𝒰(𝑧1(𝜏*), 𝑧2(𝜏*)) =

𝛿2 > 0. Тогда неравенство (9.56) показывает, что решение не может вечно оста­

ваться в {(𝑧1, 𝑧2) ∈ D : 𝑧1𝑧2 > 0}, поскольку 𝒰(𝑧1, 𝑧2) ограничено на D. Так

как 𝒰(𝑧1, 𝑧2) ≤ |z|2/2 для всех (𝑧1, 𝑧2) ∈ R2, то существует 𝜏𝑒 > 𝜏* такое, что

|z(𝜏𝑒)| = Δ̂1.

Доказательство леммы 23. Из (9.27) следует, что существуют положительные

параметры 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 и 𝜏1 ≥ 𝜏0 такие, что⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑅

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝜏−

𝐴
𝐵𝐷1,

⃒⃒⃒⃒
𝑑Θ

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝜏−

𝐴
𝐵 (𝐷2|𝑅| −𝐷3)

для всех |𝑅| ≤ 𝑅0, Θ ∈ R и 𝜏 ≥ 𝜏1. Отсюда следует, что

|𝑅(𝜏)−𝑅(𝜏1)| ≥ 𝐷̃1

(︁
𝜏

𝐵−𝐴
𝐵 − 𝜏

𝐵−𝐴
𝐵

1

)︁
,

|Θ(𝜏)−Θ(𝜏1)| ≥ 𝐷̃2

(︂
𝜏

2(𝐵−𝐴)
𝐵 − 𝜏

2(𝐵−𝐴)
𝐵

1

)︂
− 𝐷̃3

(︁
𝜏

𝐵−𝐴
𝐵 − 𝜏

𝐵−𝐴
𝐵

1

)︁
при 𝜏 ≥ 𝜏1, где 𝐷̃1 = 𝐵𝐷1/(𝐵 − 𝐴) > 0, 𝐷̃2 = 𝐵𝐷̃1𝐷2/(2(𝐵 − 𝐴)) > 0 и 𝐷̃3 =

𝐵(𝐷3+ |𝑅(𝜏1)|−𝐷̃1𝐷2𝜏
1−𝐴/𝐵
1 )/(𝐵−𝐴). Таким образом, решения системы (9.21)

растут неограниченно. Следовательно, существует 𝜏𝑒 > 𝜏1 такое, что |𝑅(𝜏𝑒)| +

|Θ(𝜏𝑒)| > Δ.

9.7.3. Стохастическая устойчивость резонанса

Доказательство теоремы 61. Подставим

𝑅(𝜏) = 𝑅*(𝜏) + 𝑧1(𝜏), Θ(𝜏) = Θ*(𝜏) + 𝑧1(𝜏)
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в (9.19), тогда получим систему стохастических дифференциальных уравнений

на переменные 𝑧1, 𝑧2

𝑑𝑧1 =− 𝜏−
𝐴
𝐵𝜕𝑧2ℋ(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) 𝑑𝜏 + 𝜏−

𝐶−𝐴
𝐵 𝜇ℰ1(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) 𝑑𝑤̃(𝜏), (9.57)

𝑑𝑧2 =
(︁
𝜏−

𝐴
𝐵𝜕𝑧1ℋ(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) + 𝜏−

2𝐴
𝐵 𝒥 (𝑧1, 𝑧2, 𝜏)

)︁
𝑑𝜏 + 𝜏−

𝐶
𝐵𝜇ℰ2(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) 𝑑𝑤̃(𝜏),

где

ℋ ≡
𝑧1∫︁
0

(︁
Λ2(𝑅*(𝜏) + 𝜍1,Θ*(𝜏), 𝜁(𝜏), 𝜏)− Λ2(𝑅*(𝜏),Θ*(𝜏), 𝜁(𝜏), 𝜏)

)︁
𝑑𝜍1

−
𝑧2∫︁
0

(︁
Λ1(𝑅*(𝜏) + 𝑧1,Θ*(𝜏) + 𝜍2, 𝜁(𝜏), 𝜏)− Λ1(𝑅*(𝜏),Θ*(𝜏), 𝜁(𝜏), 𝜏)

)︁
𝑑𝜍2,

𝒥 ≡
2∑︁
𝑗=1

𝑧2∫︁
0

𝜕𝑧𝑖Λ𝑖(𝑅*(𝜏) + 𝑧1,Θ*(𝜏) + 𝜍2, 𝜁(𝜏), 𝜏) 𝑑𝜍2,

ℰ𝑖 ≡ 𝜂𝑖(𝑅*(𝜏) + 𝑧1,Θ*(𝜏) + 𝑧2, 𝜁(𝜏), 𝜏).

Заметим, что ℋ(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≡ 0, 𝜕𝑧𝑖ℋ(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≡ 0 и 𝒥 (0, 0, 𝜏) ≡ 0. Из (9.22) и

(9.23) следует, что

ℋ(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) =
1

2

(︀
𝜒2,𝐴,0𝑧

2
1 − 𝒫 ′(Θ0)𝑧

2
2

)︀
+𝒪(|z|3) +𝒪(𝜏−𝜅)𝒪(|z|2),

𝒥 (𝑧1, 𝑧2, 𝜏) = 𝑧2
(︀
𝐽(Θ0) +𝒪(𝜏−𝜅)

)︀
,

ℰ𝑖(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) =𝒪(1)

при 𝜏 → ∞ и |z| → 0, где 𝜅 = min{𝐴, 𝛽/ℎ}/𝐵 > 0. При 𝜇 = 0 система (9.57)

имеет точку равновесия в начале координат. Докажем устойчивость этого реше­

ния относительно белого шума с помощью построения стохастической функции

Ляпунова [192, 199].

Генератор процесса, определяемого (9.57), имеет вид L ≡ L0 + 𝜇2L1, где

L0 :=𝜕𝜏 − 𝜏−
𝐴
𝐵𝜕𝑧2ℋ𝜕𝑧1 +

(︁
𝜏−

𝐴
𝐵𝜕𝑧1ℋ + 𝜏−

2𝐴
𝐵 𝒥
)︁
𝜕𝑧2,

L1 :=
1

2
𝜏−

2(𝐶−𝐴)
𝐵

(︁
ℰ2
1𝜕

2
𝑧1
+ 2𝜏−

𝐴
𝐵ℰ1ℰ2𝜕𝑧1𝜕𝑧2 + 𝜏−

2𝐴
𝐵 ℰ2

2𝜕
2
𝑧2

)︁
.
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Рассмотрим вспомогательную функцию

𝒱0(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≡ ℋ(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) + 𝜏−
𝐴
𝐵
𝐽(Θ0)𝑧1𝑧2

2
.

Легко проверить, что

L0𝒱0 = 𝜏−
2𝐴
𝐵

(︂
𝐽(Θ0)

2

(︀
𝜒2,𝐴,0𝑧

2
1 − 𝒫 ′(Θ0)𝑧

2
2

)︀
+𝒪(|z|3) +𝒪(𝜏−𝜅)𝒪(|z|2)

)︂
,

L1𝒱0 = 𝒪(𝜏−
2(𝐶−𝐴)

𝐵 )

при 𝜏 → ∞ и |z| → 0. Следовательно, существуют 𝜏1 > 𝜏0, 𝑟* > 0, 𝒱+ =

max{𝜒2,𝐴,0, |𝒫 ′(Θ0)|} > 0, 𝒱− = min{𝜒2,𝐴,0, |𝒫 ′(Θ0)|} > 0, 𝐷0 = |𝐽 |𝒱− > 0 и

𝐷1 > 0, такие, что

𝒱−|z|2 ≤ 𝒱0(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≤ 𝒱+|z|2,

L𝒱0(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≤ −𝜏−
2𝐴
𝐵 𝐷0|z|2 + 𝜇2𝐷1𝜏

− 2(𝐶−𝐴)
𝐵 (9.58)

для всех 𝜏 ≥ 𝜏1 и |z| ≤ 𝑟*. Зафиксируем параметры 𝜀1 ∈ (0, 𝑟*), 𝜀2 ∈ (0, 1) и

𝜏* ≥ 𝜏1. Рассмотрим стохастическую функцию Ляпунова для системы (9.57) в

виде

𝒱(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≡ 𝒱0(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) + 𝜇2𝒱1(𝜏), (9.59)

где

𝒱1(𝜏) ≡

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐷1𝜏
− 2(𝐶−𝐴)

𝐵
* (𝒯 + 𝜏* − 𝜏), если 𝐶 < 𝐴+𝐵/2,

𝐷1 log

(︂
𝒯 + 𝜏*
𝜏

)︂
, если 𝐶 = 𝐴+𝐵/2,

𝐷1

𝜏*+𝒯∫︁
𝜏

𝜍−
2(𝐶−𝐴)

𝐵 𝑑𝜍, если 𝐶 > 𝐴+𝐵/2

с некоторым 𝒯 > 0. Легко проверить, что

𝒱(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≥ 𝒱0(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≥ 0, L𝒱(𝑧1, 𝑧2, 𝜏) ≤ −𝜏−
2𝐴
𝐵 𝐷0|z|2 ≤ 0 (9.60)

для всех (z, 𝜏) ∈ D(𝑟*, 𝜏*, 𝒯 ) := {(z, 𝜏) ∈ R3 : |z| ≤ 𝑟*, 0 ≤ 𝜏 − 𝜏* ≤ 𝒯 }. Пусть

z(𝑡) — решение системы (1) с начальными данными |z(𝜏*)| ≤ 𝛿1 и T𝜀 — мо­

мент первого выхода (z(𝜏), 𝜏) из области D(𝜀, 𝜏*, 𝒯 ) при некотором 𝛿1 ∈ (0, 𝜀1).
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Определим функцию T𝜀1,𝜏 ≡ min{T𝜀1, 𝜏}. Тогда z(T𝜀1,𝜏) — это процесс, останов­

ленный в момент первого выхода из области D(𝜀1, 𝜏*, 𝒯 ). Из (9.60) следует, что

𝒱(𝑧1(T𝜀1,𝜏), 𝑧2(T𝜀1,𝜏),T𝜀1,𝜏) является неотрицательным супермартингалом (см.,

например, [192, §5.2]). В этом случае справедливы следующие оценки:

P
(︂

sup
0≤𝜏−𝜏*≤𝒯

|z(𝜏)| ≥ 𝜀1

)︂
= P

(︂
sup
𝜏≥𝜏*

|z(T𝜀1,𝜏)| ≥ 𝜀1

)︂
≤ P

(︂
sup
𝜏≥𝜏*

𝒱(𝑧1(T𝜀1,𝜏), 𝑧2(T𝜀1,𝜏),T𝜀1,𝜏) ≥ 𝒱−𝜀
2
1

)︂
≤ 𝒱(𝑧1(𝜏*), 𝑧2(𝜏*), 𝜏*)

𝒱−𝜀21
.

Последняя оценка следует из неравенства Дуба для супермартингалов. Из (9.58)

и (9.59) следует, что 𝒱(𝑧1(𝜏*), 𝑧2(𝜏*), 𝜏*) ≤ 𝒱+𝛿
2
1 + 𝜇2(1−𝜖)𝛿2𝜖2 𝒱1(𝜏*) с некоторым

𝜖 ∈ (0, 1). Таким образом, выбирая

𝛿1 = 𝜀1

√︃
𝜀2𝒱−

2𝒱+
,

𝛿2 =

⎧⎪⎨⎪⎩
(︀
𝛿21𝒱+𝐷

−1
1

)︀ 1
2𝜖 𝜏

−𝐵−2(𝐶−𝐴)
2𝜖𝐵

* , если 𝐶 ≤ 𝐴+𝐵/2,(︀
𝛿21𝒱+𝐷

−1
1

)︀ 1
2 𝜏

2(𝐶−𝐴)−𝐵
2𝐵

* , если 𝐶 > 𝐴+𝐵/2,

𝒯 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜏*
(︀
𝜇−2(1−𝜖) − 1

)︀
, если 𝐶 < 𝐴+𝐵/2,

𝜏*
(︀
exp𝜇−2(1−𝜖) − 1

)︀
, если 𝐶 = 𝐴+𝐵/2,

∞, если 𝐶 > 𝐴+𝐵/2,

мы получаем

P
(︂

sup
0≤𝜏−𝜏*≤𝒯

|z(𝜏)| ≥ 𝜀1

)︂
≤ 𝜀2.

Возвращаясь к переменным 𝜌(𝑡) и 𝜙(𝑡), мы получаем оценку (9.28) с парамет­

рами 𝑡* = (𝐵𝜏*)
1/𝐵 и 𝒯 = (𝐵𝒯 + 𝑡𝐵* )

1/𝐵 − 𝑡*.

9.8. Выводы

Таким образом, исследовано совместное влияние затухающего чирпирован­

ного возбуждения и белого шума на нелинейные системы вдали от равновесия.
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В частности, изучена возможность таких затухающих возмущений значитель­

но увеличивать амплитуду нелинейных неизохронных колебаний в присутствии

шума. Используя метод усреднения, была выведена модельная укороченная си­

стема (9.21), описывающая возмущённую динамику (9.1). Показано, что модель­

ная система имеет как минимум два режима: фазовый захват и фазовый дрейф.

В режиме фазового захвата возникают резонансные решения с неограниченно

растущей амплитудой. Описаны условия, гарантирующие сохранение таких ре­

шений в полной стохастической системе на асимптотически больших временных

интервалах. Показано, что эти условия существенно зависят от свойств траек­

торий невозмущённой системы при больших значениях энергии и не зависят

от их поведения вблизи положений равновесия. Более того, получены долговре­

менные асимптотики растущих резонансных решений в режиме фазовой син­

хронизации.

Результаты главы опубликованы в [270].
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Заключение

В работе рассмотрены различные классы детерминированных и стохасти­

ческих возмущений нелинейных гамильтоновых систем на плоскости. Исследо­

вались качественные и асимптотические свойства решений при условии степен­

ного затухания интенсивности возмущений. В частности,

- исследованы бифуркации, связанные с изменением свойств устойчивости рав­

новесия и c появлением притягивающих и отталкивающих режимов, и их зави­

симость от параметров и структуры возмущений;

- продемонстрирована неэффективность метода линеаризации для исследова­

ния устойчивости решений асимптотически автономных систем;

- показана возможность как сохранения, так и разрушения автономной бифур­

кации центр-седло под действием возмущений с затухающей интенсивностью;

- описаны режимы фазового захвата и фазового дрейфа для решений в системах

с затухающими осциллирующими возмущениями с почти постоянной резонанс­

ной частотой и исследована их устойчивость;

- обнаружены эффекты типа нелинейный резонанс в асимптотически автоном­

ных системах;

- доказана возможность неограниченного роста энергии системы под действием

затухающих возмущений с чирпированной частотой;

- выявлены условия устойчивости по вероятности динамических систем при по­

стоянно действующих стохастических возмущениях типа белого шума на асимп­

тотически больших временных интервалах;

- изучено влияние белого шума на устойчивость и бифуркации в асимптотиче­

ски гамильтоновых системах;

- показана возможность устойчивого фазового захвата в системах с затухающи­

ми осциллирующими возмущениями в присутствии белого шума;

- описаны условия захвата в резонанс в нелинейных асимптотически автоном­

ных системах с чирпированной накачкой при постоянно действующих стохасти­
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ческих возмущениях.

Предложенный подход основан на упрощении возмущённых неавтономных

детерминированных и стохастических систем с помощь усредняющих замен за­

висимых переменных в форме преобразований, близких к тождественным, с за­

тухающими добавками. Такой подход позволяет вывести модельные уравнения,

решения которых описывают возможные долговременные асимптотические ре­

жимы в исходных уравнениях. При выводе и исследовании модельных систем,

а также при обосновании соответствующих режимов в исходных уравнениях

использовался метод функций Ляпунова. Было показано, что в некоторых зада­

чах в качестве основы такой функции подходит соответствующее усредняющее

преобразование.

Остаётся открытым вопрос об устойчивости и бифуркационных явлениях в

многомерных системах с затухающими возмущениями. В частности, определён­

ный практический интерес представляют задачи о динамике связанных осцил­

ляторов с затухающими возмущениями и коэффициентами связи. Отметим, что

предлагаемый подход напрямую не переносится на многомерный случай из-за

малых знаменателей, которые обычно появляются при построении усредняю­

щих преобразований. Эта тема требует особого внимания и будет обсуждаться

в последующих работах.
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Ann. Sci. École Norm. Supér. — 1913. — Vol. 30. — P. 255–375.



377

134. Boutroux, P. Recherches sur les transcendantes de M. Painlevé et l’étude
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