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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ è ñòåïåíü åå ðàçðàáîòàííîñòè.
Ìåòîäû äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ âñå ÷àùå èñïîëüçó-
þòñÿ â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ â ñðåäàõ
ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé, êîãäà âîçíèêàþò ýôôåêòû ïàìÿòè, íåëîêàëüíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè. Òåîðèÿ äðîáíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ, ïðè ýòîì âàæíîå ìåñòî
çàíèìàþò óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Ðàçâèòèå òåîðèè äðîáíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ äàåò íîâûå èíñòðóìåíòû äëÿ èçó÷åíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïóòåì ðåäóêöèè ê òàêèì óðàâíåíèÿ èññëåäó-
þòñÿ öåëûå êëàññû íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì òåìà èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû
ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé.

Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè àêòèâ-
íî ðàçâèâàåòñÿ íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû XX âåêà. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ýòî ðàç-
âèòèå âíåñëè ðàáîòû À. Í. Ãåðàñèìîâà, Ì. Caputo, K. B. Oldham, J. Spanier,
Ñ. Ã. Ñàìêî, À. À. Êèëáàñà, Î. È. Ìàðè÷åâà, K. Nishimoto, K. S. Miller, B. Ross,
I. Podlubny, À. Ì. Íàõóøåâà, À. Â. Ïñõó, Â. Â. Ó÷àéêèíà, Ð. Ê. Ãàçèçîâà,
À. À. Êàñàòêèíà, Ñ. Þ. Ëóêàùóêà, K. Diethelm, Ì. Î. Ìàì÷óåâà, Ñ. Ì. Ñèò-
íèêà, Ý. Ë. Øèøêèíîé è ìíîãèõ äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé. Â ïîñëåäíèå ãî-
äû àêòèâíî èññëåäóþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè â áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîé îáëàñòè, ïîçâîëÿþò
ïðèìåíÿòü èõ ê íà÷àëüíî-êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ óðàâíåíèé
è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ïîñòðîåíà òåîðèÿ ïîëóãðóïï îïåðàòîðîâ, â ðàáîòàõ Ý. Õèëëå, Ð. Ôèëëèïñà,
Ê. Èîñèäû, Ñ. Ã. Êðåéíà. Âàæíóþ ðîëü â íåé, â ÷àñòíîñòè, èãðàþò ñåêòî-
ðèàëüíûå îïåðàòîðû, ïîðîæäàþùèå àíàëèòè÷åñêèå ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ,
è èõ äðîáíûå ñòåïåíè, ïîçâîëÿþùèå èññëåäîâàòü âîïðîñû îäíîçíà÷íîé ðàçðå-
øèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
â êîòîðûõ íåëèíåéíîñòü çàâèñèò îò ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðå-
ìåííûì (ñì. ðàáîòû A. Pazy, Ä. Õåíðè).

Ðàçðåøàþùèå ñåìåéñòâà ðàçëè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÿâëÿþùèåñÿ îáîáùåíèåì ðàçðåøàþùèõ ïîëóãðóïï îïå-
ðàòîðîâ, èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ J. Pr�uss, G. Da Prato è Ì. Iannelly, Ì. Êî-
ñòè÷à, Â. Å. Ôåäîðîâà è À. Ä. Ãîäîâîé.

Äëÿ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî â áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ òåîðèÿ ðàçðåøàþùèõ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ áûëà ïîñòðîåíà â
ðàáîòàõ Ý. Áàæëåêîâîé. Â íèõ ââåä¼í â ðàññìîòðåíèå êëàññ ñåêòîðèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ àíàëèòè÷åñêîå â ñåêòîðå ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî
îïåðàòîðîâ, ÷òî ïîçâîëèëî ðàñïðîñòðàíèòü ìåòîäû òåîðèè ïîëóãðóïï îïåðà-
òîðîâ íà óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà. Â ðàáîòàõ Â. Å. Ôåäîðîâà, Ì. Â. Ïëå-
õàíîâîé è èõ ó÷åíèêîâ ìåòîäû òåîðèè ðàçðåøàþùèõ ñåìåéñòâ îïåðàòîðîâ,
â òîì ÷èñëå àíàëèòè÷åñêèõ, áûëè ðàñïðîñòðàíåíû íà ðàçðåøåííûå îòíîñè-
òåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî, Ðèìàíà �
Ëèóâèëëÿ, Äæðáàøÿíà � Íåðñåñÿíà.

Óðàâíåíèÿ ñ âûðîæäåííûì îïåðàòîðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé áó-
äåì íàçûâàòü âûðîæäåííûìè ýâîëþöèîííûìè óðàâíåíèÿìè. Èññëåäîâàíèþ
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âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, íàçûâàåìûõ òàêæå
óðàâíåíèÿìè ñîáîëåâñêîãî òèïà, ïîñâÿùåíû ðàáîòû Ñ. Ë. Ñîáîëåâà è åãî ó÷å-
íèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé, à òàêæå W. R. Caroll, R. E. Showalter, Í. À. Ñèäîðîâà,
Á. Â. Ëîãèíîâà, Ì. Â. Ôàëàëååâà, Ã. Â. Äåìèäåíêî, Ñ. Â. Óñïåíñêîãî, Þ. Å. Áî-
ÿðèíöåâà, Â. Ô. ×èñòÿêîâà, Ì. Â. Áóëàòîâà, À. È. Êîæàíîâà, Ñ. Ã. Ïÿòêîâà,
È. Å. Åãîðîâà, Ñ. Â. Ïîïîâà, À. Ã. Ñâåøíèêîâà, Ì. Î. Êîðïóñîâà, À. Á. Àëü-
øèíà, Þ. Ä. Ïëåòíåðà, È. À. Øèøìàðåâà, Å. È. Êàéêèíîé, Ï. È. Íàóìêèíà.
Ðàçðåøàþùèå ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ òàêèõ óðàâíåíèé èññëåäîâàëè â ñâîèõ
ðàáîòàõ A. Favini, A. Yagi, È. Â. Ìåëüíèêîâà, À. Ôèëèíêîâ, Ã. À. Ñâèðèäþê,
Â Å. Ôåäîðîâ. Äëÿ ëèíåéíûõ è êâàçèëèíåéíûõ âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè â ïîñëåäíèå ãîäû ïîëó÷åíû ðåçóëüòà-
òû î ðàçðåøàþùèõ ñåìåéñòâàõ îïåðàòîðîâ, î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ â ðàáîòàõ Ì. Êîñòè÷à, Â. Å. Ôåäîðîâà, Ì. Â. Ïëå-
õàíîâîé è èõ ó÷åíèêîâ.

Öåëè è çàäà÷è. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå
âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ êâà-
çèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî èëè
Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ.

Â çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû âõîäèò ïîëó÷åíèå óñëîâèé îäíîçíà÷-
íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ðàçðåøåííûõ
îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî, â ñëó÷àå
ñåêòîðèàëüíîñòè îïåðàòîðà â ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, à òàêæå èññëåäîâà-
íèå âîïðîñîâ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ
êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ âûðîæäåííûì îïåðàòîðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîä-
íîé Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïàðà ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ
îïåðàòîðîâ â óðàâíåíèè (ïðè äðîáíîé ïðîèçâîäíîé è ïðè èñêîìîé ôóíêöèè)
ñåêòîðèàëüíà. Åùå îäíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå àáñòðàêòíûõ ðåçóëü-
òàòîâ ê èññëåäîâàíèþ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâ-
íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâà-
íèé â äàííîé äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìûõ êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ïîðîæäàåò àíàëèòè÷åñêîå ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ. Íà-
÷àëüíûå çàäà÷è äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ìåòîäàìè òåîðèè ðàçðåøàþùèõ ñåìåéñòâ
îïåðàòîðîâ ðåäóöèðóþòñÿ ê óðàâíåíèÿì âèäà z = Fz â ñïåöèàëüíî ïîäî-
áðàííîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå íåëèíåéíûé îïåðàòîð F ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ñâåðòêè äðîáíîé ïðîèç-
âîäíîé ïîðÿäêà 1 − α, ãäå α � ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ, îò ðàçðåøàþùåãî ñåìåé-
ñòâà îïåðàòîðîâ è íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàâèñÿùåãî îò íåñêîëüêèõ ìëàäøèõ
äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ è îò äðîáíûõ èíòåãðàëîâ ôóíêöèè z. Ñ ïîìîùüþ òåî-
ðåìû Áàíàõà î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ â ïîëíîì ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîëó÷àåì óñëîâèÿ ñæèìàåìîñòè îïåðàòîðà F â ñëó÷àå
ëîêàëüíîé ëèïøèöåâîñòè íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà èëè óñëîâèÿ ñæèìàåìîñòè
îïåðàòîðà F p ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñòåïåíè p ∈ N â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé
ëèïøèöåâîñòè íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû òåîðåìû î ëî-
êàëüíîé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè è ãëîáàëüíîé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âûðîæäåííûõ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåò-
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ñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïàð èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äëÿ ñåêòîðèàëüíîé ïàðû
îïåðàòîðîâ èç ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåäóöèðîâàòü çàäà÷ó
Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà ê ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ,
ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé, íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâå áåç âûðîæäåíèÿ è óðàâíåíèÿ ìåíüøåãî ïîðÿäêà íà ïîäïðîñòðàíñòâå âû-
ðîæäåíèÿ. Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà íåëèíåéíûé îïåðàòîð
òàêóþ ñèñòåìó óäàåòñÿ ðàçðåøèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ â äèññåðòà-
öèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ î ðàçðåøèìîñòè íåâûðîæäåííûõ êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé.

Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ èññëåäóþòñÿ ïóòåì èõ ðåäóêöèè ê íà÷àëüíûì çàäà÷àì äëÿ êâàçèëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì
ïîëó÷åííûõ àáñòðàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà-
÷è Êîøè äëÿ íîâûõ êëàññîâ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñ íåëèíåéíîé ÷àñòüþ, çàâèñÿùåé îò íåñêîëüêèõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ
Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî. Ëèíåéíàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé ïîðîæäà-
åò àíàëèòè÷åñêîå â ñåêòîðå ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ. Ðàññìîòðåíû
ñëó÷àè ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè, êëàññè÷åñêèõ è îáîáùåííûõ
ðåøåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé è âûðîæäåííûõ
ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé. Àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èññëå-
äîâàíèè íîâûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

Äëÿ ñåêòîðèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ò. å. ïîðîæäàþùèõ àíàëèòè÷åñêèå â ñåê-
òîðå ðàçðåøàþùèå ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ äëÿ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîä-
íîé, â ðàáîòå ââåäåíî â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå êîìïëåêñíîé ñòåïåíè. Ýòî ïîç-
âîëèëî ïîñòðîèòü øêàëó áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîâïàäàþùèõ ñ îáëàñòÿìè
îïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé ñåêòîðèàëüíîãî îïåðàòîðà, è èññëåäîâàòü êâà-
çèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ íåñêîëüêèìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî
èëè Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ, â êîòîðûõ íåëèíåéíàÿ ÷àñòü çàäàíà è ÿâëÿåòñÿ
ëèïøèöåâîé â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå èç ýòîé øêàëû (è íå çàäàíà íà âñåì
ïðîñòðàíñòâå). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîçâîëèëè èññëåäîâàòü íîâûå êëàññû
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, â êîòîðûõ íåëèíåéíàÿ ÷àñòü çàâèñèò
îò ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíà
íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Êàíà � Õèëëèàðäà äðîáíîãî ïîðÿäêà
ïî âðåìåíè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Äèññåðòàöèîí-
íàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäîâ êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ êâàçè-
ëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà �
Êàïóòî â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Êëþ÷åâóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè èãðàåò
ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå êîìïëåêñíûõ ñòåïåíåé ñåêòîðèàëüíîãî îïåðàòîðà.
Èñïîëüçîâàíèå äðîáíûõ ñòåïåíåé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü øêàëó áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Íåëèíåéíûé îïåðàòîð ïðåäïîëàãàåòñÿ çàäàííûì è ëèïøèöåâûì â
îäíîì èç ïðîñòðàíñòâ ýòîé øêàëû, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ïî-
ëó÷åííûå àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïðè èññëåäîâàíèè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, íåëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Â òî æå âðåìÿ ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû î äðîáíûõ ñòåïåíÿõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíè-
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åì àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ïîëóãðóïï
îïåðàòîðîâ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ïðèìåíå-
íèÿ ïîëó÷åííûõ àáñòðàêòíûõ ðåçóëüòàòîâ ê ïîñòàíîâêå è èçó÷åíèþ íà÷àëüíî-
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äðîáíîãî
ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, âîçíèêàþùèõ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ òåîðèè âÿçêîóïðóãî-
ñòè, ãèäðîäèíàìèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè, òåîðèè ôèíàíñîâ è äð. Ïðèâå-
äåííûå â ðàáîòå ïðèìåðû, â ÷àñòíîñòè, íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ äðîáíûõ
ïî âðåìåíè óðàâíåíèé Êàíà � Õèëëèàðäà, Àëëåíà � Êàíà äåìîíñòðèðóþò ýô-
ôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
1. Ïîñòðîåíà òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ ñòåïåíåé äëÿ îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ

àíàëèòè÷åñêèå ðàçðåøàþùèå ñåìåéñòâà óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîä-
íîé. Îïðåäåëåíà øêàëà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîâïàäàþùèõ ñ îáëàñòÿ-
ìè îïðåäåëåíèÿ äðîáíûõ ñòåïåíåé ñåêòîðèàëüíîãî îïåðàòîðà.

2. Äîêàçàíû òåîðåìû î ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è Êîøè äëÿ ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé êâà-
çèëèíåéíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ñåêòîðèàëüíûì îïå-
ðàòîðîì â ëèíåéíîé ÷àñòè è ñ íåëèíåéíîé ÷àñòüþ, çàâèñÿùåé îò íåñêîëü-
êèõ ìëàäøèõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî. Ðàññìîòðåíû
ñëó÷àè êëàññè÷åñêèõ è îáîáùåííûõ ðåøåíèé.

3. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Øîóîëòå-
ðà � Ñèäîðîâà äëÿ âûðîæäåííûõ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ñåêòîðè-
àëüíîé ïàðîé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ è ñ íåëèíåéíûì îïåðàòîðîì, çàâèñÿ-
ùèì îò íåñêîëüêèõ ìëàäøèõ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Ãåðàñèìîâà � Êàïó-
òî. Óñòàíîâëåíû ëîêàëüíîå è ãëîáàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
êëàññè÷åñêîãî è îáîáùåííîãî ðåøåíèé.

4. Àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè íà÷àëüíî-êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî ïî âðå-
ìåíè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ óðàâíåíèé Êàíà � Õèëëèàðäà, Àëëåíà � Êàíà
äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ñòðîãîñòü ïðè-
ìåíÿåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, êîððåêòíîñòü èñïîëüçîâà-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé â äàííîé äèñ-
ñåðòàöèè ñâèäåòåëüñòâóþò î äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà çàñåäàíèÿõ íà-
ó÷íîãî ñåìèíàðà êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ×åëÿáèíñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëü ïðîô. Â. Å. Ôåäîðîâ), íà Îáùåãîðîä-
ñêîì ñåìèíàðå èìåíè À. Ì. Èëüèíà ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ðóêîâîäèòåëè ïðîô. Â. Þ. Íîâîêøåíîâ, ïðîô. Ë. À. Êà-
ëÿêèí), íà Ìåæãîðîäñêîì ñåìèíàðå ¾Íåêëàññè÷åñêèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè¿ (ðóêîâîäèòåëü ïðîô. À. È. Êîæàíîâ), íà êîíôåðåíöèÿõ: Ìåæäóíà-
ðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Êîìïëåêñíûé àíàëèç, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà
è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ¿ (Óôà, 2022 ã., 2023 ã., 2025 ã., 2026 ã.); ¾The 9th
International Conference on Di�erential and Functional Di�erential Equations¿
(Ìîñêâà, 2022 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì (Ñóçäàëü, 2022 ã.); ¾O. A. Ladyzhenskaya
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Centennial Conference on PDE's¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2022 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ
íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íåêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è
èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Òàøêåíò, 2022 ã.); X Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìà-
òåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ïîñâÿùåííàÿ 30-ëåòèþ Àêàäåìèè íàóê Ðåñ-
ïóáëèêè Ñàõà (ßêóòèÿ) è ïàìÿòè ïåðâîãî Ïðåçèäåíòà Àêàäåìèè íàóê ÐÑ(ß),
÷ëåí-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ Â. Â. Ôèëèïïîâà (ßêóòñê, 2023 ã.); Ìåæäóíàðîä-
íàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Óôèìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà¿ (Óôà,
2023 ã.); VII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Íåëîêàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è è
ðîäñòâåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè, èíôîðìàòèêè è ôèçèêè¿
(Íàëü÷èê, 2023 ã.); Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà Ñ. Ã. Êðåé-
íà, ïîñâÿùåííàÿ ïàìÿòè àêàäåìèêà Â. Ï. Ìàñëîâà (Âîðîíåæ, 2024 ã.); Ëåòíèå
÷òåíèÿ (âîðêøîï) ¾Íåêëàññè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìàòåìà-
òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ (Ñàìàðà, 2024 ã.).

Ïóáëèêàöèè. Ñïèñîê ïóáëèêàöèé àâòîðà âêëþ÷àåò 19 ðàáîò, èç êîòîðûõ
5 îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ
èçäàíèé ñïèñêà ÂÀÊ èëè ïðèðàâíåííûõ ê íèì, ïîñêîëüêó âõîäÿò â èçäàíèÿ,
èíäåêñèðóåìûå ìåæäóíàðîäíûìè ðåôåðàòèâíûìè áàçàìè äàííûõ è ñèñòåìà-
ìè öèòèðîâàíèÿ Web of Science è/èëè Scopus [1�5]. Òàêæå ðåçóëüòàòû äèññåð-
òàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [6�19].

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Cîàâòîðàìè ñîèñêàòåëÿ â ðàáîòàõ [1�3] âíåñåí
ñëåäóþùèé âêëàä. Â ñòàòüå [1] À. Â. Àâèëîâè÷ ïðåäëîæåíà èäåÿ îïðåäåëåíèÿ
÷èñòî ìíèìîé ñòåïåíè ñåêòîðèàëüíîãî îïåðàòîðà (ïåðåä òåîðåìîé 2), Â. Å. Ôå-
äîðîâ ïðåäëîæèë ïîñòàíîâêó íà÷àëüíîé çàäà÷è (10), à èìåííî, åìó ïðèíàä-
ëåæèò èäåÿ èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó m∗∗, ñâÿçàííóþ ñ äåôåêòîì m∗ óðàâíåíèÿ
ñ íåñêîëüêèìè äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ, äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ãàðàíòèðîâàòü íåïðåðûâíîñòü âïëîòü äî òî÷êè t = t0 ìëàäøèõ äðîáíûõ
ïðîèçâîäíûõ Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ ðåøåíèÿ Dαlz, l = 1, 2, . . . , n, ÿâëÿþùèõñÿ
àðãóìåíòàìè íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà â èññëåäóåìîì óðàâíåíèè. Â ðàáîòå [2]
Â. Å. Ôåäîðîâûì ïðåäëîæåíà èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3 î ïîëíîòå ïðî-
ñòðàíñòâà Cm−1,{αl}([t0, t1];Z), Ì. Êîñòè÷åì � èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4 î
ãåëüäåðîâîñòè ôóíêöèè, èìåþùåé íåïðåðûâíóþ íà îòðåçêå äðîáíóþ ïðîèçâîä-
íóþ Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî. Â [3] Â. Å. Ôåäîðîâó ïðèíàäëåæèò èäåÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà ëåììû 3 îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçðåøèìîñòè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ñ ìëàäøèìè äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè è çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçè-
ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî.

Â äèññåðòàöèþ âîøëè òîëüêî ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå ëè÷íî åå àâòî-
ðó.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà îáúåìîì
â 121 ñòðàíèöû ñîäåðæèò ââåäåíèå, 3 ãëàâû, çàêëþ÷åíèå, ñïèñîê îáîçíà÷åíèé
è ñîãëàøåíèé, ñïèñîê ëèòåðàòóðû, ñîñòîÿùèé èç 115 èñòî÷íèêîâ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ïðîàíàëèçèðîâàíà
ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ, îïðåäåëåíû öåëè è çàäà÷è, ñôîð-
ìóëèðîâàíû íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðà-
áîòû, ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó,
à òàêæå ïðèâåäåíû ñâåäåíèÿ î ñòåïåíè äîñòîâåðíîñòè, àïðîáàöèè ðåçóëüòàòîâ
è ïóáëèêàöèÿõ àâòîðà.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ òåîðèè êîìïëåêñíûõ ñòåïåíåé ñåê-
òîðèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è åå ïðèìåíåíèþ ê èññëåäîâàíèþ êâàçèëèíåéíûõ óðàâ-
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íåíèé ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî è Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ.
Ïóñòü Z � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ t0 ∈ R, h : (t0,∞) → Z èíòåãðàë

Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà β > 0 èìååò âèä

Jβh(t) :=
1

Γ(β)

t∫
t0

(t− s)β−1h(s)ds, t > t0,

J0h(t) := h(t). Äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà
α ∈ (m− 1,m], m ∈ N, èìååò âèä RDαh(t) = DmJm−αh(t), ãäå Dm � îáû÷íàÿ
ïðîèçâîäíàÿ öåëîãî ïîðÿäêà m.

Ïóñòü m − 1 < α ≤ m ∈ N, Dα � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà �
Êàïóòî, ò. å.

Dαh(t) := DmJm−α

(
h(t)−

m−1∑
k=0

h(k)(t0)
(t− t0)

k

k!

)
.

Äëÿ β ≤ 0 îáîçíà÷èì Dβh(t) := J−βh(t).
×åðåç L(Z) îáîçíà÷èì áàíàõîâó àëãåáðó ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðà-

òîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Z , à ÷åðåç Cl(Z) � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ
ïëîòíî îïðåäåëåííûõ â Z îïåðàòîðîâ. Â �1.1 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñåêòîðèàëü-
íîãî îïåðàòîðà, ò. å. îïåðàòîðà êëàññà Aα(θ0, a0), îïðåäåëÿåìîãî ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Äëÿ α > 0, θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Aα(θ0, a0) êëàññ îïåðà-
òîðîâ A ∈ Cl(Z), òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(i) äëÿ âñåõ λ ∈ Sθ0,a0 := {µ ∈ C : | arg(µ − a0)| < θ0, µ ̸= a0} èìååì
λα ∈ ρ(A) := {µ ∈ C : Rµ(A) := (µI − A)−1 ∈ L(Z)};

(ii) äëÿ êàæäîãî θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 ñóùåñòâóåò K = K(θ, a) > 0, òàêîå,
÷òî äëÿ âñåõ λ ∈ Sθ,a

∥Rλα(A)∥L(Z) ≤
K(θ, a)

|λ|α
.

Îáîçíà÷èì òàêæå
Aα :=

⋃
θ0∈(π/2,π)

a0≥0

Aα(θ0, a0).

Ïðè −A ∈ Aα(θ0, 0), 0 ∈ ρ(A) è Reγ > 0 îïðåäåëÿþòñÿ êîìïëåêñíûå
ñòåïåíè îïåðàòîðà A

A−γ :=
1

2πi

∫
C
z−γ(zI − A)−1dz,

ãäå C := C+ ∪ C0 ∪ C−, C± := {z = re±iαω : r ∈ (αε,∞)}, C0 := {z = αεeiφ : φ ∈
[−αω, αω]} ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε > 0 è ω ∈ (π−θ0

α
, π
2α
). Äëÿ 0 < Reγ < 1

ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

A−γ =
sin πγ

π

∫ ∞

0

t−γ(tI + A)−1dt.

Äîêàçàíà òåîðåìà 1.1.1 î òîì, ÷òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ {A−γ : Re γ > 0}
îáðàçóåò àíàëèòè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó.
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Äëÿ Reγ > 0 îïðåäåëèì îïåðàòîð Aγ := (A−γ)−1 íà DAγ , DAγ = imA−γ :=
{y = A−γx : x ∈ Z}, A0 := I. Óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà êîìïëåêñíûõ
ñòåïåíåé: çàìêíóòîñòü, âëîæåíèÿ èõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ, ñâîéñòâî ñëîæåíèÿ
ñòåïåíåé (òåîðåìà 1.1.2). Â òåîðåìå 1.1.3 ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëå-
íèå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé

Aγz =
sin πγ

π

∫ ∞

0

tγ−1A(tI + A)−1z dt, 0 < Reγ < 1.

Â �1.2 ââîäÿòñÿ ðàçðåøàþùèå ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ äëÿ óðàâíåíèé äðîá-
íîãî ïîðÿäêà. Èçâåñòíî 1, ÷òî ïðè α > 0, a0 ≥ 0, θ0 ∈ (π/2, π), −A ∈ Aα(θ0, a0),
β ∈ R îïðåäåëåíû îïåðàòîðû

Zβ(t) :=
1

2πi

∫
Γ

µα−1+βRµα(−A)eµtdµ, t ∈ R+,

ãäå Γ := Γ+ ∪ Γ− ∪ Γ0, Γ± := {µ ∈ C : µ = a + re±iθ, r ∈ (δ,∞)}, Γ0 := {µ ∈
C : µ = a + δeiφ, φ ∈ [−θ, θ]} äëÿ δ > 0, a > a0, θ ∈ (π/2, θ0). Îòìåòèì, ÷òî
ïðè α = 1 îïåðàòîðû Z0(t) îáðàçóþò àíàëèòè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó. Äëÿ Zβ(t)
ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥Zβ(t)∥L(Z) ≤ Cβe
at(t−1 + a)β (β ≥ 0), ∥Zβ(t)∥L(Z) ≤ Cβe

att−β (β < 0).

Â òåîðåìå 1.2.2 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ðàçðåøàþùèõ ñåìåéñòâ Zβ(t) ñ äðîá-
íûìè ñòåïåíÿìè îïåðàòîðà A.
Òåîðåìà 1.2.2. Ïóñòü α > 0, −A ∈ Aα(θ0, 0), 0 ∈ ρ(A). Òîãäà
(i) Zβ(t) : Z → DAγ äëÿ âñåõ β ∈ R, Reγ ∈ [0, 1), t > 0;
(ii) Zβ(t)A

γz = AγZβ(t)z äëÿ β ∈ R, γ ∈ C, z ∈ DAγ ;
(iii) äëÿ β ∈ R, Reγ < 1, t > 0 îïåðàòîð AγZβ(t) îãðàíè÷åí;
(iv) äëÿ Reγ ∈ (0, 1), −αReγ < β < 1− αReγ

A−γ =
α sin πγ

sin(π(αγ + β))Γ(αγ + β)

∞∫
0

tαγ+β−1Zβ(t)dt;

(v) äëÿ β ∈ R, t > 0 ∥AZβ(t)∥L(Z) ≤ Ct−α−β;
(vi) äëÿ Reγ ∈ (0, 1), β > −αReγ, t > 0 ∥AγZβ(t)∥L(Z) ≤ Cγt

−αReγ−β;
(vii) äëÿ β < 1, Reγ ∈ (0, 1), z ∈ DAγ

∥D−βZβ(t)z − z∥Z ≤ Cγt
αReγ∥Aγz∥Z .

Â �1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè

Dkz(t0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (1)

äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Dαz(t) + Az(t) = B (t,Dα1z(t), Dα2z(t), . . . , Dαnz(t)) , (2)

1Ôåäîðîâ Â. Å., Aâèëîâè÷ A. Ñ. Çàäà÷à òèïà Êîøè äëÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíîé Ðèìà-

íà � Ëèóâèëëÿ â ñåêòîðèàëüíîì ñëó÷àå // Ñèá. ìàò. æóðí. 2019. Ò. 60, � 2. Ñ. 461�477.
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ãäå m − 1 < α ≤ m ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α, îïåðàòîð −A ∈ Aα(θ0, 0),
0 ∈ ρ(A), Dβ � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî ïðè β > 0 è
äðîáíûé èíòåãðàë Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ ïðè β ≤ 0.

Ââîäÿòñÿ ïðîñòðàíñòâà Zγ := DAγ ñ íîðìîé ∥ · ∥γ := ∥Aγ · ∥Z, êîòîðûå
îáðàçóþò øêàëó áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Íåëèíåéíûé îïåðàòîð B îïðåäåëåí
íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ⊂ R×Zn

γ è äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, x1, x2, . . . , xn) ∈ U
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V ⊂ U è êîíñòàíòû q > 0, δ ∈ (0, 1], òàêèå, ÷òî äëÿ
âñåõ (t, y1, . . . , yn), (s, v1, . . . , vn) ∈ V

∥B(t, y1, y2, . . . , yn)−B(s, v1, v2, . . . , vn)∥Z ≤ q

(
|t− s|δ +

n∑
l=1

∥yl − vl∥γ

)
. (3)

Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1), (2) íà îòðåçêå [t0, t1] íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèÿ z ∈ C((t0, t1];DA)∩Cm−1([t0, t1];Z), òàêàÿ, ÷òî Dαz ∈ C((t0, t1];Z),
Dαlz ∈ C([t0, t1];Z), l = 1, 2, . . . , n, âûïîëíÿþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (1), âêëþ-
÷åíèå (t,Dα1z(t), Dα2z(t), . . . , Dαnz(t)) ∈ U ïðè âñåõ t ∈ [t0, t1] è ðàâåíñòâî (2)
ïðè âñåõ t ∈ (t0, t1].

Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è Êîøè, îïðåäåëèì

z̃(t) =
m−1∑
k=0

(t− t0)
k

k!
zk, z̃l = Dαl z̃(t0), l = 1, 2, . . . , n.

Åñëè ïðè íåêîòîðîì l ∈ {1, 2, . . . , n} αl = k ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}, òî z̃l = zk,
èíà÷å z̃l = 0.
Òåîðåìà 1.3.3. Ïóñòü α1 < α2 < · · · < αn ≤ 1 < α < 2, −A ∈ Aα(θ0, 0), 0 ∈
ρ(A), îòîáðàæåíèå B : U → Z óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3) ïðè γ ∈ [0, 1− 1

α
),

z0, z1 ∈ Zγ+1, (t0, z̃1, z̃2, . . . , z̃n) ∈ U . Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî t1 > t0 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè z(t0) = z0, D

1z(t0) = z1 äëÿ óðàâíåíèÿ
(2) íà îòðåçêå [t0, t1].
Òåîðåìà 1.3.4. Ïóñòü α1 < α2 < · · · < αn ≤ 0 < α ≤ 1, −A ∈ Aα(θ0, 0),
0 ∈ ρ(A), îòîáðàæåíèå B : U → Z óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3) ïðè γ ∈ [0, 1),
z0 ∈ Z1+γ, (t0, z̃1, z̃2, . . . , z̃n) ∈ U . Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî t1 > t0, ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè z(t0) = z0 äëÿ óðàâíåíèÿ (2) íà [t0, t1].

Â �1.4 ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè íà
çàðàíåå çàäàííîì îòðåçêå [t0, T ] ïðè óñëîâèè, ÷òî íåëèíåéíûé îïåðàòîð îïðå-
äåëåí íà [t0, T ]×Zn

γ è êîíñòàíòû q > 0 è δ ∈ (0, 1] â óñëîâèè (3) ìîæíî âûáðàòü
ñðàçó äëÿ âñåõ (t, y1, . . . , yn), (s, v1, . . . , vn) ∈ [t0, T ]×Zn

γ .
Â �1.5 ïîëó÷åííûå àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê èññëåäîâàíèþ

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

Dαv(ξ, t) = ∆v(ξ, t) +
n∑

l=1

Dαl
t v(ξ, t)

3∑
i=1

∂

∂ξi
Dαl

t v(ξ, t), ξ ∈ Ω, t > t0,

v(ξ, t0) = v0(ξ), ξ ∈ Ω,

v(ξ, t) = 0, ξ ∈ ∂Ω, t > t0,

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R3. Ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð −A = ∆ c ãðàíè÷-
íûì óñëîâèåì Äèðèõëå ñåêòîðèàëåí, à íåëèíåéíûé îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû 1.3.4 ïðè γ > 3/4.
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Â �1.6 â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rd èññëåäîâàíà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ
çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ Êàíà � Õèëëèàðäà äðîáíîãî ïîðÿäêà α ∈ (0, 1) ïî
âðåìåíè

Dα
t v(ξ, t) = ν∆(v3(ξ, t)− v(ξ, t)− µ∆v(ξ, t)) =

= ν(6v|∇v|2 + (3v2 − 1)∆v − µ∆2v), (ξ, t) ∈ Ω× (t0, t1], (4)

v(ξ, t) = ∆v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, t1], (5)

v(ξ, 0) = v0, ξ ∈ Ω. (6)

Ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð A = µν∆2 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (5) ÿâëÿåòñÿ ñåêòî-
ðèàëüíûì, à íåëèíåéíûé îïåðàòîð èç óðàâíåíèÿ (4) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(3) ïðè γ ∈ ( d

d+2
, 1), γ ≥ 1

2
.

Òåîðåìà 1.6.1. Ïóñòü 0 < α < 1, γ ∈ ( d
d+2

, 1), γ ≥ 1
2
, v0 ∈ Zγ+1. Òîãäà äëÿ

íåêîòîðîãî t1 > t0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4)�(6).
Â �1.7 èçó÷àåòñÿ êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ðè-

ìàíà � Ëèóâèëëÿ

RDαz(t) + Az(t) = B
(
RDα1z(t), . . . , RDαnz(t), RDα−m−rz(t), . . . , RDα−1z(t)

)
,
(7)

ãäå m − 1 < α ≤ m ∈ N, r ∈ N0, n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn < α − 1,
mk − 1 < αk ≤ mk ∈ Z, αk −mk ̸= α−m, k = 1, 2, . . . , n.

Äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è òèïà Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (7) íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü åå äåôåêò2 m∗, ïîêàçûâàþùèé, ñêîëüêî íà÷àëüíûõ óñëîâèé
ìëàäøåãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè,
÷òîáû çàäà÷à áûëà ðàçðåøèìà. Áîëåå òîãî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâà-
íèå êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ lim

t→t0

RDαlz(t) := RDαlz(t0), l = 1, 2, . . . , n, â àðãóìåíòàõ

íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëèì âåëè÷èíó m∗∗ := m∗ + 1 è áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü íåïîëíóþ çàäà÷ó òèïà Êîøè

RDα−m+kz(t0) = 0, k = 0, 1, . . . ,m∗∗ − 1,
RDα−m+kz(t0) = zk, k = m∗∗,m∗∗ + 1, . . . ,m− 1.

(8)

Ïóñòü U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R × Zn+m+r
γ è çàäàíî îòîáðàæåíèå

B : U→Z , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (3).
Òåîðåìà 1.7.2. Ïóñòü α > 0, α1 < α2 < · · · < αn < α−1, −A ∈ Aα(θ0, 0), 0 ∈
ρ(A), îòîáðàæåíèå B : U → Z óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3), γ ∈ (min{0, 1 −
1
α
}, 1), (t0, 0, . . . , 0, zm∗∗, zm∗∗+1, . . . , zm−1) ∈ U , zk ∈ Z1+γ, k = m∗∗,m∗∗ + 1,

. . . ,m − 1. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî t1 > t0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è (7), (8) íà [t0, t1].

Â �1.8 ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû ê íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å äëÿ
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ ïî
âðåìåíè.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ëèï-
øèöåâîé íåëèíåéíîñòüþ â íîðìå èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà Z .

Â �2.1 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè

Dkz(t0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (9)

2Ôåäîðîâ Â. Å., Òóðîâ Ì. Ì. Äåôåêò çàäà÷è òèïà Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåñêîëüêèìè ïðî-

èçâîäíûìè Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ // Ñèá. ìàò. æóðí. 2021. Ò. 62, � 5. Ñ. 1143�1162.
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äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Dαz(t) = Az(t) +B(t,Dα1z(t), Dα2z(t), . . . , Dαnz(t)). (10)

Òåîðåìà 2.1.1. Ïóñòü n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn ≤ m − 1 < α ≤ m ∈ N,
A ∈ Aα, zk ∈ DA, k = 0, 1, . . . ,m − 1, U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R × Zn,
îòîáðàæåíèå B ∈ C(U ;DA) ëîêàëüíî ëèïøèöåâî ïî ôàçîâûì ïåðåìåííûì,
(t0, z̃1, z̃2, . . . , z̃n) ∈ U . Òîãäà ïðè íåêîòîðîì t1 > t0 çàäà÷à (9), (10) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà îòðåçêå [t0, t1].

Â �2.2 ïîëó÷åí ðåçóëüòàò î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ïðè óñëîâèè ðàâíî-
ìåðíîé ëèïøèöåâîñòè îïåðàòîðà B.
Òåîðåìà 2.2.1. Ïóñòü n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn ≤ m − 1 < α ≤ m ∈ N,
A ∈ Aα, zk ∈ DA, k = 0, 1, . . . ,m − 1, îòîáðàæåíèå B ∈ C([t0, T ] × Zn;DA)
ëèïøèöåâî ïî ôàçîâûì ïåðåìåííûì. Òîãäà çàäà÷à (9), (10) èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå íà îòðåçêå [t0, T ].

Â �2.3 ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè. Ôóíêöèÿ z
íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (9), (10), åñëè z,Dα1z, . . . , Dαnz ∈
C([t0, T ];Z) è äëÿ âñåõ t ∈ [t0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

z(t) =
m−1∑
k=0

Z−k(t− t0)zk +

∫ t

t0

Z1−α(t− s)B(s,Dα1z(s), . . . , Dαnz(s)) ds.

Òàêîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ íà ãëàäêîñòü íà÷àëüíûõ
äàííûõ è íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà.
Òåîðåìà 2.3.1. Ïóñòü n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn ≤ m − 1 < α ≤ m ∈
N, mn − 1 < αn ≤ mn ∈ N, A ∈ Aα, îòîáðàæåíèå B ∈ C([t0, T ] × Zn;Z)
ëèïøèöåâî ïî ôàçîâûì ïåðåìåííûì, zk ∈ DA, k = 0, 1, . . . ,mn, zl ∈ Z, l =
mn+1,mn+2, . . . ,m−1. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáù¼ííîå ðåøåíèå
çàäà÷è (9), (10) íà îòðåçêå [t0, T ].
Òåîðåìà 2.3.2. Ïóñòü n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn ≤ m − 1 < α ≤ m ∈ N,
A ∈ Aα, zk ∈ DA, k = 0, 1, . . . ,mn, zl ∈ Z, l = mn + 1,mn + 2, . . . ,m − 1,
U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R × Zn, îòîáðàæåíèå B ∈ C(U ;Z) ëîêàëüíî
ëèïøèöåâî ïî ôàçîâûì ïåðåìåííûì, (t0, z̃1, z̃2, . . . , z̃n) ∈ U . Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå t1 > t0, ÷òî çàäà÷à (9), (10) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå
íà [t0, t1].

Â �2.4 ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû ê èññëåäîâàíèþ íà÷àëüíî-êðà-
åâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Àëëåíà � Êàíà äðîáíîãî ïîðÿäêà α ∈ (m− 1,m),
m ∈ {1, 2}, ïî âðåìåíè

Dα
t v(ξ, t) = ν∆v(ξ, t) + h(ξ, v(ξ, t)), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ], (11)

v(ξ, t) = 0, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ], (12)

v(ξ, 0) = v0, (m− 1)
∂v

∂ξ
= (m− 1)v1(ξ), ξ ∈ Ω. (13)

Òåîðåìà 2.4.2. Ïóñòü α ∈ (0, 2), h ∈ C∞(Ω × R;R), l > d/2, v0 ∈ DA, ïðè
α ∈ (1, 2) v1 ∈ H l(Ω). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî t1 > t0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (11)�(13) íà Ω× [0, t1]. Åñëè ïðè ýòîì âñå ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè h äî ïîðÿäêà l + 1 îãðàíè÷åíû, òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (11)�(13) íà Ω× [0, T ].
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Â �2.5 ðàññìîòðåí êëàññ êðàåâûõ çàäà÷ â Rd äëÿ óðàâíåíèÿ ñ íåëèíåé-
íîñòüþ, çàâèñÿùåé îò äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî ïî âðå-
ìåíè, è ñ ìíîãî÷ëåíîì îò äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì â ëèíåéíîé ÷àñòè. Äëÿ îïåðàòîðà A =
Qq(

1
i

∂
∂ξ1

, 1
i

∂
∂ξ2

, . . . , 1
i

∂
∂ξd

) ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà Qq(δ1, δ2, . . . , δd)
ëåæàò âíå íåêîòîðîãî ñåêòîðà Sθ,a, äîêàçàíî, ÷òî A ∈ Aα, è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñÿ êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ëè-
íåéíûé îïåðàòîð ïðè ñòàðøåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî
èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî, íàçûâàåìûå äàëåå âûðîæäåííûìè. Äëÿ òàêîãî
óðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Êîøè íåêîððåêòíà, ïîýòîìó âìåñòî íå¼ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà. Êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè åå èññëå-
äîâàíèè èãðàåò óñëîâèå ñåêòîðèàëüíîñòè ïàðû îïåðàòîðîâ â ëèíåéíîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùåå ïîñòðîèòü èíâàðèàíòíûå ïàðû ïîäïðîñòðàíñòâ. Îñ-
íîâíàÿ èäåÿ èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â ðåäóêöèè èñõîäíîãî âûðîæäåííîãî óðàâ-
íåíèÿ ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé íà äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ, â êîòîðîé îäíî
óðàâíåíèå ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, à äðóãîå ðåøàåòñÿ
ÿâíî.

Ïóñòü X ,Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. ×åðåç L(X ;Y) îáîçíà÷èì áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ èç X â Y , à ÷åðåç
Cl(X ;Y) � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ çàìêíóòûõ ïëîòíî îïðåäåëåííûõ â X îïåðà-
òîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâî Y . Â �3.1 ââîäèòñÿ êëàññ Hα(θ0, a0) ñåêòî-
ðèàëüíûõ ïàð îïåðàòîðîâ, ò. å. ïàð îïåðàòîðîâ L,M ∈ Cl(X ;Y), äëÿ êîòîðûõ

(i) ñóùåñòâóþò òàêèå θ0 ∈ (π/2, π) è a0 ≥ 0, ÷òî ïðè âñåõ λ ∈ Sθ0,a0

âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå λα ∈ ρL(M) := {µ ∈ C : (µL−M)−1L ∈ L(X ), L(µL−
M)−1 ∈ L(Y)};

(ii) ïðè ëþáûõ θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ K =
K(θ, a) > 0, ÷òî ïðè âñåõ λ ∈ Sθ,a

max{∥(λαL−M)−1L∥L(X ), ∥L(λαL−M)−1∥L(Y)} ≤ K(θ, a)

|λ|α
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Lk = L|X k∩DL
, Mk = M |X k∩DM

, k = 0, 1.
Òåîðåìà 3.1.1.3 Ïóñòü áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà X è Y ðåôëåêñèâíû, (L,M) ∈
Hα(θ0, a0). Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ :
(i) X = X 0 ⊕X 1, Y = Y0 ⊕ Y1;
(ii) ïðîåêòîð P (Q) íà ïîäïðîñòðàíñòâî X 1 (Y1) âäîëü X 0 (Y0) èìååò âèä
P = s- lim

n→∞
nRL

n(M) (Q = s- lim
n→∞

nLL
n(M));

(iii) L0 = 0, M0 ∈ Cl(X 0;Y0), L1,M1 ∈ Cl(X 1;Y1);
(iv) ñóùåñòâóþò îáðàòíûå îïåðàòîðû L−1

1 ∈Cl(Y1;X 1), M−1
0 ∈L(Y0;X 0);

(v) äëÿ âñåõ x ∈ DL èìååì Px ∈ DL è LPx = QLx;
(vi) äëÿ âñåõ x ∈ DM èìååì Px ∈ DM è MPx = QMx;
(vii) ïóñòü S := L−1

1 M1 : DS → X 1, òîãäà DS := {x ∈ DM1
: M1x ∈ imL1}

ïëîòíî â X ;
(viii) ïóñòü R := M1L

−1
1 : DR → Y1, òîãäà DR := {y ∈ imL1 : L−1

1 y ∈ DM1
}

ïëîòíî â Y ;
3Ôåäîðîâ Â. Å., Ðîìàíîâà Å. À., Äåáóø À. Àíàëèòè÷åñêèå â ñåêòîðå ðàçðåøàþùèå ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ

âûðîæäåííûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà // Ñèá. æóðí. ÷èñòîé è ïðèêëàä. ìàòåìàòèêè.

2016. Ò. 16, � 2. Ñ. 93�107.
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(ix) åñëè L1 ∈ L(X 1;Y1) èëè M1 ∈ L(X 1;Y1), òî S ∈ Aα(θ0, a0);
(x) åñëè L−1

1 ∈ L(Y1;X 1) èëè M−1
1 ∈ L(Y1;X 1), òî R ∈ Aα(θ0, a0).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà

(Lx)(k)(t0) = yk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (14)

äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

DαLx(t) = Mx(t) +N(t,Dα1x(t), Dα2x(t), . . . , Dαnx(t)) + f(t) (15)

Ðåøåíèåì çàäà÷è (14), (15) íà îòðåçêå [t0, T ] áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ôóíêöèþ
x : [t0, T ] → DM ∩DL, äëÿ êîòîðîé Lx ∈ Cm−1([t0, T ];Y), DαLx ∈ C((t0, T ];Y),
Mx ∈ C((t0, T ];Y), Dαlx ∈ C([t0, T ];Y), l = 1, 2, . . . , n, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
(14), ïðè âñåõ t ∈ [t0, T ] (t,D

α1x(t), Dα2x(t), . . . , Dαnx(t)) ∈ U è ïðè âñåõ t ∈
(t0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (15).

Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå äàííûå y0, y1, . . . , ym−1, îïðåäåëèì

ỹ(t) = y0 +
(t− t0)

1!
y1 + · · ·+ (t− t0)

m−1

(m− 1)!
ym−1, ỹk = Dαk ỹ(t0), k = 1, 2, . . . , n.

Òåîðåìà 3.1.2. Ïóñòü áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà X è Y ðåôëåêñèâíû, (L,M) ∈
Hα(θ0, a0), L1 ∈ L(X 1;Y1) èëè M1 ∈ L(X 1;Y1), n ∈ N, α1 < α2 < · · · <
αn ≤ m − 1 < α ≤ m ∈ N, U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R × X n, N :
U → imL, îòîáðàæåíèå L−1

1 N ∈ C
(
U ;DS

)
ëîêàëüíî ëèïøèöåâî ïî ôàçîâûì

ïåðåìåííûì, f ∈ C([t0, T ];Y) ïðè íåêîòîðîì T > t0, f : [t0, T ] → Y0+̇imL,
L−1

1 Qf ∈ C([t0, T ];DS), D
αlM−1

0 (I − Q)f ∈ C([t0, T ];X ), l = 1, 2, . . . , n, yk ∈
L[DS] ïðè k = 0, . . . ,m− 1,

(t0, L
−1
1 ỹ1 −Dα1M−1

0 (I −Q)f(t0), . . . , L
−1
1 ỹn −DαnM−1

0 (I −Q)f(t0)) ∈ U.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (14), (15) íà îòðåçêå [t0, t1]
ïðè íåêîòîðîì t1 ∈ (t0, T ].
Òåîðåìà 3.1.3. Ïóñòü áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà X è Y ðåôëåêñèâíû, (L,M) ∈
Hα(θ0, a0), L

−1
1 ∈ L(Y1;X 1), n ∈ N, α1 < α2 < · · · < αn ≤ m − 1 < α ≤

m ∈ N, U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R × X n, N : U → Y1, îòîáðàæåíèå
N ∈ C

(
U ;DR

)
ëîêàëüíî ëèïøèöåâî ïî ôàçîâûì ïåðåìåííûì, f ∈ C([t0, T ];Y)

ïðè íåêîòîðîì T > t0, Qf ∈ C([t0, T ];DR), D
αlM−1

0 (I − Q)f ∈ C([t0, T ];X ),
l = 1, 2, . . . , n, yk ∈ DR, k = 0, 1, . . . ,m− 1,

(t0, L
−1
1 ỹ1 −Dα1M−1

0 (I −Q)f(t0), . . . , L
−1
1 ỹn −DαnM−1

0 (I −Q)f(t0)) ∈ U.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (14), (15) íà îòðåçêå [t0, t1]
ïðè íåêîòîðîì t1 ∈ (t0, T ].

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1.2 çàäà÷à Øîóîëòåðà � Ñèäîðîâà äëÿ âûðîæäåí-
íîãî ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

x0(t) = −M−1
0 (I −Q)f(t), (16)

Dαx1(t) = Sx1(t) + L−1
1 N(t,Dα1x(t), Dα2x(t), . . . , Dαnx(t)) + L−1

1 Qf(t), (17)

ãäå x0(t) := (I −P )x(t), x1(t) := Px(t), à â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1.3 � ê àíàëî-
ãè÷íîé ñèñòåì ñ óðàâíåíèåì

Dαy1(t) = Ry1(t)+

14



+N(t,Dα1(L−1
1 y1(t)−M−1

0 (I−Q)f(t)),. . ., Dαn(L−1
1 y1(t)−M−1

0 (I−Q)f(t)))+Qf(t),

âìåñòî óðàâíåíèÿ (17), ãäå y1(t) = L1x
1(t).

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íåëèíåéíûé îïåðàòîð íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ ïîäïðî-
ñòðàíñòâà âûðîæäåíèÿ, äîêàçàíû òåîðåìû 3.1.4 è 3.1.5.

Â �3.2 ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè
(òåîðåìû 3.2.1�3.2.4) ïðè óñëîâèè ðàâíîìåðíîé ëèïøèöåâîñòè íåëèíåéíîãî
îïåðàòîðà.

Â �3.3 ââåäåíî ïîíÿòèå îáîáù¼ííîãî ðåøåíèÿ äëÿ âûðîæäåííîãî óðàâ-
íåíèÿ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò îñëàáèòü òðåáîâàíèÿ íà ãëàäêîñòü îïåðàòîðà N è
íà÷àëüíûõ äàííûõ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé. Îáîá-
ùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (14), (15) íà îòðåçêå [t0, t1] áóäåì íàçûâàòü ôóíê-
öèþ x ∈ C([t0, t1];X ), äëÿ êîòîðîé Dα1x,Dα2x, . . . , Dαnx ∈ C([t0, t1];Z), ïðè
âñåõ t ∈ (t0, t1] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (16), à ôóíêöèÿ x1 := Px ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè Dkx1(t0) = L−1

1 yk, k = 0, 1, . . . ,m − 1,
äëÿ óðàâíåíèÿ

Dαx1(t) = Sx1(t) + L−1
1 Qf(t)+

+L−1
1 N(t,Dα1(x1(t)−M−1

0 (I −Q)f(t)), . . . , Dαn(x1(t)−M−1
0 (I −Q)f(t)))

íà [t0, t1]. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà imN ⊂ imL ⊂ Y1, äîêàçàíû òåîðåìû î ëîêàëü-
íîé è ãëîáàëüíîé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè â ñìûñëå îáîáùåííûõ ðåøåíèé
(òåîðåìû 3.3.1�3.3.4). Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà X è Y ðåôëåêñèâíû, (L,M) ∈
Hα(θ0, a0), L1 ∈ L(X 1;Y1) èëè M1 ∈ L(X 1;Y1), n ∈ N, α1 < α2 < · · · <
αn ≤ m − 1 < α ≤ m ∈ N, mn − 1 < αn ≤ mn ∈ N, N : [t0, T ] × X n →
imL, îòîáðàæåíèå L−1

1 N ∈ C
(
[t0, T ] × X n;X

)
ëèïøèöåâî ïî ôàçîâûì ïåðå-

ìåííûì, f ∈ C([t0, T ];Y) ïðè íåêîòîðîì T > t0, f : [t0, T ] → Y0+̇imL,
L−1

1 Qf ∈ C([t0, T ];X ), DαlM−1
0 (I − Q)f ∈ C([t0, T ];X ), l = 1, 2, . . . , n; åñ-

ëè αn < mn, òî yk ∈ L[DS] ïðè k = 0, 1, . . . ,mn − 1, yk ∈ imL ïðè k =
mn,mn + 1, . . . ,m − 1; åñëè αn = mn, òî yk ∈ L[DS] ïðè k = 0, 1, . . . ,mn,
yk ∈ imL ïðè k = mn +1,mn +2, . . . ,m− 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
îáîáùåííîå ðåøåíèå x ∈ Cmn([t0, T ];X ) çàäà÷è (14), (15) íà îòðåçêå [t0, T ].

Â �3.4 ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íåëèíåéíûé
îïåðàòîð íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ ïîäïðîñòðàíñòâà âûðîæäåíèÿ, ò. å. êîãäà
N(t, x1, x2, . . . , xn) = N1(t, Px1, Px2, . . . , Pxn) ïðè íåêîòîðîì îïåðàòîðå N1.
Çäåñü òàêæå äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè îáîáù¼í-
íîãî ðåøåíèÿ (òåîðåìû 3.4.1�3.4.4).

Â �3.5�3.7 àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíû ê èññëåäîâàíèþ íà÷àëüíî-
êðàåâûõ çàäà÷. Â �3.5 íà îòðåçêå (0, π) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çà-
äà÷à äëÿ âûðîæäåííîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè

Dα
t

(
β − ∂2

∂ξ2

)
v(ξ, t) =

2∑
l=0

al
∂2lv

∂ξ2l
(ξ, t)+

+

(
β − ∂2

∂ξ2

)
F
(
ξ,D

−1/3
t v(ξ, t), D

1/2
t v(ξ, t)

)
, (18)(

β − ∂2

∂ξ2

)
v(ξ, t0) = v0(ξ), D1

t

(
β − ∂2

∂ξ2

)
v(ξ, t0) = v1(ξ), ξ ∈ (0, π), (19)
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v(0, t) = v(π, t) =
∂2v

∂ξ2
(0, t) =

∂2v

∂ξ2
(π, t) = 0, t > t0. (20)

Òåîðåìà 3.5.1. Ïóñòü α ∈ (1, 2), F ∈C∞((0, π) × R2;R), β = −k2
1 äëÿ íåêî-

òîðîãî k1 ∈ N, a2 > 0, a0 + a1β + a2β
2 ̸= 0, vk =

(
β − ∂2

∂ξ2

)
wk ïðè íåêîòî-

ðûõ wk ∈
{
x ∈ H4(0, π) : x(2l)(0) = x(2l)(π) = 0, l = 0, 1

}
, k = 0, 1. Òîãäà çàäà-

÷à (18)�(20) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà îòðåçêå [t0, t1] ïðè íåêîòîðîì
t1 > t0.

Â �3.6 èññëåäîâàíû íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ìîäèôèêàöèé êâàçèñòà-
öèîíàðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ôàçîâîãî ïîëÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè:

Dα
t u(ξ, t) = ∆u(ξ, t)−∆v(ξ, t) + F (Dα1

t u,Dα1
t v, . . . , Dαn

t u,Dαn
t v),

∆v(ξ, t) + βu(ξ, t) + γv(ξ, t) = 0,

ãäå íåëèíåéíûé îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ imN ⊂ imL, è

Dα
t u(ξ, t) = ∆u(ξ, t)−∆v(ξ, t) + F (Dα1

t u, . . . , Dαn
t u),

∆v(ξ, t) + βu(ξ, t) + γv(ξ, t) +G(Dα1
t u, . . . , Dαn

t u) = 0,

ãäå íåëèíåéíûé îïåðàòîð íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ ïîäïðîñòðàíñòâà âûðîæ-
äåíèÿ. Äëÿ ýòèõ ñèñòåì äîêàçàíà ñåêòîðèàëüíîñòü ïàðû îïåðàòîðîâ (L,M)
è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

Â �3.7 èçó÷åíà äðîáíàÿ ìîäåëü òåðìîêîíâåêöèè âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè

Dα(I−κ∆)v = ν∆v−r+F (ξ,Dα1v,. . ., Dαnv,Dα1θ,. . ., Dαnθ,∇Dα1θ,. . .,∇Dαnθ),

∇ · v = 0,

Dαθ = χ△θ +G(ξ,Dβ1v, . . . , Dβnv,Dβ1θ, . . . , Dβnθ,∇Dβ1θ, . . . ,∇Dβnθ).

Ïîñòðîåíû îïåðàòîðû L è M â ïîäõîäÿùèõ ïðîñòðàíñòâàõ, äîêàçàíà ñåê-
òîðèàëüíîñòü ïàðû (L,M) è ïîëó÷åíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è.

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñòàëè òåîðåìû î
ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî è îáîáùåííîãî ðåøåíèé äëÿ
íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ñ íåñêîëüêèìè äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî
â íåëèíåéíîé ÷àñòè, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé Ãåðàñè-
ìîâà � Êàïóòî èëè ñ âûðîæäåííûì îïåðàòîðîì ïðè íåé. Ïðè ýòîì ïîñòðîåíà
òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ ñòåïåíåé ñåêòîðèàëüíîãî, ò. å. ïîðîæäàþùåãî àíàëèòè÷å-
ñêîå ðàçðåøàþùåå ñåìåéñòâî, îïåðàòîðà. Îíà èñïîëüçîâàíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ
óðàâíåíèé, â êîòîðûõ íåëèíåéíûé îïåðàòîð çàäàí è ëèïøèöåâ â íîðìå ãðàôè-
êà äðîáíîé ñòåïåíè ñåêòîðèàëüíîãî îïåðàòîðà, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ïî-
ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, íåëè-
íåéíûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Òàêîé
ïîäõîä èñïîëüçîâàí òàêæå è äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíûìè ïðî-
èçâîäíûìè Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ.

Îáùèå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñîâ ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî èëè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ðÿäà
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íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êàê ðàçðåøèìûõ, òàê è íå ðàçðåøèìûõ îòíîñèòåëüíî
ñòàðøåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ñòàòü îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâà-
íèé â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ:

1) èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ñèëüíûõ ðå-
øåíèé àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè Ãå-
ðàñèìîâà � Êàïóòî èëè Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ è ñ ñåêòîðèàëüíûì îïåðàòîðîì
(èëè ïàðîé îïåðàòîðîâ â âûðîæäåííîì ñëó÷àå) â ëèíåéíîé ÷àñòè;

2) èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ óïðàâëÿåìîñòè è ïðèáëèæåííîé óïðàâëÿåìî-
ñòè êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî èëè Ðè-
ìàíà � Ëèóâèëëÿ è ñ ñåêòîðèàëüíûì îïåðàòîðîì (èëè ïàðîé îïåðàòîðîâ) â
ëèíåéíîé ÷àñòè;

3) èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì,
äèíàìèêà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ êâàçèëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïðîèçâîäíû-
ìè Ãåðàñèìîâà � Êàïóòî èëè Ðèìàíà � Ëèóâèëëÿ è ñ ñåêòîðèàëüíûì îïåðà-
òîðîì (èëè ïàðîé îïåðàòîðîâ) â ëèíåéíîé ÷àñòè.

Ñïèñîê ðàáîò àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ
â ïåðå÷åíü ÂÀÊ, áàçû äàííûõ Web of Science è Scopus
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