
Министерство науки и высшего образования Российской Федерации
Федеральное государственное бюджетное

образовательное учреждение высшего образования
«Уфимский государственный авиационный технический университет»

А. А. ЧЕРНОУСОВ

ОСНОВЫ МЕХАНИКИ ЖИДКОСТИ И ГАЗА

(конспект лекций)

Уфа 2021



ОГЛАВЛЕНИЕ

СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ И СОКРАЩЕНИЙ . . . . . . . . . . . . . 4
Основные обозначения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
Сокращения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

ВВЕДЕНИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1. ИСХОДНЫЕ ГИПОТЕЗЫ И МОДЕЛИ СРЕДЫ . . . . . . . . . 10
1.1. Исходные гипотезы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2. Уравнения состояния . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3. Молекулярный перенос . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.1. Законы сохранения при пространственном течении . . . . . . . 24
2.2. Основные уравнения конкретных моделей МЖГ . . . . . . . . . 31
2.3. Начальные и граничные условия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.4. Законы сохранения в «квазиодномерном» приближении . . . 39
2.5. Законы сохранения в «нульмерной» открытой системе . . . . 43

3. ОДНОМЕРНОЕ СТАЦИОНАРНОЕ ТЕЧЕНИЕ . . . . . . . . . . 48
3.1. Модель одномерного стационарного течения . . . . . . . . . . . . 48
3.2. Виды газодинамических разрывов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.3. Модель местного сопротивления . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.4. Определение характеристик местных сопротивлений . . . . . . 71
3.5. Применение интегральных соотношений . . . . . . . . . . . . . . . 76

4. ОДНОМЕРНОЕ НЕСТАЦИОНАРНОЕ ТЕЧЕНИЕ . . . . . . . 80
4.1. Характеристическая форма уравнений . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.2. Граничные условия . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.3. Инварианты Римана . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.4. Акустическое приближение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.5. Волны конечной амплитуды . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
4.6. Задача о поршне . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.7. Газодинамические функции нестационарного торможения . . 96
4.8. Задача о распаде произвольного разрыва . . . . . . . . . . . . . . 100

2



4.9. Распад разрыва на скачке сечения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
4.10.Распад разрыва на стыке емкости и канала . . . . . . . . . . . . . 107
4.11.Распад разрыва с подводом или отводом работы . . . . . . . . . 109
4.12.Распад разрыва на разветвлении . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ 128
5.1. Численные методы для одномерных задач . . . . . . . . . . . . . . 130
5.2. Численный метод для пространственных задач . . . . . . . . . . 151
5.3. О методологии моделирования в CFD-пакетах . . . . . . . . . . 154

ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

3



СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ И СОКРАЩЕНИЙ

Основные обозначения

Термодинамические величины:
p — давление (абсолютное), Па;
T — термодинамическая (абсолютная) температура, К;
ρ— плотность, кг/м3;
v = 1/ρ— удельный объем, м3/кг;
Yk — массовая доля компонента смеси;
e — удельная (массовая) внутренняя энергия, Дж/кг;
h — удельная (массовая) энтальпия, Дж/кг;
H — молярная энтальпия, Дж/моль;
R0 = 8,314472 Дж/(моль ·К) — универсальная (молярная) газо-

вая постоянная;
W — молярная масса, кг/моль;
R — удельная газовая постоянная, Дж/(кг ·К);
cp — удельная теплоемкость при p = const, Дж/(кг ·К);
cv — удельная теплоемкость при v = const, Дж/(кг ·К);
γ = cp/cv — отношение теплоемкостей;
s — удельная энтропия, Дж/(кг ·К);
c — скорость звука, м/с;
β— коэффициент температурного расширения, К−1.

Гидрогазодинамические величины:
x, y, z — оси прямоугольной системы координат, м;
r = xi + yj + zk — радиус-вектор точки, м;
t — время, с;
n — единичный вектор внешней нормали к поверхности контроль-

ного объема;
v = vxi + vyj + vzk = ui + vj + wk — вектор скорости, м/c;
vx, vy, vz (а также u, v,w) — проекции v на оси декартовой системы

координат, м/c;
E = e + 1

2 |v|2 — удельная полная энергия, Дж/кг;
Πij — тензор плотности потока КД, Па;
Π′

ij — тензор напряжений, Па;
Π′′

ij — тензор «вязких» напряжений, Па;
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µ— динамический коэффициент вязкости, Па · c;
ν— кинематический коэффициент вязкости, м2/c;
κ— коэффициент теплопроводности, Вт/(м ·К);
Pr — число Прандтля;
Dk — коэффициент диффузии, м2/c;
Sck — число Шмидта;
q = qxi + qyj + qzk — вектор плотности кондуктивного теплового

потока, Вт/м2;
g = gxi + gyj + gzkz — вектор ускорения массовой силы, м/с2;
G = ρuF — массовый расход в сечении, кг/с;
I =

[(
ρu2 + p

)
F
]

— полный импульс (сумма потока количества
движения и импульса силы давления) в сечении, Н;

σ— коэффициент восстановления полного давления;
λ— коэффициент потерь на трение;
p∗, T ∗, c∗, ρ∗ — параметры стационарно изоэнтропически затормо-

женного потока (при M∗ = 0 и h∗ = h + u2/2);
I± = 2

γ−1c ± u — инварианты Римана, м/c;

p′′, T ′′, c′′, ρ′′ — параметры нестационарно изоэнтропически затор-
моженного потока (при M ′′ = 0 и I ′′+ = I+);

p′, T ′, c′, ρ′ — параметры нестационарно изоэнтропически затор-
моженного потока (при M ′ = 0 и I ′− = I−).

Сокращения

ВГД — вычислительная гидрогазодинамика; то же, что CFD;
ВР — волна Римана;
ГД — газовая динамика;
ГДФ — газодинамическая функция;
ГС — гипотеза сплошности;
ГУ — граничные условия;
ЗС — закон(ы) сохранения;
КД — количество движения;
КР — контактный разрыв;
ЛА — летательный аппарат;
ЛТР — локальное термодинамическое равновесие;
ЛХЗ — локальная характеристическая задача;

5



МЖГ — механика жидкости и газа;
МКО — методы конечных объемов;
МКР — методы конечных разностей;
МКВ — «моделирование крупных вихрей»: численный расчет тур-

булентного течения с явным выделением лишь крупномасштабной со-
ставляющей полей зависимых переменных; то же, что LES;

МС — местное сопротивление;
НГХ — нестационарная гидрогазодинамическая характеристика;
НУ — начальные условия;
ОДУ — обыкновенное дифференциальное уравнение;
РД — реактивный двигатель;
РПР — распад произвольного разрыва;
УВ — ударная волна;
УНС — уравнения Навье – Стокса;
УC — уравнение (уравнения) состояния;
УЧП — уравнение (уравнения) с частными производными;
ЦВР — центрированная волна разрежения;
CFD (Computational Fluid Dynamics) — вычислительная гидро-

газодинамика;
DNS (Direct Numerical Simulation) — численный расчет течения

непосредственно по уравнениям детальной модели пространственного
движения реагирующей смеси или по УНС;

LES (Large Eddy Simulation) — то же, что МКВ;
RANS (Rеynolds Averaged Navier – Stokes) — расчет течения

по осредненным УНС.
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ВВЕДЕНИЕ

Объект и предмет изучения. Механика жидкости и газа (МЖГ,
англ. fluid mechanics, fluid dynamics) — естественно-научная дисци-
плина, изучающая механическую форму движения материи как подвиж-
ной текучей среды. В классической МЖГ текучая среда считается
сплошной и именуется жидкостью (англ. fluid) безотносительно к аг-
регатному состоянию1, т. е. применительно как к капельным жидко-
стям2, так и к газам (смесям газов).

Место дисциплины в системе естественно-научных знаний.
МЖГ — элемент следующей иерархии дисциплин, изучающих различ-
ные аспекты механической формы движения: динамика материальной
точки – динамика абсолютно твердого тела – механика (динамика) де-
формируемого тела и, наконец, собственно МЖГ — механика (динами-
ка) легко деформируемой (текучей) среды, т. е. жидкости.

МЖГ следует рассматривать как раздел механики сплошных
сред [1], в котором принята модель легкоподвижной сплошной среды —

жидкости или газа. В основе описания течений в рамках МЖГ лежат
принятые в качестве аксиом гипотеза сплошности (с. 10) и гипотеза
локального термодинамического равновесия (там же, далее).

В рамках указанных гипотез формулируются законы сохране-
ния (ЗС) массы, количества движения (КД) и энергии для течения
жидкости, из которых в классической МЖГ выводятся уравнения моде-
лей, описывающих поля течений в трехмерном пространстве и для аб-
солютного времени t. Получаемые из ЗС общего вида уравнения замы-
каются конкретными уравнениями состояния, соотношениями моде-
лей молекулярного переноса массы, КД и энергии и т. д. Таким обра-
зом, МЖГ использует положения и оперирует соотношениями из меха-
ники, термодинамики и молекулярно-кинетической теории газов. В рам-
ках классической МЖГ рассматриваются развивающиеся в простран-
стве и во времени течения достаточно плотных однородных по составу
и однофазных капельных жидкостей (в отсутствие кавитации) и газов.

Цели и задачи пособия. Основная цель — дать студентам дви-
гателестроительных и энергетических специальностей целостное пони-

1Англоязычный термин fluid употребляется именно в этом значении.
2Термин капельная жидкость подчеркивает именно жидкое агрегатное состоя-

ние среды.
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мание фундаментальных основ МЖГ; ставятся задачи показать вывод
(начиная с исходных гипотез) основных уравнений МЖГ исходя из об-
щепринятых законов сохранения, дать представление о моделях стаци-
онарных и нестационарных течений с одной пространственной пере-
менной, а также о численных методах газовой динамики.

Структура пособия. Материал поделен на главы, в соответствии
с крупными аспектами формализованного описания гидромеханических
процессов средствами МЖГ. Так, в первых двух главах обсуждаются
исходные гипотезы и модели свойств жидкостей и газов, на основе че-
го выписываются ЗC, а из них выводятся конкретные дифференциаль-
ные уравнения. В следующих главах рассматривается теория, лежащая
в основе моделирования нестационарных течений в трубопроводных си-
стемах в квазиодномерном приближении. В последней главе изложены
некоторые численные методы газовой динамики — «явные» методы рас-
чета одно- и многомерных нестационарных течений сжимаемых газов.

В главе 1 обсуждаются исходные гипотезы, а также дополни-
тельные гипотезы и основанные на них конкретные модели жидкости.

В главе 2 выводятся законы сохранения МЖГ общего вида
для пространственного нестационарного течения однородной сжимае-
мой жидкости, демонстрируется получение из них систем уравнений
в частных производных (УЧП), описывающих поля параметров по-
тока, например, уравнений Навье – Стокса, а также других частных
видов основных уравнений моделей течений газов и жидкостей. Выво-
дятся ЗС и соответствующие им УЧП для течений, рассматриваемых
в «квазиодномерном» приближении, и ЗС для однородной («нульмер-
ной») открытой термодинамической системы. Из последних получают-
ся УС с участием энтропии как параметра состояния.

Глава 3 посвящена моделям течения в каналах переменного сечения
в квазистационарной постановке. Выводятся газодинамические функ-
ции для параметров стационарного торможения и для уравнения расхо-
да, с их помощью излагается теория идеализированного течения в ка-
налах и соплах. Для сечений канала, где нарушается гладкость распре-
делений характеристик потока — на разрывах (скачках) искомых функ-
ций и на разрывах геометрических характеристик канала («скачках се-
чения») — вводятся необходимые соотношения интегрального вида. По-
казана связь потерь полного давления с приростом удельной энтропии
в энергоизолированном течении.
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В главе 4 рассматривается модель нестационарного (неустановив-
шегося) течения газа в трубопроводной системе в рамках того же квази-
одномерного приближения. Модель течения на гладком участке тру-
бопровода опирается на интегральные законы сохранения для «квазиод-
номерного» течения. Исходные уравнения приводятся к «характеристи-
ческой» форме, из которой получаются соотношения вдоль характери-
стических направлений в координатах (x, t), а из них — выражения га-
зодинамических функций для расчета параметров торможения частиц
совершенного газа простыми изоэнтропными волнами. Модели гранич-
ных сечений (местных сопротивлений, разветвлений, компрессионных
и расширительных машин) строятся как обобщения модели местно-
го сопротивления из предыдущей главы — через газодинамические
функции, с учетом условий совместности с численным расчетом течения
в примыкающих каналах.

Последняя, 5-я глава пособия знакомит с основами численных ме-
тодов решения уравнений газовой динамики для расчета течений газа как
в «квазиодномерной», так и в детальной пространственной постановках
задач. Показаны решения одномерных тестовых задач.

При изучении дисциплины рекомендуется использовать книги
из списка литературы на с. 161.

В конце пособия имеется предметный указатель, который также
полезен при изучении дисциплины.

В электронном документе пособия работают3 гиперссылки
на разделы текста, формулы, рисунки и элементы списка литературы.
Из гиперссылок на главы и разделы состоит и Оглавление, которое дуб-
лируется в закладках Содержания PDF-файла.

Обновленную электронную версию учебного пособия можно найти
на сайте кафедры ДВС УГАТУ.

3Вернуться в исходное место документа после «посещения» элемента текста по ги-
перссылке позволяет комбинация клавиш [Alt] + [←] или др. навигационные средства
программы, используемой для его просмотра.
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1. ИСХОДНЫЕ ГИПОТЕЗЫ И МОДЕЛИ СРЕДЫ

В данной главе рассматриваются две исходные гипотезы, име-
ющие для классической механики жидкости и газа (МЖГ) силу ак-
сиом, а также приведен материал по моделям жидкой среды — урав-
нениям состояния общего и частного вида, и моделям молекулярного
переноса. Поясняется смысл некоторых важных в МЖГ термодинами-
ческих функций и параметров состояния — внутренней энергии, эн-
тальпии, энтропии, скорости звука.

На основе исходных гипотез и моделей среды в главе 2 показан вид
законов сохранения (ЗС), а также вывод на их основе дифференци-
альных уравнений, описывающих течения газов и жидкостей в рамках
классической МЖГ.

1.1. Исходные гипотезы

1.1.1. Гипотеза сплошности

В качестве исходной гипотезы в МЖГ принимается, что жид-
кость — сплошная среда, базовые характеристики которой определя-
ются локальным осреднением по физическим характеристикам множе-
ства структурных элементов (молекул), содержащихся в малой окрест-
ности точки M(r, t) объемом ∆V (рис. 1.1).

x

y

z
∆Vr

Рис. 1.1. К осреднению характеристик среды по малому объему

Так, величина плотности ρ, приписываемая точке r в момент вре-
мени t, определяется как отношение суммы масс структурных элементов
(молекул) в малом объеме к величине этого объема ∆V :

ρ (r, t) =
1

∆V

N∑

n=1

mn,
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где N = N (r, t) — число молекул в объеме ∆V в окрестности точки,
mn — масса n-й молекулы.

Векторная величина скорости потока среды v в точке определя-
ется отношением объемных плотностей количества движения (КД) ρv
и массы ρ в малом объеме ∆V —

v (r, t) =
ρv

ρ
=

mv

ρ∆V
=

1

ρ∆V

N∑

n=1

mnvn.

Далее, если определить удельную полную энергию среды E как
сумму кинетических энергий молекул (приближение одноатомного иде-
ального газа) в малом объеме ∆V , то1

E (r, t) =
ρE

ρ
=

mE

ρ∆V
=

1

ρ∆V

N∑

n=1

mnv
2
n

2
.

Величину приписываемой среде в данной точке удельной внутрен-
ней энергии e получим, вычитая из E удельную (в расчете на 1 кг) ки-
нетическую энергию при движении со скоростью v:

e (r, t) = E − v2

2
.

Собственно гипотеза сплошности (ГС) позволяет считать, что
характерное расстояние l = (∆V )1/3, на котором заметны изменения ха-
рактеристик среды, все же достаточно велико, чтобы в объеме ∆V со-
держалось достаточное число молекул для осреднения по приведенным
выше формулам без существенных флуктуаций.

Данная гипотеза — своего рода аксиома классической МЖГ.
Она позволяет абстрагироваться от молекулярной структуры жидкостей
и газов, т. е. ввести континуальное описание характеристик текучих
сред, приписав любой точке пространства-времени вполне определен-
ные значения характеристик среды — параметров состояния и компо-
нент скорости: ρ = ρ(r, t), v = v(r, t) (и далее — E = E(r, t), e = e(r, t),
p = p(r, t), T = T (r, t) и т. д.). Эти и другие распределения в рамках ГС
считаются гладкими (точнее, кусочно-гладкими) функциями простран-
ственных координат и времени, что формально позволяет применять
к ним операции дифференцирования (в подобластях их гладкости).

1Отметим закономерность в правой части трех формул.
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Оценки показывают, что для гидродинамических явлений в жидко-
стях и достаточно плотных газах в технике ГС вполне справедлива2.

Чтобы ввести более точное определение величины e и строго опре-
делить смысл T , p и др. характеристик среды, а также выражать одни
величины через другие, необходима дополнительная гипотеза.

1.1.2. Гипотеза локального термодинамического
равновесия

Данная гипотеза (гипотеза ЛТР) позволяет считать, что при лю-
бых эволюциях микрообъема среды в потоке молекулярная статистика
в этом микрообъеме быстро (точнее, бесконечно быстро) релаксирует
к характерной для термодинамически равновесного состояния [2].
Такое состояние характеризуется равновесным (и изотропным) распре-
делением молекул по скоростям, а составляющих вн. энергии среды —

по поступательным, вращательным и колебательным степеням свобо-
ды. Для таких условий искомые характеристики среды (величины e, T ,
p, . . . ) получают строгое определение (плотность ρ и скорость v опре-
делены выше) и приобретают смысл параметров термодинамического
состояния среды.

Именно принятие ГС и , в дополнение, гипотезы ЛТР позволяет
вычислять значения параметра состояния по двум другим независимым
параметрам через соотношения вида обычных («двухпараметрических»)
уравнений состояния (УС, англ. equations of state), см. с. 13.

Приняв обе гипотезы, мы в дальнейшем будем безоговорочно опе-
рировать распределениями параметров состояния ρ, e, p, T и др.,
а также компонентами вектора скорости v = vxi + vyj + vzk как кусоч-
но-гладкими функциями координаты r = xi + yj + zk и времени t, при-
влекая известные УС жидкостей и газов для выражения одних парамет-
ров состояния через другие во всех точках изучаемого потока.

2В задачах, для которых ГС не обоснована, описание течения в рамках классиче-
ской МЖГ приведет к неверным результатам. Так, начиная с высот порядка 60 км воздух
не является плотным газом применительно к задаче обтекания ЛА, и расчет обтекания
по уравнениям МЖГ даст неверный результат. В данном случае, во-первых, нужно при-
влечь модель свободно-молекулярного течения, во-вторых, учесть химическую нерав-
новесность и излучение — если движение происходит с гиперзвуковыми скоростями.
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1.2. Уравнения состояния

Как говорилось выше, под жидкостью в МЖГ понимается газ
(однородная смесь газов) или капельная жидкость. C точки зре-
ния МЖГ нет принципиального различия между газами и капельными
жидкостями — связь между параметрами состояния сплошной текучей
среды в задачах и уравнениях моделей МЖГ для тех и других задается
посредством УС.

1.2.1. Термическое и калорическое уравнения состояния

Исключить давление p из числа искомых функций в задачах МЖГ
позволяет термическое УС; в общем виде —

p = p (ρ, T ) , (1.1)

фигурирующая в котором температура T , в свою очередь, связана
с плотностью ρ и удельной внутренней энергией e через другое, ка-
лорическое УС, общий вид которого

e = e (ρ, T ) . (1.2)

Таким образом, чтобы по известным значениям удельной внутрен-
ней энергии e и плотности ρ в некоторой точке потока можно было вы-
числить термодинамическую температуру T и давление p, в общем слу-
чае необходимы два выражения УС — (1.1) и (1.2). Ниже обсуждаются
их частные случаи3.

1.2.2. Идеальный газ

В пределе достаточно больших температур и малых плотностей ве-
щество в газовой фазе ведет себя практически как идеальный газ (ан-
гл. ideal gas); объясняется это тем, что собственный объем молекул
газа и силы их взаимного притяжения становятся пренебрежимо малы
и взаимодействие молекул газа проявляется только при их столкновени-
ях. Зависимость давления идеального газа от его плотности и темпера-
туры описывается термическим УС, которое есть частный случай (1.1):

p = ρRT,

3В МЖГ используются также иные виды УС — зависимостей между параметрами
состояния.
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где R — удельная газовая постоянная, определяемая выражени-
ем R = R0/W , в котором R0 ≈ 8,314472 Дж/(моль ·К) — универ-
сальная газовая постоянная, W — масса 1 моля газа. Для возду-
ха W ≈ 0,02896 кг/моль и R ≈ 287,1 Дж/(кг ·К).

Указанная особенность среды, близкой к идеально-газово-
му состоянию, обуславливает зависимость удельной внутренней
энергии e только от температуры T (меры средней кинетической
энергии молекул в хаотическом движении). Температурную зави-
симость e = e(ρ, T ) → e(T ) для идеального газа можно выразить
интегралом известного из термодинамики тождества (∂e/∂T )v = cv:

e(T ) = e(T0) +

∫T

T0

cv(T ) dT, (1.3)

где cv(T ) — зависимость удельной теплоемкости при v = const,
возрастающая в интервале от «комнатных» температур, до темпера-
тур, превышающих адиабатные температуры горения топлив. Возраста-
ние cv(T ) объясняется постепенным возбуждением колебательных сте-
пеней свободы молекул газов, «запасающих» внутреннюю энергию на-
ряду с поступательными и вращательными степенями свободы. Зависи-
мость cv(T ) в выражении e (T ) на практике аппроксимируется полино-
мами, например

cv(T ) = cv 0 + av 1T + av 2T
2 + . . . .

Температурная зависимость для удельной энтальпи́и4 h = e + pv
имеет аналогичный (1.3) вид:

h(T ) = h(T0) +

∫T

T0

cp(T ) dT, (1.4)

c учетом того, что вообще:

E = e +
u2 + v2 + w2

2
, h = e +

p

ρ
, h∗ = h +

u2 + v2 + w2

2
.

для идеальных газов из pv = RT следует h = e + pv = e + RT , а также
справедливо равенство R = cp − cv (закон Майера).

4От греч. ενθάλπω— «нагреваю».
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В задачах МЖГ уровень величины e(T0) для идеального газа (или
однородной по составу смеси таких газов) может быть задан произволь-
но, как и ему соответствующая температура T0. Например, при e(0) = 0
из (1.4) получаем

e(T ) =

∫T

0
cv(T ) dT. (1.5)

1.2.3. Совершенный газ

Во многих задачах интервал температур не так велик, чтобы
заметно проявлялось отличие cv(T ) от постоянного значения и, со-
ответственно, отклонение зависимости e(T ) для идеального газа
от линейной. В этом случае рационально применять линеаризован-
ный вариант зависимости (1.5) — с постоянным значением теплоем-
кости, отвечающим данному интервалу температур, например, сред-
ней теплоемкости — cv|Tmax

Tmin
. Гипотетический идеальный газ, у ко-

торого cv = const, называется (калорически) совершенным газом,
от англ. (calorically) perfect gas.

Обозначаем здесь и далее постоянное значение теплоемкости
как cv (в отличие от зависимости cv(T )) и, учитывая произвольность от-
счета абсолютного значения внутренней энергии e0, калорическое УС
совершенного газа получаем из (1.5) в виде

e(T ) = cvT, где cv = const.

Так как закон Майера R = cp − cv справедлив и в частном случае
совершенного газа, при cv = const теплоемкость cp также постоянна,
поэтому постоянно и отношение теплоемкостей

γ =
cp

cv
.

При умеренных (по крайней мере, до 1000 К) температурах при-
ближенно принимают: для двухатомных газов и смесей γ = 7/5 = 1,40,
для трех- и многоатомных — γ ≈ 1,25. Для продуктов сгорания углево-
дородных топлив в выпускных трактах тепловых двигателей принима-
ют γ = 1,33 . . . 1,36. Для одноатомных газов и их смесей (где практиче-
ски не проявляются вращательные, и тем более колебательные, степени
свободы) γ = 5/6 ≈ 1,67.

С учетом этих значений и тождеств можно подсчитать и примерные
значения удельных теплоемкостей. Так, cv = R

γ−1 , cp = cv + R = γR
γ−1 .
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Для воздуха, принимая γ = 1,40 и R = 287,1 Дж/(кг ·К), получим
cv = 2,5R ≈ 718 Дж/(кг ·К), cp = cv + R = 3,5R ≈ 1005 Дж/(кг ·К).

Капельные жидкости. В действительности все (однородные
по составу и однофазные) жидкости и газы — сжимаемые среды, при
этом их плотность ρ в той или иной мере зависит как от давления,
так и от температуры. Повышение T при p = const приводит к умень-
шению ρ («температурное» расширение), при повышении p — в изотер-
мическом (T = const), изоэнтропном (s = const) и др. процессах также
повышается плотность ρ.

Тогда как УС идеального и совершенного газа имеют весьма про-
стой вид (см. выше), для «капельных» жидкостей и реальных газов УС
выражаются сложными полуэмпирическими зависимостями. «Капель-
ные» жидкости обладают «жесткостью» в том смысле, что значитель-
ное повышение давления вызывает лишь малое приращение плотности,
что учитывается полуэмпирическими зависимостями, служащими в ка-
честве УС. Ограничимся здесь одним примером. Для воды и ряда других
капельных жидкостей при высоких давлениях часто используют урав-
нение состояние Тэта

p = B(s)

[(
ρ

ρ0

)b

− 1

]
. (1.6)

В этом уравнении B — слабо зависящая от энтропии s величина
(обычно считают B = const), а ρ0 — плотность жидкости, экстраполи-
рованная на нулевое давление (при больших p можно считать, что ρ0 —

плотность при нормальном давлении), b — эмпирический показатель
степени. Значения коэффициентов для некоторых жидкостей приведены
в табл. 1.1 (взято из [3]).

Таблица 1.1
Коэффициенты УС Тэта для ряда жидкостей

Жидкость B, кгс/см2 b ρ0, кг/м3

Вода 3000 7,15 1000
Ртуть 3000 8,20 13500
Гептан 654 10,6 684

Для расчета течений с весьма малой скоростью в качестве УС ка-
пельной жидкости (или даже газа) часто задается слабая зависимость
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плотности от температуры T (но не от давления p); часто ограничивают-
ся соотношением вида

ρ (T ) = ρ0 [1 + β (T − T0)] , (1.7)

где β — объемный коэффициент температурного расширения;
такого вида УС в хорошем приближении позволяет оценить влияние
температуры на плотность, чего достаточно, например, для описания
медленного свободно-конвективного течения при p ≈ const, вызванно-
го эффектом плавучести в поле массовых сил при неравномерном
подогреве жидкости.

Следует помнить, что при значительной «жесткости на сжатие» ка-
пельные жидкости не могут «держать» пониженных давлений, при кото-
рых равновесным для них является двухфазное состояние — при некото-
ром количестве выделившихся из жидкости растворенных газов и паров
самой жидкости. Частицы жидкости в потоке, попадая в область суще-
ственного понижения давления, более или менее равновесно «вскипа-
ют»; это явление называется кавитацией — от латинского слова, обо-
значающего «каверна», «полость». Формально, при применении уравне-
ний состояния вида (1.6) или вида (1.7), а также УС ρ = const, кавитация
как явление не учитывается.

1.2.4. Несжимаемая жидкость

Если изменение плотности в потоке сжимаемой жидкости или га-
за не превышает единиц процентов5, фактор сжимаемости не влияет за-
метно на поля p, T , v, траектории частиц, сопротивление и теплоотдачу.
В этих условиях сжимаемостью сред при решении технических задач ча-
сто пренебрегают, используя модель несжимаемой жидкости.

Модель задается условием ρ = const — простейшим из возмож-
ных УС, выражающим неизменность плотности ρ при любых изменени-
ях p и T . Отсюда такая особенность несжимаемой жидкости, как беско-
нечная скорость распространения упругих возмущений6, что формально
следует из выражения для скорости звука при ρ = const.

5Так, для изоэнтропного потока газа с γ = 1,4 изменения плотности на 3 % и выше
возникнут при превышении величиной Mmax = (|v|/c)max значения≈ 0,25.

6Что, конечно, не исключает возможность постановки задач о нестационарном тече-
нии жидкости с ρ = const.
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1.2.5. Жидкость с постоянными свойствами

Для приближенного выполнения ρ ≈ const в потоке сжимаемой
жидкости или газа, помимо условия Mmax ≪ 1, требуется также малая
интенсивность локального тепловыделения и теплоотдачи от обтекае-
мых тел.

Тогда в потоке будут весьма мало изменяться коэффициенты пе-
реноса, в частности, коэффициент вязкости µ. Поэтому, принимая
наряду с ρ = const1 также µ = const2, получают еще более простую мо-
дель жидкости с постоянными свойствами.

В рамках этой модели жидкости искомые характеристики полей те-
чения — p = p(r, t) и v = v(r, t) определяются совместным решением
уравнений переноса в потоке, следующих только из ЗС массы и ко-
личества движения — т. е. уравнений, описывающих механическую со-
ставляющую течения — без привлечения уравнения переноса энергии.

При этом, если все же необходимо определить поле T = T (r, t),
нужно привлечь уравнение переноса энергии и задать калорическое УС,
в общем случае — вида (1.3), или вида e(T ) = cv — если принято, что
удельная теплоемкость cv = const3. При этом, если принять постоян-
ным и коэффициент теплопроводности κ = const4, запись уравне-
ния энергии примет особенно простой вид.

При описании течения смеси переменного состава для расчета поля
массовой доли примеси Yk = Yk(r, t) требуется решение соответствую-
щих уравнений переноса, коэффициент диффузии Dk в которых мож-
но во многих случаях принимать постоянным.

Скалярную величину (температуру T или массовую долю компо-
нента Yk и др.), пренебрежимо мало влияющую на распределения прочих
характеристик потока, называют пассивной примесью (англ. passive
scalar). Поле такой величины в потоке жидкости с постоянными свой-
ствами может определяться решением соответствующего уравнения
переноса на основе предварительно рассчитанного поля скорости.

1.2.6. Скорость звука

Плотность ρ реальных жидкостей и газов возрастает с увеличением
давления в обратимом процессе (при s = const). Скорость возмущений
малой амплитуды (скорость звука) определяется7 с учетом p = p (ρ, s),

7Подстрочный индекс в (1.8) указывает на взятие производной при s = const.
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где s = s (ρ, T ) — удельная энтропия [4]:

c =
√

(∂p/∂ρ)s. (1.8)

1.3. Молекулярный перенос

В рамках принятой ГС явления переноса энергии и количества
движения вследствие хаотического движении молекул — процессы мо-
лекулярного переноса — представляются в уравнениях МЖГ вспомо-
гательными феноменологическими моделями.

Последние строятся на основе дополнительно принимаемых гипо-
тез. Так, например, для большинства текучих вязких и теплопроводных
сред (газов и жидкостей) в технических приложениях адекватна модель,
в которой компоненты вектора q и тензора Π′′

ij , выражающие плот-
ности потоков энергии и КД, обусловленные эффектами молекулярно-
го переноса, определяются произведениями скалярных коэффициен-
тов переноса и частных производных по пространственным координа-
там от соответствующей характеристики среды.

Такое описание (с применением упомянутых гипотез «градиентно-
го» вида) обосновано положениями молекулярно-кинетической теории
газов [2]. Здесь и далее процессы молекулярного переноса будут пред-
ставлены только таким образом — с применением конкретных выраже-
ний, которые приведены ниже.

1.3.1. Модель вязкости: гипотеза Ньютона

Предположение (гипотеза) о линейной связи обусловленного вяз-
костью жидкости касательного напряжения τxy (в «сдвиговом» тече-
нии, т. е. таком, где продольная компонента скорости ux существенно
изменяется лишь в поперечном направлении y, см. рис. 1.2) c производ-
ной от скорости потока dux/dy выдвинуто впервые И. Ньютоном:

τxy = −µdux

dy

(
= −Π′′

12

)
, (1.9)

где µ— коэффициент вязкости жидкости или газа, введенный в рамках
указанной гипотезы, ux = ux(y) — распределение скорости в «сдвиго-
вом» течении, τxy — величина касательного напряжения: плотность по-
тока количества движения (x-компоненты КД) в направлении y.
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Гипотеза Ньютона (1.9) обобщается на случай векторного поля
скорости v = vxi + vyj + vzk общего вида в потоке ньютоновской жид-
кости следующим выражением [4, 5, 6]:

Π′′

ij = µ

[(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
− 2

3
δij

∂um

∂xm

]
, (1.10)

где Π′′
ij — компоненты тензора «вязких», т. е. дополнительных напряже-

ний, обусловленных эффектом молекулярной вязкости.

x

y

τxy

ux(y)
dux

dy

Рис. 1.2. К гипотезе Ньютона

Жидкости, для которых применимо указанное предположение,
именуются ньютоновскими жидкостями.

Коэффициент вязкости µ в (1.9) или (1.10) — скалярная величи-
на, не зависящая от частных производных от компонент скорости ∂ui

∂xj
,

а определяемая в общем случае параметрами состояния среды в данной
точке, например

µ = µ (ρ, T ) . (1.11)

Для идеальных газов справедлива температурная зависимость

µ = µ (T ) .

Для разных газов в широком интервале температур коэффициент
вязкости µ может задаваться формулой Сазерленда:

µ = µ (T ) = µ0

(
T

273

)1,5 273 + C

T + C
, (1.12)
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где, например, для воздуха µ0 = 1,72 · 10−5 Па · c, C = 122 К [5], или
приближенной степенной формулой, справедливой для меньших значе-
ний температуры T < Tmax:

µ = µ0

(
T

273

)ω
, (1.13)

где, например, для воздуха ω = 0,76 и Tmax ≈ 800 К.
Число Рейнольдса определяют как Re = ρuL

µ , где L — характер-
ный линейный размер в задаче (напр, диаметр трубы d).

1.3.2. Модель теплопроводности: гипотеза Фурье

Вектор плотности кондуктивного потока теплоты q чаще всего при-
ближенно описывается феноменологической гипотезой, называемой
также законом Фурье (англ. Fourier’s law, рис. 1.3):

q = −κ grad T. (1.14)

x

y

q

grad T

Рис. 1.3. К гипотезе Фурье

Коэффициент теплопроводности. В (1.14) скалярная величи-
на κ — коэффициент теплопроводности, не зависящая от компо-
нент ∂T

∂xj
градиента температуры. В рамках принятых нами исходных ги-

потез κ зависит только от локальных значений параметров состояния
среды и может задаваться зависимостью вида УС, например

κ = κ (ρ, T ) , (1.15)
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теоретическое определение которой для данной среды — сложная само-
стоятельная задача.

Для идеальных газов справедлива температурная зависимость

κ = κ (T ) .

Как и в случае коэффициента вязкости µ, коэффициент теплопро-
водности газов κ возрастает с увеличением температуры T .

Число Прандтля. В приложениях важна связь между величина-
ми µ, κ и cp. Безразмерная комбинация этих характеристик среды в точке

Pr =
µcp

κ

носит название числа Прандтля. Величина Pr, вообще говоря, зави-
сит от состава и параметров состояния смеси, но в простейших случаях
ее принимают зависящей только от T или даже считают постоянной, что
особенно оправданно для газов. Для двухатомных газов и их смесей при
умеренных температурах принимается Pr = 0,72.

1.3.3. Модель диффузии: гипотеза Фика

Для описания влияния неоднородностей состава на течение жид-
кости или газа в систему уравнений добавляют уравнения переноса мас-
сы индивидуальных компонентов смеси. В число зависимых перемен-
ных добавляются массовые доли компонентов Yk, а вектор плотности
диффузионного потока массы компонента jk чаще всего приближенно
описывается феноменологической гипотезой или законом Фика (ан-
гл. Fick’s law, рис. 1.4):

jk = −ρDk grad Yk. (1.16)

Коэффициент диффузии. В (1.16) скалярная величина Dk — ко-
эффициент диффузии, не зависящая от компонент ∂Yk

∂xj
градиента мас-

совой доли вещества. В рамках принятых гипотез Dk зависит только
от локальных значений параметров состояния среды и может задаваться
в общем случае зависимостью вида

Dk = Dk (ρ, T, Y1, . . . , YK−1) , (1.17)

при этом аналогично обобщаются зависимости (1.11) и (1.15).
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x

y

jk

grad Yk

Рис. 1.4. К гипотезе Фика

В простейших случаях ни плотность, ни величины массовых долей
компонентов не влияют заметно на коэффициент диффузии, и тогда

Dk = Dk (T ) или даже Dk = const.

Как и коэффициенты вязкости µ и теплопроводности κ, ко-
эффициент диффузии Dk компонента газовой смеси возрастает
с температурой T .

Число Шмидта. Безразмерная комбинация

Sck =
µ

ρDk

носит название числа Шмидта. Величины Sck, вообще говоря, зависят
от состава и двух параметров состояния смеси, но в конкретных задачах
можно принять их зависящими только от T или даже считать постоянны-
ми (для не очень больших температур); можно также (для смесей газов,
мало отличающихся по молярным массам Wk) считать их одинаковыми
для всех K компонентов.

Так, для смесей двухатомных газов с близкими по значениям Wk

и при умеренных температурах можно принять

Sck = 0,72 для k = 1, . . . ,K.
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2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В данной главе дается вывод наиболее общих для МЖГ законов
сохранения, из которых далее выводятся [3, 5, 7] основные дифферен-
циальные уравнения — путем замыкания уравнений конкретными мо-
делями среды — такими как уравнения состояния и модели явлений
молекулярного переноса.

Приводятся полезные для приложений частные формы уравнений.
Исходные гипотезы МЖГ и модели жидкости обсуждались в гл. 1

данного пособия.

2.1. Законы сохранения при пространственном течении

Получим законы сохранения (ЗС) для описания общего вида те-
чений жидкости как сплошной среды.

Введем произвольный воображаемый контрольный объем V , огра-
ниченный замкнутой поверхностью F (рис. 2.1).

x

y

z

V

dF

n

Рис. 2.1. К выводу интегральных законов сохранения

Жидкость в общем случае будем считать сжимаемой, а течение —

неустановившимся во времени, т. е. поля характеристик жидкости —

зависящими в общем случае от x, y, z и t. В своей исходной (инте-
гральной) форме эти ЗС не требуют гладкости (дифференцируемости)
искомых функций ρ, v, p и т. д. и применимы к описанию течений кусоч-
но-гладкими распределениями искомых функций.
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2.1.1. Закон сохранения массы

Закон сохранения массы в интегральной форме имеет вид условия
баланса для потока массы, протекающей через поверхность F контроль-
ного объема V . Действительно, в каждой точке этой поверхности плот-
ность потока массы — произведение ρv (векторная величина). Про-
екция ρv на внешнюю нормаль n к элементу поверхности dF , умножен-
ная на его площадь, дает секундный поток массы (т. е. массовый рас-
ход) через элемент контрольной поверхности dF в направлении наружу
из контрольного объема

dG = (ρv · n) dF,

где ρv · n — скалярное произведение указанных векторов. Текущая
величина полного потока (расхода) массы через поверхность F опреде-
ляется интегралом

G =

∫
F

dG =

∫
F

(ρv · n) dF

по этой замкнутой поверхности. Текущее значение G выражает скорость
убывания или возрастания массы m, заключенной в V :

d

dt

(
m =

∫
V
ρ dV

)
= −G.

Условие сохранения массы жидкости для произвольного контроль-
ного объема V с учетом ее потока через поверхность F (рис. 2.1) выра-
жается уравнением

d

dt

∫
V
ρ dV = −

∫
F

(ρv · n) dF. (2.1)

Уравнение (2.1) — закон сохранения массы в интегральной фор-
ме. Преобразуя интеграл по поверхности в (2.1) в интеграл по объему
по формуле Остроградского – Гаусса∫

F
(a · n) dF =

∫
V

div a dV,

где в данном случае a = ρv, и изменяя порядок интегрирования и диф-
ференцирования в левой части (2.1), получим равенство∫

V

(
∂ρ

∂t
+ div ρv

)
dV = 0. (2.2)
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Отметим, что применимость (2.2) ограничена подобластями, где ρ,
а также векторный аргумент операции div ρv — гладкие (дифференци-
руемые) функции. Дифференцируемость ρv (и других искомых функций)
обеспечивается при учете в уравнениях МЖГ молекулярных эффектов
вязкости и теплопроводности моделями, препятствующими образо-
ванию разрывов искомых функций.

Модель невязкой и нетеплопроводной сжимаемой жидкости допус-
кает решения и с разрывами искомых функций. Поэтому отметим то об-
стоятельство, что форма записи (2.2) ЗС массы (и ее следствия) — эк-
вивалентны (2.1) только в подобластях гладкости искомых функций.
Также и дифференциальные уравнения, выражающие сохранение коли-
чества движения и энергии (см. далее), эквивалентны исходным (инте-
гральным) ЗС только в подобластях гладкости искомых функций.

В силу произвольности контрольного объема V (рис. 2.1) усло-
вием, при котором выполняется равенство (2.2), будет равенство нулю
подынтегрального выражения, из чего следует

∂ρ

∂t
+ div ρv = 0. (2.3)

Уравнение в частных производных (2.3) — закон сохранения
массы, записанный в дифференциальной форме.

Как и уравнения (2.1) и (2.2), уравнение (2.3) выражает тот факт,
что масса жидкости, заключенной в (конечном или бесконечно ма-
лом) объеме, изменяется из-за переноса массы при пересечении жид-
костью поверхности объема.

Применяя тензорные обозначения, в которых дивергенция
вектора

div a =
∂ax

∂x
+

∂ay

∂y
+

∂az

∂z
=

3∑

j=1

∂aj

∂xj

обозначается без символа суммы: ∂aj

∂xj
(как и любая сумма одночленов

с двумя повторяющимся индексам), получаем тензорную форму за-
писи того же закона сохранения массы:

∂ρ

∂t
+

∂ρuj

∂xj
= 0. (2.4)
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Наконец, в развернутом виде (в проекциях ρv на оси координат)
уравнение сохранения массы примет вид

∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
+

∂ρv

∂y
+

∂ρw

∂z
= 0. (2.5)

2.1.2. Закон сохранения количества движения

Объемная плотность КД выражается1 произведением ρv. Закон
сохранения количества движения (КД) в интегральной форме —

условие баланса интеграла этой величины по контрольному объему V :

∫
V
ρv dV.

Возрастание или убывание КД внутри объема V — следствие,
во-первых, переноса КД с потоком массы частиц жидкости, пересека-
ющих поверхность F объема, а во-вторых — потока импульса поверх-
ностных сил через эту границу2 и, в-третьих, действия сил объемного
характера (массовых сил), приложенных к частицам в объеме V .

Поверхностная плотность потока КД в тензорных обозначениях:

Πij = ρuiuj − Π′

ij ,

где ρuiuj — конвективная составляющая тензора плотности пото-
ка КД, Π′

ij — тензор напряжений, который обычно выражают как

Π′

ij = −pδij + Π′′

ij , δij =

{
1, i = j
0, i 6= j

,

где p — давление; Π′′
ij — тензор «вязких» напряжений.

Для многих используемых в технике жидкостей, а также для га-
зов и их смесей, компоненты тензора Π′′

ij выражают с помощью за-
кона (1.10) — обобщенной гипотезы Ньютона для вязкости среды
(см. с. 20). Приведем здесь для справки соответствующее выражение

1Как и поверхностная плотность потока массы.
2Плотность потока КД, как мы знаем, должна выражаться тензорной величиной

(т. е. тензором второго ранга, при том что вектор — тензор первого ранга, а скаляр —

нулевого).
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для прямоугольной системы координат:

Π′′

ij =




Π′′
xx Π′′

xy Π′′
xz

Π′′
yx Π′′

yy Π′′
yz

Π′′
zx Π′′

zy Π′′
zz


 = µ

[(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
− 2

3
δij

∂um

∂xm

]
.

Объемная плотность массовой силы — ρg, где g — локальная ве-
личина ускорения этой силы. Массовая сила может представлять собой
силу гравитационную или сумму ее с силой инерции (например, цен-
тробежной силы) — при описании течения жидкости в системе коорди-
нат, движущейся относительно инерциальной системы отсчета.

Закон сохранения КД с учетом действия массовых сил в интеграль-
ной форме записи принимает вид

d

dt

∫
V
ρv dV = −

∫
F

(Πij)n dF +

∫
V
ρg dV. (2.6)

Преобразуя интеграл по поверхности в (2.6) в интеграл по объему,
получим

d

dt

∫
V
ρv dV = −

∫
V

Div Πij dF +

∫
V
ρg dV, (2.7)

а с учетом произвольности контрольного объема V запишем одну
из дифференциальных форм записи («дивергентную» форму) закона
сохранения количества движения:

∂ρv

∂t
+ Div Πij = ρg. (2.8)

В (2.7) и (2.8) Div Πij — операция дивергенции тензора

Div Πij =

{
∂Πj1

∂xj
,
∂Πj2

∂xj
,
∂Πj3

∂xj

}T

.

Пользуясь этим определением и выписывая отдельно «вязкие» на-
пряжения, получим тензорную форму записи уравнения сохранения КД:

∂ρui

∂t
+

∂

∂xj
(ρujui + δijp) =

∂Π′′

ji

∂xj
+ ρgi, (2.9)
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или, в проекциях на оси прямоугольной системы координат:

∂ρu

∂t
+

∂

∂x

(
ρu2 + p

)
+

∂

∂y
(ρvu) +

∂

∂z
(ρwu) =

=
∂Π′′

xx

∂x
+

∂Π′′
yx

∂y
+

∂Π′′
zx

∂z
+ ρgx, (2.10)

∂ρv

∂t
+

∂

∂x
(ρuv) +

∂

∂y

(
ρv2 + p

)
+

∂

∂z
(ρwv) =

=
∂Π′′

xy

∂x
+

∂Π′′
yy

∂y
+

∂Π′′
zy

∂z
+ ρgy, (2.11)

∂ρu

∂t
+

∂

∂x
(ρuw) +

∂

∂y
(ρvw) +

∂

∂z

(
ρw2 + p

)
=

=
∂Π′′

xz

∂x
+

∂Π′′
yz

∂y
+

∂Π′′
zz

∂z
+ ρgz. (2.12)

2.1.3. Закон сохранения энергии

Получим этот ЗС, определив объемную плотность (в Дж/м3) пол-
ной энергии как сумму объемных плотностей внутренней и кинети-
ческой энергии жидкости:

ρE = ρe + ρ
|v|2
2

.

Поверхностная плотность потока энергии — векторная вели-
чина, выражаемая суммой

ρve + ρv
|v|2
2

+ pv + q − v · Π′′

ij = ρv

(
h +

|v|2
2

)
+ q− v · Π′′

ij,

где в левой части представлены соответственно эффекты: конвективного
переноса внутренней и кинетической энергии смеси, работы поверхност-
ных сил давления («работы проталкивания»), кондуктивного теплового
потока q и работы «вязких» напряжений. Плотность потока q может
задаваться с помощью феноменологического закона Фурье (1.14) для
теплопроводности (см. с. 21).
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Если массовые силы существенны и учитываются в ЗС количе-
ства движения, следует учесть совершаемую ими работу и в ЗС энер-
гии. Объемная мощность работы массовых сил есть ρ (v · g). С уче-
том сказанного закон сохранения энергии в интегральной фор-
ме принимает вид

d

dt

∫
V
ρE dV = −

∫
F

[
ρv

(
h +

|v|2
2

)
+ q− v · Π′′

ij

]
· n dF+

+

∫
V
ρ (v · g) dV. (2.13)

Дифференциальная («дивергентная») форма ЗС энергии при-
мет вид

∂ρE

∂t
+ div

[
ρv

(
h +

|v|2
2

)
+ q− v · Π′′

ij

]
= ρ (v · g) . (2.14)

Обозначив удельную полную энтальпию (энтальпию стационар-
ного торможения) как h∗ = h + |v|2 /2 и применив тензорные обозначе-
ния, запишем

∂ρE

∂t
+

∂

∂xj

(
ρujh

∗ + qj − ujΠ
′′

ij

)
= ρujgj . (2.15)

В развернутом виде:

∂ρE

∂t
+

∂

∂x

(
ρuh∗ + qx − uΠ′′

xx − vΠ′′

yx − wΠ′′

zx

)
+

+
∂

∂y

(
ρvh∗ + qy − uΠ′′

xy − vΠ′′

yy − wΠ′′

zy

)
+ (2.16)

+
∂

∂z

(
ρwh∗ + qz − uΠ′′

xz − vΠ′′

yz − wΠ′′

zz

)
= ρ (ugx + vgy + wgz) .

Выведенные выше законы сохранения массы, количества движе-
ния и энергии имеют вид системы условий, налагаемых на движение
жидкости или газа. Так, система (2.5), (2.10)–(2.12) и (2.16) есть система
уравнений c частными производными (УЧП), справедливая для про-
странственного нестационарного течения однородной жидкости, в под-
областях гладкости искомых функций. Система уравнений (2.1), (2.7)
и (2.13) справедлива также для разрывных решений задач МЖГ, в си-
лу чего является и более общей.
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2.1.4. О замыкании уравнений моделей МЖГ

Выведенные выше уравнения в принципе выражают в довольно
общем виде ЗС, которые должны соблюдаться в рамках двух исход-
ных гипотез МЖГ. Эти ЗС служат для получения модельных уравнений,
справедливых в рамках частных предположений, принимаемых в разных
разделах МЖГ.

Для этого нужно замкнуть исходные уравнения — т. е. сде-
лать так, чтобы число неизвестных величин в них совпало с числом
уравнений.

Для этого систему УЧП модели течения дополняют уравнениями
состояния. Как обсуждалось в разд. 1.2 (с. 13), вообще говоря, требу-
ются два независимых УС — термическое вида (1.1) и калорическое
вида (1.2).

Также величины, выражающие потоки от процессов молекуляр-
ного переноса, в ЗС подставляются через соответствующие феноме-
нологические «законы», наиболее распространенный вид которых был
приведен в гл. 1. Коэффициенты молекулярного переноса в них так-
же вычисляются по соотношениям вида УС. Получаемые после тако-
го «замыкания» ЗС уравнения, как правило, по-прежнему составляют
систему УЧП.

Например, уравнения Навье – Стокса (УНС) получают, замы-
кая ЗС (общие для деформируемой сплошной среды) известными вы-
ражениями компонентов тензора «вязких» напряжений Π′′

ij и вектора
теплового потока q (с. 20 и далее). После чего в этой системе из 5 УЧП
в роли неизвестных выступают 9 искомых величин — функций коорди-
нат и времени: ρ = ρ(r, t), vi = vi(r, t), i = 1, 2, 3, p = p(r, t), T = T (r, t),
e = e(r, t), µ = µ(r, t) и κ = κ(r, t).

C привлечением двух УС для однородной среды — термическо-
го p = p(ρ, T ) и калорического e = e(ρ, T ) — и двух зависимостей для
определения µ и κ система УНС становится замкнутой частной моделью
для решения задач (с конкретными условиями однозначности) о тече-
нии сжимаемых ньютоновских жидкостей.

2.2. Основные уравнения конкретных моделей МЖГ

Уравнения Навье – Стокса, как система УЧП (2.5), (2.10)–(2.12)
и (2.16), дополненная уравнениями состояния e = e(ρ, T ), p = p(ρ, T ),
µ = µ(ρ, T ) и κ = κ(ρ, T ), служат основой для описания произволь-
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ных — установившихся и нестационарных, ламинарных и турбулентных
пространственных течений вязкой по (1.10) («ньютоновской») и тепло-
проводной по (1.14) сжимаемой жидкости.

Напомним, что данные уравнения были получены выше как след-
ствия законов сохранения в интегральной форме, посредством замыка-
ния указанных соотношений для сплошной среды гипотезами частного
вида относительно характера процессов молекулярного переноса.

Уравнения модели для реагирующей многокомпонентной газовой
смеси (более общей, чем УНС, см. п. 5.2) в данном пособии полностью
не приводятся (см. [8, 9, 10]).

Ниже обсуждаются конкретные частные системы модельных
уравнений:

• уравнения Эйлера — модель невязкой нетеплопроводной сжима-
емой жидкости (п. 2.2.1);

• уравнения Навье – Стокса (УНС) для частного случая ρ = const1
и µ = const2 — наиболее простая модель течения вязкой жидкости
(п. 2.2.2).

2.2.1. Уравнения Эйлера

Уравнения Эйлера получим, отбрасывая в уравнениях Навье –

Стокса члены с вязкостью (Π′′
ij ≡ 0) и теплопроводностью (q ≡ 0), или

же полагая в них µ = 0 и κ = 0.
Для наглядности приведем вид уравнений Эйлера в дивергентной

форме:

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0,

∂ρv

∂t
+ Div (ρuiuj + δijp) = ρg, (2.17)

∂ρE

∂t
+ div (ρvE + pv) = ρ (v · g) .

В согласии с данной моделью течения индивидуальная частица
жидкости в потоке (без скачков уплотнения) претерпевает адиабатный
изоэнтропный (обратимый) процесс. При задании однородных гранич-
ных условий втекания расчет по уравнениям Эйлера в принципе должен
давать картину потенциального течения.
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Система уравнений (2.17) — нелинейная система связанных УЧП
гиперболического типа первого порядка по времени и по пространствен-
ным координатам.

Следует соблюдать осторожность, получая численными расчетами
по уравнениям Эйлера решения газодинамических задач, содержащих
разрывы параметров решения — скачки уплотнения, контактные
разрывы, слабые разрывы (разрывы производных искомых функций).
Формально система (2.17) теряет смысл на разрывах зависимых пере-
менных. Фактически же любой консервативный численный метод, полу-
ченный в рамках подхода МКО, аппроксимирует на конечно-объемной
сетке уравнения в интегральной форме. Последние обладают бо́льшей
общностью, так как не требуют дифференцируемости искомых функций.

Уравнения Эйлера в развернутом виде запишем — для простоты
применительно к пространственно одномерным искомым функциям —

ρ = ρ(x, t), v(x, t) = u(x, t)i, p = p(r, t), T = T (r, t) и др., а также полю
ускорения массовой силы g(x, t) = g(x, t)i — как систему

∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
= 0,

∂ρu

∂t
+

∂(ρu2 + p)

∂x
= ρg, (2.18)

∂ρE

∂t
+

∂(ρuE + pu)

∂x
= ρug.

Если не учитывать массовые силы, получается система уравнений,
описывающая плоское нестационарное движение однородной сжимае-
мой жидкости или газа (формально справедливая, как мы помним, в под-
областях гладкости искомых функций); она записывается в символиче-
ской «векторной» форме

∂U

∂t
+

∂Fx

∂x
= 0, (2.19)

где U = [ρ, ρu, ρE]T и Fx =
[
ρu, ρu2 + p, ρuE + pu

]T
.

В заключение преобразуем второе уравнение системы (2.18) —

уравнение сохранения количества движения. Для этого нужно преобра-
зовать первые два уравнения системы (2.18), используя формулу про-
изводной произведения, и преобразовать 2-е уравнение, подставив ту-
да 1-е уравнение (рекомендуется проделать это в качестве упражнения).
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Получим уравнение движения

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x

)
= −∂p

∂x
+ ρgx (2.20)

как преобразованное к «неконсервативной» форме выражение за-
кона сохранения КД, из которой, однако, ясно виден физический
смысл уравнения движения индивидуального объема среды — «жид-
кой частицы» — как уравнения ее динамики в поле массовых
и поверхностных сил.

В случае пространственного движения показанная операция дает
векторное уравнение движения

ρ
Dv

Dt
= ρ

(
∂v

∂t
+ (v∇)v

)
= −grad p + ρg. (2.21)

Уравнение движения идеальной (невязкой) жидкости вида (2.21)
получил (без учета массовых сил) в 1755 г. Л. Эйлер (L. Euler). В ле-
вой части уравнения — полная производная скорости индивидуальной
частицы жидкости (субстанциональная производная), в правой части —

причина этого изменения: локальная неравномерность поля гидродина-
мического давления p и действие массовой силы с ускорением g (в грави-
тационных и др. силовых полях и при неинерциальности системы отсче-
та). Очевидно теперь, что уравнение движения в МЖГ является обобще-
нием закона движения материальной точки для классической механики
на случай элемента движущейся сплошной среды.

2.2.2. Уравнения Навье – Стокса (жидкость
с постоянными свойствами)

Динамику несжимаемой (ρ = const1) ньютоновской жидкости
с также постоянным (не зависящим от плотности ρ и температуры T )
коэффициентом вязкости (µ = const2) описывает модель, опирающаяся
на соответственно упрощенные уравнения Навье – Стокса. Задаваемую
таким образом (предельно простую) модель вязкой жидкости именуют
моделью жидкости с постоянными свойствами.

Примечательно, что для описания динамики такой жидкости при-
влекать уравнение энергии не требуется, искомыми функциями зада-
чи являются векторное поле скорости v(r, t) и поле давления в пото-
ке p(r, t). Они определяются из совместно учитываемых ЗС массы и ко-
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личества движения, которые имеют при ρ = const1 и µ = const2 част-
ный вид связанных уравнения неразрывности и уравнения движе-
ния (см. ниже).

Если все же предполагается рассчитывать перенос энергии и/или
некоторой примеси в потоке жидкости с постоянными свойствами, то эта
задача решается с привлечением соответствующего уравнения переноса
по уже найденному полю скорости v(r, t). Именно в силу того, что в мо-
дели отсутствует механизм влияния температуры или концентрации при-
меси на свойства такой жидкости, уравнения переноса, служащие для
расчета поля температуры T (r, t) или массовой доли компонента Yk(r, t),
решаются как уравнения переноса пассивной примеси.

Из ЗС массы в форме (2.3) при ρ = const непосредственно следует

divv = 0, или
∂vx

∂x
+

∂vy

∂y
+

∂vz

∂z
= 0, или

∂vj

∂xj
= 0. (2.22)

Уравнение (2.22) — уравнение неразрывности, имеющее в ди-
намике несжимаемой жидкости смысл условия постоянства объема ин-
дивидуальной жидкой частицы при ее движении.

Действительно, вращение частицы вокруг мгновенного центра вра-
щения не сопровождается изменением объема, а, напротив, растяже-
ние и сжатие (воображаемой «элементарной» частицы, исходно взятой
в форме прямоугольного параллелепипеда) выражается членами ∂vj

∂xj
для

каждого координатного направления. Из (2.22) следует, что скорости
этих деформаций частицы согласованы условием неизменности ее объе-
ма. Подробно кинематика жидкости изложена в [6].

Эквивалентная (1.10) форма записи тензора «вязких» напряжений
в ньютоновской жидкости есть

Π′′

ij = 2µSij −
2

3
µδijdivv,

она раскрывает связь Π′′
ij с компонентами тензора скоростей дефор-

мации Sij :

Sij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
=

1

2




2∂u
∂x

∂u
∂y + ∂v

∂x
∂u
∂z + ∂w

∂x
∂v
∂x + ∂u

∂y 2∂v
∂y

∂v
∂z + ∂w

∂y
∂w
∂x + ∂u

∂z
∂w
∂y + ∂v

∂z 2∂w
∂z


 .
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Тензор Sij характеризует скорость деформирования частиц; компо-
ненты на главной диагонали «отвечают» за скорость растяжения/сжа-
тия частиц, прочие — за скорость их вращения. Данный вид Sij спра-
ведлив как для постоянной, так и для переменной плотности.

Для несжимаемой жидкости (где divv ≡ 0) тензор «вязких» на-
пряжений имеет вид

Π′′

ij = 2µSij.

Таким образом, уравнения (2.5) и (2.10), выражающие законы со-
хранения массы и количества движения, применительно к ньютонов-
ской жидкости с постоянными свойствами можно существенно упро-
стить (рекомендуется проделать это в качестве упражнения). В ре-
зультате первое уравнение принимает вид (2.22), а второе, записанное
в векторной форме —

ρ
Dv

Dt
= −grad p + µ∆v + ρg, (2.23)

имеет тот же смысл уравнения движения, что и уравнение (2.21), и от-
личается от последнего только наличием «вязкого» члена, который де-
лает векторное УЧП (2.23) уравнением второго порядка по простран-
ственным переменным.

Если уравнение (2.23) разделить на ρ = const1 и обозначить
в нем ν = µ/ρ = const3 («кинематический» коэффициент вязкости, из-
меряется в м2/c), получится

Dv

Dt
= −1

ρ
grad p + ν∆v + g. (2.24)

Уравнение (2.24) было впервые (без учета массовых сил g) выве-
дено Навье в 1827 г. (C. L. Navier). Вывод уравнений движения вязкой
жидкости, близкий к современному, впервые (см. [4]) выполнен в 1845 г.
Стоксом (G. G. Stokes); в варианте для ρ 6= const1:

ρ
Dv

Dt
= −grad p + µ∆v +

µ

3
grad divv. (2.25)

Строго говоря, векторное уравнение (2.25) и было названо в честь
этих ученых. Однако в технической литературе наименование «урав-
нения Навье – Стокса» закрепилось за полной системой (2.5),
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(2.10)–(2.12) и (2.16), т. е. с включенными в систему уравнениями пе-
реноса массы и энергии.

Описание течений вязких капельных жидкостей с малыми вариа-
циями температуры и газов (с малыми числами Маха — до M ≈ 0,25
в потоке газа) по модели несжимаемой жидкости является совершен-
но оправданным; при этом к минимуму сводятся количество решаемых
совместно уравнений модели и набор физических взаимодействий. Ре-
зультаты расчетов и экспериментов в таком режиме течения могут пред-
ставляться [11, 12, 13] зависимостями для безразмерных определяемых
параметров — коэффициентов сопротивления Cx, ζ, локальных харак-
теристик потока u(x/xL, . . . )/u∞ и т. п. — от числа Re.

2.3. Начальные и граничные условия

Для однозначного решения задачи, описываемой системой УНС
(или другой системой модельных уравнений МЖГ), необходимо задать
ее исходные данные, содержащие все необходимые условия однознач-
ности, которыми данная задача выделяется из класса задач.

Среди условий однозначности (помимо параметров УС жидкости
и геометрических очертаний расчетной области) должны быть заданы
еще начальные условия (НУ) и граничные условия (ГУ).

НУ суть начальные (при t = t0) распределения внутри расчет-
ной области зависимых переменных (искомых характеристик потока).
Как минимум, необходимо задать два независимых параметра состо-
яния среды, например p = p(r, t0) и T = T (r, t0) и компоненты скоро-
сти v = v(r, t0). НУ как таковые важны для нестационарных задач, для
расчета же установившихся течений они играют роль начального при-
ближения. Число произвольно задаваемых в НУ полей скалярных за-
висимых переменных равно числу УЧП модели.

В расчетах по уравнениям Эйлера или Навье–Стокса по заданным
в НУ начальным распределениям («первичных») зависимых переменных

[p, T, vx, vy, vz]
Т = p = p(r, t0)

могут быть с применением УС вычислены распределения «консерватив-
ных» переменных (плотностей сохраняющихся величин), которыми и за-
даются НУ в расчетных ячейках при применении численных методов
конечных объемов (МКО).
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При расчетах турбулентных течений в систему УЧП прикладной
модели бывают включены уравнения переноса специфических харак-
теристик турбулентности (например, k и ε), то их начальные распределе-
ния k = k(r, t0) и ε = ε(r, t0) также должны быть заданы в НУ.

ГУ — условия, задаваемые на границе расчетной области
(при t > t0) — ϕΓ(r, t) — в основном, на поверхностях обтекаемых тел
и на «свободных» границах, пересекаемых потоком жидкости. При рас-
четах непосредственно по УНС задание на твердой поверхности ГУ
vΓ ≡ 0 выражает ее непроницаемость и «прилипание» к ней частиц
жидкости. Течение жидкости с переменными свойствами зависит также
от ГУ, определяющего условия теплоотдачи. Так, постановка для урав-
нения энергии граничного условия I рода — использование известного
распределения температуры на поверхности стенки: TΓ = TΓ(r, t).

При включении в систему УЧП — уравнений переноса для харак-
теристик турбулентности (таких как k и ε) также необходимо задать со-
ответствующие ГУ.

Уравнения Эйлера (см. п. 2.2.1) модели невязкой и нетепло-
проводной жидкости получаются из УНС при µ = κ = 0. При реше-
нии задач по ним вместо ГУ «прилипания» на твердой поверхно-
сти задаются ГУ «непротекания» (или «скольжения»): (v)n = 0, а ГУ
для уравнения энергии выражают условия адиабатности — (q)n = 0
или же (∂T/∂n)n ≡ 0.

ГУ, задаваемые на «свободной» границе, более разнообразны;
в основном встречаются ГУ, задающие втекание, вытекание, ко-
пирование изнутри области, условия периодичности, вытека-
ние с неотражением возмущений. Простейший способ постанов-
ки ГУ втекания — задание однородного поля всех параметров потока
в сечении, достаточно удаленном от обтекаемого тела или от интересую-
щего участка канала.

Задание ГУ на «свободной» границе наталкивается на противоре-
чие между произвольным в общем случае характером задаваемых ГУ
и специфическими требованиями, налагаемыми самими УЧП, справед-
ливыми внутри расчетной области. Учет данных требований при зада-
нии ГУ (особенно для модели вязкого дозвукового течения) часто делает
понятие «свободной» границы условным, позволяя считать таковой гра-
ницу, удаленную на «бесконечность» от обтекаемого тела (задачи внеш-
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него обтекания) или от интересующего участка (задачи расчета внутрен-
них течений).

При численных расчетах турбулентных течений с выделением
вихревой структуры необходимо учитывать в ГУ соотношения, адекват-
ные соотношениям для завихренного потока. Последнее нелегко осуще-
ствить (особенно для ГУ втекания), что заставляет удалять свободные
границы от интересующего участка для снижения влияния произвольно-
сти в задании ГУ и делает привлекательным использование периодиче-
ских ГУ.

В расчетах по модели сжимаемой невязкой и нетеплопроводной
среды — описываемой уравнениями Эйлера (а это система УЧП пер-
вого порядка гиперболического типа) — при постановке ГУ определен-
ного вида на свободных границах необходимо учитывать ограничения
(разд. 4.2) на количество произвольно задаваемых в ГУ независимых
параметров.

2.4. Законы сохранения в «квазиодномерном» приближении

Часто геометрические очертания расчетной области представляют
системой, состоящей из элементов типа емкостей и каналов, описы-
вая течение газа или жидкости на участках каналов в так называемом
«квазиодномерном» приближении. При этом изменение искомых пара-
метров потока: ρk(x, t), k = 1, . . . ,K, ρ = ρ(x, t), u = u(x, t) и т. д., рас-
сматривается в пространстве двух независимых переменных — коор-
динаты x, отсчитываемой вдоль слабо искривленной оси более или менее
протяженного канала, и времени t.

Расчет в таком приближении [14, 15, 16] течений газов и жидко-
стей в технических устройствах (в стационарной и нестационарной по-
становке) широко применяется в инженерной практике. Так, например,
рассмотрение движения рабочего тела как нестационарного течения га-
зовой смеси с одной пространственной координатой используется для
описания течений на участках каналов в газовоздушных трактах ДВС.

При описании течений в «квазиодномерном» приближении разум-
но принять за основу также систему интегральных ЗС, которые мо-
гут быть получены аналогично ЗС для пространственного движения
(в разд. 2.1 — для контрольного объема на рис. 2.1).

В данном же случае накладываем ограничения на форму контроль-
ного объема и на распределение параметров потока внутри него: во-пер-
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вых, вписываем контрольный объем (рис. 2.2) в участок канала с непо-
движными и непроницаемыми для жидкости стенками, во-вторых, счи-
таем распределения параметров потока по поперечному сечению кана-
ла однородными. Как следствие, существенно упрощаются выражения
объемных и поверхностных интегралов.

Получим ЗС в квазиодномерном приближении для общего случая
неустановившихся течений многокомпонентной смеси в канале с пе-
ременным (и плавно меняющимся по координате x) сечением, с учетом
трения и теплообмена со стенкой на основе гипотезы сплошности и ги-
потезы локального термодинамического равновесия3.

x
n

nF (x)

Π(x)

τw

qw

x1

x1 + ∆x

Рис. 2.2. К выводу законов сохранения для одномерного течения

Примем, что площадь F (x) и периметр Π(x) сечения канала —

гладкие функции (в рассматриваемой области по x). При квазиодномер-
ном описании придется считать также, что средние по периметру сечения
напряжение трения τw и плотность теплового потока qw на стенке кана-
ла воздействуют на всю жидкость (смесь) в данном сечении, а по нор-
мали на стенку действует давление p в сечении. Процессы молекулярно-
го и турбулентного переноса в продольном направлении не учитываем.
Интеграл ∫

V
ρk(x, t) dV =

∫x1+∆x

x1

ρkF dx

3Гипотез, лежащих в основе классической МЖГ и позволяющих оперировать обыч-
ным и однозначным образом определенными термодинамическими и кинематическими
параметрами сплошной среды и привлекать для связи между параметрами термодина-
мического состояния среды обычные УС.
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выражает массу молекул k-го компонента внутри контрольного объе-
ма при том, что ρk зависит в каждый момент только от x. Скорость из-
менения этой массы в объеме определяется разностью прихода и рас-
хода массы компонента на левой и правой границах — в сечениях x1

и x1 + ∆x. При принятом положительном направлении x скорость из-
менения массы компонента в контрольном объеме выражается как

d

dt

∫x1+∆x

x1

ρkF dx = − (ρkuF )|x1+∆x
x1

. (2.26)

Уравнение (2.26) — интегральная форма ЗС массы k-го компонен-
та смеси (k = 1, . . . ,K) при нестационарном движении в канале.

Подобным же образом получается интегральная форма ЗС коли-
чества движения смеси, заключенной в контрольном объеме:

d

dt

∫x1+∆x

x1

ρuF dx = −
[(
ρu2 + p

)
F
]∣∣x1+∆x

x1
+

+

∫x1+∆x

x1

[
p
dF

dx
+ τwΠ

]
dx. (2.27)

Уравнение КД (2.27) учитывает приход и расход КД от перетекания
его вместе с массой смеси, движущейся со скоростью u и от импульса
сил давления на левой и правой границах контрольного объема, а также
от проекций сил нормального и касательного напряжений, действующих
по периметру стенки со средней интенсивностью p и τw соответственно.

Интегральная форма ЗС энергии смеси в контрольном объеме при-
нимает вид

d

dt

∫x1+∆x

x1

ρEF dx = − [(ρuE + pu)F ]|x1+∆x
x1

+

∫x1+∆x

x1

qwΠ dx. (2.28)

В уравнении энергии (2.28) рассматривается сохранение пол-
ной энергии, количество которой (на 1 кг смеси) определяется сум-
мой удельной внутренней и удельной кинетической энергии сме-
си E = e + u2

2 . Правая часть (2.28) учитывает приход и расход энергии
на проницаемых для смеси границах контрольного объема — в форме
притока внутренней и кинетической энергии смеси и работы проталки-
вания в этих сечениях, а также в результате действия теплового потока
через стенку канала со средней плотностью qw(x, t) (в Вт/м2).
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Уравнения (2.26)–(2.28) образуют систему условий сохранения,
замыкаемую далее УС и соотношениями, выражающими интенсив-
ность трения и теплообмена со стенкой. Записанные в интеграль-
ной форме, (2.26)–2.28 справедливы (в одномерном приближении) да-
же в том случае, если искомые функции — ρk(x, t), ρ(x, t), p(x, t),
u(x, t) и т. п. — не гладкие, а разрывные функции пространственной ко-
ординаты и времени. Если искомые функции все же гладкие (в смысле
дифференцируемости по x и t), переходя к пределу ∆x = dx → 0, мож-
но получить дифференциальные аналоги (2.26)–(2.28). Действительно,
тогда

∫x1+∆
x1

UFdx → UFdx и (FxF )|x1+∆x
x1

→ d (FxF ), где

U = [ρ1, . . . , ρK , ρu, ρE]T ,

Fx =
[
ρ1u, . . . , ρKu, ρu2 + p, ρuE + pu

]T
,

и получается система уравнений в дифференциальной форме:

∂ρkF

∂t
+

∂ρkuF

∂x
= 0, k = 1, . . . ,K,

∂ρuF

∂t
+

∂
(
ρu2 + p

)
F

∂x
= τwΠ + p

dF

dx
, (2.29)

∂ρEF

∂t
+

∂ (ρuE + pu) F

∂x
= qwΠ,

которую c применением символических «векторных» обозначений мож-
но записать более компактно —

∂UF

∂t
+

∂FxF

∂x
= S, (2.30)

где U — «вектор» неизвестных и Fx — «вектор» плотностей пото-
ков (приведены выше), а S — «вектор» объемной мощности «источни-

ков» в этих уравнениях: S =
[
0, . . . , 0, τwΠ + pdF

dx , qwΠ
]T

.
Форма, в которой записаны системы уравнений (2.29) или (2.30),

называется консервативной, так как в ней сохраняется унаследован-
ное от ЗС в интегральной форме представление о сохранении массы, КД
и энергии при изменениях этих величин в контрольных объемах под дей-
ствием их потоков в сечениях канала и на его твердой стенке; уравнения
в этой форме, формально примененные для вывода методов численного
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интегрирования, позволяют получить консервативные численные мето-
ды (гл. 5) с тем же успехом, как если бы были использованы исходные
уравнения (2.26)–(2.28).

В приложениях используются частные случаи системы (2.29). Так,
если рассматриваемая смесь однородна по составу (K = 1, ρ1 = ρ),
то в (2.29) останется лишь одно уравнение сохранения массы:

∂ρF

∂t
+

∂ρuF

∂x
= 0, (2.31)

а если площадь поперечного сечения канала F постоянна, можно выне-
сти ее за знак дифференцирования и, разделив на нее, получить

∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
= 0,

∂ρu

∂t
+

∂(ρu2 + p)

∂x
= τw

Π

F
,

∂ρE

∂t
+

∂(ρuE + pu)

∂x
= qw

Π

F
.

Наконец, пренебрегая трением и теплообменом со стенкой, полу-
чают систему уравнений, описывающую плоские нестационарные дви-
жения (также справедливую, как мы помним, в подобластях гладкости
искомых функций):

∂U

∂t
+

∂Fx

∂x
= 0, (2.32)

где U = [ρ, ρu, ρE]T и Fx =
[
ρu, ρu2 + p, ρuE + pu

]T
.

Уравнения (2.32) можно получить и другим путем, а именно упро-
щением УЧП, следующих из ЗС для пространственных течений, напри-
мер (2.1)), (2.7) и (2.13).

2.5. Законы сохранения в «нульмерной» открытой системе

Получим здесь ЗС, описывающие процесс в объеме смеси, для ко-
торого сделано достаточно сильное допущение об однородности распре-
деления характеристик среды. Эти ЗС задают модель пространствен-
но однородной открытой термодинамической системы, называе-
мой иногда моделью емкости мгновенного перемешивания.
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Рассмотрим однородный по всем параметрам объем неподвижной
смеси, обменивающийся с внешней средой массой (в виде J дискретных
потоков масс смеси Gj), и энергией — с этими потоками массы, а также
в форме работы и теплоты — через участки непроницаемой для вещества
поверхности, отделяющей объем от внешней среды (рис. 2.3).

Таким образом, кроме действия дискретных потоков, на грани-
це контрольного объема может иметь место обмен с внешней средой
энергией в форме работы сжатия-расширения объема V (t) и в фор-
ме теплоты — по механизмам теплообмена со стенкой с температу-
рой Tw(t) и объемного тепловыделения от внешних же источников энер-
гии (dqвнеш/dt на 1 кг или dQвнеш/dt на m кг смеси). Для бо́льшей общ-
ности можно учесть объемные источники масс компонентов в химиче-
ских реакциях.

replacements

V (t)

(GYk)1,
(Gh∗)1

(GYk)2,
(Gh∗)2

(GYk)j,
(Gh∗)j

(GYk)j+1,
(Gh∗)j+1 (GYk)J ,

(Gh∗)J

dQвнеш

dL

Рис. 2.3. К выводу законов сохранения для «нульмерной» модели емкости мгновен-
ного перемешивания

Тогда условия сохранения масс K компонентов смеси и внутрен-
ней энергии смеси в объеме выразятся уравнениями:

dmk

dt
=

J∑

j=1

(GYk)j + V WkωkΣ, k = 1, . . . ,K, (2.33)

d (me)

dt
=

J∑

j=1

(Gh∗)j +
dQвнеш

dt
− p

dV

dt
, (2.34)
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где me = m · e(ρ, T, Y1, . . . , YK−1), m =
∑

mk и ρ = m/V ; в самом част-
ном случае однородного по составу совершенного газа e = cvT .

Модели для расчета процессов в некоторой емкости, для которой
принято допущение о мгновенном перемешивании, должны базировать-
ся на системе обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ)
вида (2.33) и (2.34). Уравнения такого вида лежат и в основе моде-
лей (в т. ч. двух- и многозонных), обеспечивающих невысокий уровень
детализации при описании процессов в рабочих камерах ДВС и дру-
гих элементах газовоздушных трактов, моделируемых в расчетной схеме
элементами типа емкостей. Численным решением подобных систем ОДУ
при конкретных условиях однозначности получают искомые зависимо-
сти от времени параметров состояния в емкости (или каждой из зон
в двух- и многозонных моделях) — p = p(t), T = T (t), Yk = Yk(t) и т. д.

Отметим особо, что из уравнений (2.33)) и (2.34) могут быть полу-
чены многие соотношения технической термодинамики. Так, для за-
крытой (в смысле внешнего массообмена) термодинамической систе-
мы, для которой уравнение (2.33) тривиально: m = const, исключив
из рассмотрения время и поделив уравнение (2.34) на постоянную мас-
су m (т. е. переходя к удельным величинам), получают ЗС энергии,
обычно именуемый первым началом термодинамики: подведенная
извне к 1 кг рабочего тела теплота (здесь: dq = dqвнеш + 0) расходуется
на совершение работы расширения и приращение удельной внутренней
энергии:

dq = de + pdv. (2.35)

Интегрированием (2.35) можно получить уравнения состояния для
энтропии s как параметра состояния, а также выражения для работы
в термодинамических процессах частного вида и циклах. В случае со-
вершенного газа это сделать особенно просто.

Так, при de = cvdT , где cv = const1, v = 1/ρ (удельный объ-
ем), p = ρRT , cp = cv + R (закон Майера), γ = cp/cv = const2
и ds = dq/T (определение элементарного приращения удельной
энтропии), можно преобразовать (2.35):

ds =
dq

T
= cv

dT

T
+ p

dv

T
=

∣∣∣∣ dv = d

(
1

ρ

)
= −dρ

ρ2

∣∣∣∣ = cv
dT

T
− R

dρ

ρ
=

=

∣∣∣∣RT =
p

ρ
, dT =

dp

Rρ
− pdρ

Rρ2

∣∣∣∣ = cv

(
dp

ρRT
− pdρ

ρRTρ

)
− R

dρ

ρ
=
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= | ρRT = p | = cv
dp

p
− (cv + R)

dρ

ρ
= cv

dp

p
− cp

dρ

ρ
.

Интегрируя между начальной 1 и текущей точками термодинамиче-
ского процесса, можно получить соотношение, имеющее смысл УС ви-
да s = s(p, ρ), т. е. могущего служить для вычисления энтропии s совер-
шенного газа по параметрам состояния p и ρ:

s = s1 + cv ln

[
p

p1

(
ρ1

ρ

)γ]
, (2.36)

а выражая из (2.36) давление p — уравнение состояния вида p = p (s, ρ)
с теми же постоянными параметрами УС однородного совершенного
газа cv и γ:

p = p1

(
ρ

ρ1

)γ
exp

[
s − s1

cv

]
. (2.37)

Среди моделей технической термодинамики особая роль принадле-
жит адиабатному изоэнтропному процессу как модели идеального (тер-
модинамически обратимого) изменения состояния частицы или всего ра-
бочего тела. Действительно, пусть внутри частицы жидкости не про-
текают процессы диссипации (бесконечно медленное, «квазиравновес-
ное» изменение состояния при однородных распределениях парамет-
ров). Пусть также отсутствует теплообмен с внешней средой. Тогда
должно выполняться dq = dqвнеш + dqвн = 0 и, как следствие — ds = 0
и s = s1 (адиабатное и изоэнтропное сжатие или расширение).

Из уравнения (2.37) при s = s1 следует

p = p1

(
ρ

ρ1

)γ
. (2.38)

Уравнение (2.38) устанавливает степенной закон относительно-
го изменения давления от относительного изменения плотности и носит
название уравнения адиабаты Пуассона (Poisson); это уравнение изо-
энтропного адиабатного процесса в совершенном газе.

Уравнение состояния (2.36) для выражения энтропии имеет
вид s = s(p, ρ). Нетрудно получить выражения s от другой пары неза-
висимых термодинамических параметров. Например, взяв соотношение

dv = d

(
1

ρ

)
= d

(
RT

p

)
= R

pdT − Tdp

p2
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вместо использованного при выводе (2.36), придем к УС для энтропии
вида s = s(p, T ):

s = s1 − R ln

[
p

p1

(
T1

T

) γ

γ−1

]
. (2.39)

Исходя из сказанного, нетрудно получить уравнение изоэнтропного
процесса в виде степенно́й зависимости с участием других параметров
состояния. Например, из (2.39) получим:

p = p1

(
T

T1

) γ
γ−1

. (2.40)

Скорость распространения малых упругих возмущений по микро-
объему сжимаемой среды — скорость звука — параметр состояния,
весьма важный для гидрогазодинамики; определяется в общем случае
как c = c(p, ρ) в соответствии с (1.8). В частном случае совершенно-
го газа из уравнения состояния (2.37) при s = const непосредственно
из (2.38) следует конкретное выражение вида c = c(p, ρ) или c = c(T ):

c =
√

(∂p/∂ρ)s =

√
γ
p

ρ
=
√
γRT, (2.41)

из чего следует T = c2/(γR), а с учетом (2.40) получается уравнение изо-
энтропы, связывающее p со скоростью звука:

p = p1

(
c

c1

) 2γ
γ−1

. (2.42)

Выражения для работы в термодинамических процессах и циклах
выводятся в курсах технической термодинамики [17]. Моделирование
процессов по более общим уравнениям, например, вида (2.33)–(2.34),
требует их численного интегрирования; величина работы при этом опре-
деляется суммированием величин pdV

dt на расчетном шаге.
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3. ОДНОМЕРНОЕ СТАЦИОНАРНОЕ ТЕЧЕНИЕ

В этой главе приведен материал, составляющий основу описания
гидрогазодинамических процессов в трубопроводных системах. Стацио-
нарное течение описывается здесь в рамках модели, задаваемой урав-
нениями (законами сохранения) газовой динамики в «квазиодномер-
ном»1 (или «каналовом») приближении. При том, что эта модель дает
зачастую слишком приближенную картину течения, она полезна в тех-
нических приложениях. В расчетах по ней учитываются эмпирические
данные, получаемые при более точном (теоретическом или эксперимен-
тальном) изучении пространственной структуры потоков. К таким дан-
ным относятся, например, зависимости для коэффициентов гидравли-
ческих потерь на местных сопротивлениях или коэффициентов рас-
хода при течении через сопла и отверстия.

Материал по данной (довольно частного вида) модели течения
намеренно приведен после изложения самых общих основ моделей
МЖГ — основных гипотез, законов сохранения, дополнительных ги-
потез для замыкания законов сохранения и собственно уравнений
МЖГ, полученных в рамках принятых гипотез. Это помогает критически
осмыслить условности и ограничения описания движения газов и жид-
костей в квазиодномерном приближении.

Ряд соотношений, полученных в данной главе и справедливых для
стационарного течения, используются в следующей главе (с. 80), по-
священной описанию нестационарных течений в квазиодномерном
приближении.

3.1. Модель одномерного стационарного течения

Установившиеся во времени (стационарные) течения характери-
зуются независимостью картины течения от времени. Справедливые
в рамках квазиодномерного («каналового») приближения соотноше-
ния можно получить упрощением описывающих течение газовой смеси
на гладком2 участке канала интегральных уравнений сохранения масс
компонентов, количества движения и энергии (2.26)–(2.28).

1Приставка «квази-» в лат. яз. означает «якобы»; этим подчеркивается, что поток
в канале в действительности не является одномерным.

2В смысле гладкости функции F = F (x).
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Соотношения, связывающие параметры потока в сечениях 1
и 2, разделенных конечным расстоянием ∆x = x2 − x1, в этом случае
принимают вид:

(ρkuF )2 = (ρkuF )1 , k = 1, . . . K, (3.1)

[(
ρu2 + p

)
F
]
2

=
[(
ρu2 + p

)
F
]
1
+

∫x2

x1

(
p
dF

dx
+ τwΠ

)
dx, (3.2)

[(ρuE + pu) F ]1 = [(ρuE + pu) F ]2 +

∫x2

x1

qwΠdx, (3.3)

а эквивалентные им (в подобластях гладкости искомых функций ρk, u,
p и т. п.) уравнения в дифференциальной форме (при x2 − x1 = dx → 0)
с учетом G = ρuF , Gk = ρkuF и ρuE + pu = ρuh∗ примут вид

dGk = d (ρkuF ) = 0, k = 1, . . . K, (3.4)

dI = d
[(
ρu2 + p

)
F
]

=

[
p
dF

dx
+ τwΠ

]
dx, (3.5)

d (Gh∗) = d (ρuFh∗) = qwΠ dx. (3.6)

Для частного случая энергоизолированного (qw = 0) течения одно-
родной по составу среды между сечениями 1 и 2 уравнения (3.1)–(3.3)
принимают вид:

G2 = G1, I2 = I1 +

∫x2

x1

[
p
dF

dx
+ τwΠ

]
dx, (Gh∗)2 = (Gh∗)1 . (3.7)

Заметим, что уравнение сохранения энергии в (3.7), выражаю-
щее постоянство энергосодержания в теплоизолированном стационар-
ном потоке, с учетом G2 = G1 сводится, очевидно, к h∗

2 = h∗
1 — условию

равенства удельных полных энтальпий в сечениях канала.
Уравнение количества движения в (3.7) записывается в нетриви-

альном виде — для его применения требуется вычислить интеграл пото-
ка импульса сил на стенке3. Поэтому обычно для выражения связи па-
раметров стационарного потока в сечении 2 с параметрами в сечении

3Учитывая и нормальное, и касательное напряжения при переменном по длине сече-
нии канала.
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канала 1 взамен уравнения КД привлекают связь между давлениями
стационарного торможения p∗2 и p∗1, например, следующего вида:

p∗2 = p∗1σ(M1,Re1, . . . ),

где σ 6 1 — коэффициент восстановления полного давления —

функция (определяемая чаще всего экспериментально) условий течения
и свойств жидкости или газа, выражающая отношение полного давления
в некотором сечении 2 к полному давлению в сечении 1 (которое выше
по потоку сечения 2 ).

Введение безразмерной величины σ особенно оправданно для по-
тока, энергетически изолированного на участке между сечениями 1 и 2.
Как показано ниже (с. 65), в этом случае коэффициент σ полностью
определяет приращение энтропии ∆s = s2 − s1 на участке 1 – 2 и ха-
рактеризует необратимые потери в потоке на данном участке (гидравли-
ческие потери).

К гидравлическим [18, 19] относят потери (полного давления, рабо-
тоспособности, располагаемой работы), связанные с необратимым пре-
вращением части энергии потока в энергию теплового (хаотического)
движения молекул, т. е. во внутреннюю энергию частиц жидкости или
газа. Реальные течения, включая энергетически изолированные (и теп-
лоизолированные — «адиабатные» — течения) всегда сопровождают-
ся потерями.

Гидравлические потери условно подразделяют на путевые поте-
ри (потери на трение о стенку; механизм потерь — работа внутреннего
трения) и местные потери (потери на местных сопротивлениях; та-
кие потери связаны с нарушением равномерной структуры потока — его
отрывом, присоединением и выравниванием — в областях, где наруша-
ется гладкость профиля канала).

В простейшем случае, заменив уравнение КД в (3.7) условием по-
стоянства полного давления: p∗2 = p∗1 = const1, придем к идеализиро-
ванной модели теплоизолированного изоэнтропного (s2 = s1 = const2)
течения на гладком участке канала (сопла или диффузора), расчет
которого допустимо вести, пренебрегая как теплообменом со стенкой,
так и трением.
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3.1.1. Параметры одномерного потока как осредненные
по сечению

Отметим особо, что квазиодномерное приближение оперирует од-
нородными распределениями параметров потока в поперечных сечениях
канала. Можно в связи с этим принять, что действительные распределе-
ния параметров4 потока заменяются осредненными величинами, по-
лучаемыми, например, из действительных локальных значений потоков:
массы G, полного импульса I = Gu + pF (потока КД) и энергии Gh∗

в сечениях. Другой (также корректный) способ осреднения — осредне-
ние по объемным плотностям массы, КД и полной энергии в сечении.

Для сечений, расположенных вдали от местных сопротивлений,
величина статического давления p, получаемая при осреднении, мало от-
личается от получаемой приемником статического давления (в виде от-
верстия или отверстий по периметру стенки канала). Выполнение этого
условия для некоторой задачи — критерий адекватности описания в ква-
зиодномерном приближении.

Отметим, что при обоих способах найденный по осредненным па-
раметрам поток энтропии Gs = ρusF окажется выше действительно-
го

∫
F s dG =

∫
F ρus dF .

В расчетной схеме одномерного течения скорость потока u прини-
мается положительной; таким образом, течение рассчитывается как дви-
жение газа или жидкости в положительном направлении оси x.

Число M = u/c, определяемое как отношение скорости потока
в сечении к скорости звука в этом же сечении, играет важную роль па-
раметра режима течения, определяющего степень проявления эффекта
сжимаемости в потоке.

3.1.2. Газодинамические функции для параметров
стационарного изоэнтропного торможения

Сказанное выше верно независимо от вида уравнения сос-
тояния. Ограничимся далее в данной главе течениями однородно-
го по составу идеального совершенного газа, для которого тер-
мическое УС есть p = ρRT , где R = cp − cv = const1, cp = const2,
cv = const3, γ = cp/cv = const4, а калорическое уравнение состояния
берется также в частном виде:

h = h(ρ, T ) = h(T ) = cpT,

4Для турбулентных течений — распределения, полученные осреднением по времени.
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вместо УС h = h(ρ, T ) = h(T ) = h(T0) +
∫T

T0
cp(T )dT , справедливого

для идеальных газов вообще.
Введем для температуры T ∗ полного стационарного тормо-

жения определяющее соотношение h∗ = cpT
∗, где h∗ = h + u2/2 —

энтальпия стационарного торможения (полная энтальпия, удельное
энергосодержание) в данной точке или сечении потока. Как известно
из теории5 движения невязкого газа, величина T ∗ есть температура ча-
стицы газа в точке полного торможения: |v| → 0 (например, для струй-
ки тока, набегающей на препятствие). Таким препятствием может быть
«трубка Пито» (англ. Pitot tube, рис. 3.1).

M

T = T1, M = M1 T = T ∗
1 , M = 0

Рис. 3.1. К определению параметров торможения трубкой Пито в точке 1 потока

Переход от статического давления p к давлению стационарного
торможения p∗ в той же точке происходит примерно при постоянной пол-
ной энтальпии и энтропии частиц газа, т. е. считается, что частица среды
претерпевает адиабатный изоэнтропный процесс, для которого в част-
ном случае идеального совершенного газа справедливо уравнение адиа-
баты Пуассона, например (2.40).

При выполнении с достаточной точностью этого условия определя-
емая приемником полного давления (трубкой Пито) величина давления
стационарного торможения p∗ близка к теоретической; исключение со-
ставляют сверхзвуковые течения, где частицы газа на пути к трубке Пито
пересекают отошедший прямой скачок уплотнения (с. 60), что должно
учитываться при интерпретации измерений p∗.

5На практике это оправдано для течений маловязких газов, обладающих малой
же теплопроводностью, т. е. при больших Re = ρul

µ
, где l — характерный поперечный

размер препятствия.
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Определим зависимость параметров стационарного торможения
(p∗, T ∗ и др.) от статических параметров потока в том же сечении p,
T , c и скорости u. С учетом выражений для T ∗, h∗, M = u/c, cp = γR

γ−1

и c =
√
γRT :

h∗ = cpT
∗ = cpT +

u2

2
,

T ∗ = T +
u2

2cp
= T

(
1 +

u2

2cpT

)
= T

(
1 +

u2

2
γ−1c2

)
= T

(
1 +
γ− 1

2
M2

)
,

а c учетом уравнения изоэнтропы в формах (2.38), (2.40) и (2.42) получим
выражения для отношений статических параметров к параметрам стаци-
онарного торможения (рис. 3.2) в одном и том же сечении:

T

T ∗
= τ(M, γ) =

1

1 + γ−1
2 M2

, (3.8)

p

p∗
= π(M, γ) =

(
1

1 + γ−1
2 M2

) γ
γ−1

, (3.9)

c

c∗
= α(M, γ) =

(
1

1 + γ−1
2 M2

) 1
2

, (3.10)

ρ

ρ∗
= ε(M, γ) =

(
1

1 + γ−1
2 M2

) 1
γ−1

. (3.11)

Выражения (3.8)–(3.11) носят название газодинамических
функций (ГДФ) для параметров стационарного изоэнтропного
торможения (параметров стационарно заторможенного потока: p∗,
T ∗, . . . ); они удобны при пересчете статических параметров состояния
в параметры стационарного изоэнтропного торможения и обратно
в данной точке (или в данном сечении однородного потока).

3.1.3. Модель изоэнтропного течения в каналах и соплах

Особенно удобно связывать через ГДФ (3.8)–(3.11) параметры
состояния в разных сечениях канала в рамках модели идеального (об-
ратимого) течения в каналах и соплах. В таком допущении температура
торможения T ∗, давление торможения p∗ и энтропия s = s∗ сохраняются
постоянными при переходе от сечения к сечению.
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Рис. 3.2. Графики τ(M, γ), π(M, γ), α(M, γ), ε(M, γ) и q(M, γ) для γ = 1,40

Рассмотрим сужающееся сопло, в которое поток попадает из емко-
сти 1, где p∗1 = p1, T ∗

1 = T1 и F1 → ∞. В сечениях ниже по потоку нетруд-
но определить статические параметры, если известно соответствующее
сечению число M . Опуская в записи ГДФ зависимость от отношения
теплоемкостей γ, имеем:

p

p∗
=

p

p1
= π(M),

T

T ∗
=

T

T1
= τ(M) и т. д.

Значение Mс < 1 (в узком сечении сужающегося сопла, т. е.
на его срезе) соответствует дозвуковой скорости потока во всем сопле
(рис. 3.3, а). Для этого режима характерно равенство pс = p2 (граничное
условие «стыковки» с емкостью 2 ), которое означает, что частицы га-
за внутри сопла претерпевают полное расширение от давления p1 до p2,
теоретически, при qw = τw = 0 — по изоэнтропе.

Критический режим истечения и критическая скорость. Как
известно [17], возрастание массового расхода G в изоэнтропном тече-
нии через сужающееся сопло при понижении давления p2 (в емкости
за соплом) возможно только до достижения на его срезе числа Mс = 1,
при котором скорость в этом критическом сечении становится равной
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местной скорости звука u = uкр = c = cкр (критическая скорость).
Этому («критическому») режиму соответствует максимальный G, для
него статические параметры в сечении среза определяются соотноше-
ниями pс = pкр = p1π(Mс = 1), cс = cкр = c1α(Mс = 1) и т. д. При отно-
шении теплоемкостей γ = 1,40 (двухатомный газ или смесь таких газов)
критическое отношение давлений (p2/p1)кр составляет π(1) ≈ 0,528.

h1 = h∗h1 = h∗

T1 = T ∗T1 = T ∗

p1 = p∗p1 = p∗

M1 = 0M1 = 0

p2

p2

Fс
Fс

MсMс

Tс
Tс

pс
pс

M(x) M(x)

T (x)T (x)

p(x) p(x)

а б

Рис. 3.3. Профили параметров при истечении газа через сужающееся сопло при: а) до-
критических; б) сверхкритических (p2/p1 < π(1)) отношениях давлений

Критическую скорость cкр удобно применять в расчетах, поскольку
эта величина в энергоизолированном стационарном течении не изменя-
ется (как и T ∗) от сечения к сечению канала:

cкр = c∗α(1) = c1α(1) = c1

√
2

γ+ 1
=

√
2γRT ∗

γ+ 1
. (3.12)

Таким образом, ме́ньшим давлениям газа в емкости 2 за срезом
сужающегося сопла будут соответствовать бо́льшие значения расхода G
и скорости потока в сечениях сопла и на его срезе и ме́ньшие значения
статических параметров газа, но только до критического отношения дав-
лений, т. е. до установления звуковой скорости потока Mс = 1 в сечении
среза сопла.
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Втекание струи в емкость является необратимым процессом: кине-
тическая энергия газа в струе переходит (в конечном счете) во внутрен-
нюю энергию в процессе перемешивания с газом в емкости 2. Полные
давления в сечении среза и в емкости 2 (при Mс 6 1) относятся как

pс/p1 = pс/p
∗

1 = pс/p
∗

с = π(Mс) = p2/p
∗

с = p∗2/p
∗

с < 1,

что отражает возможные или действительные необратимые процессы
в емкости 2 при выравнивании параметров газа в ней.

При сверхкритических перепадах давлений

p2 < pкр = p1π(Mс = 1)

расход G при течении через такое сопло остается равным максимально-
му («критическому»), так как распределения параметров потока вдоль
сопла соответствуют критическому отношению давлений p2/p1 = π(1).
Но при этом струя, истекающая в емкость 2, становится звуковой
(Mс = 1) недорасширенной. Расширение частиц газа происходит уже
за соплом, в струе с образованием характерной структуры, содержа-
щей местные области разгона до сверхзвуковой скорости и торможения
со скачками уплотнения (рис. 3.3, б).

Приведенная скорость. Безразмерное отношение

λ =
u

cкр

называется приведенной скоростью потока; как и для числа M , суще-
ствуют выражения газодинамических функций через λ [5, 16].

Сверхзвуковое сопло. Дальнейшее увеличение M в сопле (ка-
нале) после узкого сечения с M = 1 возможно далее при возрастании
площади его сечения: dF/dx > 0 (рис. 3.4, а). На этом (сверхзвуковом)
участке сопла для определения статических параметров в сечениях иде-
ального сопла также применимы ГДФ (3.8)–(3.11).

Давление на срезе pс такого сопла должно быть меньше кри-
тического, и если оно совпадает с давлением в емкости 2, говорят
о расчетном режиме течения в сверхзвуковом сопле (сопло Лаваля).
При постоянном энергосодержании потока газа (T ∗ = const) в сече-
ниях участка dF/dx > 0 при M > 1 увеличивается доля кинетической
энергии потока в его энергосодержании и соответственно уменьшает-
ся доля энергии теплового движения молекул — снижается статическая
температура T .
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Рис. 3.4. Расчетные режимы течения в сопле Лаваля: течение а) сверхзвуковое и б) до-
звуковое
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Режим и скорость стационарного истечения в вакуум. В пре-
деле Fс → ∞ температура Tс на срезе сверхзвукового сопла достигнет
(теоретически) абсолютного нуля (Tс → 0) и все удельное энергосодер-
жание (энтальпия торможения h∗) будет определяться удельной кине-
тической энергией газа u2/2; наступит режим стационарного исте-
чения в вакуум при Mс → ∞, pс →= p2 и максимальном теоретическом
значении скорости потока:

umax = (uс)max =
√

2h∗, (3.13)

где, строго говоря, h∗ = h1 по параметрам в емкости, а h(T = 0) = 0.
В частном случае идеального совершенного газа с h∗ = cpT

∗

umax =
√

2h∗ =
√

2cpT ∗ =

√
2γRT ∗

γ− 1
=

√
2

γ− 1
c1.

Понижение T на участке dF/dx > 0 сверхзвукового сопла может
выйти за пределы диапазона применимости УС идеального газа для дан-
ного вещества; могут даже создаться условия для конденсации. Прове-
денный же анализ выполнен в приближении совершенного газа, в кото-
ром простые формы УС справедливы вплоть до условий p → 0, T → 0,
и, соответственно, M → ∞ и u → umax.

Дозвуковое течение в идеальном диффузоре или конфузоре.
В том случае, когда в узком сечении сопла Лаваля звуковая скорость
не достигается (M < 1), в последующем (расширяющемся) участке чис-
ло M продолжит снижаться и течение по всей длине такого сопла оста-
нется дозвуковым (рис. 3.4, б).

В идеале стационарное течение в сужающемся участке канала
(конфузор) может рассматриваться как обратимый процесс разго-
на газа и, соответственно, течение в расширяющемся участке (диф-
фузор) — как обратимый процесс его торможения. В пределе F → ∞
на выходе из такого канала поток, ускоренный в конфузоре, окажется
стационарно заторможенным в диффузоре до тех же значений статиче-
ских p и T , что и на входе в канал, так как протекает обратимый про-
цесс. Конечная величина G в таком идеализированном (изоэнтропном)
течении получится при теоретически бесконечно малом перепаде давле-
ния ∆p12 = p1 − p2, что не может иметь места в действительности.
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Реальное течение всегда сопровождается потерями на трение
о стенку, и обычно существенна неоднородность распределения пара-
метров по сечению канала, вплоть до отрыва потока от стенок, чему
особенно подвержено течение в диффузорах. Поэтому действитель-
ный расход газа или жидкости через каналы, сопла, насадки и отверстия
определяется условиями на входе и выходе из него, физическими свой-
ствами рабочего тела и геометрией канала.

Напомним, что учет подвода или отвода тепла по длине канала (от-
клонения от адиабатности), трения о стенку (путевые потери) и влияния
резких перераспределений потока в сечении (потери на местных сопро-
тивлениях) в рамках гидравлического (квазиодномерного) прибли-
жения может выполняться с применением коэффициентов местных по-
терь, коэффициентов теплоотдачи и потерь на трение.

3.1.4. Газодинамические функции для вычисления
расхода

Часто удобно бывает связать массовый расход G с параметрами
торможения p∗, T ∗ и числом M в некотором поперечном сечении F ка-
нала. Выразим расход G = ρuF в сечении через следующие величины:

ρ = ρ∗ε(M, γ) =
p∗

RT ∗

(
1

1 + γ−1
2 M2

) 1
γ−1

,

u = Mc = M
√
γRT =

M
(
1 + γ−1

2 M2
) 1

2

√
γRT ∗,

тогда

G =
p∗

RT ∗
F

M
(
1 + γ−1

2 M2
) γ+1

2(γ−1)

√
γRT ∗.

Умножив обе части этого равенства на cкр (3.12), после сокращений
получим

Gcкр =

(
2

γ− 1

) 1
2

γp∗F
M

(
1 + γ−1

2 M2
) γ+1

2(γ−1)

. (3.14)

Уравнение (3.14) выражает расход газа в данном сечении через
полное давление, критическую скорость звука и некоторую функцию
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числа M . Подбором коэффициента пропорциональности преобразуем
эту функцию так, чтобы при M = 1 она была равна также 1. Получен-
ная таким образом газодинамическая функция примет вид (см. рис. 3.2)

q(M, γ) =
M

[
2
γ+1

(
1 + γ−1

2 M2
)] γ+1

2(γ−1)

(3.15)

и физический смысл безразмерной плотности потока массы ρu
(ρu)кр

,

где (ρu)кр — максимальное значение плотности потока массы при за-
данных параметрах торможения и движении со скоростью звука. Под-
ставляя в (3.14) функцию q(M, γ), в обозначении которой для краткости
опустим зависимость от γ, получим:

Gcкр =
2γ

γ+ 1

(
2

γ+ 1

) 1
γ−1

p∗Fq(M, γ). (3.16)

Наконец, заменяя в (3.16) величину cкр ее выражением по (3.12),
получаем формулу, связывающую расход газа G в сечении с его площа-
дью F и параметрами торможения p∗ и T ∗:

G = m
q(M, γ)p∗F√

T ∗
, где m =

√√√√ γ
R

(
2

γ+ 1

) γ+1
γ−1

. (3.17)

Для воздуха с R = 287,1 Дж/(кг ·К) до температур около 1000 К
можно принимать γ = 1,40; m = 0,04041 м−1 · с ·К0,5.

Для продуктов сгорания углеводородных топлив можно брать при-
ближенно γ = 1,33; R = 288,3 Дж/(кг ·К); m = 0,03961 м−1 · с ·К0,5.

При решении ряда задач удобнее связывать расход газа не с пол-
ным, а со статическим давлением в потоке (пример — на с. 72). Для таких
случаев можно ввести газодинамическую функцию y(M) = q(M)/π(M):

G = m
y(M, γ)pF√

T ∗
. (3.18)

3.2. Виды газодинамических разрывов

Предположим, что в одномерном потоке имеется устойчивый раз-
рыв параметров, возможно, движущийся с собственной скоростью w от-
носительно неподвижной системы координат (рис. 3.5).
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Рис. 3.5. Скачок параметров потока и замкнутый контур

Заключим разрыв в контрольный объем, с входным 1 и выходным 2
сечениями одинаковой площади (F2 → F1). Определим скорость разры-
ва относительно среды: ur = w − u, тогда абсолютные скорости частиц
среды — u1 = w − (ur)1, u2 = w − (ur)2.

Запишем законы сохранения в интегральной форме для контроль-
ного объема, следующие из (3.7), используя скорость среды ur по коор-
динате xr (см. рис. 3.5), связанной с движущимся разрывом:

ρ2 · (ur)2 = ρ1 · (ur)1, (3.19)

ρ2 · (ur)
2
2 + p2 = ρ1 · (ur)

2
1 + p1, (3.20)

h2 +
(ur)

2
2

2
= h1 +

(ur)
2
1

2
. (3.21)

Анализ системы (3.19) – (3.21) показывает, что возможны два вида
устойчивых разрывов параметров газа. Так, в случае (ur)2 = (ur)1 по-
ток среды через поверхность разрыва отсутствует. Из уравнения (3.20)
следует для этого случая равенство также p2 = p1. Других ограниче-
ний на значения параметров газа по обе стороны от скачка систе-
ма (3.19) – (3.21) не накладывает, т. е. скачки плотности ∆ρ12 = ρ2 − ρ1
или температуры ∆ T12 = T2 − T1 и т. д. могут быть произвольными.
Рассмотренный разрыв носит название контактного разрыва (КР).
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Если в рассмотренном случае также и другой (помимо давле-
ния) параметр состояния при переходе через КП не изменяется, то та-
кой КР не существует (фиктивный КР) и система условий сохранения
массы, количества движения и энергии (3.19) – (3.21) удовлетворяет-
ся тривиально.

Более сложен случай, когда поток среды через поверхность раз-
рыва существует, при этом (ur)2 и (ur)1 отличны от нуля и не рав-
ны: (ur)2 6= (ur)1. Тогда давление, температура и другие параметры сос-
тояния испытывают скачок на поверхности разрыва, связь между ними
оказывается нелинейной и должна устанавливаться в соответствии с си-
стемой законов сохранения (3.19) – (3.21). Поверхность разрыва в этом
случае называется фронтом ударной волны (УВ) или скачком уплот-
нения (о невозможности скачка разрежения см. с. 64).

Задавая вновь свойства среды уравнениями состояния идеально-
го совершенного газа (для которого h = cpT , cp = γR

γ−1 ), получим (вывод
см. в [16]) выражения, связывающие параметры потока по обе стороны
от скачка уплотнения.

Относительное приращение скорости потока при переходе через
ударную волну:

u2 − u1

c1
=

2

γ+ 1

(
Mу −

1

Mу

)
. (3.22)

Относительное повышение давления на фронте УВ:

p2

p1
= 1 +

2γ

γ+ 1

(
M2

у − 1
)
. (3.23)

Относительное повышение плотности:

ρ2

ρ1
=

[
1 − 2

γ+ 1

(
1 − 1

M2
у

)]−1

. (3.24)

Формулы (3.22)–(3.24) имеют вид газодинамических функций
от Mу — «числа M ударной волны», определяемого как

Mу =
w − u1

c1
=

(ur)1
c1

и выражающего отношение скорости ударной волны относительно газа
перед ней w − u1 к скорости звука в этом газе c1.
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Разложение (3.23) и (3.24) в ряд Тейлора в окрестности Mу = 1
приводит к выражениям, связывающим значения одноименных парамет-
ров состояния по обе стороны от фронта простой изоэнтропной волны —

волны Римана. В п. 4.7 показано, как соответствующие газодинами-
ческие функции можно получить из системы уравнений, описывающих
частного вида одномерные нестационарные течения.

Адиабата Гюгонио. Выразив Mу через p2

p1
в (3.23) и подставив его

в (3.24), получим зависимость ρ2
ρ1

от p2

p1
:

ρ2

ρ1
=

γ+1
γ−1

p2

p1
+ 1

γ+1
γ−1 + p2

p1

. (3.25)

Выражение (3.25) носит название уравнения адиабаты Гюгонио
(Hugoniot) и связывает относительное повышение плотности ρ2ρ1 при пе-
реходе частицы через скачок уплотнения со степенью повышения дав-
ления p2

p1
. Известно, что для изоэнтропного адиабатного процес-

са подобная связь задается уравнением адиабаты Пуассона (2.38),
в данном случае

ρ2

ρ1
=

(
p2

p1

)1/γ

. (3.26)

Сравнивая выражения (3.25) и (3.26), видим, что (3.25) — урав-
нение адиабаты (течение через скачок энергоизолированно), отличаю-
щейся от изоэнтропной. Можно заключить, что прохождение газа через
скачок уплотнения не является изоэнтропным процессом, поскольку, как
мы увидим ниже, сопровождается необратимым переходом части меха-
нической энергии потока в тепловую.

На рис. 3.6 показаны для сравнения графики двух адиабат: изо-
энтропной адиабаты Пуассона и ударной адиабаты Гюгонио (3.25).
Из графиков видно, что при ρ2ρ1 > 1 ударная адиабата проходит ниже изо-
энтропной, имея горизонтальную асимптоту

ρ2

ρ1
=
γ+ 1

γ− 1
при

p2

p1
→ ∞.

Т. е., в отличие от изоэнтропного адиабатного сжатия, при сжатии
частиц газа в УВ создаваемое уплотнение ρ2

ρ1
не может превзойти вели-

чины γ+1
γ−1 . Так, для γ = 1,40 предельное отношение ρ2ρ1 = 6. В то же вре-
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мя, как видно из рис. 3.6, при отклонениях p2

p1
от единицы на несколь-

ко десятков процентов можно без большой погрешности использовать
«изоэнтропные» соотношения и на скачке уплотнения — фронте УВ
(см. c. 93).

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 1  2  3  4  5  6  7  8  9 10

p2/p1

ρ
2
/ρ

1

изоэнтропа
ударная адиабата

Рис. 3.6. Графики изоэнтропной и ударной адиабат для γ = 1,40

Можно показать, что удельная энтропия частицы газа при прохож-
дении ею скачка уплотнения должна возрастать. Возьмем выражение
для изменения энтропии совершенного газа, которое можно получить
из (2.36):

s2 − s1 = cv ln

[
p2

p1

(
ρ1

ρ2

)γ]
. (3.27)

При ρ2
ρ1

> 1 аргумент логарифма больше единицы для ударной
адиабаты (для изоэнтропы — равен 1), логарифм положителен, следо-
вательно s2 > s1.

О невозможности скачка разрежения. Из формулы (3.27) сле-
дует, что устойчивый разрыв вида «скачок разрежения» невозможен, —

в таком случае энтропия частицы газа в адиабатных условиях должна
была бы уменьшаться, что противоречит второму началу термодинами-
ки. Это можно показать и чисто физически — если в какой-то момент
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удалось бы создать ударную волну разрежения, то в следующий мо-
мент разрыв бы сгладился (это становится очевидным после обсуждения
свойств волн конечной амплитуды на с. 88).

Связь потерь полного давления c приращением энтропии. Пе-
ресечение частицами газа скачка уплотнения — пример стационарно-
го энергоизолированного течения с возрастанием энтропии. Подставляя
в уравнение состояния (2.39) вместо статических параметров состояния
параметры стационарного торможения, получим

s2 − s1 = s∗2 − s∗1 = −R ln

[
p∗2
p∗1

(
T ∗

1

T ∗
2

) γ
γ−1

]
,

и, принимая во внимание T ∗
2 = T ∗

1 , имеем

s2 − s1 = −R ln
p∗2
p∗1

.

В энергоизолированном потоке при возрастании энтропии s давле-
ние торможения (полное давление) также уменьшается p∗2 < p∗1. Вво-

дя коэффициент восстановления полного давления σ =
p∗2
p∗1

6 1, получим

важное выражение, связывающее приращение энтропии с коэффици-
ентом восстановления (сохранения) полного давления в энергоизолиро-
ванном стационарном течении совершенного газа:

∆s = −R ln σ. (3.28)

О структуре фронта ударной волны. Подчеркнем, что газоди-
намический разрыв — математическая абстракция. В действительно-
сти, например, в случае УВ существует переходный слой толщиной по-
рядка нескольких длин свободного пробега молекул, в котором одно-
родный поток 1 преобразуется в однородный поток 2 в быстро проте-
кающем термодинамически неравновесном процессе и при выполнении
интегральных законов сохранения на макромасштабе. Можно сказать,
что структура скачка (редко интересующая нас сама по себе) подстра-
ивается так, чтобы удовлетворялись интегральные законы сохранения,
а энтропия частиц получала бы известное приращение ∆s12 = s2 − s1.

Скачок сечения. При моделировании течений в одномерном при-
ближении приходится иметь дело с еще одним (помимо УВ и КР) ви-
дом устойчивого газодинамического разрыва — скачком площади се-
чения в месте скачкообразного изменения F (x) сечения канала. Такой
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разрыв является устойчивым по определению, введение его в рассмотре-
ние (в рамках квазиодномерного или «гидравлического» приближения)
дает полезную модель местного сопротивления, которая и обсужда-
ется в следующем разделе.

3.3. Модель местного сопротивления

Модель местного сопротивления (МС) является математиче-
ской абстракцией и служит для задания соотношений между параметра-
ми потока на стыке протяженных участков трубопровода вида каналов
и емкостей — т. е. на скачках площади сечения. Модель МС вводит-
ся и полезна в рамках квазиодномерного («гидравлического») подхода
к описанию процессов в каналах, образующих сложные трубопроводы;
широко применяется она и в нестационарной гидрогазодинамике трубо-
проводных систем.

В данном разделе рассматриваются только простые, «однопоточ-
ные» МС — такие, течение через которые происходит без разделения
или слияния потоков (рис. 3.7).

p1, ρ1, u1 p2, ρ2, u2

Рис. 3.7. Скачок сечения трубопровода — местное сопротивление

На расчетной схеме трубопровода МС задается как скачок се-
чения трубопровода (в общем случае F2 6= F1) с установленным в ме-
сте скачка сечения конструктивным элементом, ограничивающим рас-
ход. Конечные величины Fi характерны для каналов, а для емкостей
условно F1 → ∞ или F2 → ∞.

Течение через МС обычно рассматривается как стационарное
(G1 = G2) и энергоизолированное (h∗

1 = h∗
2) течение, в котором часть

механической энергии на пути между сечениями 1 и 2 переходит в теп-
ловую вследствие резкого перераспределения потока, часто ввиду об-
разования отрывного течения, с последующим выравниванием до сече-
ния 2. В таких условиях, как получено выше, s2 > s1 и p∗2 < p∗1. Сра-
зу отметим, что в модели МС, ввиду недостаточности и условности
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гидравлического подхода, сечения 1 и 2 могут (и должны) считать-
ся сечениями канала (или емкости), непосредственно примыкающи-
ми к элементу, вызывающему резкое перераспределение потока и потери
полного давления.

Для определения течения на конкретном МС, кроме соотноше-
ний непрерывности потоков массы и энергии при стационарном течении,
необходимо выражение для связи полных давлений в сечениях 1 и 2, за-
висящее от геометрии МС и режима течения на нем.

Общеприняты [16, 18, 19] определения коэффициента восста-
новления полного давления

σ =
p∗2
p∗1

=
p∗1 − ∆p∗12

p∗2
, (3.29)

а также коэффициента местных потерь полного давления

ζ1 =
∆p∗12

0,5ρ1u2
1

или ζ2 =
∆p∗12

0,5ρ2u2
2

. (3.30)

Расчет течения на МС в типичном случае сводится к задаче опре-
деления трех параметров одномерного потока за МС, в сечении 2. Для
этого нужны три замыкающих соотношения, первые два из них — усло-
вия непрерывности потоков массы и энергии на МС, третье соотношение
связывает полные давления.

Анализ размерностей для определения вида функции σ. Про-
водя эксперименты по определению характеристики потерь, достаточ-
но полностью определить поток в сечении 1 и получить измерением
один параметр потока в сечении 2 ; практически это будет, скорее все-
го, давление p2. В самом деле, получив в эксперименте с совершен-
ным газом (разд. 3.4) четыре параметра потока, скажем, ρ1, p1, u1

и p2, легко определить M2 из уравнения y(M2)F2p2 = y(M1)F1p1, спра-
ведливого при G1 = G2 и T ∗

1 = T ∗
2 , температуру T2 из T2 = T ∗

1 τ(M2),
скорость потока — из u2 = M2

√
γRT2, плотность ρ2 — из уравнения

состояния ρ2 = p2/(RT2).
Получим форму представления σ и ζ в зависимости от опреде-

ляющих («режимных») параметров течения с привлечением анализа
размерностей.

Имеем функциональную связь, определяемую из опытов в ви-
де F (p2, ρ1, p1, u1) = 0 или, в явной форме: p2 = f(ρ1, p1, u1). Соглас-
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но Π-теореме [11, 12, 13], безразмерные параметры, описывающие за-
дачу, должны быть независимыми безразмерными комбинациями раз-
мерных параметров задачи. Таких безразмерных комбинаций две —

n + 1 − k = 2, так как параметров, имеющих независимую размерность
в приведенном списке, только два (k = 2) из четырех. Так, размерно-
сти ρ1 и u1 независимы, а размерность p1 составляется из размерно-
стей первых двух: ρ1u2

1. Таким образом, связь в безразмерных пере-
менных имеет вид, например F (p2

p1
, p1

ρ1u2
1
) = 0 или p2

p1
= f( p1

ρ1u2
1
), а учиты-

вая, что p1

ρ1u2
1

= 1
γM2

1
, искомая связь, которую следует определять, об-

рабатывая эксперименты, может быть представлена (при γ = idem),
например, в виде:

p2

p1
= f1(M1). (3.31)

С учетом равенства y(M2)F2p2 = y(M1)F1p1 и (3.31) имеем

y(M2) = y(M1) [f1(M1)]
−1 (F1/F2)

и приходим к выводу о существовании однозначной связи между числами
M1 и M2:

M2 = f2(M1). (3.32)

Знакомый нам вид выражения для связи параметров потока при
переходе через МС получим, обозначая σ =

p∗2
p∗1

= p2

p1

π(M1)
π(M2) , а учиты-

вая (3.31) и (3.32):
σ = σ(M1). (3.33)

Итак, выражение (3.33) обоснованно является обобщенной фор-
мой представления характеристики гидравлических потерь в адиабатном
течении на «однопоточном» МС. При выводе не делалось предположе-
ний о структуре течения между сечениями 1 и 2 и о том, каким — до-
звуковым или сверхзвуковым — является течение. Поэтому выражения
имеют достаточно общий характер; в указанном виде они справедливы
для течений с малым влиянием вязкости среды и эффектов теплоотда-
чи в стенку — т. е. как раз для энергоизолированных течений через МС
на режимах, автомодельных по Re.

Ввиду того, что количественное проявление сжимаемости зависит
от отношения теплоемкостей γ = cp/cv, зависимость6 для газов с разны-

6Отметим сходство с газодинамическими функциями: π(M, γ) и т. п.
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ми γ должна браться в виде

σ = σ(M1, γ).

На режимах с проявлением влияния вязкости среды на потери пол-
ного давления («неавтомодельные» по числу Re режимы течения) вклю-
чение коэффициента вязкости µ1 в число определяющих факторов при-
ведет к зависимости

σ = σ(M1,Re1, γ).

Теперь покажем эквивалентность использования зависимостей
для σ и ζ при обработке экспериментов или в расчетах по модели МС.
Действительно:

σ(M1) = 1 − ∆p∗12
p∗2

= 1 − ζ1(M1)
ρ1u

2
1

2

π(M1)

p1
= 1 − γ

2
ζ1(M1)π(M1)M

2
1,

а в случаях, когда справедливо σ = σ(M1,Re1), должно быть справедли-
во ζ1 = ζ1(M1,Re1) и т. п.

Итак, как следует из теории размерностей и подобия, σ следует
представлять зависимостями от чисел M и Re. Эти зависимости — ин-
дивидуальные характеристики потерь на МС, которые определяют-
ся натурными или вычислительными экспериментами.

При достаточно больших значениях числа Re (как правило,
при Re > 10000 по параметрам в критическом сечении, согласно [18,
19], коэффициенты потерь ζ (и коэффициент восстановления полно-
го давления σ) не зависят от этого режимного параметра — это ре-
жим автомодельности по Re, на нем ζ1 = ζ1(M1), или ζ2 = ζ2(M1)
и σ = σ(M1).

Аналитические формулы для потерь на МС частного вида. За-
висимость для σ имеет вид ГДФ, индивидуальной для данного МС. В об-
щем случае для получения данных по σ необходимо воспроизводить поле
течения, т. е. прибегать к натурному (продувка, см. п. 3.4) или вычисли-
тельному экспериментам.

Однако, например, при втекании в трубопровод из емкости через
плавный вход, выполненный по лемнискате Бернулли (или достаточно
плавно выполненный переход на стыке трубопроводов), малой величи-
ной гидравлических потерь можно пренебречь и считать, что σ ≡ 1.

Нетривиальная же зависимость для σ может быть (в редких случа-
ях) задана аналитически; так, например:
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• при дозвуковом (M < 1) течении через внезапное расширение;
в частности, при ρ = const, справедлива известная в гидравлике
формула Борда – Карно;

• при дозвуковом же истечении из трубопровода в емкость (F2 → ∞)
можно задавать σ = π(Mс);

• при втекании из емкости в трубопровод с острыми кромками (на-
садок Борда, см. [3, 16] и п. 3.5.1).

Всегда при σ 6= 1 успех в получении аналитической формулы
связан с тем, возможно ли «охватить» МС контрольной поверхно-
стью, распределение потока КД по которой достоверно известно; так,
во всех упомянутых выше конфигурациях МС нет стенок, расположен-
ных навстречу потоку.

Коэффициент расхода. Отверстие, сопло или короткий насадок,
сообщающий между собой две емкости, есть разновидность МС. Расчет
течения через такое МС имеет целью определить мгновенные значения
потоков массы и энергии. В данном случае задача расчета энергоизоли-
рованного течения будет решена, если будет определен действительный
расход G, а поток энергии, согласно (2.34), определится произведени-
ем Gh1, где h1 — удельная энтальпия газа в емкости, из которой проис-
ходит истечение.

Свойства такого МС обычно задаются зависимостью коэффициен-
та расхода Cd = G/Gтеор от условий истечения. Теоретическая величина
расхода Gтеор вычисляется по некоторой идеализированной теории.

Так, для совершенного газа в качестве такой теории можно взять
модель изоэнтропного течения в сужающемся сопле, площадь сечения
среза которого Fс принимают равным номинальному узкому сечению
данного МС. Таким образом, коэффициент расхода Cd — отношение
действительного расхода газа или жидкости к «теоретическому» значе-
нию расхода, определяемому в критическом сечении в предположе-
нии, что коэффициенты сохранения полного давления, скорости и суже-
ния струи равны единице.

При истечении маловязких сжимаемых сред Cd зависит от отноше-
ния давлений на МС данной разновидности:

Cd = Cd

(
p2

p1
6 1

)
. (3.34)

70



В (3.34) отношение давлений — параметр режима течения, харак-
теризующий проявления сжимаемости газа в потоке; этот параметр яв-
ляется аналогом числа M (которое отсутствует в постановке задачи).

Для течений, автомодельных по Re, форма (3.34) представления
зависимости Cd(. . . ) достаточна. В противном случае в (3.34) нужно еще
учесть зависимость от аналога числа Re (безразмерного коэффициента
вязкости).

3.4. Определение характеристик местных сопротивлений

Вообще говоря, наиболее надежный способ получения данных
по потерям полного давления и коэффициентам расхода — натурный
эксперимент (статическая продувка МС).

Ниже приведены схемы измерения параметров потока при продув-
ках МС для определения потерь полного давления на стыках емкости
и канала, двух каналов, а также коэффициента расхода — на стыке
емкостей. Во всех случаях считается, что входное устройство на входе
воздуха из атмосферы в канал (трубопровод) имеет плавные очертания,
так что потерями полного давления в нем можно пренебречь. На всем
интересующем участке (от атмосферы до ресивера-успокоителя) тече-
ние считается адиабатным и при обработке экспериментов можно поль-
зоваться условием постоянства T ∗ в потоке. В таких допущениях техни-
ка продувок и методика обработки предельно просты — можно ограни-
читься измерением четырех параметров: массового расхода G, темпера-
туры T0 и давления p0 в атмосфере, а также давления в ресивере-успо-
коителе p2; при необходимости методика может быть уточнена.

3.4.1. Потери при течении из емкости в канал.

Первый вариант схемы продувки МС (рис. 3.8) следует использо-
вать для изучения потерь на МС на режиме истечения из емкости в ка-
нал; на рис. 3.8 роль емкости играет цилиндр ДВС.

Здесь (как и во всех четырех вариантах) необходимо, варьируя про-
изводительность откачивающей системы, измерить на каждом режиме
течения 4 параметра: давление p0 и температуру T0 воздуха в атмосфере,
давление в ресивере-успокоителе p2, а также массовый расход G. Ме-
тод измерения и обработки полученных данных един, например, как для
окна в боковой стенке цилиндра 2-тактного ДВС (рис. 3.8, a), так и для
тарельчатого клапана 4-тактного ДВС (рис. 3.8, б) и т. п.
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Рис. 3.8. Схема продувки МС при истечении из емкости (цилиндра ДВС)

Знать площадь сечения трубы F2 на выходе в ресивер-успокоитель
нужно, чтобы из уравнения расхода определить давление торможения p∗2
на ее срезе. Примыкающее к МС сечение Fт трубы служит для расчета
«приведенного» к нему значения Mт числа M (именно Mт — определя-
ющий фактор в модели течения на МС). Площадь же сечения Fд i нигде
не учитывается именно как площадь; эта величина (или высота подъ-
ема клапана hi) лишь отмечает положение «запорного органа» и должна
также варьироваться в экспериментах для снятия нескольких ветвей ха-
рактеристики МС — σ(Mт, hi) или σ(Mт, Fд i).

При обработке используется допущение об адиабатности течения:
T ∗

2 = T ∗
0 = T0. Для каждой экспериментальной точки (величины расхо-

да G) выполняются следующие действия. Полное давление на выхо-
де из канала p∗2 определяется как p∗2 = p2/π(M2), где M2 — из урав-

нения G = my(M2)p2√
T ∗
2

F2 (где T ∗
2 = T0, определение y(M, γ) — на с. 60).

Далее определяется число Mт, «приведенное» к начальному сечению
канала — в соответствии с допущением о проявлении потерь полно-
го давления уже в начальном сечения трубы (квазиодномерное при-
ближение); тогда можно считать течение на участке т – 2 изоэн-
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тропным (p∗2 = p∗т и T ∗
2 = T ∗

т ) и определить Mт из уравнения расхо-
да q(Mт, γ)Fт = q(M2, γ)F2. Наконец, подсчитывается коэффициент вос-
становления полного давления σ = p∗т/p

∗
0, причем p∗0 = p0 и p∗т = p∗2. По-

лученная пара значений {σ,Mт}i дает одну экспериментальную точку
характеристики потерь σ = σ(Mт) для направления течения из емкости
в канал.

3.4.2. Потери при течении в емкость из канала

Противоположный случай — течение из трубопровода в емкость,
например, как показано на рис. 3.9.

p0

p0 T0

T0

p2

p2

G
G

F1F1 Fт
Fт

Fд i
hi, Fд i

вход воздуха

ресивер к эксгаустеру

а

б

Рис. 3.9. Схема продувки МС при втекании в емкость (цилиндр ДВС)

При плавном входе из атмосферы подавляющая часть потерь пол-
ного давления связана с перетеканием из канала через узкое сечение Fд

в цилиндр, тогда можно считать, что p∗т = p∗1 = p∗0 = p0. Допущение
об адиабатности течения позволяет принять T2 = T ∗

2 = T ∗
т = T ∗

1 = T0.
Параметр режима течения — число Mт на входе в МС определяется
(при T ∗

т = T0 и p∗т = p0) из уравнения G = m q(Mт, γ)p∗т Fт√
T ∗

т
, а коэффициент

восстановления полного давления σ = p∗2/p
∗
т вычисляется с учетом того,

что p∗т = p0 и p∗2 = p2 (цилиндр и ресивер-успокоитель образуют условно
единую емкость). Пара значений {σ,Mт}i дает одну экспериментальную
точку характеристики потерь полного давления для направления течения
из канала в емкость.
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3.4.3. Потери при течении на стыке двух каналов

Третий случай — измерение потерь полного давления на МС, уста-
новленном на стыке двух трубопроводов — рис. 3.10 («скачок сече-
ния»). Такая конфигурация типична для трубопроводов с запорным ор-
ганом — подвижной дроссельной заслонкой, клапаном, расходомерной
шайбой и т. п. Для МС c изменяемой геометрией требуется снять ряд
ветвей характеристики потерь, соответствующих ряду положений запор-
ного органа — подъема клапана h, величины номинального проходного
сечения Fд или угла поворота заслонки ϕ.

p0 T0

p2

G

F1

F2

Fт 1

Fт 2

hi, Fд i

вход воздуха

ресивер
к эксгаустеру

а б в

Рис. 3.10. Схема продувки МС в виде скачка площади сечения канала

И в данном случае при каждом измерении нужно знать четыре па-
раметра, характеризующих течение: p0, T0, p2 и G. Так же, как и для слу-
чая течения из емкости в канал (рис. 3.8), определяется давление тормо-
жения p∗2 = p2/π(M2), где M2 — из уравнения G = m q(M2)p2

π(M2)
√

T ∗
2

F2, при-

чем считается, что T ∗
2 = T0. Коэффициент σ = p∗т2/p

∗
т1, причем p∗т1 = p0

74



(т. е. потерями во входном устройстве пренебрегаем) и p∗т2 = p∗2 (т. е. по-
тери давления на МС «приводятся» к начальному сечению трубы). Со-
ответствующее этому σ значение числа Mт1 на входе в МС определя-
ем аналогично случаю втекания из канала в емкость (см. рис. 3.9) —

из уравнения

G = m
q(Mт1)p

∗
т1√

T ∗
т1

Fт1,

где p∗т1 = p0. Если изучается зависимость σ от числа Mт2 на выхо-
де из МС, поступаем аналогично случаю на рис. 3.8: находим Mт2

из G = m
q(Mт2)p∗т2√

T ∗
т2

Fт2, где T ∗
т2 = T0 и p∗т2 = p∗2.

В рассмотренных случаях с одной стороны (или же с обеих сторон)
от МС имелся канал с отличной от нуля скоростью потока. Обработ-
кой результатов продувок канала, выполненных для достаточно широких
диапазонов режимов течения (как минимум, по параметру Mт), выявля-
ется индивидуальная для данного МС характеристика потерь пол-
ного давления. Эта характеристика необходима для квазистационар-
ного описания течения через местные сопротивления таких видов с уче-
том эффекта сжимаемости в моделях, описывающих стационарное или
нестационарное течение газа в трубопроводе на основе квазиодномер-
ного приближения.

Следует отметить, что канал после МС (по меньшей мере, в конфи-
гурациях на рис. 3.8 и 3.10) должен иметь протяженность как минимум
8–10 калибров после МС, иначе зона отрыва потока за МС не локали-
зуется и потери будут определены неправильно.

3.4.4. Расходная характеристика отверстия между
емкостями

В рассматриваемом здесь случае наличия отверстия (сопла, насад-
ка) на стыке двух емкостей мгновенного перемешивания (рис. 3.11) рас-
чет передачи массы и энергии газа опирается на расходную характе-
ристику такого МС.

При продувке по схеме рис. 3.11 роль емкости выше МС по пото-
ку может играть атмосфера в лаборатории, роль второй емкости — сам
ресивер-успокоитель. Регистрируя на каждом режиме все те же четыре
величины — p0, T0, p2, G — и принимая во внимание (на этот раз) номи-
нальную величину площади проходного сечения Fд, следует определять
коэффициент расхода Cd(p2/p0) = G/Gтеор, где G — действительный
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расход; теоретический расход Gтеор(p2/p0,T0,Fд) определять на данном
режиме, например, по модели идеального течения в дозвуковом сопле.

p0

T0

p2
p2

G
G

Fд

Fд i

вход воздуха

ресивер к эксгаустеру

а б

Рис. 3.11. Схема продувки МС, расположенного между емкостями

А именно, на режимах с докритическим отношением давлений
p2/p0 > (p2/p0)кр = π(Mд = 1,0) — для газа с γ = 1,40 это отношение
равно 0,528 — число Mд на срезе (т. е. в наиболее узком сечении)
условного идеального сопла меньше единицы и определяется уравне-
нием p2/p0 = π(Mд). При критическом и закритических уровнях давле-
ний p2 число Mд равно 1,0.

Тогда «теоретический» массовый секундный расход газа (при пло-
щади сечения среза идеального сопла, равной «номинальной» площа-
ди Fд) определяется по выражению

Gтеор = m
q(Mд)p

∗
д√

T ∗
д

Fд,

в котором (в силу изоэнтропности: sд = s0 процесса расширения в иде-
альном сопле) параметры торможения в этом сечении равны параметрам
в первой «емкости» — атмосфере: p∗д = p0 и T ∗

д = T0.

3.5. Применение интегральных соотношений

В заключение покажем подход, позволяющий в некоторых случаях
с достаточной точностью теоретически оценивать интегральные харак-
теристики потоков жидкостей или газов.
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Применительно к стационарным течениям подход состоит в за-
дании правдоподобных гипотез о распределении параметров в потоке
на контрольной поверхности («контуре») для замыкания ЗС в инте-
гральной форме для выбранного контура. Достоверностью указанных
гипотез и определяется точность оценки количественных показателей
без привлечения численных расчетов или натурных экспериментов.

3.5.1. Потери полного давления в насадке Борда

Насадком Борда называют сопло в виде тонкостенного участка
цилиндрического канала, «вдвинутого» в емкость 1. При истечении газа
или жидкости поток вначале испытывает сужение, а затем, выравнива-
ясь, заполняет канал, и в сечении среза Fс полное давление оказывает-
ся меньше давления в емкости 1.

Потери полного давления в насадке Борда можно выразить анали-
тически, записав уравнение КД по контуру на рис. 3.12.

M1

p1

Fс

Mс

pс

Рис. 3.12. К определению потерь в насадке Борда

Действительно, Iс = Guс + pсFс = p1Fс, откуда

p1 = pс + ρсu
2
с = pс

(
1 +
ρсu

2
с

pс

)
= pс

(
1 + γM2

с

)
,

σ =
p∗с
p∗1

=
p∗с
p1

=
pс

π(Mс, γ)
· 1

pс (1 + γM2
с)

,

σ = σ(Mс, γ) =
1

π(Mс, γ) (1 + γM2
с)

.

Можно показать, что предельное значение (Mc)кр для насадка Бор-
да равно единице (как и для идеального сужающегося сопла); на этом
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(критическом) режиме достигаются: критическое отношение статиче-
ских давлений на насадке Борда — (p2/p1)кр ≈ 0,417 и коэффициен-
тов — (Cd)кр = σкр ≈ 0,789 (для γ = 1,40).

3.5.2. Максимальная тяга сопла

Наибольшую силу тяги, при прочих равных условиях, созда-
ет сверхзвуковое реактивное сопло, в выходном сечении которо-
го Mс ≫ 1. Для получения высокой удельной тяги в реальных реактив-
ных двигателях (РД) используются топлива и окислители, выделяю-
щие большую химическую энергию на 1 кг рабочего тела. Этим обес-
печиваются высокие значения h1, а Fкр, Fс и G подбираются по за-
данной тяге P так, чтобы получить расчетный режим течения (Mкр ≈ 1
и Mс ≫ 1) для заданных T1 и p1 ≫ p2.

Оценку максимальной (теоретической) тяги РД дает описание те-
чения в сопле как адиабатного изоэнтропного истечения (модель изо-
энтропного течения в сверхзвуковом сопле). Силовое воздействие пото-
ка на проточную часть можно получить, применив ЗС КД к замкнутому
контуру (рис. 3.13).

P

Gок

Gтопл

p1 T1

h1

p2
Fкр

pкр

G

Gс = G

Iс

Fс uс

pс = p2

Рис. 3.13. К определению тяги РД

Пренебрегая потоками КД от подводимых топлива и окислителя,
запишем равенство, справедливое на расчетном режиме:

P + p2Fс = Iс,

где P — модуль силы реакции опоры, уравновешивающей силу тя-
ги, Iс = Guс + p2Fс — полный импульс потока на выходе из сопла;
получим:

P = Guс,
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а при истечении в вакуум (p2 = 0, uс = umax =
√

2h1) —

Pmax = Gumax = G
√

2h1, при h(T = 0) = 0.

В пределах грубого допущения h(T ) = cpT максимальная сила тяги
равна Pmax = G

√
2cpT1, что проясняет влияние температуры продуктов

сгорания РД на его тягу. Расход G через сопло определяется режимом
течения со звуковой скоростью в его узком (критическом) сечении:

G = m
q(Mкр = 1)p∗крFкр√

T ∗
кр

= m
p1Fкр√

T1
.

3.5.3. Наполнение исходно вакуумированной емкости

Нетрудно показать [16], что при наполнении совершенным газом
вакуумированной емкости (рис. 3.14) температура газа в ней T2 будет
в γ раза выше, чем T1 в окружающей атмосфере: T2 = γT1.

p1

T1

p2(t)

T2

m2(t)

Рис. 3.14. Схема наполнения вакуумированной емкости

В начальных условиях задается равной нулю масса газа в емко-
сти: m2(t = 0) = 0. Согласно (2.33) и (2.34) при K = 1, элементарная
масса dm2, попадая в емкость, вносит порцию энергии, увеличивающую
внутреннюю энергию газа в ней: d(m2e2) = h(T1)dm2. В результате
в любой момент процесса наполнения e2 = (m2e2)/m2 = h1, а с учетом
e = cvT и h = cpT (для совершенного газа) очевидна справедливость ра-
венства T2(t) = (cp/cv)T1 = γT1 = T2 = const.

При пересечении частицами газа границы атмосферы и емкости пе-
реносится внутренняя энергия и кинетическая энергия частиц газа,
а также совершается работа проталкивания — термодинамической
подсистемой «атмосфера» над подсистемой «емкость».
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4. ОДНОМЕРНОЕ НЕСТАЦИОНАРНОЕ ТЕЧЕНИЕ

В главе изложена модель, описывающая нестационарное тече-
ние газовой смеси в газовоздушном тракте как сложной расчетной об-
ласти, состоящей условно из участков вида каналов и емкостей.

Течение описывается в рамках квазиодномерного приближения,
т. е. как процесс с одной пространственной координатой. В основу мо-
дели положены (2.26)–(2.28) — законы сохранения (ЗС) «квазиод-
номерной» газовой динамики (на участках каналов), а также (2.33)
и (2.34) — ЗС для «нульмерной» открытой термодинамической систе-
мы (на участках вида емкостей).

Многие положения и соотношения, примененные здесь в соста-
ве «квазиодномерной» модели нестационарного течения, получены
в предыдущей главе (с. 48) как справедливые для условий стационар-
ного течения. Поэтому для цельного восприятия материала главы по-
лезно внимательно прочесть гл. 3.

Методы численного решения уравнений модели на участках кана-
лов обсуждаются в гл. 5.

В данной же главе подробно показан подход, позволяющий кор-
ректно задавать условия совместности для граничных сечений (мест-
ных сопротивлений, разветвлений, ступеней турбомашин и т. п.), в ко-
торых сопрягаются участки трубопроводных систем.

4.1. Характеристическая форма уравнений

В подобластях гладкости искомых функций система уравне-
ний (2.29) эквивалентна системе ЗС (2.26)–(2.28).

Cистема (2.29) уравнений в частных производных (УЧП) опи-
сывает нестационарное движение газов и их смесей как квазиодномер-
ное. Она относится к классу систем квазилинейных гиперболиче-
ских УЧП [20, 21].

Такие уравнения можно преобразовать к так называемой харак-
теристической форме, которая наглядно выявляет математическую
природу исходных уравнений. Что еще важнее, на основе уравнений в та-
кой форме получаются частного вида выражения, на которых строятся:
а) методы численного решения исходных уравнений и б) вспомогатель-
ные модельные соотношения, задающие условия совместности на гра-
ничных сечениях расчетной области в численных методах.
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Покажем способ вывода характеристической формы уравнений
квазиодномерного движения (2.29) для частного случая K = 1, т. е. для
течения однородной по составу сжимаемой жидкости или газа. Напом-
ним, что система (2.29) записана в дивергентной (или консерватив-
ной) форме и эквивалентна соответствующей системе интегральных за-
конов сохранения лишь в подобластях, не содержащих разрывов иско-
мых функций.

Прежде всего заменим уравнение энергии в (2.29) на эквивалент-
ное ему (см. [16]) уравнение энтропии частицы, здесь —

d0s

dt
=

∂s

∂t
+ u

∂s

∂x
=

1

T

dq

dt
, (4.1)

в котором dq
dt = dqвн

dt + dqвнеш
dt — удельная мощность энергии, переходящей

в тепловую энергию частицы и подводимой как из внутренних источни-
ков (здесь: внутреннее трение, обусловленное наличием стенок канала),
так и от внешних (здесь: теплоотдача со стенкой канала). Уравнение (4.1)
уже записано в характеристической форме. В нем u — скорость части-
цы, задающая на плоскости (x, t) первую из характеристических кри-
вых — траекторию частицы u = dx0/dt. Производная d0s

dt (называемая
субстанциональной) берется вдоль траектории частицы и выражает
изменение энтропии индивидуальных частиц — сохраняющих свою ин-
дивидуальность поперечных слоев сжимаемой жидкости. В частности,
из (4.1) следует, что при qw = 0 и τw = 0 энтропия s движущейся части-
цы сжимаемой жидкости или газа неизменна.

Приведем к характеристической форме и два оставшихся уравне-
ния системы. Вначале преобразуем уравнение (2.31) сохранения массы:

∂ρF

∂t
+

∂ρuF

∂x
= F

∂ρ

∂t
+ ρ

∂F

∂t
+ F

∂ρu

∂x
+ ρu

∂F

∂x
= 0,

но ∂F (x)
∂t = 0, поэтому

F

(
∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x

)
= −ρu∂F

∂x
. (4.2)

Преобразуем предварительно уравнение движения из (2.29):

F
∂ρu

∂t
+ ρu

∂F

∂t
+ F

∂(ρu2 + p)

∂x
+ (ρu2 + p)

∂F

∂x
= τwΠ + p

dF

dx
,
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F

(
ρ
∂u

∂t
+ u

∂ρ

∂t

)
+ F

(
ρu

∂u

∂x
+ u

∂ρu

∂x
+

∂p

∂x

)
= −ρu2dF

dx
+ τwΠ,

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1

ρ

∂p

∂x

)
+ u

(
∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x

)
= −ρu

2

F

dF

dx
+
τwΠ

F
,

и, принимая во внимание (4.2), запишем систему уравнений в недивер-
гентной форме, эквивалентную системе (2.29) при K = 1 в подобла-
стях гладкости (дифференцируемости) искомых функций:

∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
= −ρu

F

dF

dx
= b1,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1

ρ

∂p

∂x
=
τwΠ

ρF
= b2, (4.3)

∂s

∂t
+ u

∂s

∂x
=

1

T

dq

dt
= b3.

Умножим первое уравнение (4.3) на − c
ρ , сложим со вторым урав-

нением (4.3) и к результату прибавим третье уравнение, умноженное

на − 1
ρc

(
∂p
∂s

)
. Перед этим второе уравнение, учитывая, что p = p(ρ, s)

и, в силу этого,
∂p

∂x
=

(
∂p

∂ρ

)
∂ρ

∂x
+

(
∂p

∂s

)
∂s

∂x
,

преобразуем к виду

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1

ρ

(
∂p

∂ρ

)
∂ρ

∂x
+

1

ρ

(
∂p

∂s

)
∂s

∂x
=
τwΠ

ρF
= b2.

С учетом c =
√

(∂p/∂ρ)s получим характеристическую форму УЧП

∂u

∂t
+ (u− c)

∂u

∂x
− c

ρ

[
∂ρ

∂t
+ (u − c)

∂ρ

∂x

]
− 1

ρc

(
∂p

∂s

)[
∂s

∂t
+ (u − c)

∂s

∂x

]
=

(4.4)

= − c

ρ
b1 + b2 −

1

ρc

(
∂p

∂s

)
b3 = b−.

Аналогично, умножив первое уравнение (4.3) на c
ρ , сложив резуль-

тат с преобразованным вторым уравнением (4.3) и к результату прибавив
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третье уравнение, умноженное на 1
ρc

(
∂p
∂s

)
, получим

∂u

∂t
+ (u + c)

∂u

∂x
+

c

ρ

[
∂ρ

∂t
+ (u + c)

∂ρ

∂x

]
+

1

ρc

(
∂p

∂s

)[
∂s

∂t
+ (u + c)

∂s

∂x

]
=

(4.5)

=
c

ρ
b1 + b2 +

1

ρc

(
∂p

∂s

)
b3 = b+.

Особенность уравнений (4.4) и (4.5) в том, что они связывают меж-
ду собой приращения искомых функций u(x, t), ρ(x, t) и s(x, t) вдоль
определенных характеристических направлений (рис. 4.1).

x

t

d0x
dt = u

d+x
dt

= u + c

d−x
dt

= u − c

D

Рис. 4.1. К характеристической форме уравнений одномерного движения

Введя операторы дифференцирования в этих направлениях

d±

dt
=

∂

∂t
+ (u ± c)

∂

∂x
,

d0

dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x
,

запишем систему из трех уравнений как

d−u

dt
− c

ρ

d−ρ

dt
− 1

ρc

(
∂p

∂s

)
d−s

dt
= b−,

d+u

dt
+

c

ρ

d+ρ

dt
+

1

ρc

(
∂p

∂s

)
d+s

dt
= b+, (4.6)
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d0s

dt
= b3.

Теперь, поскольку dp =
(

∂p
∂ρ

)
dρ+

(
∂p
∂s

)
ds = c2dρ+

(
∂p
∂s

)
ds, то

dp − c2dρ =

(
∂p

∂s

)
ds =

(
∂p

∂s

)
dq

T
и

1

ρc
dp =

c

ρ
dρ+

1

ρc

(
∂p

∂s

)
ds,

и можно переписать (4.6) в более компактном виде:

d−u

dt
− 1

ρc

d−p

dt
= b−,

d+u

dt
+

1

ρc

d+p

dt
= b+, (4.7)

d0p

dt
− c2 d0ρ

dt
=

(
∂p

∂s

)
b3 = b0.

Поскольку при выводе системы (4.7) не делалось дополнительных
предположений, она будет эквивалентна системе (2.29) при K = 1 также
в подобластях гладкости искомых функций u(x, t), p(x, t) и ρ(x, t).

Характеристические кривые. Уравнения (4.6) или (4.7) связыва-
ют между собой производные от искомых функций в направлениях, за-
даваемых на плоскости (x, t) уравнениями трех семейств характеристи-
ческих кривых («характеристик», см. рис. 4.1):

d±x

dt
= u(x, t) ± c(x, t),

d0x

dt
= u(x, t). (4.8)

Интегральные кривые уравнений (4.8) — «характеристики» урав-
нений одномерного течения в форме (4.6) или (4.7) — можно интерпре-
тировать в (x, t) как траектории элементарных возмущений (волн);
при этом (0)-характеристика — траектория движущейся частицы газа
(элементарная волна вещества), (+)- и (−)-характеристики — траекто-
рии малых упругих возмущений (элементарных волн сжатия или разре-
жения), которые расходятся с местной скоростью звука в обе стороны
от движущейся частицы.
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Такая интерпретация позволяет установить важное свойство их ре-
шений — только решение, заключенное между крайними характеристи-
ческими кривыми (при t > tD), может оказать влияние на решение в точ-
ке D, и обратно, решение в точке D (см. рис. 4.1) может повлиять на ве-
личины термогазодинамических параметров в точках на (x, t), заключен-
ных между этими характеристиками при t > tD. Соответствующие обла-
сти получили названия область влияния и область зависимости.

Характеристическая форма уравнений для смеси. Вид си-
стемы уравнений в характеристической форме для движения много-
компонентной смеси (2.29) при K > 1 изменится не принципиаль-
но (без вывода). Несколько усложнятся правые части первых двух
уравнений (4.7) или (4.6) — ввиду более сложного вида УС смеси:
p = p(ρ, s, Y1, . . . , YK−1).

Кроме того, в систему добавятся K − 1 уравнений, выражающих
неизменность массовых долей компонентов Yk, k = 1, . . . ,K − 1 в дви-
жущейся частице смеси — условия нулевых значений субстанциональ-
ных производных от Yk:

d0Yk

dt
=

∂Yk

∂t
+ u

∂Yk

∂x
= 0, k = 1, . . . ,K − 1. (4.9)

Характеристические кривые, совпадающие для этих K − 1 уравне-
ний, соответствуют траектории частицы — характеристике (0)-го семей-
ства, с наклоном d0x

dt = u на плоскости (x, t). Физическая интерпрета-
ция и выражения для наклонов траекторий элементарных упругих воз-
мущений — (+)- и (−)-характеристик (для которых также dx±

dt = u ± c)
не изменятся.

4.2. Граничные условия

Указанные особенности системы уравнений одномерной газовой
динамики позволяют сформулировать требование к числу параметров,
которые могут задаваться произвольно в граничных условиях (ГУ)
с внешней стороны границ рассматриваемой области по времени. Так,
в задачах для нестационарных квазиодномерных уравнений газовой ди-
намики число таких параметров в точке границы (x1, t1)Γ рав-
но числу характеристических кривых, входящих извне в область
в данном сечении x1 в данный момент времени t1. Это число может
быть в пределах от 0 до 3. Так, при сверхзвуковом втекании в область
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на ее границе должны задаваться три независимых параметра одномер-
ного потока (или алгебраические соотношения для независимого опре-
деления всех трех параметров). А при истечении со сверхзвуковой ско-
ростью никакой информации о потоке извне при постановке ГУ не по-
требуется и т. д.

4.3. Инварианты Римана

Характеристическая форма уравнений одномерного движения (4.7)
справедлива для сжимаемой однородной среды с достаточно произволь-
ным уравнением состояния вида p = p(ρ, s) или p = p(c, s).

В частном же случае идеального газа с постоянным отношением
теплоемкостей (т. е. совершенного газа1, для которого cp = const1,
cv = const2 и γ = cp/cv = const3) возможны некоторые упрощения. Для
такого газа

dp =

(
∂p

∂c

)
dc +

(
∂p

∂s

)
ds =

2γ

γ− 1

pdc

c
+

p

R
ds,

1

ρc
dp =

2

γ− 1
dc +

c

γR
ds.

Подставив последнее равенство в первые два уравнения систе-
мы (4.7) и изменив знак первого из уравнений, а вместо третьего взяв
уравнение энтропии из (4.6), получим

d−I−
dt

+
c

γR

d−s

dt
= −b− = −cu

F

dF

dx
− τwΠ

ρF
+

c

cpT

dq

dt
,

d+I+

dt
+

c

γR

d+s

dt
= b+ =

cu

F

dF

dx
+
τwΠ

ρF
+

c

cpT

dq

dt
, (4.10)

d0s

dt
= b3 =

1

T

dq

dt
.

В системе (4.10) фигурируют комплексные термогазодинамические
величины

I± =
2

γ− 1
c ± u, (4.11)

1Приближение совершенного газа будет использоваться в дальнейшем без ка-
ких-либо оговорок. В конце главы обоснована применимость полученных соотношений
для условиях совместности на граничных сечениях трубопроводов при численном рас-
чете течений калорически несовершенного газа или смеси газов.
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получившие название2 инвариантов Римана.
Складывая I+ c I−, а также и вычитая I− из I+, получим прос-

тые выражения скорости звука c и скорости потока u в некоторой точке
на плоскости (x, t) через I+ и I−:

c =
γ− 1

4
(I+ + I−) , u =

1

2
(I+ − I−) .

Если известна также энтропия s в точке3, то прочие параметры сос-
тояния определяются из УС вида ϕ = ϕ(c, s), где ϕ = [p, T, ρ, . . . ]T .

Инварианты Римана (4.11) играют важную роль при анализе
нестационарных течений частного вида. Покажем это, сделав для рас-
сматриваемой подобласти (x, t) дополнительные предположения.

Во-первых, пусть рассматривается течение в канале постоянного
сечения F = const (либо это плоское одномерное не ограниченное стен-
ками течение); во-вторых, пусть отсутствуют трение о стенку (τw = 0)
и любого рода внешний теплообмен (qw = 0); в-третьих, пусть в на-
чальный момент времени t0 распределение энтропии совершенного газа
в рассматриваемой области однородно: s = s(x, t0) = s0 = const.

При выполнении этих условий правые части всех трех уравне-
ний (4.10) обращаются в нуль. В соответствии с третьим уравнением
удельная энтропия индивидуальных частиц газа останется постоянной
и при t > t0; т. е. однородное поле энтропии в подобласти останется так-
же однородным: s(x, t > t0) = s0. Члены с d±s

dt в левых частях первых
двух уравнений (4.10) обращаются в нуль, а уравнение переноса эн-
тропии — третье УЧП в (4.10) — заменяется условием постоянства s
в подобласти.

Итак, при выполнении вышеуказанных условий система (4.10) при-
нимает частный вид

d±I±
dt

= 0, s(x, t) = s0. (4.12)

Уравнения (4.12) справедливы для «плоского» одномерного дви-
жения совершенного газа в подобластях, где искомые функции глад-

2Введены впервые Б. Риманом (В. Riemann) в XIX в. (в более общем виде) при рас-
смотрении уравнений газовой динамики.

3Это величина энтропии s проходящей через точку частицы (ее траектория задается
«прибывающей» в точку (0)-характеристикой).

87



кие, а поле энтропии s однородно. Только тогда инварианты Рима-
на (4.11) неизменны4 вдоль соответствующих характеристических кри-
вых dx±

dt = u ± c.

4.4. Акустическое приближение

Уравнения акустики — линейные УЧП, которые можно получить,
например, приняв коэффициенты перед производными в (4.7) за посто-
янные, определяемые параметрами состояния ρ0, c0 в невозмущенной
(в частном случае — неподвижной) среде — газе, жидкости и упруго де-
формируемом твердом теле.

Акустическое (линейное) приближение строго справедливо для
бесконечно малых возмущений параметров состояния и скорости.
На практике такое приближение хорошо «работает» для упругих волн
в средах при достаточно малых5 возмущениях (относительно значе-
ний в невозмущенной упругой среде) т. е. ∆ρ≪ ρ0, ∆c ≪ c0, ∆p ≪ p0,
|u| ≪ c0. Согласно этой модели, возмущения распространяются в среде
с постоянной скоростью звука c = c0, уединенные (изолированные) вол-
ны сохраняют неизменный профиль6 и общее решение задачи по уравне-
ниям акустики может быть получено суммированием сколь угодно боль-
шого числа частных решений (принцип суперпозиции).

Для нелинейных УЧП газовой динамики это не так: скорости
элементарных возмущений, согласно (4.8), переменные, которые равны
u ± c (скоростям элементарных волн), и u — скорости частиц среды.

4.5. Волны конечной амплитуды

Будем называть волнами конечной амплитуды (ВКА) любое од-
номерное возмущение в среде, при котором скорости частиц u и пара-
метры состояния среды (ρ, c, p и др.) изменяются на конечную величину.
Этим подчеркнем основную особенность ВКА — скорости распростра-
нения элементарных возмущений, выражаемые наклонами характе-

4Слово invariant переводится именно так.
5Например, возмущения давления ∆p, воспринимаемые человеческим ухом, лежат

в диапазоне от порядка 10−4 Па (порог слышимости) до порядка 10 Па (болевой порог)
при уровне давления в p0 ≈ 105 Па; акустическое приближение адекватно описывает
столь малые возмущения в газах.

6Верно для плоских волн и обратимых процессов в идеально упругих средах.
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ристик на плоскости (x, t), в общем случае непостоянны (т. е. процесс
нелинейный).

Уединенные волны конечной амплитуды. Удобно изучать осо-
бенности ВКА на примере уединенной ВКА. Будем называть так волну,
в которой конечное по величине возмущение получает только один из ин-
вариантов Римана на фоне однородного (как частный случай — непо-
движного: u = u0 = 0) газа. Такое возмущение может быть задано либо
в начальных условиях (НУ), либо в ГУ.

Из сказанного в разделе 4.3 ясно, что если (см. с. 87): а) «закон»

возмущения I+ или I− гладкий, б) сечение канала F постоянное, в) тече-
ние адиабатное (qw = 0) и нет трения о стенку (τw = 0), то вначале воз-
никнет изоэнтропная ВКА (УВКА) сжатия или разрежения, движу-
щаяся вправо при возмущении I+ или влево — при возмущении I−. Знак
возмущений параметров состояния будет определяться знаком возму-
щения инварианта: при ∆I± > 0 образуется волна сжатия (рис. 4.2),
в которой ∆ρ > 0, ∆c > 0, ∆p > 0 и т. д.), иначе (при ∆I± < 0) образу-
ется волна разрежения.

u0 + c0u0 + c0

u1 + c1
u2 + c2

t1t1

t2t2

t3t3

I+(x, t)xх xг

xx

t

Рис. 4.2. Эволюция профиля исходно изоэнтропной УВКА сжатия

Рассмотрим УВКА сжатия (см. рис. 4.2). «Хвост» и «голова» такой
волны вначале должны двигаться со скоростью звука по невозмущен-
ному газу; так, для волны сжатия u + c = (u0 = 0) + c0 = c0. Частицы
газа с приходом волны вовлекаются в движение и в итоге перемещают-
ся на конечную величину, претерпевая обратимое сжатие и расширение
(процесс изоэнтропный). После прохождения такой УВКА перемещен-
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ные частицы газа останутся в покое — с параметрами состояния, равны-
ми их исходным значениям.

Отметим, что в ВКА разрежения частицы газа перемещаются
в направлении, противоположном направлению движения самой волны,
а расширение частиц в волне разрежения предшествует их сжатию.

Уединенная ВКА переносит массу и энергию. Перенос массы свя-
зан с перемещением частиц и рассмотрен выше. Рассмотрим перенос
энергии, заключенной в самой волне. Избыточное количество полной
энергии

F

∫xг

xх

[ρE − (ρE)0] dx (4.13)

при изоэнтропном течении в УВКА (рис. 4.2), а также длина такой волны
|xг − xх| некоторое время остаются постоянными7.

Нетрудно показать, что профиль уединенной ВКА с течением вре-
мени должен изменяться. Для УВКА сжатия скорость возмущений в те-
ле волны нарастает при приближении параметров в ней к пиковым,
в результате точка с пиковыми параметрами постепенно перемещается
в сторону фронта («головы») волны (см. рис. 4.2). Действительно, здесь
u1 + c1 > u0 + c0, u2 + c2 > u1 + c1 и т. д.

На плоскости (x, t) возникает (рис. 4.2) сгущение характеристик
к фронту волны сжатия, с тенденцией к их пересечению — т. е. надвига-
ется так называемая градиентная катастрофа. В действительности
пересечения характеристик не происходит — противоречие разрешается
образованием скачка уплотнения в области фронта волны.

На скачке уплотнения утрачивают смысл УЧП вида (4.6) или (4.7).
Для описания этой особенности решения (разрыва искомых функций)
нужно привлекать интегральные соотношения на скачках (с. 60). Для
частиц газа, пересекающих скачок, процесс не будет изоэнтропным —

энтропия частиц будет необратимо увеличиваться в скачке. Парамет-
ры состояния таких частиц за хвостом волны уже не вернутся к зна-
чениям для невозмущенного газа, частица получит избыток внутренней
энергии вследствие необратимого перехода (на скачке) части механиче-
ской энергии потока в тепловую энергию хаотического движения моле-
кул. Вследствие этого переносимая волной полная энергия (а также рас-

7Можно показать, что в данных идеализированных условиях не только количество,
но и «качество» переносимой энергии сохраняется: максимальная работа [17] — ана-
логичный (4.13) интеграл по длине волны (с заменой E на lmax) — постоянная величина.
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полагаемая работа и максимальная работа) будут со временем только
убывать.

Уединенные ВКА при наличии путевых потерь. Представим
теперь, как должны повлиять на поток в виде исходно изоэнтропной
УВКА: а) только трение о стенки канала; б) совместное действие тре-
ния и теплообмена со стенкой.

В первом случае процессы, учитываемые лишь членом с τw в урав-
нении КД, приводят к снижению КД частиц в волне. В адиабатных усло-
виях (qвнеш/dt ≡ 0) энтропия частиц газа будет увеличиваться сообраз-
но теплоте qвн/dt > 0, эквивалентной работе сил внутреннего тре-
ния в сечении канала. При этом «тепловая» составляющая полной энер-
гии частиц получит приращение за счет «механической» составляющей.
Полная же энергия всего нестационарного потока в канале сохранится,
если такой канал закрыт и по концам, так как отсутствует обмен энерги-
ей с внешней средой. В этих условиях суммарная энтропия газа в канале
будет возрастать, а количество полезной энергии (интегрально оценива-
емое величиной располагаемой работы, а также максимальной ра-
боты Lmax газа) — уменьшаться. C течением времени уменьшается ко-
личество всех видов заключенной между «головой» и «хвостом» волны
энергии, как и интенсивность волны.

Если существенны также процессы теплоотдачи, учитываемые чле-
ном с qw в уравнении энергии, возможен как дополнительный подогрев,
так и охлаждение частиц газа. Случай движения УВКА c T (x, t) ≫ Tw

моделирует реальные условия в нестационарном потоке нагретого рабо-
чего тела на некотором участие тракта теплового двигателя. В этом слу-
чае на уменьшение энергии и интенсивности волны может влиять в ос-
новном именно теплоотдача в стенки тракта. Характер рассмотренных
ранее процессов качественно останется прежним.

Уединенные ВКА в профилированных каналах. Приведенные
выше соображения о характере течения в УВКА относились к слу-
чаю F = const. Движение УВКА в канале с плавным изменением пло-
щади сечения F = F (x) сложнее, чем при F = const.

После взаимодействия исходной УВКА, например, c участ-
ком плавного перехода из узкого канала с F1 = const1 в широкий
(F2 = const2, F2 > F1), волновой процесс в трубопроводе составляют
две УВКА, которые назовем прошедшей и отраженной волнами.
Итак, прохождение исходной УВКА через плавное сужение порожда-
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ет прошедшую и отраженную волны; последняя в данном случае име-
ет знак, противоположный знаку исходной волны. Так, если исходная
волна — волна сжатия, то отраженная от участка с плавным сужени-
ем канала — волна разрежения; прошедшая волна имеет тот же знак,
что и исходная. Данный качественный вывод можно сделать из анализа
соотношений на характеристиках при F = F (x) или же исследуя модель
распада разрыва на скачке сечения (см. п. 4.9).

Если τw ≡ 0, qw ≡ 0 и нет разрывов решения, движение частиц
в волне — изоэнтропное, и сумма избыточной энергии в образовавшихся
двух волнах — такая же, как в исходной УВКА. При наличии же трения,
а также теплоотдачи в стенку, будет наблюдаться падение интенсивности
обеих волн (качественно такое же, как в случае F = const), а при об-
разовании скачка (скачков) уплотнения на фронте (фронтах) волн сжа-
тия — еще и вследствие диссипации энергии на скачке и удлинения волн
со скачком, движущимся быстрее звука в невозмущенном газе.

Заметим, что если имеют место загромождение сечения, отрыв по-
тока и т. п., модель перехода с гладким профилем несостоятельна, и для
описания в квазиодномерном приближении необходимо привлекать ин-
тегральные соотношения на скачке сечения канала (F2 ≷ F1). Такие со-
отношения (для местных сопротивлений, разветвлений, ступеней турбо-
машин) содержат эмпирические данные по характеристикам конкретно-
го устройства в стационарном течении. Условия совместности на скачках
сечения (и др. видах граничных сечений) для нестационарного течения
выводятся в данной главе, начиная с п. 4.9 (c. 104).

Заметим, что расчет движения даже уединенной ВКА в общем слу-
чае (F = F (x), τw 6= 0, qw 6= 0, НУ и ГУ общего вида, разрывные ре-
шения) возможен лишь численными методами — с выделением особен-
ностей (разрывов искомых функций) или же методами «сквозного» сче-
та. Соответственно, аналитические решения одномерных нестационар-
ных задач газовой динамики могут быть получены в основном для задач,
содержащих простые ВКА.

Простые волны. Определим здесь8 простую ВКА как устойчи-
вый структурный элемент «плоского» одномерного течения, состоящий
из более или менее протяженного фронта, к которому примыкают с обе-
их сторон зоны с однородными распределениями параметров состояния

8Более строгое определение простых волн (называемых также волнами Римана)
см. в [14].
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и скорости, причем один из инвариантов Римана и энтропия s не изме-
няются при переходе через фронт такой волны.

Таким образом, простая волна — возмущение одного из инвари-
антов Римана. Волна, несущая возмущение I−, движется относительно
«невозмущенного» газа влево ((−)-волна, или l-волна), возмущение I+

распространяется вправо ((+)-волна, или r-волна, см. рис. 4.3), соглас-
но наклону характеристик, «несущих» возмущенное значение соответ-
ствующего инварианта.

x

x

x

x

t

t1
t1

I+(x, t1)I+(x, t1)

а б

Рис. 4.3. Простые (+)-волны (волны Римана): а) сжатия; б) разрежения

Характеристики во фронтах простых волн — лучи, сходящиеся
в точку плоскости (x, t) или расходящиеся из такой точки [14]. В первом
случае речь идет о волне сжатия (при пересечении фронта возрастает
плотность частиц в изоэнтропном процессе), во втором случае имеет ме-
сто волна разрежения.

Далее в данной главе рассматриваются задачи, в решениях ко-
торых имеются определенные выше простые волны разрежения;
по традиции они называются центрированными волнами разреже-
ния (ЦВР) — лучи характеристик во фронтах расходятся из точки
на (x, t), заданной условиями задач.

Волны же сжатия простого вида, возникающие в решениях задач,
простыми волнами сжатия не являются. Фронты этих волн суть скач-
ки уплотнения, при пересечении которых энтропия частиц возрастает.

Однако практически всегда (если не оговорено особо) для описа-
ния фронтов таких волн сжатия далее будут привлекаться не условия
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на скачках, а соотношения на фронтах простых волн сжатия (т. е. вол-
нах Римана). Такая замена справедлива для волн сжатия достаточ-
но малой интенсивности. Чтобы подчеркнуть данную условность, та-
кие (гипотетические) волны именуются изоэнтропными волнами сжа-
тия (ИВС). Практика показывает, что применение модели волны Ри-
мана вместо модели ударной волны не ведет к отклонениям в резуль-
татах решения задач, содержащих ударные волны умеренной интенсив-
ности (и тем более — в результатах численных расчетов течений в газо-
воздушных трактах).

4.6. Задача о поршне

Рассмотрим задачу о течении, возникающем в однородном и исход-
но неподвижном (u1 = 0) газе, если в некоторый момент времени t1 в нем
мгновенно приводится в движение с постоянной скоростью uп перего-
родка или поршень (рис. 4.4).

По газу, по отношению к которому поршень вдвигается, распро-
страняется ударная волна со скачком уплотнения на фронте.

В противоположном направлении (от поршня, который выдвига-
ется из газа) образуется центрированная волна разрежения (ЦВР),
все характеристики фронта которой выходят из точки (x1, t1). Рассмот-
рим именно этот случай, показанный на рис. 4.4, где для простоты при-
нято x1 = 0 и t1 = 0.

Здесь голова ЦВР движется влево по неподвижному газу (зо-
на с параметрами 1 ) со скоростью звука в нем: xг(t) = −c1t — ско-
рость головной элементарной волны разрежения, определяемая накло-
ном (−)-характеристики u1 − c1, равна (−c1), так как здесь u1 = 0.
Давление за хвостом волны (в зоне с постоянными параметрами при
x > xх(t)) определяется скоростью поршня uп > 0, причем ход профи-
лей давления, др. параметров и скорости u(x, t2 > t1) между xг и xх

не зависит от uп.
При весьма малой uп возникает ЦВР малой интенсивности; голо-

ва и хвост ее почти совпадают. При дальнейшем увеличении uп хвост
заметно отстает, вначале находясь в левом полупространстве. Звуко-
вая скорость течения в зоне, примыкающей к поршню, достигается
при uп зв = сп.

Применив условия постоянства инварианта Римана I+ п = I+1

и энтропии частиц sп = s1 в ЦВР, найдем потребную для этого скорость
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Рис. 4.4. К задаче о поршне

поршня uп зв:

I+1 = I+ п =
2

γ− 1
cп + uп зв = |cп = uп зв| =

= uп зв

(
2

γ− 1
+
γ− 1

γ− 1

)
= uп зв

γ+ 1

γ− 1
,

откуда

uп зв =
γ− 1

γ+ 1
I+ 1 =

2

γ+ 1
c1.

При еще бóльших значениях uп поршень оторвется от газа и меж-
ду ними образуется зона вакуума. Такой режим9 называется режимом
нестационарного истечения в вакуум.

9Задача о поршне в таком варианте иногда также называется задачей о (нестацио-
нарном) истечении в вакуум.
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Параметры состояния газа на хвосте ЦВР в точке xх (здесь: на гра-
нице с вакуумом) примут нулевые значения в соответствии с уравнени-
ем изоэнтропы для совершенного газа. Скорость газа в этой точке uп вак

определяем также из условия I+ 1 = I+ п, здесь I+ п = uп вак при cп → 0.
Скорость uп вак — минимальная скорость поршня для реализации режи-
ма нестационарного истечения в вакуум. Имеем:

I+ 1 = I+ п вак =
2

γ− 1
0 + uп вак,

откуда

uп вак =
2

γ− 1
c1 + 0 = I+1.

Полученная скорость ничтожной части газа при нестационарном
истечении в вакуум превышает скорость стационарного истече-
ния в вакуум всего потока — при идентичном исходном состоянии га-
за — вследствие каскадной передачи энергии в волне. Напомним, со-
гласно (3.13), при стационарном истечении

umax =
√

2h∗
1 =

√
2γRT1

γ− 1
=

√
2

γ− 1
c1.

Для газа с γ = 1,40 отношение максимальных скоростей нестацио-
нарного и стационарного истечения в вакуум составит

√
5 ≈ 2,24.

4.7. Газодинамические функции нестационарного торможения

Проанализируем случай, когда скорость частиц в волне Рима-
на становится нулевой, т. е. происходит торможение волной среды пе-
ред ней. Процесс изменения параметров состояния частицы в волне —

изоэнтропический, и можно говорить о (полном) изоэнтропном неста-
ционарном торможении.

Рассмотрим сначала торможение совершенного газа (−)-волной
сжатия или разрежения (рис. 4.5). Эту волну справа пересекают: тра-
ектория плоской частицы газа (где s = const) и (+)-«характеристика»

(на которой I+ = const). Величины в зоне после торможения («парамет-
ры торможения волной, движущейся влево») отмечены на рис. 4.5 двумя
штрихами (′′).
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Рис. 4.5. Торможение (−)-волной Римана: а) сжатия; б) разрежения

Из условия I ′′+ = I+ найдем скорость звука c′′ в газе, нестационар-
но заторможенном (u′′ = 0) этой волной:

I ′′+ =
2

γ− 1
c′′ + (u′′ = 0) = I+ =

2

γ− 1
c + u, c′′ = c +

γ− 1

2
u.

Равенство уд. энтропии s′′ = s позволяет привлечь уравнения изо-
энтропы для выражения прочих параметров состояния в зоне нестаци-
онарно заторможенного газа. Отношения параметров в исходном пото-
ке газа с γ = cp/cv = const к параметрам нестационарного торможения
этого потока волной, движущейся по нему влево, выразим группой ГДФ
от числа M = u/c в исходном потоке:

c

c′′
=

1

1 + γ−1
2 M

= α′′(M, γ),

p

p′′
=
[ c

c′′
= α′′(M, γ)

] 2γ
γ−1

=
1

(
1 + γ−1

2 M
) 2γ
γ−1

= π′′(M, γ),

T

T ′′
=

[
p

p′′
= π′′(M, γ)

] γ−1
γ

=
1

(
1 + γ−1

2 M
)2 = τ′′(M, γ),

ρ

ρ′′
=

[
p

p′′
= π′′(M, γ)

] 1
γ

=
1

(
1 + γ−1

2 M
) 2
γ−1

= ε′′(M, γ).

Теперь рассмотрим торможение потока газа (+)-волной сжатия
или разрежения (рис. 4.6). При переходе через ее фронт не изменяют-
ся: (−)-инвариант Римана: I ′− = I− и также уд. энтропия: s′ = s.
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Рис. 4.6. Торможение (+)-волной Римана: а) сжатия; б) разрежения

Действуя аналогично, из условия I ′− = I−: найдем скорость звука c′

в газе, нестационарно заторможенном (u′ = 0) в (+)-волне:

I ′− =
2

γ− 1
c′ − (u′ = 0) = I− =

2

γ− 1
c − u, c′ = c − γ− 1

2
u.

Выразим отношение скорости звука к c′ после нестационарного
торможения:

c

c′
=

1

1 − γ−1
2 M

,

и, привлекая уравнение изоэнтропы для прочих параметров состояния,
получим группу ГДФ для случая торможения простой (+)-волной:

c

c′
=

1

1 − γ−1
2 M

= α′(M, γ),

p

p′
=
[ c

c′
= α′(M, γ)

] 2γ
γ−1

=
1

(
1 − γ−1

2 M
) 2γ
γ−1

= π′(M, γ),

T

T ′
=

[
p

p′
= π′(M, γ)

] γ−1
γ

=
1

(
1 − γ−1

2 M
)2 = τ′(M, γ),

ρ

ρ′
=

[
p

p′
= π′(M, γ)

] 1
γ

=
1

(
1 − γ−1

2 M
) 2
γ−1

= ε′(M, γ).

Графики полученных ГДФ показаны на рис. 4.7.
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Рис. 4.7. Графики функций α′′(M, γ) = α′(−M, γ) и др. для γ = 1,40

Итак, одномерный (стационарный или нестационарный) поток
в некотором сечении характеризуется как наборами статических пара-
метров состояния (p, T , ρ, c, . . . ) и параметров стационарно изоэн-
тропно заторможенного потока (p∗, T ∗, ρ∗, c∗, . . . ), так и двумя на-
борами (p′, T ′, ρ′, c′, . . . и p′′, T ′′, ρ′′, c′′, . . . ) параметров потока, неста-
ционарно изоэнтропно заторможенного в плоских волнах Римана
соответствующего направления.

Полученные ГДФ применяют вместо соотношений вдоль характе-
ристик для выражения отношений параметров газа на простых изоэн-
тропных волнах Римана в элементарных задачах нестационарной ГД.

Так, для (+)-волны любого знака (рис. 4.8, а и б) справедли-
во p′2 = p′1 и т. д. Учитывая определение p/p′ = π′(M, γ), отношение дав-
лений на такой волне выражается отношением ГДФ π′:

p2

p1
=

p2

p′2
· p′1
p1

=
π′(M2, γ)

π′(M1, γ)
=
π′2
π′1

,

и аналогично выражают отношения прочих параметров состояния:

T2

T1
=
τ′(M2, γ)

τ′(M1, γ)
,
ρ2

ρ1
=
ε′(M2, γ)

ε′(M1, γ)
,

c2

c1
=
α′(M2, γ)

α′(M1, γ)
.
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Аналогично доказывается, что отношения параметров состояния
на (−)-волнах выражаются отношениями ГДФ (рис. 4.8, в и г):

p2

p1
=
π′′(M2, γ)

π′′(M1, γ)
,

T2

T1
=
τ′′(M2, γ)

τ′′(M1, γ)
,
ρ2

ρ1
=
ε′′(M2, γ)

ε′′(M1, γ)
,

c2

c1
=
α′′(M2, γ)

α′′(M1, γ)
.

x

x x

x

c, p, T, ρc, p, T, ρ

c, p, T, ρc, p, T, ρ

1

1
1

1
2

2

2

2

а б

в г

Рис. 4.8. Изменение параметров состояния среды во фронте: а) (+)-волны сжатия,
б) (+)-волны разрежения, в) (−)-волны сжатия, г) (−)-волны разрежения

4.8. Задача о распаде произвольного разрыва

Классическая задача о распаде произвольного разрыва (РПР)
ставится следующим образом. Пусть в точке x = x0 в момент време-
ни t = t0 терпят разрыв значения параметров состояния и скорости газа,
заданные однородными для каждого из полупространств. Требуется най-
ти точное решение10 задачи о нестационарном течении c плоскими вол-
нами (рис. 4.9), возникающем после распада начального (произвольного
и потому неустойчивого) разрыва.

В силу произвольности значений p4, T4, u4, p1, T1 и u1 (см. рис. 4.9),
начальный разрыв не удовлетворяет соотношениям на разрывах двух
устойчивых видов — контактного разрыва и прямого скачка

10В зарубежной литературе задача о РПР именуется задачей Римана (англ.
Riemann problem). Точное решение газовой динамики задачи о РПР изложено впервые
в 1924/25 гг. в работах русского советского математика и механика Н. Е. Кочина.
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уплотнения. Произвольный разрыв распадается с образованием одной
из 5 волновых конфигураций.

Задача о РПР имеет решение, если заданы уравнения состояния
для сжимаемой среды. Если при РПР не образуется зона вакуума (слу-
чай «разлета» газов на рис. 4.9, д), то в волновой картине течения обя-
зательно присутствует КР, по обе стороны от которой одинаковы давле-
ние и скорость, и две ВКА, отделяющие зоны 2 и 3 от «невозмущен-
ных» зон 1 и 4 (рис. 4.9, а – г).

Если какая-либо из волн — волна разрежения, то это ЦВР. Фрон-
ты же волн сжатия, строго говоря — скачки уплотнения, для которых
справедливы соотношения (3.22)–(3.24) на с. 62.

1
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д

Рис. 4.9. Возможные конфигурации плоских волн при РПР

Варианты процедур точного и приближенного решения задачи при-
меняются в численных методах решения одно- и многомерных за-
дач о течении сжимаемых жидкостей. Так, метод «распада разрыва»

С. К. Годунова (см. с. 136) численного решения уравнений газовой ди-
намики использует точное решения задачи для определения потоков
на границах ячеек. В [23] изложены итерационные процедуры решения
задачи о РПР (для совершенного газа), а также решение в акустическом
приближении.
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Решение задачи о РПР в приближении простых волн. Полу-
чим систему нелинейных уравнений модели течения при РПР, в которой
плоские волны сжатия (рис. 4.10) описываются через ГДФ, что справед-
ливо для простых изоэнтропных волн (волн Римана). Случай «разлета»

газов (рис. 4.9, д) не рассматриваем.

1

11 ′

1 ′

2

2

3

3

4

4 4 ′′

4 ′′

x

x

t

p, T ρ, c, u, M

Рис. 4.10. Простые волны при РПР (показана фиктивная перегородка)

Ограничимся частным случаем идентичных по свойствам совер-
шенных газов по обе стороны от разрыва: R = R4 = R1 и γ = γ4 = γ1
и в обозначениях ГДФ указывать γ не будем.

При сделанных допущениях конфигурацию течения после РПР со-
ставляют две простые волны и КР. Запишем тождество:

p4

p1
=

p4

p3
· p3

p2
· p2

p1

и подставим в него соотношения на волнах и на КР. На движущейся
влево (−)-волне p′′3 = p′′4 , откуда p4

p3
= π′′(M4)
π′′(M3)

. Давления в зонах 3 и 2
по обе стороны от КР равны: p3 = p2. На (+)-волне, движущейся впра-
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во, p′2 = p′1, поэтому p2

p1
= π′(M2)
π′(M1)

. Имеем:

p4

p1
=
π′′(M4)

π′′(M3)
· π

′(M2)

π′(M1)
.

C учетом того, что M4 = u4
c4

и M1 = u1
c1

входят в условия задачи,
сгруппируем:

p′′4
p′1

=
π′(M2)

π′′(M3)
, (4.14)

где p′′4 = p4

π′′(M4)
и p′1 = p1

π′(M1)
.

В уравнении (4.14) два неизвестных — числа M3 и M2. Заметим,

что оба эти корня будут положительны при p′′4
p′1

> 1 и наоборот. Очевид-

но, направление течения после РПР определяется указанным отношени-
ем давлений нестационарного торможения. Физическая интерпретация:
если в момент t = 0 в точке x = 0 возникнет (на неопределенное время)
бесконечно тонкая перегородка, образуется разрыв с новыми значени-
ями параметров: p′′4, T ′′

4 , c′′4 , u′′
4 = 0, M′′

4 = 0 и p′1, T ′
1, c′1, u′

1 = 0, M′
1 = 0.

Если затем эта перегородка исчезнет, новый разрыв распадется с обра-
зованием конфигурации из двух простых волн и КР, c теми же значения-
ми параметров состояния и скорости потока в зонах 3 и 2, что и в исход-
ной задаче о РПР (без перегородки).

Уравнение (4.14) — с двумя неизвестными M3 и M2, но не все
независимые соотношения на элементах течения при РПР в нем учте-
ны. Для замыкания задачи составим второе уравнение, записав условие
на КР u3 = u2 в виде

c3M3 = c2M2.

По обе стороны фронта изоэнтропных волн неизменны ско-
рости звука нестационарного торможения, поэтому c3 = c4

α′′(M3)
α′′(M4)

и c2 = c1
α′(M2)
α′(M1) . Группируя c′′4 = c4

α′′(M4) и c′1 = c1
α′(M1)

в правую часть,
получим:

c′′4
c′1

=
M2

M3

α′(M2)

α′′(M3)
. (4.15)

Уравнения (4.14) и (4.15) образуют систему, корни которой M3 и M2

определяют значения параметров газа и скорости потока в зонах 3 и 2.
При их выводе учтены все необходимые соотношения на КР и на фрон-
тах простых изоэнтропных волн. На практике при решении задачи о РПР
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удобно применить их все последовательно, сведя поиск решения к ите-
рационной процедуре, например, по переменной M3. Если отношение

давлений p′′4
p′1

весьма близко к единице, можно принять M3 ≈ M2 ≈ 0,
т. е. приравнять нулю скорость потока, потоки массы и энергии по-
сле РПР. Назовем такого рода решения задач о РПР тривиальными
и приведем ниже способ отыскания нетривиального решения.

Можно использовать метод хорд для итерационного уточне-

ния M3 в диапазоне от 0 до M3max (при p′′4
p′1

> 1), где M3 max берется

равным достаточно большому положительному числу (например, еди-
нице — если наперед известно, что скорость потока в зоне 3 будет
дозвуковой).

Пусть M3 задано в некотором приближении (начальном или по-
сле предыдущей итерации). По нему определяем параметры в зоне 3 :
c3 = c′′4α

′′(M3), u3 = c3M3, p3 = p′′4π
′′(M3). Давление в зоне 2 получает-

ся из первого условия на КР p2 = p3, а из соотношения p2 = p′1π
′(M2)

определяется M2, после чего вычисляются скорость звука и скорость
потока в зоне 2 : c2 = c′1α

′(M2), u2 = M2. Второе условие на КР u2 = u3

используется для вычисления невязки u2 − u3; итерации прекращаются
при выполнении с заданной точностью условия |u2 − u3| < εu.

Рассчитанные величины в точке x = 0 после РПР (при t > 0) поз-
волят вычислить газодинамические потоки через границу расчетных
ячеек, если процедура используется в численном методе типа метода
С. К. Годунова (с. 136).

Если по условиям задачи p′′4
p′1

< 1, описанная выше процедура при-
менима после обмена значений параметров газов в исходных данных —

в зонах 1 и 4. Причем помимо обмена значений скоростей u1 и u4 нужно
изменить их знаки. В решении задачи о РПР нужно также изменить знак
скорости потока (и числа M).

4.9. Распад разрыва на скачке сечения

Расчет взаимодействия одномерного нестационарного потока с ме-
стом сопряжения каналов неодинакового сечения («скачком пло-
щади сечения») основан на обобщении задачи о РПР. Обобщение состо-
ит в привлечении модели течения с гидравлическими потерями на стыке
каналов.

104



Течение через скачок сечения будем трактовать как квазистаци-
онарное перетекание через местное сопротивление (МС) — модель
последнего и задается уравнениями сохранения массы G4 = G3 и энер-
гии T ∗

3 = T ∗
4 , и выражением потерь полного давления p∗3 = p∗4σ43(M4).

Пусть имеются два канала в общем случае с постоянной и различ-
ной площадью поперечного сечения F5 и F1, в месте стыка которых име-
ется скачок сечения (рис. 4.11).

Начальные параметры состояния газов заданы:
• для x < 0: p5, T5, u5,
• для x > 0: p1, T1, u1.

1 ′

1 ′

12

2

3

3

4

4

5 5 ′′

5 ′′

x

t

Рис. 4.11. Течение вправо при распаде разрыва на скачке сечения

Для простоты изложим вариант модели для совершенного газа
(газов c одинаковыми R и γ в обоих каналах). Направление течения
при РПР получим, применив описанный выше прием с торможени-
ем потока фиктивной перегородкой. На этом этапе по исходным дан-
ным задачи вычислим значения параметров нестационарного торможе-
ния в зоне 5 ′′ и в зоне 1 ′:

p′′5 =
p5

π′′(M5)
, M5 =

u5

c5
, c5 =

√
γRT5,

p′1 =
p1

π′(M1)
, M1 =

u1

c1
, c1 =

√
γRT1.
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Если p′′5
p′1

> 1, то газ в зонах 4, 3 и 2 при РПР потечет вправо, как

показано на рис. 4.11 — c ЦВР между зонами 5 ′′ и 4 и простой изоэн-
тропной волной сжатия — между зонами 2 и 1 ′.

Взяв набор известных соотношений на элементах волновой кар-
тины (на КР, на простых волнах и на МС) в качестве соотношений
совместности на скачке сечения и выразив их через ГДФ, получим
систему из трех нелинейных уравнений, связывающую три неизвест-
ные — M4, M3 и M2:

p′′5
p′1

=
π′(M2)

π′′(M4)
· π(M4)

π(M3)
· 1

σ43(M4)
, (4.16)

c′′5
c′1

=
α′(M2)

α′′(M4)
· α(M4)

α(M3)
· M2

M3
, (4.17)

F5

F1
=

q(M4)

q(M3)
· σ43(M4). (4.18)

Система нелинейных уравнений (4.16)–(4.18) «канонического»

вида (см. [16]) содержит все нелинейные соотношения совместности
на скачке сечения и описывает решение обобщенной (на случай скач-
ка сечения) задачи о РПР. Система переходит в систему (4.14)), (4.15),
описывающую РПР в гладком канале — в частном случае отсутствия
скачка сечения и потерь на МС: F5 = F1, σ43 = 1.

Так же, как в случае РПР на гладком канале, удобно находить ре-
шение, используя цепочку известных соотношений, а отнюдь не отыски-
вая одновременно три корня системы уравнений (4.16)–(4.18). Напри-
мер, можно итерационно уточнять корень M4 из интервала (0,M4 max],
где M4max определяется зависимостью σ43(M4). По известному на ите-
рации M4 вычисляются значения статических параметров в зоне 4 :
c4 = c′′5α

′′(M4), u4 = c4 M4, p4 = p′′5π
′′(M4) и параметры стационарно

заторможенного потока: p∗4 = p4/π(M4) и T ∗
4 = T4/τ(M4). Затем все

три условия на МС привлекаются для определения расхода и пара-
метров торможения в зоне 3 : G3 = G4 = ρ4u4F5 = mq(M4)F5p

∗
4/
√

T ∗
4 ,

T ∗
3 = T ∗

4 , p∗3 = p∗4σ43(M4).
Число M3 определяется из уравнения расхода в зоне 3 :

G3 = m
q(M3)F1p

∗
3√

T ∗
3

, (4.19)
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далее определяются статические параметры состояния в этой зоне:

T3 = T ∗

3 τ(M3), p3 = p∗3π(M3), (4.20)

а также скорость звука и скорость потока:

c3 =
√
γRT3, u3 = c3M3. (4.21)

Затем определяются параметры в зоне 2 — способом, аналогич-
ным изложенному на с. 104. Так, число M2 явно выражается из условия

p2 = p3 = p′1π
′(M2), (4.22)

затем вычисляются скорость звука и скорость потока в зоне 2 :

c2 = c′1α
′(M2), u2 = c2M2. (4.23)

Итерации по M4 прекращаются при выполнении условия равенства
скоростей на КР с наперед заданной точностью: |u3 − u2| < εu.

Если процедура используется в численном методе расчета нестаци-
онарного течения в трубопроводе, параметры состояния и скорости га-
зов, а также площади сечения канала в зонах 5 и 1 соответствуют пара-
метрам в расчетных ячейках на концах примыкающих к скачку сечения
каналов в дискретные моменты времени.

Полученное решение дает возможность вычислить газодинамиче-
ские потоки и приписать их крайним сечениям соответствующих ка-
налов. Так, в соответствии с моделью (4.16)–(4.18), потоки массы Gi

и энергии (Gh∗)i через сечения примыкающих к МС каналов будут оди-
наковы, потоки КД в сечениях каналов, примыкающих к МС, следует
вычислять по выражению Ii = Giui + piFi, где i = 3, 4 (если скорость
потока в указанных зонах дозвуковая).

Если газ после РПР должен течь в направлении, обратном пока-

занному на рис. 4.11 (случай p′′5
p′1

< 1), следует находить решение по опи-
санной расчетной схеме, но после переиндексации параметров в исход-
ных данных задачи о РПР.

4.10. Распад разрыва на стыке емкости и канала

Если с одной стороны от МС находится не канал, а емкость, задача
о РПР обобщается несколько иначе.
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Возможны два направления течения при РПР в такой конфигура-
ции — режим истечения из емкости (рис. 4.12, а) и режим втекания
в емкость (рис. 4.12, б).

На режиме истечения (рис. 4.12, а) в трубопровод поступает
газ из емкости, оставаясь отделенным от газа в трубопроводе контакт-
ным разрывом. Запишем систему уравнений «канонического» вида, свя-
зывающую искомые числа M3 и M2 для этого случая. Считаем, что
на этом режиме течение через МС задается выражениями T ∗

3 = T ∗
0 = T0

и p∗3 = p∗0σ03(M3) = p0σ03(M3):

p0

p′1
=
π′(M2)

π(M3)
· 1

σ03(M3)
, (4.24)

c0

c′1
=
α′(M2)

α(M3)
· M2

M3
. (4.25)

0 0 1 ′1 ′23 3

x x

tt

а б

Рис. 4.12. Два режима течения при РПР на стыке емкости и канала

И здесь удобно искать решение задачи, уточняя каким-либо итера-
ционным методом значение корня, например, M3 в интервале (0,M3 max],
при p0

p′1
> 1 (в противном случае реализуется режим втекания, см. ни-

же). При некотором M3 вычисляются статические параметры в зоне 3 :
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p3 = p0σ03(M3)π(M3), T3 = T0τ(M3), c3 =
√
γRT3 и скорость пото-

ка u3 = c3M3. Затем так же, как это делалось для РПР на гладком ка-
нале (с. 104) и на скачке сечения, определяются параметры в зоне 2 —

из (4.22) и (4.23). Условие u3 = u2 также служит для проверки сходимо-
сти итераций.

На режиме втекания в емкость (рис. 4.12, б), имеющем место
при p0

p′1
< 1 и M3 < 0, формируется ЦВР. Подлежит решению уравнение

p0

p′1
=
π′(M3)

π(M3)
· σ30(−M3, . . . ). (4.26)

Здесь использована характеристика МС p0 = p∗0 = p∗3σ30(M3, . . . )
для потерь полного давления при втекании в емкость. Поиск корня M3

нелинейного уравнения (4.26) в интервале от M3min < 0 до 0 выполня-
ется в общем случае также итерационным методом.

По параметрам состояния и скорости в зоне 3 определяются пото-
ки массы компонентов смеси, КД и энергии в граничном сечении канала.
В численном расчете величины этих потоков используются на расчетном
шаге для обновления параметров потока в ячейке канала и в емкости.

4.11. Распад разрыва с подводом или отводом работы

Рассмотрим теперь случай расположения на стыке каналов
устройства, изменяющего энергосодержание потока газа в основном
путем подвода/отвода механической работы. На практике таким
устройством является компрессионная или расширительная машина
объемного или динамического действия (рис. 4.13).

Представляя компрессионные и расширительные машины в виде
моделей граничных сечений, мы по существу пренебрегаем размерами
машин по сравнению с характерными длиновыми размерами каналов
трубопровода. В таком допущении модель взаимодействия нестацио-
нарного течения в трубопроводе с машиной получается как обобщение
задачи о РПР на скачке площади сечения.

Если связываемые элементы — емкость и гладкий участок тру-
бопровода (рис. 4.13, а и б), модель будет обобщением задачи о РПР
из п. 4.10, если на турбине или компрессоре сходятся два гладких
участка трубопровода (рис. 4.13, в), то — обобщением задачи о РПР
из п. 4.9. Течение же через турбину или компрессор на границе двух
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емкостей (рис. 4.13, г) должно рассчитываться как квазистационарное
перетекание.

0

0

0

11 ′

1 ′ 1 ′′2

2

33

345 ′′

n,N = G∆h∗

а б

в г

Рис. 4.13. Течение при РПР c подводом технической работы к потоку или отводом
ее от потока

Обобщение задачи об РПР здесь состоит в усложнении вида стати-
ческой характеристики устройства в граничном сечении, которому
соответствует (согласно знаку подводимой к потоку работы) компресси-
онная или расширительная машина.

Так, универсальная характеристика простых геометрически подоб-
ных между собой МС в адиабатном и автомодельном по Re режиме —

зависимость (в обозначениях рис. 4.13, в) вида σ43 = σ43(M4), получае-
мая статической продувкой.

Для описания особенности течения в проточной части конкрет-
ной компрессионной и расширительной машины нужны более слож-
ные зависимости. Давление и температура торможения p∗ и T ∗ при пе-
ретекании через машину существенно изменяются, и (ввиду необрати-
мости процессов в машине) удельная энтропия газа s возрастает вниз
по потоку.

В рамках тех же допущений11
— о внешней адиабатности течения

в машине, а также об автомодельности течения в ней по числу Re, уни-

11Принимаемых, как правило, для условий работы агрегатов наддува ДВС.
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версальную характеристику турбомашины или ее ступени составля-
ют две двухпараметрические зависимости, снимаемые на стенде и обра-
батываемые по известной методике.

Это могут быть зависимости показателей, например степени по-
вышения давления π∗к = p∗3/p

∗
4 > 1 (для компрессора; или степени

понижения давления π∗т = p∗4/p
∗
3 > 1 — для турбины) и внутрен-

него изоэнтропического КПД η∗к,т s, от параметров вида G
√

T ∗
4 /p∗4

и nк,т/
√

T ∗
4 , определяющих режим течения (в обозначениях рис. 4.13, в):

π∗к,т = π∗к,т

(
G
√

T ∗
4

p∗4
,

nк,т√
T ∗

4

)
, η∗к,т s = η∗к,т s

(
G
√

T ∗
4

p∗4
,

nк,т√
T ∗

4

)
, (4.27)

где G = G4 = G3 — массовый расход, nк,т— число оборотов в минуту
ротора турбомашины.

Соотношения (4.27) — зависимости в обобщенных переменных,
комплексные определяющие параметры которых характеризуют (в при-
нятом приближении) распределения безразмерных параметров газа
в проточной части и интегральных показателей турбомашины. Так, ими
учитывается (для одной и той же машины и фиксированных парамет-
рах УС рабочего тела как совершенного газа R = idem, γ = idem
и Pr = idem) определяющее влияние «осевой» M4 a и «окружной» M4 u

составляющих скорости потока на входе в турбомашину относительно
элементов ее ротора.

Модель и практичная процедура для вычисления мгновенных зна-
чений потоков приведены в п. 4.11.1 для расчетной схемы РПР на ком-
прессоре, показанной на рис. 4.13, в. Аналогичная модель и процедура
для турбины — в п. 4.11.2 (c. 114).

Как и в случае модели МС на скачке сечения (c. 104), исходные
данные задачи о РПР здесь (рис. 4.13, в) — параметры состояния, ско-
рости и параметры уравнений состояния газовых смесей и площади се-
чений на концах примыкающих каналов: pi, Ti,Mi, Fi, где i = 1, 5, а так-
же текущее число оборотов в минуту nк,т ротора машины. Перед расче-
том РПР вычисляются параметры нестационарного торможения p′′5, T ′′

5 ,
c′′5 , p′1, T ′

1, и c′1.
По этим параметрам выполняется проверка исходных данных за-

дачи о РПР на предмет осуществимости течения после РПР в «штат-
ном» направлении (M4 > 0, на расчетной схеме — вправо); так, при
p′′5 < p′1 течение в этом направлении не может иметь места.
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Как и ранее, примем (непринципиальное) допущение об идентич-
ности параметров УС газов в обоих каналах: R и γ, и покажем выраже-
ния для «штатного» направления (M4 > 0, M3 > 0, M2 > 0) потока через
компрессор или турбину.

4.11.1. Модель РПР на компрессоре

Выразив соотношения на всех элементах показанной на рис. 4.13, в
волновой картины течения при РПР на компрессоре через ГДФ и пока-
затели работы компрессора π∗к и η∗к s, получим систему нелинейных урав-
нений «канонического» вида с неизвестными M4, M3 и M2:

p′′5
p′1

=
π′(M2)

π′′(M4)
· π(M4)

π(M3)
· 1

π∗к
, (4.28)

c′′5
c′1

=
M2

M3
· α

′(M2)

α′′(M4)
· α(M4)

α(M3)
·
{

1 +
1

η∗к s

[
(π∗к)

γ−1
γ − 1

]}−
1
2

, (4.29)

F5

F1
=

q(M3)

q(M4)
· π∗к ·

{
1 +

1

η∗к s

[
(π∗к)

γ−1
γ − 1

]}−
1
2

. (4.30)

Решение системы нелинейных уравнений (4.28)–(4.30) удобно на-
ходить любым методом минимизации невязки, получаемой в цепочке ис-
пользованных при ее выводе соотношений на элементах волновой кар-
тины течения при РПР — двух изоэнтропных простых волнах, устой-
чивом разрыве параметров на компрессоре и на контактном разрыве.

Итерационный поиск корней системы можно вести, например, за-
даваясь M4 > 0 из интервала [M4 min,M4 max]. Левая граница M4min это-
го интервала предварительно определяется (методом последовательных
приближений) из системы условий

T ∗

4 = T ′′

5

τ′′(M4min)

τ(M4min)
, (4.31)

m q(M4 min)F5 =

(
G
√

T ∗
4

p∗4

)

min

, (4.32)

где (G
√

T ∗
4 /p∗4)min определяется по интерполированной зависимости

от nк/
√

T ∗
4 координаты левой границы области определения характери-

стики компрессора. Аналогично определяется и правая граница M4max

интервала, в котором идет поиск решения.
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Кроме того, границы интервала
[(

nк/
√

T ∗
4

)
min

,
(
nк/
√

T ∗
4

)
max

]
на-

кладывают пределы на допустимые значения температуры торможе-
ния T ∗

4 на входе в компрессор при заданном числе оборотов ротора nк:

T ∗

4max =
n2

к(
nк√
T ∗
4

)2

min

, T ∗

4min =
n2

к(
nк√
T ∗
4

)2

max

.

Поиск корня M4 > 0 в подготовленном таким образом интервале
[M4 min,M4 max] эффективно и надежно проводится методом хорд.

На каждой итерации по текущему значению M4 в зоне 4 определя-
ются статические параметры p4, T4, параметры стационарного торможе-
ния p∗4, T ∗

4 и расход G∗
4 на входе в компрессор, а по ним — определяющие

параметры универсальной его характеристики:
(

G4

√
T ∗

4

p∗4

)
=

G4

√
T ∗

4

p∗4
,

(
nк√
T ∗

4

)
=

nк√
T ∗

4

,

и затем по аппроксимационным зависимостям для универсальной харак-
теристики вида (4.27) — безразмерные показатели работы компрессора
в точке характеристики на текущей итерации:

π∗к = π∗к

[(
G4

√
T ∗

4

p∗4

)
,

(
nк√
T ∗

4

)]
, (4.33)

η∗к s = η∗к s

[(
G4

√
T ∗

4

p∗4

)
,

(
nк√
T ∗

4

)]
. (4.34)

По известным на итерации значениям расхода G4, параметров ста-
ционарного торможения на входе p∗4, T ∗

4 , числу оборотов в минуту рото-
ра nк и показателям π∗к и η∗к s, найденным из (4.33)) и (4.34), вычисляются

p∗3 = π∗кp
∗

4, l∗к s = cpT
∗

4 ·
[
(π∗к)

γ

γ−1 − 1
]

> 0,

l∗к =
l∗к s

η∗к s

, T ∗

3 = T ∗

4 + l∗к/cp;

последнее соотношение следует из ЗС энергии для адиабатного течения
через компрессор: h∗

3 = h∗
4 + l∗к при h∗ = cpT

∗ и cp = const.
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Число M3 определяется решением уравнения (4.19), после чего
из (4.20) вычисляются параметры состояния p3, T3, а из (4.21) — ско-
рость звука c3 и скорость потока u3 в зоне 3 .

Далее из уравнения (4.22) определяется число M2, а затем из (4.23)
вычисляются скорость звука c2 и скорость потока u2 в зоне 2. Итерации
по M4 прекращаются поcле выполнения равенства u2 = u3 с заданной
точностью.

4.11.2. Модель РПР на турбине

Математическую модель течения через турбину как описание ре-
шения задачи о РПР на турбине или ступени турбины и процедуру ее ре-
шения покажем также для расчетной схемы на рис. 4.13, в.

На практике характеристика турбины задается в виде, отличном
от (4.27), а именно — степень понижения давления π∗т = p∗4/p

∗
3 берет-

ся в качестве одного из определяющих параметров. В обозначениях
рис. 4.13, в:

G4

√
T ∗

4

p∗4
=

G4

√
T ∗

4

p∗4

(
π∗т ,

nт√
T ∗

4

)
, η∗т s = η∗т s

(
π∗т ,

nт√
T ∗

4

)
. (4.35)

Выражение соотношений на всех элементах течения при РПР
на турбине (рис. 4.13, в) через ГДФ и показатели ее работы π∗т и η∗т s при
принятых допущениях дает следующую систему уравнений с неизвест-
ными M4, M3 и M2:

p′′5
p′1

=
π′(M2)

π′′(M4)
· π(M4)

π(M3)
· π∗т , (4.36)

c′′5
c′1

=
M2

M3
· α

′(M2)

α′′(M4)
· α(M4)

α(M3)
·
{

1 − η∗т s ·
[
1 − (π∗т )

1−γ
γ

]}−
1
2
, (4.37)

F5

F1
=

q(M3)

q(M4)
· 1

π∗т
·
{
1 − η∗т s ·

[
1 − (π∗т )

1−γ
γ

]}−
1
2
. (4.38)

Решение задачи о РПР на турбине по (4.36) — (4.38) удобно на-
ходить любым методом минимизации невязки в цепочке используемых
соотношений совместности в данном граничном сечении; для уточнения
корня M4 ∈ [M4 min,M4 max] > 0 можно применить метод хорд.
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Уточнив границы интервала поиска корня способом, зависящим
от представления характеристики в расчете, можно приступать к итера-
циям. На каждой итерации по текущему значению M4 в зоне 4 опреде-
ляются статические параметры p4, T4, параметры стационарного тормо-
жения p∗4, T ∗

4 и расход G∗
4 на входе в турбину, и по ним — величины, ис-

пользуемые в качестве определяющих в универсальной характеристике
турбины (4.35) — (G4

√
T ∗

4 /p∗4) и nт/
√

T ∗
4 .

Далее степень понижения полного давления π∗т для данной итера-
ции находится как корень уравнения, задаваемого первой из зависимо-
стей характеристики (4.35):

(
G4

√
T ∗

4 /p∗4

)
=
(
G4

√
T ∗

4 /p∗4

)(
π∗т , nт/

√
T ∗

4

)
,

которое эффективно решается методом хорд, а внутренний изоэнтропи-
ческий КПД η∗т s вычисляется из второй зависимости (4.35):

η∗т s = η∗т s

(
π∗т , nт/

√
T ∗

4

)
.

По известным на итерации G4, p∗4, T ∗
4 , π∗к и η∗к s вычисляются

p∗3 = p∗4/π
∗

т , l∗т s = cpT
∗

4

[
1 − (π∗т )

1−γ
γ

]
> 0,

l∗т = η∗т sl
∗

т s, T ∗

3 = T ∗

4 − l∗т /cp;

последнее соотношение следует из ЗС энергии для адиабатного течения
через турбину: h∗

3 = h∗
4 − l∗т ; здесь h∗ = cpT

∗ и cp = const.
Параметры одномерного потока в зонах 3 и 2 рассчитыва-

ются так же, как и в моделях скачка сечения и компрессора,
т. е. по (4.19)–(4.23). Выполнение на итерации условия |u2 − u3| < εu
и в данном случае служит критерием окончания итераций по M4.

4.12. Распад разрыва на разветвлении

Часто необходимо рассчитать взаимодействие нестационарного
потока с сечением трубопровода, на котором происходит слияние или
разделение потока. Из всех вариантов разветвлений трубопровода рас-
смотрим два простых и практически наиболее важных: модель тройни-
ка — сечения, в котором сходятся три канала (cм. п. 4.12.1), и модель
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«щели» — сечения на стыке двух участков вида канала, в котором име-
ется боковое отверстие, выходящее в емкость (п. 4.12.2).

Модели разветвлений, основанные на обобщении задачи о РПР,
корректно задают условия совместности на граничном сечении; здесь —

соответствующем разветвлении трубопровода. Именно такого класса
модели следует применять при численном моделировании неустановив-
шихся течений.

4.12.1. Модель РПР на тройнике

На рис. 4.14 показана обобщенная расчетная схема течения при
РПР на тройнике — с тремя фиктивными контактными разрыва-
ми (КР).

9 ′′

1 ′

4 ′

23

56

78

Рис. 4.14. Обобщенная расчетная схема течения при РПР на тройнике

Исходные данные задачи о РПР — параметры одномерного по-
тока в зонах 9 ′′, 1 ′ и 4 ′, т. е. в концевых сечениях сопрягаемых кана-
лов12, а также площади сечений Fi и значения параметров УС — Ri, γi,
где i = 1, 4, 9 (рис. 4.14).

Схема на рис. 4.14 обобщает все шесть возможных режимов тече-
ния для нетривиальных решений задачи о РПР, когда тройник может яв-
ляться либо вытяжным, либо приточным (рис. 4.15 а и б) со стороны
одного из трех каналов, соответственно с одним и с двумя КР.

Возможны и предельные («тривиальные») режимы течения при
РПР, когда на входе хотя бы в один канал устанавливается приблизи-
тельно нулевой расход G. Такие режимы рассмотрены не будут.

Ввиду возможности слияния и разделения потоков газовых смесей
нужно отслеживать состав в зонах и корректно учитывать его влияние
на параметры УС. Несмотря на то, что в общем случае для рабочего те-

12Скорость потока в этих зонах сразу исключим из рассмотрения — пересчетом тер-
модинамических параметров к нестационарно заторможенным (прием с перегородкой).
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ла ДВС принимается многокомпонентное описание, для простоты изло-
жим вариант модели, учитывающей массовую долю Y первого из двух
компонентов двухкомпонентной смеси. Значения Yi, где i = 1, 4, 9,
должны быть также заданы в исходных данных задачи о РПР.

9 ′′

9 ′′

1 ′

1 ′

4 ′

4 ′

23

3

56

6

7

78

а

б

Рис. 4.15. Расчетные схемы для режимов течения при РПР на тройнике: а – вытяж-
ном; б – приточном

Характеристика тройника в нестационарном потоке. В моде-
лях МС, обобщающих задачу о РПР (см. п. 4.9 и 4.10), соотношения
непосредственно на МС замыкались зависимостью для потерь полно-
го давления традиционного вида. Аналогичные модели турбомашин —

более сложными статическими характеристиками (с. 111). В случае
же разветвлений трубопровода проблематично как получить статиче-
скую характеристику элемента — на всевозможных режимах течения —

так и включить ее в процедуру решения задачи о РПР.
Подходы к замыканию, основанные на простых гипотезах, оказы-

ваются недостаточно адекватными. Так, допущение о равенстве статиче-
ских давлений (p3 = p6 = p7, см. рис. 4.14) на тройнике после РПР при-
ближенно и вообще применимо не для всех конфигураций. Также и при-
менение коэффициентов гидравлических потерь ζij обычного вида, зада-
ваемых постоянными или в функции числа M в одном из каналов, чре-
вато заметными количественными отклонениями в результатах расчета.
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Ниже описаны модели разветвлений, построенные на другом под-
ходе к замыканию — расчетными характеристиками тройников, получа-
емых массовым решением (в 2D или в 3D) серий задач о РПР с варь-
ированием параметров в начальных условиях (исходных данных задач
о РПР). Результаты серии расчетов при реалистичной геометрии раз-
ветвления, сведенные в интерполяционные таблицы, могут затем ис-
пользоваться в одномерном расчете движения волн по трубопроводу
с указанного вида разветвлением.

Таким образом, вместо стационарной характеристики потерь в по-
токе на разветвлении в предлагаемых моделях тройников используется
пара зависимостей

p2 = p2

(
p′1, p

′

4, T
′

1, T
′

4

)
, p5 = p5

(
p′1, p

′

4, T
′

1, T
′

4

)
, (4.39)

образующих нестационарную гидрогазодинамическую характе-
ристику (НГХ) разветвления, в которой искомые безразмерные давле-
ния в волнах

p2 =
p2 − p′′9

p′′9
и p5 =

p5 − p′′9
p′′9

могут быть вычислены интерполяцией по таблице, заполненной по ре-
зультатам решения большой серии задач о РПР с варьированием
всех четырех безразмерных определяющих факторов (в приближении
R = idem, γ = idem):

p′1 =
p′1 − p′′9

p′′9
, p′4 =

p′4 − p′′9
p′′9

,

T
′

1 =
T ′

1 − T ′′
9

T ′′
9

, T
′

4 =
T ′

4 − T ′′
9

T ′′
9

.

Приведенными критериальными зависимостями учитываются
конкретные очертания разветвлений и свойства газовой смеси, влияю-
щие на решения задач о РПР.

Вытяжной режим на тройнике. Последовательность расчета те-
чения при РПР на тройнике в вытяжном режиме приведем для расчет-
ной схемы, показанной на рис. 4.15, а и справедливой для дозвукового
течения в зонах 3, 6 и 7. Для данного вида течения при РПР условия
p3 6 p′1 и p6 6 p′4, что указывает на образование газовой смеси в зоне 7
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слиянием (в предположении об идеальном смешении) потоков газовых
смесей из зон 3 и 6 при M3 6 0 и M6 6 0.

Применение обычных соотношений на элементах волновой кар-
тины течения после РПР в этом режиме (рис. 4.15, а) при Y8 = Y9,
R8 = R9, Y3 = Y1, R3 = R1, cp 3 = cp 1, Y6 = Y4, R6 = R4, cp 6 = cp 4 да-
ет систему нелинейных уравнений относительно неизвестных M8, M7,
M6 и M3:

p′′9
p′1

=
π′ (M3, γ3)

π′′ (M8, γ8)
· p7

p3
, (4.40)

p′′9
p′4

=
π′ (M6, γ6)

π′′ (M8, γ8)
· p7

p6
, (4.41)

c′′9
c∗7

=
M7

M8
· α (M7, γ7)

α′′ (M8, γ8)
, (4.42)

m7
y (M7, γ7) F7p7√

T ∗
7

=
∑

i=3, 6

mi
y (Mi, γi) Fipi√

T ∗

i

. (4.43)

Здесь температура T ∗
7 и скорость звука с∗7 стационарного торможе-

ния, а также параметры уравнений состояния R7, cp 7 и γ7 определяются
по M6 и M3 по модели идеального смешения потоков:

G7 = G3 + G6, (Gh∗)7 = (Gh∗)3 + (Gh∗)6 ,

h∗

7 =
(Gh∗)3 + (Gh∗)6

G7
, T ∗

7 = h∗

7/cp 7,

cp 7 =
(Gcp)3 + (Gcp)6

G7
, R7 =

(GR)3 + (GR)6
G7

,

cv 7 = cp 7 − R7, γ7 =
cp 7

cv 7
, c∗7 =

√
γ7R7T ∗

7 .

Связь между величинами давлений p7, p6 и p3 определяется спосо-
бом замыкания системы (4.40)–(4.43).

При предлагаемом способе замыкания на реализацию вытяжного
режима течения прямо указывает (для конкретной задачи и в принятых
обозначениях) выполнение условий p3 = p2 6 p′1 и p6 = p5 6 p′4 для p2

и p5, получаемых из НГХ (4.39). Если указанные условия выполняют-
ся для двух других каналов, для приведения к данной расчетной схеме
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и описанной ниже процедуре достаточно обмена (переиндексации) зна-
чений параметров задачи.

По p3 = p2 = p2 · (p′′9 + 1) из уравнения p3 = p′1π
′(M3, γ3) опреде-

ляется M3, после чего (при F3 = F1, γ3 = γ1 и R3 = R1) можно опреде-
лить остальные параметры потока в зоне 3 :

c3 = c′1

(
p3

p′1

) γ3−1
2γ3

, T3 =
c2
3

γ3R3
, ρ3 =

p3

R3T3
, (4.44)

u3 = c3M3, T ∗

3 = T3 +
u2

3

2cp 3
, G3 = ρ3u3F3, h∗

3 = cp 3T
∗

3 . (4.45)

Совершенно аналогично по p6 = p5 = p5 · (p′′0 + 1) определяются
параметры в зоне 6 : c6, T6, ρ6, u6, T ∗

6 , G6 и h∗
6 (при F6 = F4, γ6 = γ4

и R6 = R4).
Параметры смеси в зоне 7 (G7, h∗

7, T ∗
7 и др.) рассчитывают-

ся по приведенной выше модели смешения, т. е. с учетом сохранения
энергии и массы компонентов смеси при слиянии и смешении потоков
из зон 3 и 6 .

Учет соотношений на КР (разделяющем зоны 7 и 8 ) и на фронте
простой изоэнтропной волны (зоны 9 ′′ и 8 ) позволяет замкнуть задачу
и определить поток количества движения в зоне 7 (рис. 4.15, а).

На каждой итерации по M7 ∈ [−1, 0] из уравнения расхода и энер-
гии в форме (3.18) определяется давление

p7 =
G7

√
T ∗

7

m7F7y(M7, γ7)

и другие параметры потока в зоне 7 :

c∗7 =
√
γ7R7T ∗

7 , c7 = c∗7α(M7, γ7), u7 = c7M7.

При R8 = R9 и γ8 = γ9 из π′′(M8, γ8) = (p8 = p7)/p
′′
9 определяют-

ся M8 и скорость потока в зоне 8 : u8 = c8M8, где c8 = c′′9α
′′(M8, γ8). Ите-

рации по M7 прекращаются по выполнении условия равенства скоростей
по обе стороны от КР u8 = u7 с наперед заданной точностью.

Приточный режим на тройнике. В том случае, когда «нетри-
виальное» течение при РПР на тройнике характеризуется условиями
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p3 = p2 > p′1 и p6 = p5 > p′4, следует применить расчетную схему при-
точного режима течения (рис. 4.15, б); если указанные условия выпол-
няются для двух других каналов, путем переиндексации параметров за-
дачи она приводится к данной расчетной схеме.

Опишем модель и процедуру расчета РПР на тройнике для данного
режима и принятого способа замыкания (с применением НГХ), ограни-
чиваясь случаем дозвукового течения в зонах 7, 3 и 6 (рис. 4.15, б).

В этом случае за фронтом движущейся влево волны Y7 = Y9,
cp 7 = cp 9, γ7 = γ9; для движущихся вправо волн — Y2 = Y1, cp 2 = cp 1,
γ2 = γ1, Y5 = Y4, cp 5 = cp 4, γ5 = γ4, а для зон 3 и 6, куда смесь поступа-
ет квазистационарно при разделении потока из зоны 7 — Y3 = Y6 = Y7,
cp 3 = cp 6 = cp 7, γ3 = γ6 = γ7 с сохранением удельного энергосодержа-
ния — h∗

3 = h∗
6 = h∗

7 и, как следствие — T ∗
3 = T ∗

6 = T ∗
7 .

Тогда соотношения для параметров потока на структурных эле-
ментах одномерного течения при РПР составляют систему нелинейных
уравнений с неизвестными M7, M3, M2, M6 и M5:

p′′9
p′1

=
π′ (M2, γ2)

π′′ (M7, γ7)
· p7

p3
, (4.46)

p′′9
p′4

=
π′ (M5, γ5)

π′′ (M7, γ7)
· p7

p6
, (4.47)

c′′9
c′1

=
M2

M3
· α (M7, γ7)

α (M3, γ3)
· α

′ (M2, γ2)

α′′ (M7, γ7)
, (4.48)

c′′9
c′4

=
M5

M6
· α (M7, γ7)

α (M6, γ6)
· α

′ (M5, γ5)

α′′ (M7, γ7)
, (4.49)

y (M7, γ7)F7p7 = y (M3, γ3) F3p3 + y (M6, γ6) F6p6. (4.50)

Соотношения для p7, p3 и p6, входящих в систему (4.46)–(4.50),
определяются принятым в модели тройника способом замыкания.

На практике (при предлагаемом способе замыкания с применением
НГХ тройника) искомые параметры потока в зонах 7, 3 и 6 удобно на-
ходить итерационным уточнением значения одной переменной. На каж-
дой итерации, например, по M7 ∈ [0, 1], вычисляются параметры газа
в зоне 7 :

T7 = T ′′

9 τ
′′(M7, γ7), p7 = p′′9

(
T7/T

′′

9

) γ7
γ7−1 ,
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c7 =
√
γ7R7T7, u7 = c7M7, T ∗

7 = T7 +
u2

7

2cp 7
.

Поток после разделения рассчитывается с учетом статических дав-
лений p2 = p3 и p5 = p6, получаемых из НГХ (4.39). Так, при расчете
зон 3 и 2 с учетом F3 = F2 = F1 вычисляется (однократно) скорость по-
тока в зоне 2

u2 = M2c2 = M2c
′

1

(
p2

p′1

) γ2−1
2γ2

, (4.51)

где p2 = p2 · (p′′9 + 1) = p3, а M2 определяется из p2 = p′1π
′(M2, γ2).

Условия на КР — p2 = p3 и u2 = u3, а также условия T ∗
3 = T ∗

7 ,
R3 = R7 и cp 3 = cp 7, позволяют определить параметры и расход
в зоне 3 :

T3 = T ∗

3 − u2
3

2cp 3
, ρ3 =

p3

R3T3
, G3 = ρ3u3F3. (4.52)

Параметры и расход в зоне 6 определяются совершенно аналогич-
но по p5 = p5 · (p′′9 + 1). Итерации по M7 прекращаются по выполнении
условия G7 = G3 + G6 с заданной точностью.

4.12.2. Модель РПР в сечении с отверстием в стенке

Боковое отверстие («щель») на стыке гладких участков, сообща-
ющее трубопровод с емкостью — вид разветвления, где вместо одного
из трех каналов имеется емкость. Опишем модель нестационарного те-
чения через такое граничное сечение.

Конфигурации течения при РПР рассматриваемого вида, возмож-
ные при дозвуковой скорости потока в зонах 4 и 3, обобщает рис. 4.16.
Решением задачи о РПР определяются параметры потока в зонах 2, 3,
4 и 5, потоки масс компонентов, потоки КД и энергии смеси в каналы,
а также потоки масс и энергии в емкость на этапе расчетного шага чис-
ленного расчета.

0

1 ′23456 ′′

Рис. 4.16. Обобщенная расчетная схема РПР на «щели»
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В конкретных условиях могут реализоваться четыре различных
нетривиальных режима течения при РПР, которые назовем услов-
но приточным, вытяжным, полуприточным и полувытяжным
(рис. 4.17): конфигурации с двумя КР, без КР и две — с одним КР
соответственно.
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Рис. 4.17. Варианты РПР на «щели»: а – вытяжной; б – приточный; в – полупри-
точный при течении вправо; г – полувытяжной при течении вправо

Сказанное в п. 4.12.1 (с. 117) о сложности замыкания задачи о РПР
на разветвлении относится и к данному случаю. Легко, однако, ви-
деть, что в приближении однородного совершенного газа (R = idem,
γ = idem) решение задачи о РПР на граничном сечении данного вида
автомодельно и для фиксированной геометрии определяется параметра-
ми нестационарного торможения в каналах p′′6, T ′′

6 , p′1, T ′
1 и параметрами

в емкости: p0 и T0. Для «реконструкции» решения в 1D, как и в п. 4.12.1,
модель «щели» использует НГХ из серии вычислительных эксперимен-
тов. Так, знание величин p2 и p5 по обе стороны от «щели» позволяет
замкнуть рассматриваемую задачу о РПР.

Связь между определяющими и определяемыми параметра-
ми НГХ для указанной задачи, представленная в безразмерных перемен-
ных, имеет вид

p2 = p2

(
p′′6, p

′

1, T
′′

6 , T
′

1

)
, p5 = p5

(
p′′6 , p

′

1, T
′′

6 , T
′

1

)
, (4.53)
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где определяемые параметры —

p2 =
p2 − p0

p0
, p5 =

p5 − p0

p0
,

а определяющие —

p′′6 =
p′′6 − p0

p0
, p′1 =

p′1 − p0

p0
,

T
′′

6 =
T ′′

6 − T0

T0
, T

′

1 =
T ′

1 − T0

T0
.

Рассмотрим процедуру расчета параметров потока в зонах 2, 3, 4
и 5 по заданным начальным данным для всех четырех режимов тече-
ния (рис. 4.17).

Cчитая расход смеси G0, потоки масс компонентов (GYk)0 и по-
ток энергии смеси (Gh∗)0 положительными в направлении емкости, по-
лучаем, что для всех режимов верны следующие условия сохранения
масс и энергии:

G3 = G4 − G0, (4.54)

(GYk)3 = (GYk)4 − (GYk)0 , (4.55)

(Gh∗)3 = (Gh∗)4 − (Gh∗)0 . (4.56)

Вытяжной режим на щели. Реализуется при p4 = p5 6 p′′6
и p3 = p2 6 p′1 (рис. 4.17, а); на этом режиме не образуется ни одного КР,
а состав и параметр уравнений состояния газовых смесей в зонах 3 и 4
соответствуют таковым для зон 1 и 6 .

Соотношения на элементах одномерного течения при РПР для это-
го случая позволяют записать два уравнения для определения неизвест-
ных величин M4 и M3:

p′′6 =
p4 = p5

π′′ (M4, γ4)
, (4.57)

p′1 =
p3 = p2

π′ (M3, γ3)
, (4.58)

где связь давлений p2 и p5 с определяющими параметрами задачи опре-
деляется конкретными условиями замыкания, принятыми в модели для
описания квазистационарного течения в окрестности отверстия на гра-
ничном сечении.
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В частном случае предлагаемой модели параметры, например,
в зоне 3 вычисляются так: величина давления p3 берется равной
значению p2 по НГХ (4.53), свойства газа соответствуют таковым
в зоне 1 : γ3 = γ1, R3 = R1 и cp 3 = cp 1, число M3 — из уравнения
p3/p

′
1 = π′ (M3, γ3). Прочие параметры потока в зоне 3 задаются соот-

ношениями (4.44) и (4.45). Аналогично определяются параметры в зоне 4
(рис. 4.17, а).

Приточный режим на щели. На этом режиме, который реализу-
ется при p4 = p5 > p′′6 и p3 = p2 > p′1, образуются два КР (газовая смесь
из емкости поступает в оба канала, рис. 4.17, б). Поэтому свойства газа
в зонах 3 и 4 и температура стационарного торможения соответству-
ют таковым для емкости: γ3 = γ4 = γ0, R3 = R4 = R0, cp 3 = cp 4 = cp 0

и T ∗
3 = T ∗

4 = T0.
Соотношения на элементах одномерного течения при РПР для это-

го случая составляют уравнения с неизвестными M5, M4, M3 и M2:

p′′6 =
p5

π′′ (M5, γ5)
, (4.59)

p′1 =
p2

π′ (M2, γ2)
, (4.60)

c′′6
c0

=
M4

M5
· α (M4, γ4)

α′ (M5, γ5)
, (4.61)

c′1
c0

=
M3

M2
· α (M3, γ3)

α′ (M2, γ2)
, (4.62)

где способ расчета давлений p2 и p5 также определяется конкретной мо-
делью замыкания уравнений (4.59)–(4.62).

Для предлагаемой модели замыкающие соотношения составля-
ют НГХ (4.53) конкретной щели и расчет РПР не требует итераций.
Действительно, например, после определения M2 из p2/p

′
1 = π′ (M2, γ2)

(по известному из НГХ значению p2 = p0 · (p2 + 1) и при γ2 = γ1,
R2 = R1 и cp 2 = cp 1) скорость u3 = u2 определяется из (4.51), а пара-
метры в зоне 3 — из (4.52), также с учетом обоих условий на КР: p2 = p3

и u2 = u3. Параметры потока в зоне 4 (рис. 4.17, б) рассчитываются
аналогично.

«Полуприточный» режим на щели, как и описанный далее «по-
лувытяжной», реализуются при p4 = p5 6 p′′6 и p3 = p2 > p′1, но в данном
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случае (при течении газа вправо и G4 < G3) «дефицит» расхода воспол-
няется за счет газа, поступающего из емкости: G0 = G4 − G3 < 0, при
принятом в (4.54)–(4.56) правиле знаков для потоков массы и энергии
в емкость. Если же p4 = p5 > p′′6 и p3 = p2 6 p′1, то имеет место течение
влево, и после переиндексации применима одна из расчетных схем, по-
казанных на рис. 4.17, в или г.

На этом режиме по известному из НГХ (4.53) давлению p4 = p5 па-
раметры потока в зоне 4 (за фронтом изоэнтропной волны, рис. 4.17, в)
можно вычислить, явно выразив M4 (при γ4 = γ6, R4 = R6 и cp 4 = cp 6)
из p4/p

′′
6 = π′′(M4, γ4):

T4 =
c2
4

γ4R4
, T ∗

4 = T4 + 0,5u2
4/cp 4, h∗

4 = cp 4T
∗

4 ,

ρ4 =
p4

R4T4
, c4 = c′′6

(
p4

p′′6

) γ4−1
2γ4

, u4 = c4M4, G4 = ρ4u4F4.

Параметры потока в зоне 3 позволяет определить модель слияния
потоков. Из равенств (4.54)–(4.56) следует:

h∗

3 =
G4h

∗
4 − G0h

∗
0

G3
, cp 3 =

G4cp 4 − G0cp 0

G3
, T ∗

3 =
h∗

3

cp 3
,

R3 =
G4R4 − G0R0

G3
, cv 3 = cp 3 − R3, γ3 =

cp 3

cv 3
.

Параметры потока в зонах 2 и 3 при известных p2 = p3 и T ∗
3 , а так-

же параметрах УС смеси вычисляются по (4.51) и (4.52).
Систему из трех уравнений для связи параметров через ГДФ от чи-

сел M4, M3 и M2 в зонах при «полуприточном» режиме РПР на «ще-
ли» образуют первое уравнение (4.57) «вытяжной» модели, а также вто-
рое (4.60) и четвертое (4.62) уравнения «приточной» модели.

«Полувытяжной» режим на щели (рис. 4.17, г) отличается
от «полуприточного» только тем, что при направлении течения впра-
во G4 > G3 избыток расхода (G0 = G4 − G3 > 0) газовой смеси из зо-
ны 4 «сбрасывается» в емкость (зона 0 ). В используемом здесь адиа-
батном приближении температура стационарного торможения и пара-
метры УС смеси, поступающей в зону 3, соответствуют таковым для зо-
ны 4. В остальном расчет ничем не отличается от расчета для предыду-
щего режима. Приведение к базовой расчетной схеме (рис. 4.17, г) для
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расчета РПР при обратном направлении течения (влево) также требует
только переиндексации параметров в условиях задачи.

Систему уравнений модели, где скомбинированы выражения отно-
шений параметров через ГДФ, для данного режима течения при РПР
на «щели» также образуют уравнения (4.57), (4.60) и (4.62).
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5. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ГАЗОВОЙ ДИНАМИКИ

Глава посвящена численным методам решения задач газовой ди-
намики. Рассматриваются только методы для расчетов по уравнениям
МЖГ для сжимаемых сред в нестационарной форме, в вариантах, где
по состоянию в расчетных ячейках на известном временно́м слое пере-
счет идет по явным выражениям состояния на следующий слой (явные
методы).

Уравнения, описывающие течение газа, представляют собой1 си-
стемы уравнений с частными производными (УЧП). Решение та-
ких систем уравнений для практически важных задач невозможно по-
лучить в аналитическом (замкнутом) виде. Поэтому решение УЧП (как
и обыкновенных дифференциальных уравнений, ОДУ) получают
численно — методами вычислительной гидрогазодинамики (ВГД,
англ. Computational Fluid Dynamics, CFD), посредством расчетов
на цифровых ЭВМ. Применение численных методов обязательно подра-
зумевает дискретизацию — переход от континуального (непрерывно-
го) к дискретному («прерывистому») представлению как независимых
переменных — x, y, z, t, так и зависимых переменных — искомых
функций ρ, vx, vy, vz , p, T , e, qx, . . . , Π′′

xx, . . . , k, ε и др.
Дискретизация здесь означает введение в расчетной области

(в пространстве независимых переменных) расчетной сетки — более
или менее упорядоченной совокупности точек («узлов») или же малых
конечных объемов — ячеек. Соотношения численных методов ВГД за-
дают арифметические (и другие) операции над сеточными функция-
ми — массивами значений искомых функций в узлах (или же ячейках)
расчетной сетки.

Важное свойство численных методов ВГД — аппроксимация со-
отношениями метода производных, входящих в исходные уравнения.
Необходимо, чтобы при измельчении шага сетки по всем независи-
мым переменным численное решение, получаемое данным методом, схо-
дилось к точному решению, однозначно определяемому набором УЧП
и условиями однозначности (НУ, ГУ и др.) конкретной задачи. Второе
необходимое для сходимости численных решений к точным решениям
условие — устойчивость расчетных процедур численного метода для

1При применении дифференциальной формы записи основных уравнений МЖГ.

128



а) данной сетки, б) уравнений конкретной модели и в) заданных усло-
вий однозначности.

При этом степень соответствия модели реальному описываемо-
му явлению определяется адекватностью принятых для вывода урав-
нений а) гипотез и б) соотношений, замыкающих уравнения. Вопросы
адекватности модели и достоверности получаемых по ней решений за-
дач на этапе применения численного метода для решения ее уравнений
не рассматриваются.

Среди применяемых в ВГД численных методов [22, 23, 24, 25] мож-
но выделить группы методов конечных объемов (МКО), методов
конечных разностей (МКР) и другие. МКО характерны тем, что их со-
отношения — конечно-разностные аналоги законов сохранения; в со-
отношениях имеются члены, которыми выражаются текущие значения
потоков через границы расчетных ячеек массы, количества движения
и энергии, т. е. сохраняющихся («консервативных») величин в ЗС. Свой-
ство консервативности этих методов гарантирует отсутствие в ходе
расчета неконтролируемых «нефизичных»

2 источников и «стоков» со-
храняющихся величин.

Далее обсуждаются в основном МКО — консервативные мето-
ды для простой регулярной и равномерной сетки ячеек (конечных объе-
мов). Они пригодны для численного решения одномерных и простран-
ственных задач о течениях идеальных сжимаемых жидкостей и газов
(дифференциальная форма — уравнения Эйлера) и о течениях реаль-
ных сред (с учетом вязкости и теплопроводности: уравнения Навье –

Стокса), включая турбулентные (по уравнениям, замкнутым моделями
турбулентного переноса), а также для расчета течений реагирую-
щей многокомпонентной смеси.

Многообразие методов ВГД и решаемых задач не исчерпывает-
ся обсуждаемыми методами и классами задач. Однако и на их основе
в принципе возможно численно решить и практически важные задачи
о течениях реальных (вязких и теплопроводных) однородных сжимаемых
жидкостей или химически реагирующих смесей (одно- и многофазных).
Знакомство с этими методами дает базу для осмысления проблематики
численного решения практических задач по моделям МЖГ. Методы по-
казаны «от простого к сложному» — вначале описаны методы решения
одномерных задач газовой динамики.

2Т. е. происходящих от вычислительной погрешности, а не заложенных в модель.
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Специфика численных методов и программных инструментов для
моделирования на ЭВМ общего вида течений по уравнениям моде-
лей МЖГ кратко освещена в п. 5.3 данной главы (с. 154).

5.1. Численные методы для одномерных задач

5.1.1. Метод характеристик
и сеточно-характеристический метод

Изложение численных методов для уравнений газовой динамики
начнем с двух методов, где соотношения вдоль характеристических кри-
вых используются для вычисления искомых функций в узлах расчет-
ной сетки — метода характеристик и сеточно-характеристи-
ческого метода [16].

В классическом методе характеристик для решения уравнений
одномерной нестационарной газовой динамики на плоскости (x, t) вво-
дится сетка, узлы которой располагаются в точках пересечения харак-
теристических кривых («характеристик») трех семейств, а положение
точек определяется в ходе численного решения. Параметры газа в уз-
лах сетки определяются из соотношений вдоль характеристик для вы-
бранной модели течения. Метод применялся для расчета пульсирующих
воздушно-реактивных двигателей еще до появления ЭВМ.

Метод характеристик, как метод решения систем УЧП гипербо-
лического типа с двумя независимыми переменными, может служить
не только для расчета одномерных неустановившихся течений, но и для
стационарных сверхзвуковых течений и др. Например, при расчетах дву-
мерных сверхзвуковых течений маршевой координатой будет простран-
ственное направление, в котором составляющая скорости по данному
направлению в рассчитываемой подобласти превышает местную ско-
рость звука.

При численном расчете нестационарного течения совершенного га-
за с одной пространственной координатой для определения решения
в узлах в общем случае нужно использовать конечно-разностные со-
отношения вдоль характеристических кривых вида (4.10). Данные со-
отношения несправедливы на разрывах искомых функций, и при нали-
чии разрывов в численном решении возникнут погрешности (на разрывах
теряется аппроксимация исходных интегральных законов сохранения).
Можно обойти указанное затруднение, если явно выделять поверхности

130



разрывов в процессе расчетов и применять к ним специфические соот-
ношения на разрывах, что значительно усложняет логику расчетов.

Все численные методы, описываемые ниже, не требуют упомянуто-
го явного выделения разрывов. По этому признаку такие методы от-
носят к классу методов (или разностных схем) сквозного счета (ан-
гл. schock-capturing schemes).

При расчете методом характеристик в подобластях гладкости ре-
шения достигается второй порядок аппроксимации как по времени t, так
и по координате x, если параметры в узле D и его координату в (x, t)
определять итерационно, с подстановкой средних арифметических зна-
чений параметров в узлах A, B, C, и D в разностные формулы на ос-
нове (4.10) для определения приращений инвариантов Римана I±D

и удельной энтропии sD (см. рис. 5.1).

x

t

xA, tA xB, tBxC, tC

xD, tD

A BC

D

Рис. 5.1. К построению характеристических методов; конечно-разностная
аппроксимация соотношений вдоль характеристик (см. рис. 4.1 на с. 83)

Достоинством метода характеристик является наглядность при
проведении расчетов, недостатком — сложность метода в варианте с яв-
ным выделением разрывов или же потеря аппроксимации при использо-
вании его в качестве метода сквозного счета. Кроме того, не во всех при-
ложениях удобно бывает построение расчетной сетки в ходе расчета.

Для реализации на ЭВМ более удобны методы расчета на фикси-
рованной по x и t сетке. Так, сеточно-характеристический метод
использует те же соотношения вдоль характеристик для обновления па-
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раметров в узлах сетки на новом слое по t. Опишем вариант метода
с фиксированной и равномерной по x и t сеткой, в котором распределе-
ния искомых величин — I± и s — на старом временнóм слое находятся
линейной интерполяцией между узлами сетки, разрывы искомых функ-
ций не рассматриваются. Конечно-разностные формулы метода для вы-
числения термогазодинамических параметров в узле (xi, t

n+1) получим
из соотношений вида (4.10) для частного случая квазиодномерного дви-
жения совершенного газа

d−I−
dt

= − c

γR

d−s

dt
− cu

F

dF

dx
− τwΠ

ρF
+

c

cpT

dq

dt
= S−,

d+I+

dt
= − c

γR

d+s

dt
+

cu

F

dF

dx
+
τwΠ

ρF
+

c

cpT

dq

dt
= S+,

d0s

dt
=

1

T

dq

dt
=
γR

c2dэ

[
λ
|u3|
2

+
4α

ρ
(Tw − T )

]
= S0.

Для показанного на рис. 5.2 шаблона сетки формулы метода
имеют вид:

In+1
− i = I−D = IB + ∆t · S−BD,

In+1
+ i = I+ D = IA + ∆t · S+ AD,

sn+1
i = sD = sC + ∆t · S0 CD,

где «источниковые» члены S± и S0 вычисляются по средним арифмети-
ческим значениям ρ, c, u, F , dF

dx , τw, T , dq
dt , λ dэ, Tw и α (но не s!) в соот-

ветствующих точках, например cAD = 1
2 (cA + cD) и т. д.

При этом для уточнения значений величин в точке D требуется
применять формулы метода итерационно, уточняя на каждой итерации
также координаты x точек A, B и C, а также значения параметров газа
в них. Примем для определенности, что uAD + cAD > 0, uBD − cBD 6 0
и uCD > 0, тогда для линейного интерполирования решения на «старом»

слое по времени (рис. 5.2) справедливы формулы

IA = In
+ i−1 +

(
xA − xi−1

xi − xi−1

)(
In
+ i − In

+ i−1

)
,

IB = In
− i +

(
xA − xi

xi+1 − xi

)(
In
− i+1 − In

− i

)
,
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sC = sn
i−1 +

(
xC − xi−1

xi − xi−1

)(
sn
i − sn

i−1

)
,

где xA = xi−(uAD+cAD)∆t, xB = xi−(uBD−cBD)∆t, xC = xi−uCD∆t.

tn

tn+1

In
−

In
+

sn

xi−1 xi xi+1
A BC

D

Рис. 5.2. Схема сеточно-характеристического метода на сетке с равномерным шагом уз-
лов

После определения в некоторой точке (xi, t
n+1) параметров по-

тока I−, I+ и s прочие параметры досчитываются по известным
соотношениям:

c =
γ− 1

4
(I+ + I−) , u =

1

2
(I+ − I−) ,

ρ = ρ0

(
c

c0

) 2
γ−1

exp

(
s0 − s

R

)
, T =

c2

γR
, p = ρRT.

Уже на примере сеточно-характеристического метода можно по-
казать (см. рис. 5.2), что шаг по времени ∆t ограничен выражением вида
условия устойчивости Куранта (Couránt)

∆t < CFL
∆x

max (|ui| + ci)
, CFL ≈ 1.

Поскольку в этом методе отсутствует понятие ячейки как конечного
объема и разностные формулы метода не являются разностными анало-
гами интегральных законов сохранения, метод не является консерватив-
ным, так как не аппроксимирует уравнения ГД в интегральной форме.

Полученные подобными методами численные решения не сходят-
ся к точным решениям задач для интегральных законов сохранения, ког-
да решения содержат разрывы. Поэтому применение данного метода
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в качестве метода сквозного счета к задачам с разрывами дает числен-
ные решения, отягощенные неустранимыми погрешностями.

Отсутствие у метода свойства аппроксимации уравнений в ин-
тегральной форме при сквозном счете течений с разрывами видно
на рис. 5.3 и рис. 5.4, где сравниваются решения описанным методом
двух тестовых задач о распаде разрыва, с точными решениями. Величи-
ны в узлах сетки из численного решения отмечены точками-маркерами.

Первая задача содержала двукратный, а вторая — двадцатикрат-
ный разрыв по плотности и давлению в исходных данных, при исход-
но нулевой скорости газа с γ = 1,4 по обе стороны от начального раз-
рыва параметров, расположенного в центре. На рис. 5.3 показано ре-
шение задачи с pL/pR = ρL/ρR = 2, с развитием дозвукового течения
с числом M ≈ 0,26 за фронтом волны разрежения, а на рис. 5.4 — зада-
чи со сверхзвуковым течением (M = 1,36 за фронтом ЦВР) после рас-
пада исходного разрыва при pL/pR = ρL/ρR = 20. Решения получены
сеточно-характеристическим методом на равномерной сетке из 100 уз-
лов. В численных расчетах было сделано 100 шагов по времени; число
Куранта CFL в расчетах было близко к 0,5.

Из рис. 5.4 видно, что неконсервативность метода проявляется
здесь значительно — заметно занижена скорость движения КР и очень
существенно — скорость движения УВ. Отметим, что амплитудные зна-
чения параметров потока по обе стороны от КР представлены удовле-
творительно, но профиль скорости не вполне горизонтальный. Эти недо-
статки не были заметны в «дозвуковом» течении при РПР (рис. 5.3).

Характер отклонения численного решения от точного такой же, как
у наименее точного классического метода Годунова первого поряд-
ка аппроксимации, см. п. 5.1.2. Кроме того, численное решение заметно
оклоняется от точного в области скачка уплотнения — численное «от-
стает», что не исправляется переходом к более мелкой сетке (причина —

неприменимость характеристических уравнений к сильному разрыву).
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Рис. 5.3. «Дозвуковая» задача, сеточно-характеристический метод
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Рис. 5.4. «Сверхзвуковая» задача, сеточно-характеристический метод
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Нарастание погрешности метода особенно остро проявляется
в расчетах движения УВКА, где фронт волны в численном решении за-
метно отстает по сравнению с точным решением, полнота профиля ре-
шения нефизично уменьшается со временем — происходит «сеточное»

уменьшение массы и энергии газа в расчетной области, что по опре-
делению невозможно в консервативных методах. На таких (неавтомо-
дельных) задачах видны недостатки сеточно-характеристического мето-
да; они существенны на практике, но слабо проявляются в решениях ав-
томодельных задач (рис. 5.3 и рис. 5.4).

Сеточно-характеристический метод и метод характеристик широ-
ко использовались в прошлом для численного моделирования нестацио-
нарных течений газа в каналах и соплах, в том числе для моделирования
процессов в сложных трубопроводных системах и газовоздушных трак-
тах ДВС. В настоящее время им на смену практически повсеместно при-
шли высокоточные консервативные методы сквозного счета, например,
методы типа С. К. Годунова.

Методы типа метода характеристик и других классов, более или
менее непосредственно использующих соотношения вдоль характери-
стических кривых (и поверхностей), могут с успехом использоваться
для решения многомерных нестационарных задач газовой динамики
(см., например, [22, 23]).

5.1.2. Метод распада разрыва С. К. Годунова

Изучение семейства консервативных явных методов решения
нестационарных задач газовой динамики начнем с классического «мето-
да распада разрыва» (предложенного советским ученым С. К. Годуно-
вым [23]) и получившего его имя.

До С. К. Годунова для численного решения задач газовой динамики
применялись (помимо конечно-разностных методов, основанных на ха-
рактеристических соотношениях) методы, основанные на формальных
конечно-разностных аппроксимациях уравнений. В явных консерватив-
ных вариантах таких методов потоковые члены вычисляются фиксиро-
ванным способом, при этом решение в узле сетки на новом слое линейно
зависит от решения в нескольких смежных узлах сетки, из-за чего ме-
тоды получили наименование линейных. При применении линейных ме-
тодов, особенно с порядком аппроксимации выше первого, в областях
резкого изменения сеточных функций (например, на разрывах в точном
решении) проявляются нефизичные дефекты численных решений, глав-
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ным образом осцилляции сеточных функций. Методы, дающие подоб-
ные решения, характеризуются поэтому как немонотонные.

Часто для получения бездефектных численных решений задач
с разрывами приходилось отказываться от простых в реализации
«сквозных» методов (т. е. не учитывающих особенностей решения)
и применять методы в рамках программ счета с выделением особен-
ностей. Как вариант решения проблемы использования высокоточных
методов с сохранением монотонности решений при «сквозном» счете
применялись методы «гибридного» типа, которые в областях, чрева-
тых осцилляциями сеточных функций, «переключались» на метод низ-
кого порядка, обладающий значительной численной диссипацией, то-
гда как в основной части расчетной области безопасно использовался
немонотонный метод более высокого порядка, с пониженной диссипа-
цией. Таким образом удавалось проводить «сквозные» расчеты задач
с разрывами.

С. К. Годуновым [23] показано, что среди линейных методов с по-
рядком аппроксимации выше первого не существует методов, га-
рантирующих монотонность решения (теорема Годунова). Причина
нефизичного поведения численных решений в таких случаях — неадек-
ватное описание линейным методом нелинейных эффектов, присутству-
ющих в системах уравнений газовой динамики.

В линейных консервативных методах даже первого порядка ча-
сто не гарантируется монотонность решений в случае наличия сильных
скачков в решении задач. Тем не менее некоторые из них дают неос-
циллирующие (монотонные) решения, чему способствует, во-первых, то,
что в методах первого порядка аппроксимации присутствует значитель-
ная нефизичная (численная) диссипация. Во-вторых, при расчете по-
токов желателен учет «характеристических» свойств исходной систе-
мы УЧП. А именно, возможно использовать в численном методе ре-
шения систем гиперболических УЧП [21] свойство противопоточно-
сти (англ. upwinding) — когда в процедуре расчета потоков на гра-
нице используются соотношения типа соотношений на прибывающих
характеристиках.

Нововведением С. К. Годунова в деле создания гарантированно мо-
нотонной версии консервативного метода сквозного счета стал способ
расчета газодинамических потоков на границах расчетных ячеек из точ-
ного решения задачи о распаде произвольного разрыва (РПР) — за-
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дачи о течении после соприкосновения газов с произвольно отличающи-
мися газодинамическими параметрами (см. с. 100), т. е. способ опре-
деления потоков из локальной задачи о нелинейном волновом плос-
ком движении. К этой задаче приводит использование (в этом методе)
кусочно-постоянных (т. е. в пределах ячеек, см. рис. 5.5) распределе-
ний параметров газа в начале каждого расчетного шага.

t = tn

t → tn+1 − 0

t = tn+1

(ρ = U1)
n
i

(ρ = U1)
n+1
i

Un
i

Un+1
i

Fn
i+1

2
Fn

i−1
2

Sn
i

xi−3
2

xi−1
2

xi+1
2

xi+3
2

Рис. 5.5. Обновление решения в ячейках (конечных объемах) методом «распада разры-
ва» С. К. Годунова; вид решения характерен для плотности ρ = U1

Консервативный метод обновления параметров газа в ячейке для
системы уравнений (2.30), соответствующий методу С. К. Годунова, од-
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ношаговый и «трехточечный» на «старом» слое по времени, имеет вид

Un+1
i = Un

i +
∆t

∆x · Fi

[
(Fx · F )ni−1/2 − (Fx · F )ni+1/2

]
+ ∆tSn

i ,

где (Fx)ni−1/2 — потоки из точных решений задач о РПР на i− 1
2-й грани-

це на «старом» временно́м слое; Sn
i — источниковый член, учитывающий

трение, теплообмен со стенкой и переменность сечения.
Использование в методе процедуры решения РПР позволяет опре-

делять потоки физически обоснованно, на базе интегральных законов
сохранения. Поэтому метод С. К. Годунова может применяться как метод
сквозного счета, позволяющий получать монотонные решения, сходя-
щиеся (при измельчении сетки) к точным решениям, удовлетворяющим
интегральным законам сохранения при наличии, в общем случае, слабых
и сильных разрывов искомых функций.

Отметим, что возможен расчет потоков по данным на «прибываю-
щих» характеристиках3, что, по сравнению с точным решением задачи
о РПР, означает линеаризацию. Такой подход применен в консерватив-
ных методах из п. 5.1.3 и 5.1.4.

На рис. 5.6 можно видеть решения упомянутой выше тестовой за-
дачи о РПР при небольших значениях M в волнах, а на рис. 5.7 —

при сверхзвуковом течении за «хвостом» волны разрежения, получен-
ные классическим методом Годунова на расчетной сетке, содержащей
100 ячеек — конечных объемов. В этих задачах также было сделано
по 100 шагов по времени с тем же числом Куранта (0,5), что и ранее для
сеточно-характеристического метода.

Заметно значительное численное «размазывание» решения во всех
случаях, хотя положение разрывов воспроизводится очень хорошо (об-
щее свойство консервативных методов). На профилях решения «сверх-
звуковой» задачи виден дефект решения, присущий методу Годунова
первого порядка — скачок параметров на звуковой линии, имеющий
численный характер. К недостаткам классического метода Годунова от-
носятся его невысокая точность — следствие сильной численной дисси-
пации при низком (первом) порядке аппроксимации в подобластях глад-
кости решения и большие вычислительные затраты на массовое решение
задач о РПР на границах.

3Решение локальной характеристической задачи (ЛХЗ).
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Рис. 5.6. «Дозвуковой» распад разрыва, метод С. К. Годунова
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Рис. 5.7. «Сверхзвуковой» распад разрыва, метод С. К. Годунова
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При решении практических задач значительная численная дисси-
пация делает метод Годунова малоэффективным, а для многомерных за-
дач, где необходимо выявить тонкости структуры решения при медлен-
ном течении — практически неприменимым.

5.1.3. Метод повышенной точности типа метода
Годунова

В 70-х и 80-х годах XX века исследовалась возможность созда-
ния высокоточных эффективных консервативных монотонных методов
сквозного счета. Были предложены разные варианты так называемых
MUSCL-, TVD-, ENO-, FCT-методов. Среди них — класс методов ти-
па Годунова повышенной точности, обобщающих классический ме-
тод уточненным способом аппроксимации производных по пространству
(т. е. потоков на границах) — на расширенном шаблоне ячеек.

Если бы без вреда для монотонности решений можно было исполь-
зовать по две ячейки с обеих сторон от данной, то можно «реконстру-
ировать» решение в пределах ячейки по закону квадратичной парабо-
лы и достичь третьего порядка аппроксимации в методе для реше-
ния одномерных (по координате x) задач. Согласно теореме Годунова
(с. 137), такой метод на фиксированном шаблоне ячеек, будучи линей-
ным, окажется немонотонным. Поэтому во всех методах повышенной
точности описываемого здесь класса сеточный шаблон не фиксирован,
а приспосабливается к решению (по существу, делая такой метод по-
вышенного порядка аппроксимации «гибридным»): в области резкого
изменения решения метод переключается на шаблон, дающий достаточ-
ную для монотонности численную диссипацию.

В настоящее время методы повышенной точности с кусочно-пара-
болической реконструкцией решения в ячейке применяются как стан-
дартный инструмент решения многомерных стационарных и нестацио-
нарных задач, в том числе неявными методами и с преобразовани-
ем в криволинейную систему координат. Использование их значительно
повышает эффективность вычислений за счет улучшения аппроксима-
ции, а также применения линеаризованных процедур решения ЛХЗ вме-
сто процедур точного решения задачи о РПP на границах. Такой подход
оправдан, так как благодаря параболической реконструкции решения
в ячейке разрывы на границах ячеек в массе своей небольшие и ошибки
линеаризации заметно не проявляются.
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Наряду с улучшением пространственной аппроксимации становит-
ся разумным (и необходимым) повышение порядка также и по времени.
Это осуществимо, во-первых, с применением многошаговых методов ин-
тегрирования состояния в каждой ячейке по времени в духе методов Рун-
ге – Кутта; на практике применяются двух-, трех- и черырехэтапные
методы соответственно второго, третьего и четвертого порядков аппрок-
симации по времени. Кроме того, остается возможность однократного
(на шаге) вызова процедур реконструкции и решения ЛХЗ в методе вто-
рого порядка по времени, расчет потоков ведется в точке «на полушаге»

между старым и новым временны́ми слоями. Ниже, на с. 148 будет опи-
сан исключительно эффективный метод данного типа.

Двухэтапный метод (типа «предиктор-корректор») пересчета сос-
тояния в ячейках на новый слой по времени, схематично показанный
на рис. 5.8, может быть записан как

U
(1)
i = Un

i + ∆t L (Un
i ) ,

Un+1
i = 1

2U
n
i + 1

2

[
U

(1)
i + ∆t L

(
U

(1)
i

)]
.

Возможно применение и трехэтапного метода, что соответствует
методу Рунге – Кутта третьего порядка по времени:

U
(1)
i = Un

i + ∆t L (Un
i ) ,

U
(2)
i = 3

4U
n
i + 1

4

[
U

(1)
i + ∆t L

(
U

(1)
i

)]
,

Un+1
i = 1

3U
n
i + 2

3

[
U

(2)
i + ∆t L

(
U

(2)
i

)]
.

В этих методах L (Un
i ) — разностный пространственный оператор,

который применительно к системе (2.29) имеет вид:

L (Un
i ) =

1

∆x · Fi

[
(Fx · F )ni− 1

2
− (Fx · F )n

i+ 1
2

]
+ Sn

i .

Процедура реконструкции решения U по обе стороны от границы,
например, с индексом i + 1

2 , имеет следующий вид:

Un−
i+ 1

2

= Un
i + [S]−1

i {1+ϕ
4 ∆̃Wn

i + 1−ϕ
4 ∇̃Wn

i },
Un+

i+ 1
2

= Un
i+1 − [S]−1

i+1{
1+ϕ

4 ∇̃Wn
i+1 + 1−ϕ

4 ∆̃Wn
i+1},

(5.1)

∆̃Wn
i = minmod(∆Wn

i , b∇Wn
i ), ∇̃Wn

i = minmod(∇Wn
i , b∆Wn

i ),
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∆Wn
i = [S]ni ∆Un

i , ∆Un
i = Un

i+1 −Un
i ,

∇Wn
i = [S]ni ∇Un

i , ∇Un
i = Un

i − Un
i−1.

Ограничительная функция minmod(·,·) определяется как

minmod(x,y) =

{
0, xy 6 0

sign(x)min(|x|,|y|), xy > 0
, (5.2)

где 1 6 b 6 bmax, bmax = 3−ϕ
1−ϕ , ϕ 6 1; приняты следующие величи-

ны, обеспечивающие третий порядок аппроксимации по x в аналогичном
методе для модельного линейного уравнения — ϕ = 1

3 , b = bmax = 4.

Матрица преобразования [S] и обратная ей матрица [S]−1 взяты
из преобразования бесконечно малых приращений искомых консерва-
тивных переменных в приращения вектора плотностей потоков, справед-
ливого для системы уравнений (2.32) — для однородного совершенного
газа или смеси совершенных газов постоянного состава:

[A] = [S]−1[Λ][S], [Λ] = diag(u,u + c,u − c), δF = [A]δU, (5.3)

[S] =




−c2 + γ−1
2 u2 (1 − γ)u γ− 1

−cu + γ−1
2 u2 c + (1 − γ)u γ− 1

cu + γ−1
2 u2 −c + (1 − γ)u γ− 1


 ,

[S]−1 =




− 1
c2

1
2c2

1
2c2

− u
c2

u
2c2 + 1

2c
u

2c2 − 1
2c

− u2

2c2
u2

4c2 + u
2c + 1

2(γ−1)
u2

4c2 − u
2c + 1

2(γ−1)


 .

Расчет потоков на границах в описываемом методе проводится
приближенной процедурой, основанной на соотношениях вдоль характе-
ристик одномерной плоско-симметричной системы уравнений газовой
динамики (2.32). В процедуре может быть использована и система со-
отношений вдоль характеристик исходной системы уравнений достаточ-
но общего вида, например (2.29). Опыт расчетов показывает, что если
для смежных ячеек отличие молярных масс газовых смесей, сечений ка-
нала, а также интенсивность трения и теплообмена со стенкой соответ-
ствуют реально встречающимся условиям, то можно брать соотношения
для плоского нестационарного потока однородного совершенного газа.
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Рис. 5.8. Схема обновления решения в ячейках по методу повышенной точности (двух-
этапная; сравн. с рис. 5.5 на с. 138)
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Такие соотношения следуют из (4.7) и имеют вид:

d−u − 1
ρcd

−p = 0,

d0p − c2d0p = 0,
d+u + 1

ρcd
+p = 0,

где характеристические направления на плоскости (x, t) задаются выра-
жениями (4.8).

Дополнительно линеаризовав соотношения вдоль характеристик,
приведем их к виду УЧП для инвариантов Римана линеаризованной од-
номерной системы уравнений:

d−I− = 0,
d0I0 = 0,
d+I+ = 0.

(5.4)

В (5.4) «инварианты»: I− = u + α−p, I0 = p + α0ρ, I+ = u + α+p,
в которых α− = −1/ρc, α0 = −c2, α+ = 1/ρc — постоянные коэффи-
циенты. И хотя соотношения (5.4) строго справедливы в случае гладких
функций и бесконечно малых возмущений параметров потока, на их ос-
нове получается эффективная процедура приближенного решения зада-
чи о РПР с конечным разрывом в начальных данных (рис. 5.9) как ло-
кальной характеристической задачи (ЛХЗ).

x

t

I0

I+
I−

α0

α+
α−

A BC

D

Рис. 5.9. Шаблон для решения ЛХЗ при (u− c) 6 0, u > 0, (u + c) > 0

При решении задач по модели течения смеси переменного соста-
ва используем тот факт, что форма записи уравнения для массовой доли
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компонента является характеристической, поэтому необходимая для ап-
проксимации потоков масс каждого из компонентов кусочно-параболи-
ческая реконструкция может (и должна) выполняться по соотношени-
ям (5.1), для значений Y n

k , k = 1, . . . ,K в ячейках шаблона.
Для простоты рассмотрим случай, когда (u − c) < 0, u > 0

и (u + c) >0, показанный на рис. 5.9. Определим «инварианты», прибы-
вающие в точку D, используя (5.4) и др. величины из A, B и C :

I−D = uB + α−pB ,
I0 D = pC + α0ρC ,
I+D = uA + α+pA.

Линеаризация проявляется в том, что константы вычисляются
в точках с существенно различными параметрами и используются как
таковые для определения параметров решения в одной точке — D (про-
стейший способ — α− = αB , α0 = αC , α+ = αA).

Далее вычисляются параметры на границе ячеек, т. е. в точке D
(см. рис. 5.9). Опуская индексы «D », имеем:

p =
I+ − I−
α+ − α−

, u = I+ − α+p, ρ =
I0 − p

α0
.

После чего по уравнению состояния рассчитывается температура
на границе: T = p/(Rρ), где газовая постоянная берется для того газа
(смеси), который, согласно знаку скорости потока, течет через грани-
цу. Так же определяется и массовый состав этой смеси на границе —

Yk = ρk/ρ, а по массовому составу и температуре находится удельная
внутренняя энергия смеси: e = e(T, Y1, . . . , YK−1).

На рис. 5.10 можно видеть решения тестовой задачи о РПР
при дозвуковом течении, на рис. 5.11 — при сверхзвуковом течении
за «хвостом» ЦВР; для сравнения показаны также точные решения
задач о РПР.

Видно, что в данных решениях при отсутствии нефизичных ос-
цилляций численное «размазывание» решения значительно меньше, чем
в методе Годунова, а положение разрывов в решении воспроизводится
по-прежнему правильно. Малая численная диссипация (что особенно
заметно в решениях с малыми значениями числа M ) выгодно отличает
данный метод от метода Годунова.

146



1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 20 40 60 80 100

Ячейки

p
ρ
u

Рис. 5.10. «Дозвуковая» задача, метод повышенной точности
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Рис. 5.11. «Сверхзвуковая» задача, метод повышенной точности
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5.1.4. Экономичный консервативный одношаговый
метод

Использование «инвариантов» (5.4), полученных линеаризацией
уравнений одномерной газовой динамики, позволяет построить весьма
экономичный и эффективный монотонный метод решения одномерных
нестационарных задач.

Используем тот факт, что соотношения для инвариантов (5.4) име-
ют вид вид набора простых УЧП в характеристической форме; бу-
дучи линеаризованными, они приближенно выражают характеристиче-
ские свойства исходной системы, и можно использовать их зависимые
переменные, чтобы по ним реконструировать решение в ячейке. А имен-
но, можно взять кусочно-параболические монотонизированные распре-
деления самих этих инвариантов на «старом» слое по времени и тем са-
мым исключить преобразование матриц в процедуре реконструкции:

In
i (x) = In

i +
∆̃In

i + ∇̃In
i

2∆x
(x − xi) + ϕ

∆̃In
i − ∇̃In

i

(∆x)2
(x − xi)

2, (5.5)

∆̃In
i = minmod(∆In

i , b∇In
i ), ∆In

i = In
i+1 − In

i ,

∇̃In
i = minmod(∇In

i , b∆In
i ), ∇In

i = In
i − In

i−1,

где в число «инвариантов» I = [I−, I0, I+, Y1, ... YK−1]
T , помимо (5.4),

включены массовые доли K − 1 компонентов смеси, уравнения сохра-
нения для которых (в неконсервативной форме) также сами имеют вид
характеристических уравнений. Заметим, что отсутствие матрично-
го преобразования в процедуре реконструкции приводит к заметному
ее упрощению.

Вычисление параметров и потоков на границах в таком методе
(рис. 5.12) проводится с помощью характеристической процедуры, по-
добной описанной в п. 5.1.3). В данном же случае для расчета потоков
на границах i-ой ячейки нужно определить параметры потока в узлах
сетки (i ± 1

2 , n + 1
2 ), как в точке D на рис. 5.9 по значениям «инвари-

антов» и коэффициентов в точках A, B, и C, определяя их с учетом рас-
пределений «инвариантов» In

i (x) на «старом» временно́м слое.
В результате получим одношаговый метод повышенного порядка

аппроксимации по x и второго порядка по времени t

Un+1
i = Un

i +
∆t

∆x · Fi

[
(Fx · F )

n+ 1
2

i− 1
2

− (Fx · F )
n+ 1

2

i+ 1
2

]
+ ∆tS

n+ 1
2

i , (5.6)
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в котором потоки «на полушаге» F
n+1/2
i+1/2 вычислены указанным выше

способом, а возможный источниковый член (для сохранения второго по-
рядка по времени) может быть задан как среднее арифметическое

S
n+1/2
i = (Sn

i + Sn+1
i )/2

методом последовательных приближений.

n

n + 1

t = tn

t = tn+1

Un+1
i−1

Un+1
i
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i
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i

F
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2
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2
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Рис. 5.12. Схема обновления решения в ячейках экономичным одношаговым методом
(сравн. рис. 5.8 на с. 144). I+, I− и I0 — инварианты линеаризованных соотношений

вдоль характеристик (5.4), с. 145

На рис. 5.13 и рис. 5.14 можно видеть численные решения двух
тестовых задач о РПР. Для сравнения с численными приводятся точ-
ные решения тестовых задач. Видно, что при отсутствии нефизичных ос-
цилляций численное «размазывание» решения значительно меньше, чем
в методе Годунова, а положение разрывов в решении воспроизводится
по-прежнему правильно.
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Рис. 5.13. «Дозвуковая» задача; высокоточный одношаговый метод
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Рис. 5.14. «Сверхзвуковая» задача; высокоточный одношаговый метод
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Можно считать, что именно ввиду одношаговости метода числен-
ная диссипация оказывается весьма малой. Что касается вычислитель-
ной экономичности, то время счета данным методом требует только 17 %
от времени счета трехэтапным методом повышенной точности и 45 %
времени счета методом Годунова. Некоторая «шероховатость» решений,
однако, позволяет рекомендовать данный метод только для задач, в ко-
торых это не проявится заметно.

5.2. Численный метод для пространственных задач

Приведем здесь численный метод для решения достаточно общей
системы уравнений (2.3), (2.8) и (2.14) — например, для непосред-
ственного интегрирования уравнений, описывающих течение реагирую-
щей смеси или для расчета турбулентного течения по технологии МКВ
(англ. LES). Метод описывается в простейшем варианте: для использо-
вания на трехмерной декартовой расчетной сетке ячеек — конечных
объемов в форме прямоугольных параллелепипедов, см. рис. 5.15.
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Рис. 5.15. Расчетная ячейка трехмерной декартовой сетки ячеек

Отметим, что консервативный метод первого порядка (такой, как
метод Годунова) совершенно непригоден для детальных расчетов по тех-
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нологии МКВ. Для таких расчетов более применим метод, базирую-
щийся на численном методе типа C. К. Годунова повышенной точности,
включающем все ту же кусочно-параболическую интерполяцию и реше-
ние ЛХЗ в акустическом приближении.

В данном методе процедура кусочно-параболической реконструк-
ции (интерполяции) параметров на границы ячеек с последующим ре-
шением задачи о РПР применяется для вычисления «невязких» со-
ставляющих полных потоков через границы. Прочие составляющие по-
токов («градиентного» типа) вычисляются через центрально-разност-
ную аппроксимацию соответствующих частных производных (со вто-
рым порядком аппроксимации по пространству).

Запишем общую систему уравнений пространственного нестацио-
нарного течения реагирующей смеси [8, 10] в «векторной» форме:

∂U

∂t
+

∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
+

∂Fz

∂z
= S, (5.7)

где U = [ρ1, . . . , ρK , ρu, ρv, ρw, ρE]T — «вектор» неизвестных (объ-
емных плотностей сохраняющихся величин); S — «вектор» объемной
мощности источников/стоков:

S = [W1ωΣ1 , . . . ,WKωΣK
, 0, 0, 0, 0]T ,

где WkωΣk
, k = 1, . . . ,K — мощность источников, соответствующих

химическим реакциям.
«Векторы» плотностей потоков сохраняющихся величин в коорди-

натных направлениях (x, y, и z) соответственно могут быть представлены
суммами «невязкой» и «градиентной» составляющих:

Fx = (Fx)nv + (Fx)gr , и т. д.

Способ расчета «невязкой» составляющей газодинамических по-
токов в системе (5.7) следующий. Уравнения масс компонентов сумми-
руются для получения уравнения плотности смеси и определения векто-
ров потоков полученной системы:

(Fx)nv =




ρu
ρu2 + p
ρuv
ρuw

ρuE + pu




, и т. д. (5.8)
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Вектор (5.8) выражает потоки в частном случае невязкого нетепло-
проводного газа или однородной сжимаемой жидкости.

Алгоритм определения значений термогазодинамических парамет-
ров — плотности, давления, температуры и скорости звука на грани-
цах ячеек перед вызовом процедуры решения задачи о РПР — следу-
ющий. Сначала проводится обычная реконструкция газодинамических
параметров в ячейках с их интерполяцией на границы, в которой зависи-
мые переменные вычисляются по обе стороны от, например, x-границы:

U
n (x−)

i+ 1
2
, j, k

= Un
i, j, k + [Sx]−1

i, j, k{
1+ϕ

4 ∆̃xW
n
i, j, k + 1−ϕ

4 ∇̃xW
n
i, j, k},

U
n (x+)

i+ 1
2
, j, k

= Un
i+1, j, k − [Sx]−1

i+1, j, k{
1+ϕ

4 ∇̃xW
n
i+1, j, k + 1−ϕ

4 ∆̃xW
n
i+1, j, k}.

(5.9)
В процедуре реконструкции (здесь — для трех координатных на-

правлений) также используется процедура (5.2) ограничения прираще-
ний сеточной функции Ui, j, k в направлениях x, y и z. При рекон-
струкции также используются матричные преобразования; например,
для координатного направления x диагональная матрица собственных
значений

[Λx] = diag (u, u, u, u + c, u − c) .

Вид матриц [Sx], [Sx]−1, [Sy], [Sy]
−1, [Sz] и [Sz]

−1 для краткости
приводить не будем.

Итак, стандартные процедуры реконструкции (5.9) и решения за-
дачи о РПР позволяют найти соответственно параметры ρ, u, v, w,E
на границах ячеек и по ним — потоки в формулировке (5.8). В случае
смеси, однако, нужны плотности массовых потоков раздельно по каждо-
му компоненту, для чего нужно лишь умножить плотность потока массы
смеси на массовую долю компонента на границе с той ее стороны, с ко-
торой происходит течение.

Выполняем для массовых долей Yk = ρk/ρ, k = 1, . . . ,K рекон-
струкцию распределений в ячейках непосредственно (без преобразо-
вания матриц — так как «невязкая» составляющая уравнений для
массовых долей имеет простой вид уравнений переноса); например,
в направлении x:

Y
n (x−)
k

i+ 1
2 , j, k

= Y n
ki, j, k

+ {1+ϕ
4 ∆̃xY n

ki, j, k
+ 1−ϕ

4 ∇̃xY
n
ki, j, k

},

Y
n (x+)
k

i+1
2 , j, k

= Y n
ki+1, j, k

− {1+ϕ
4 ∇̃xY

n
ki+1, j, k

+ 1−ϕ
4 ∆̃xY n

ki+1, j, k
},

(5.10)
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где

∆̃Y n
ki, j, k

= minmod(∆̃Y n
ki, j, k

, b∇̃Y n
ki, j, k

), ∆Y n
ki, j, k

= Y n
ki+1, j, k

− Y n
ki, j, k

,

∇̃Y n
ki, j, k

= minmod(∇̃Y n
ki, j, k

, b∆̃Y n
ki, j, k

), ∇Y n
ki, j, k

= Y n
ki, j, k

− Y n
ki−1, j, k

.

Составляющие потоков, задаваемые «градиентными» членами
уравнений переноса в реагирующей смеси, описывающими молекуляр-
ный (или, при моделировании переноса турбулентными пульсациями —

эффективный) перенос, аппроксимируются на границах ячеек обыч-
ными центральными разностями со вторым порядком аппроксимации
по пространству и в таком виде участвуют в численном выражении для
полных потоков; соответствующие выражения здесь не приводятся.

Явный метод интегрирования уравнений в случае трех простран-
ственных измерений соответственно имеет вид:

U
(1)
i, j, k = Un

i, j, k + ∆tLxyz

(
Un

i, j, k

)
,

Un+1
i, j, k = 1

2U
n
i, j, k + 1

2

[
U

(1)
i, j, k + ∆tLxyz

(
U

(1)
i, j, k

)]
,

где разностный пространственный дифференциальный оператор:

Lxyz

(
Un

i, j, k

)
= Si, j, k +

(Fx)
n
i− 1

2
, j, k − (Fx)ni+ 1

2
, j, k

∆x
+

+
(Fy)

n
i, j− 1

2
, k − (Fy)

n
i, j+ 1

2
, k

∆y
+

(Fz)
n
i, j, k− 1

2
− (Fz)

n
i, j, k+ 1

2

∆z
.

5.3. О методологии моделирования в CFD-пакетах

Изложенный в п. 5.2 метод расчета пространственного течения
сжимаемого газа пригоден для решения как УНС, так и уравнений, замк-
нутых в предположении о расчете «в режиме» МКВ. Данный метод
для простейшей «декартовой» равномерной сетки ячеек затруднитель-
но приспособить, например, для корректного решения задач детального
моделирования течений, в которых очертания расчетной области — про-
извольные и зачастую переменные во времени.

Реализация подобных методов может быть оправдана при создании
расчетных программ специального назначения, нацеленных на реше-
ние ограниченного круга исследовательских и учебных задач.
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Производители же CFD-пакетов общего назначения, предназна-
ченных для решения широчайшего круга прикладных задач гидрогазо-
динамики, вынуждены удовлетворять множеству противоречивых требо-
ваний. Поэтому общепринятым при создании расчетных программ (сол-
веров) таких CFD-пакетов является следование примерно следующей
методологии [25]:

• исходная система уравнений модели течения среды рассматрива-
ется как набор обобщенных уравнений переноса в интегральной
форме, что обеспечивает гибкость выбора как уравнений пере-
носа для их совместного решения, так и моделей замыкания —

при использовании:

– предположений о сжимаемом, слабо- и несжимаемом тече-
нии;

– уравнений состояния — от ρ = const до задаваемых пользо-
вателем;

– моделей одно- и многокомпонентной, реагирующей или
инертной смеси, в т. ч. модели многофазного течения
и излучения;

– моделей влияния эффектов турбулентности на перенос
(в т. ч. в пристенной зоне), химические реакции, межфазный
обмен и излучение;

• дискретизация уравнений по пространству — не выше 2-го по-
рядка аппроксимации, в духе МКО, рассчитанная на применение
сеток с ячейками в форме многогранников (рис. 5.16) — для обес-
печения корректности и удобства:

– задания произвольных, в т. ч. изменяющихся со временем
очертаний расчетной области, причем для численных мето-
дов существенно требование о сопряжении слоев ячеек сетки
с границами области;

– произвольного измельчения ячеек сетки для выявления де-
тальной местной структуры решения, в первую очередь —

в пристенных зонах с повышенными градиентами характери-
стик потока;
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• дискретизация уравнений по времени — с применением неяв-
ных методов, позволяющих существенно увеличить шаг по вре-
мени ∆t и

– ослабить жесткие ограничения для явных аналогов применя-
емого метода — вследствие местного измельчения ячеек сет-
ки, наличия ячеек «плохой» формы и др. факторов, снижаю-
щих устойчивость счета данным методом;

– в некоторой степени ослабить вредное влияние «жесткости»

конкретных частных моделей и сочетания конкретных УЧП
в системе;

– в расчетах, нацеленных на получение стационарной (ан-
гл. stationary) картины течения — использовать шаги
по времени, характеризуемые CFL ≫ 1, и получать ста-
ционарные решения за умеренное число итераций (ан-
гл. iterations);

– в расчетах нестационарных (англ. non-stationary,
unsteady, transient) течений — получать физически
достоверную картину развития решения по времени (англ. ti-
me-resolved solution).

x

y

z

n1

∆F1 n2
∆F2

n3

∆F3
n4∆F4

Рис. 5.16. Ячейка сетки — малый конечный объем (сравн. c рис. 2.1)
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Описанная методология приводит к удовлетворительным (с точ-
ностью до гипотез, лежащих в основе моделей) результатам для тече-
ний с преобладанием конвективного и градиентного переноса (диффузии,
вязкости и теплопроводности, в т. ч. турбулентных). Но течения, где важ-
ны упругие возмущения (от звуковых волн до ВКА и скачков), движущи-
еся по потоку со скоростями порядка c, в ряде случаев могут рассчиты-
ваться с заметными отклонениями. В то же время явные высокоточные
методы как раз лучше выявляют такие структуры в сжимаемых течени-
ях, но становятся неэффективными на сетках с локальным измельчением
и для «медленных» (|v|/c ≪ 1) течений.

Следует учесть, что применяемый в последние десятилетия инже-
нерный подход к моделированию турбулентных течений в технических
приложениях предполагает численный расчет по уравнениям модели
осредненного течения (подход RANS), а отнюдь не выделение в рас-
чете хотя бы крупномасштабной составляющей структуры (подход LES).
В рамках последнего практические задачи во многих случаях решаются
все еще на пределе возможностей доступных ЭВМ. При данном подхо-
де достоверность результатов также может быть неудовлетворительной
ввиду недостаточной детализации в численном расчете.

Указанная и ряд других4 причин невысокой достоверности расче-
тов пространственных течений действуют при использовании коммерче-
ских CFD-пакетов, поэтому планируя расчетные работы нужно не пола-
гаться лишь на заявленные возможности пакетов, а осознавать ограни-
чения, присущие конкретным методологиям, пакетам и моделям.

Прилагаемая к пакету документация может и должна служить от-
правной точкой для ознакомления с моделями и особенностями их чис-
ленной реализации. И ничто не заменит опыта — как собственного,
так и опыта решения сходных задач другими исследователями.

Для наиболее ответственных (а значит, наиболее детальных) расче-
тов течений в трактах двигателей также применимы CFD-пакеты общего
назначения, реализующие подход (методологию) LES («моделирование
крупномасштабных вихрей»), и пакеты специального назначения, ре-
ализующие высокоточные явные и неявные методы расчетов на ЭВМ
с большим числом (сотни и тысячи) процессорных ядер.

4Ограничения модели осредненного течения, не вполне адекватные модели тур-
булентных эффектов и модели межфазного взаимодействия и излучения, применение
не адекватных задаче грубых расчетных сеток и особенности численных методов.
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